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1. fejezet

Bevezetés

Szomoru tény, hogy nem csak a korabbi torténelmi korszakokban, hanem napjainkban
a modern orvostudomany idején is el6fordulnak silyos fertéz6 betegségek és vilagméretii
jarvanyok szedik aldozataikat. Az emberiséget siijtod legpusztitobb jarvanyok kozott tartjak
szamon a pestist, a himl6t, az influenzéat és az AIDS-et. Ezek koziil az utébbi - az elmult
évek soran igen nagy mértékben terjedd betegség - ihlette szakdolgozatom témakorét, mely
a HIV/AIDS megfert6z6dés folyamataval kapcsolatos matematikai modellek felallitasat
és ezek vizsgalatat helyezi elGtérbe. ElsSként azonban sziikséges megismerniink néhény
alapinformaciot magéarol a betegségrol. A kovetkezs bekezdésekben szerepld informéaciok a

[5] és [7] forrasokbol szarmaznak.

Az AIDS (Acquired Immune Deficiency Syndrome = szerzett immunhiényos tiinet-
egyiittes) a HIV (Human Immunodeficiency Virus = emberi immunhiany virusa) altal
okozott tlinetegyiittes, mely gyakorlatilag 100 %-os haldlozasi arannyal jar. Csak 1981-
ben azonositottak, de mar sokkal korabban létezett. Id6kozben a fertézés lényegében
gyogyithatova valt. A virus sejtpusztitiast végez az immunrendszerben, annak fokozatos
leépitése révén daganatok kialakulasat segiti el6. A fertGzést kovetGen viszonylag sok id6
elteltével (atlagosan 5 évvel késébb) jelentkeznek a tiinetek, de a fert6zott személyek mar
tovabbadhatjak a virust. A megfert6z6dés torténhet kozvetleniil nyalkahartya érintkezés-
sel, vagy kiilonb6z6 testnedvek segitségével, mint a vér, ondoé, hiivelyvaladék, elévaladék
és anyatej. Igy a virus atadasa lehetséges vératomlesztés révén, fertzott injekcios ti
hasznalatakor, kozosiilés kozben, valamint anya és gyermeke kozott a terhesség idején,
majd a sziilés és szoptatas alatt. Ugy is terjedhet a HIV fertézés, ha ezen folyadékok
valamelyike kontaktusba keriil a nyalkahartya, illetve a bér sériilésével. 1981. december
1-én regisztraltak az AIDS-et kiilonallo betegségként, de a virus terjedésének menete
1959-ig vezethets vissza. A tudomany mai allasa szerint a HIV a XX. szazad elsé felében
alakult ki Fekete-Afrikaban. A WHO 2008-ban kiadott becslése szerint 2007-ben mintegy



33,2 milli6 ember szenvedett AIDS-ben és 2,1 millié halt meg, koztiik 330 ezer gyerek. A
fert6zottek tobb mint haromnegyede Fekete-Afrikaban él. Napjainkban mar rendkiviil
hatékony gyogyszerek léteznek, amelyekkel a virus szaporodasa jelentés mértékben lelassit-
hato, s6t ma méar a virusfertézés megsziintethets. A virus szaporodasat gatlo gyogyszerek
nem gyogyitjak meg a HIV-fertézést, de nagy mértékben lelassitjak az immunrendszer
leépiilését. A HIV-fert6zés ilyen modon kezelhetd, s6t egyre inkabb gyogyithatd kronikus

fert6zéssé valt.

Magyarorszagon az elmult 3 évben kezdett nagyobb mértékd ndévekedésbe a HIV
fert6zottek szama. Az (a) abran lathato, hogy tobbségében férfiak korében gyakori a
betegség, tovabbéa hogy 1985-t61 tekintve a 2015-6s év méasodik negyedévének végére a
HIV fertézott egyedek szdma majdnem elérte a 3000 f6t. Ezek koziil a bejelentett AIDS
betegek szama a mésodik negyedév végére 820 f6 ((b) abra), melybdl a betegek 87%-a
férfi.

Ev Férfi NG Ismeretlen | Osszesen Ev Férfi MG Osszesen
1985-2009 1343 224 204 1771 1986-2009 519 76 395
2010 142 9 31 182 2010 26 2 28
2011 122 12 28 162 2011 27 5 32
2012 186 14 19 219 2012 45 3 48
2013 191 17 32 240 2013 38 a a2
2014 213 20 38 271 2014 41 10 3l
2015 IHl. n.év 97 16 20 133 2015 IHl. n.év 19 5 24
Osszesen 2294 312 372 2978 Osszesen 715 105 820
(a) A Magyarorszagon regisztralt HIV fertézottek ne- (b) A Magyarorszagon bejelentett AIDS be-
menkénti megoszlasa a verifikalas éve szerint [5] tegek szdma a megbetegedés éve és nemek
szerint [5]

A betegség lefolyasa ot szakaszra oszthato:

e 1. szakasz — HIV fert6zés utani 3-4 hét a HIV virus lappangasi idészaka, a beteg

még nem AIDS-es.

2. szakasz — Primer vagy akut HIV tiinetegyiittes — a HIV fert6zést kovets 3-6

hétben jelenik meg. A fertézottek 1-2 hét elteltével hirtelen tiinetmentessé valnak.

3. szakasz — Kronikus tiinetmentes HIV betegség — Semmilyen klinikai tiinet nem

tapsztalhato, az immunrendszer funkcidja kielégits, de kdzben a virus szaporodésa

valtozatlan mértékben zajlik. Ez az allapot 3-8 évig tart.

4. szakasz — Tilinetes HIV betegség — Megjelenik a kronikus, megmagyarazhatatlan
hasmenés idGszaka, és tovabb tart, mint egy honap. Nyirokcsomo-megnagyobbodas,

fogyas, lazrohamok, éjjeli izzadas, szdjpenész, 6vsomor jellemzik.
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e 5. szakasz — Kifejlett HIV betegség, AIDS stadium, azaz maga az AIDS betegség.
Ennek atlagos idétartama 6 honaptol 2 évig terjed, mely haléllal végzddik.

A szakdolgozat célja a nemlineéris jarvanyterjedési modellek (ezen beliil a HIV /AIDS
modellek) megismerése és a jarvanyok lefolydsanak numerikus modellezése. Mindezt a
Capasso-féle konyv [I] segitségével teszem, melybsl a HIV/AIDS fert6z6dés folyamatéra
vonatkoz6 nemlinearis modelleket tartalmazo fejezetet veszem alapul. Célom ezen fejezet
feldolgozésa, vagyis hogy az [I]-ben bemutatott modelleket és veliik kapesolatos allitasokat,
tételeket, bizonyitasokat értelmezzem, magyardzzam és kozérthetévé tegyem. ElsSként
a dolgozat 2. fejezetében megismerkediink a sziikséges alapfogalmakkal, tételekkel, elja-
rasokkal, amelyek elengedhetetlenek a késébbi fejezetekben 1évE tételek bizonyitasainak
megértéséhez. Az ebben a fejezetben emlitésre kertils definiciok, tételek és lemmak a [2] és
[3] forrasokbol szarmaznak. A 3. fejezetben keriilnek bemutatasra az [I]-beli nemlinearis
modellek. Ezen beliil pontosabban az egy populaciobél allo modellek, melyek koziil 4
kiilonb6z6 rendszer ismertetésére keriil sor. Az itt taglalt modellekkel kapcsolatban el-
hangzé tételek, allitasok bizonyitasaiban szereplé dbrakat MATLAB segitségével allitom

eld, ezekkel is konnyebbé téve az adott tételek értelmezhetéségét.



2. fejezet

ElGismeretek

2.1. A dinamikai rendszerek és a kozonséges differencial-

egyenlet-rendszerek kapcsolata

A linaris kozonséges differencidlegyenletekkel ellentétben a nemlinearis kézonséges
differencialegyenletek vizsgalatai soran gyakorta el6fordul, hogy ezek képlettel valo6 meg-
oldéasa csak nagyon specialis esetben lehetséges. Ekkor a megoldas képletének ismerete
nélkiil a megoldas tulajdonsagait probaljuk valamilyen médon meghatarozni. Ez eset-
ben a rendszerre, mint dinamikai rendszerre gondolunk, aminek a pélyait szeretnénk

tanulméanyozni.

A kés6bbi modellek, valamint a vizsgalodéasok kiindulépontjanak az alabbi autoném,

kozonséges differencidlegyenlet-rendszert tekintjiik:
i(t) = f(z(t)), (2.1)

ahol z : R — R” ismeretlen fliggvény, f : M — R™ (M C R") pedig folytonosan
differencialhato fiiggvény. Az egyenlet z(0) = p kezdeti feltételét kielégité megoldéasat
jeloljiik (¢, p)-vel. A ¢ fiiggvény eleget tesz a dinamikai rendszerek alabbi definicijanak.

2.1.1. Definici6é. A ¢ : R x R* — R"™ folytonosan differencidlhato figgvényt folytonos

ideji dinamikai rendszernek nevezziik, ha teljesiti az aldbbi két feltételt.

e Minden p € R™ esetén p(0,p) =p ,

e Minden p € R™ ést,s € R esetén o(t,o(s,p)) = o(t+ s,p).



Tehat a fenti kdzonéges differencidlegyenlet megoldésa dinamikai rendszert hataroz meg.
A dinamikai rendszerek kozti értelmezésben ¢(t, p) azt az allapotot jeloli, ahové a rendszer
p allapotbél indulva ¢ id6 mulva jut. Az el6z6 definici6 kiterjeszthetd az id6halmaz R-rél

Z-re torténs modositaséval, mellyel a diszkrét ideji dinamikai rendszerek fogalmat nyerjiik.

2.1.2. Definici6é. A ¢ : Z x R — R" folytonos figguényt diszkrét ideji dinamikai

rendszernek nevezziik, ha teljesiti az alabbi két feltételt.

e Minden p € R™ esetén p(0,p) =p ,

e Minden p € R™ és k,m € Z esetén p(k, p(m,p)) = p(k + m,p).

A (22.1) rendszerre vonatkozo x(t) = p alaka konstans megoldasok az f(p) = 0 egyenlet-
rendszer megoldéasaval kaphatoak. Ezen p pontokat a rendszer egyensilyi/stacionéarius
pontjainak nevezziik. Az egyensulyi pontok stabilitdsa meghatérozhaté az alabbi definicio

segitségével.

2.1.3. Definici6. A (2.1) rendszer p € M egyensilyi pontjat stabilisnak nevezzik, ha

minden € > 0 szamhoz létezik olyan 6 > 0 szdm, hogy
qgeE M, |qg—p|l<d,t>0 esetén |p(t,q) —p| <e.

Az egyensily: pontot aszimptotikusan stabilisnak nevezziik, ha stabilis €és q fenti vdlasztdsa
mellett t — +o00 esetén |p(t,q) —p| — 0, ldsd dbra. Az egyensulyi pontot instabilisnak

nevezzik, ha nem stabilis.

A dinamikai rendszerek vizsgalatanak {6 targya a palyak geometriai jellemzése. Egy p
pont palyija a
{o(t,p) : t € T}

halmaz (T := R vagy Z), amely folytonos esetben egy gorbe, diszkrét esetben pedig egy

pontsorozat a fazistérben.

A kétdimenzios rendszerek esetében el6fordulhatnak tgynevezett globalis alakzatok,

amelyekre az egyik leggyakoribb példa a periodikus pélya.

2.1.4. Definicié. A p nem egyensulyi pontot periodikus pontnak nevezziik, ha létezik
T > 0, melyre o(T,p)=p. A p pont pdlydjdat periodikus pdlydnak nevezzik, a legkisebb ilyen
T értéket a pdlya periodusdnak hivjuk.



2.1. abra. Aszimptotikus egyensulyi pont [2]

Periodikus megoldas 1étezését a Poincaré-Bendixson tétellel lehet igazolni két dimenzioban.

2.1.5. Tétel (Poincaré-Bendixson-tétel gyenge alakja). Legyen f : R? — R? foly-
tonosan differencidlhato fiigguény, és tekintsik az ©(t) = f(x(t)) kétdimenzids rendszert.
Ha K C R? pozitivan invaridns (azaz Vt € R-re és Vq € K-ra ¢(t,q) € K), kompakt
halmaz, melyben nincs egqyensily: pont, akkor K-ban van a rendszernek periodikus palydja.

A fenti tulajdonsdgi K halmazt Bendixzson-féle zsdknak nevezik.

Abban az esetben, ha nem taldlunk Bendixson-féle zsakot (az el6z6 definiciobeli K halmazt),
még nem lehetiink biztosak abban, hogy nem létezik perodikus pélya. Emiatt egy olyan
tételre is sziikség van, amely a periodikus palya nem létezésére ad feltételt. Ebben az

esetben a Bendixson-kritérium alkalmazhato.

2.1.6. Tétel (Bendixson-kritérium). Ha H C R? olyan egyszeresen dsszefiiggd nyilt
halmaz, amelyen a divf = 01 f1 + Oofs fiigguény dllando eldjeld, és legfeljebb eqy gorbe
pontjaiban tinik el, akkor az &(t) = f(x(t)) kétdimenzids rendszernek nincs teljesen a H

halmazban halado periodikus pdlydja.

Mivel egy periodikus megoldés nem lehet asszimptotikusan stabilis, igy szilikségessé valik

az attraktor fogalom bevezetése:

2.1.7. Definicié. A disszipativ rendszerek jellemzdje, hogy a mozgds, iddébeli vdltozds

sordn a rendszer teljes energidjat folyamatosan csékkenti valamilyen veszteségekkel jdaro



folyamat. Ekkor az eltérd kezddfeltételekkel inditott pdalydk a fazistérnek egy nullmértékd

részhalmazdhoz tartanak. Ez a részhalmaz vonzza a pdlydkat, ezért attraktornak nevezziik.

2.2. Stabilitasvizsgalat

Ebben az alfejezetben a dinamikai rendszerek stabilitdsvizsgalatara hasznalt legismer-

tebb médszerek keriilnek bemutatéasra.

2.2.1. Ljapunov-moédszer, La Salle-elv

Az autonom, nemlinearis differencidlegyenletek megoldasainak stabilitasvizsgalatara
alkalmazhat6 a Ljapunov-modszer. Legyen M C R"™ tartomany, f : M — R" folytono-
san differencialhato fiiggvény. Az autoném rendszer x(0) = p kezdeti feltételét kielégits
megoldast jeloljiik ismét (¢, p)-vel. Definidlunk M-en egy olyan folytonosan differenciél-
hato fiiggvényt, tgynevezett Ljapunov-fiiggvényt, amely egit a megoldasok viselkedésének

vizsgalataban. A legf6bb elvarasok a Ljapunov-fiiggvény megvalasztasakor:

e a fliggvényérték valtozasabol eldonthetd legyen, hogy a megoldas kozeledik-e az

egyensilyi ponthoz,

e a fliggvény monotonitasa a trajektériadk mentén eldonthets legyen a megoldasok

kiszamitasa nélkil.

Az els6 ponthoz elegendd, ha az egyensilyi pont minimumhelye a fiiggvénynek, a masodik-

hoz viszont sziikséges bevezetni az alabbi definiciot.

2.2.1. Definicié. AV € CY(M,R) Ljapunov-fiigguény derwdltja a (2.1)) rendszer szerint
az alabbi fligguény

LV = (V', ) azaz LV(p) = (V'(p). f(p)), p € M.

2.2.2. Lemma. Legyen x a (2.1) differencidlegyenlet eqy megolddsa. Ekkor a V* :=Vox
képlettel definidlt figguényre V*(t) = (L;V)(x(t)), t € D, (ahol D, az x értelmezési

tartomdnya,).

Tehét a stabilitasvizsgalat soran az L;V el6jele alapjan dontheté el, hogy a V' fliggvény a
megoldasok mentén noévekszik vagy csokken. Abban az esetben, ha a V fliggvény allando

a megoldasok mentén, az alabbi elnevezés hasznalatos.
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2.2.3. Definicio. A V € CY(M,R) figguényt a ([2.1) rendszer elsd integrdljanak nevezik,
ha LV = 0.

Ezek utédn ismertetem a Ljapunov-tételeket.

2.2.4. Tétel (Ljapunov stabilitasi tétele). Ha megadhaté a p € M egyensilyi pont
valamely nyilt U C M kérnyezetén olyan V : U — R folytonosan differencidlhato fiiggvény,

melyre

1. V(p) < V(q) minden q € U\{p} pontban, és

2. (L{V)(q) <0 minden ¢ € U\{p} pontban,

akkor a p egyensilyi pont stabilis. Ha (LfV)(q) < 0 minden g € U\{p} pontban, akkor a p

egyensilyi pont aszimptotikusan stabilis.

2.2.5. Tétel (Ljapunov instabilitasi tétele). Ha a p egyensilyi pont valamely nyilt
U C M kiornyezetén megadhato olyan V : U — R folytonosan differencidalhato fiigguény,

melyre

1. p nem lokdlis minimumhelye a V' fligguénynek, és

2. (LfV)(q) < 0 minden q € U\{p} pontban,

akkor a p egyensilyi pont instabilis.

A Ljapunov stabilitasi tételb6l nem mindig igazolhatd egyértelmiien az aszimptotikus

stabilités, ez esetben hasznos az alabbi tétel /modszer ismerete.

2.2.6. Tétel (Barbasin-Kraszovszkij tétel vagy La Salle-elv). [3, p. 176]
Ha megadhato ap € M egyensily: pont valamely nyilt U C M kornyezetén olyan'V : U — R

folytonosan differencidlhato fiiggvény, melyre

1. V(p) < V(q) minden q € U\{p} pontban,
2. (LfV)(q) <0 minden ¢ € U\{p} pontban, és

3. az R >t — p megolddson kivil az U halmazban nem halad mds olyan teljes megoldds

trajektoridja, melynek mentén V' értéke dallando,

akkor a p egyensulyi pont aszimptotikusan stabilis.
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2.2.2. Linearizalas

A nemlineéris rendszerek esetében a faziskép osztalyozasakor csak az egyensilyi pontok
koriili lokalis faziskép vizsgalata hajthato végre. Ez megtehets a linearizélas modszerével,
amely a kovetkezSképp értelmezhets. Az y(t) = z(t) — p fiiggvényre felirt differencidlegyen-
let:

y(t) = a(t) = f=(t)) = fp) + f'(Py(@) +r(y(1) = f(p)y(t) + r(y(t)),

ahol r a maradéktagot jeloli. Ekkor a p egyensulyi pont kornyezetében a fazisképet
az y(t) = f'(p)y(t) linearizalt egyenlet hatarozza meg, amelynek f’(p) matrixat Jacobi-
matrixnak nevezziik. Ennek segitségével az alabbi tétel alapjan hatarozhatoé meg a

stabilitas.
2.2.7. Tétel.

1. Ha az f'(p) mdtriz minden sajatértékének negativ a valds része, akkor p aszimptoti-

kusan stabilis egyensily: pontja a (2.1)) rendszernek.

2. Ha az f'(p) mdtriznak van pozitiv valdsrészi sajdtértéke, akkor p instabilis eqyensilyi

pontja a (2.1) rendszernek.
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3. fejezet

A HIV/AIDS jarvanyterjedés

matematikal modellezése

Ma mar rengeteg szakirodalom elérhet a nemi betegségek terjedésével foglalkozo mate-
matikai modellezési modszerekrsl. Ezek tobbsége olyan klasszikus matematikai jarvanytani
modelleken alapszik, amelyek a valoésdgban is relevans paraméterek beépitésével igyekeznek
minél életszertibb modelleket alkotni. Ezen modellek 1étrejottének célja elsGsorban az volt,
hogy tanulmanyozhat6 lehessen a jarvanyterjedés folyamaténak szerkezete. Ugynakkor
ezen eredmények sok egyéb célra is felhaszalhatoak, példaul hogy megjosolhato legyen egy
jovébeni jarvany kitorésének lefolyasa, vagy épp stratégiak kidolgozasahoz, hogy ezéltal a

késébbiekben a jarvanyok kontrolldlhatoak legyenek.

Minden ismertetésre keriil6 modell esetén az tgynevezett altalanos nemlineéaris SEIRS
tipustt modellt tekintjiik kiindulasi pontnak. Tegyiik fel, hogy a fejezetben bemutatasra
keriil6 modellekben a populaci6 homogén, tehat a populécié minden fertézott egyede
ugyanolyan mértékben van megfert6zé6dve. A SEIRS modell alapkoncepci6ja szerint a

vizsgalt egyedek az alabbi osztalyokba sorolhatdak:

S: a fertdzhetd egyedek (susceptibles)

E: olyan fertdzitt eqyedek, akikben lappang a betegség és még nem tudjdk tovabbadni

a virust (exposed)

I: azon fertézott egyedek, akik dtadhatjdk a betegséget (infectives)

R: azon eltavolitott egyedek, akiknél a betegség lefolydsa véget ért és mar vagy
meghaltak, vagy ha felépiiltek, akkor mdr teljesen immunisak, vagy izoldlva lettek, igy

mdr nem fertézhetnek tovdbb (removed).
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Az S, E, I, R betiik nem csak az osztalyokat, hanem a benniik 1év6 egyedek szamaét is
jelolik. A teljes népességet jelolje N, amelynek értéke az S + E + I + R modon adhato
meg. Tovabbi fontos tényezs a g(I) fertézés-fiiggvény, mely a megfertGzés erejét /mértékét

fejezi ki. A fertézés-fliggvénytdl elvart tulajdonsigok az alabbiak:

i) 9(0) =0

ii) g(I) > 0, minden I > 0 esetén.

Ennek alakja tobbféleképpen megvalaszthato. Jelen fejezetben feltessziik, hogy a fert6zési

fliggvény nemlinearis, azaz specialisan:
g(l)=FkI", p>0

ahol k a fertézési rata. A g(I) fertézé-fliggvény megadja, hogy egy idGegység alatt a
fogékonyak hanyadrésze fert6z6dik meg. A megfert6z6dés gyakorisaga, vagyis az egységnyi
id6 alatt tjonnan megfert6zott egyedek szama az el6fordulasi rataval (incidence rate)

adhatd meg, amely a fertGzés-fiiggvény segitségével a linearis esetben
incidence rate = g(I)S
modon definialt. Mostani modelliinkben az
incidence rate = g(1)S? = kI?S?, ¢>0

alakot fogjuk hasznalni Severo [4] javaslatara. Tegyiik fel most, hogy a teljes népesség (N)
allando, pontosabban, hogy
S+FE+I+R=1.

Ekkor az id6 mulasaval mindig ugyanannyi lesz a 1étszam, azaz ahany egyed kikeriil a
rendszerbdl, ugyanannyinak be is kell keriilnie. Példaul: ahanyan kiesnek a modellbsl
a természetes elhalalozas okan, annyi egyednek sziikséges visszakeriilnie az .S osztalyba
annak érdekében, hogy tartsak az alland6 népességet. Emiatt a visszatérd, korforgas-szert
folyamat miatt is nevezik SEIRS modellnek a rendszert, az utolsé S bettivel arra utalva,
hogy az R osztélybol ismét az S osztalyba keriilhetnek az egyedek. Az R-beliekre két eset
all fenn, egy R-beli egyed vagy meghal és kikeriil a rendszerbdél, vagy tdjra fogékonnya valik,

és visszakeril a rendszerbe. Ezek ismeretében az altalanos nemlinearis SEIRS modell a
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kovetkezSképpen irhato fel:

(dS
== —g(I)S"+p—puS+0R
dE
=918~ (c+ p)E
dt
\ I (3.1)
=B (v +p)l
dR

Az egyenletrendszerbe tobb fontos "életszerd" paraméter lett beépitve annak érdekében,
hogy egy valosaghtibb modellt nyerjiink. A (3.1]) rendszerben talalhat6 ismeretlen véaltozok

jelentései:

o 1 haldlozdsi rdta (természetes haldl dltal)
e 0. az R osztalyban lévdk immunitdsvesztési rdatdja

e c: annak a folyamatnak az aranydt fejezi ki, amikor a mdr fertdzott, lappango virussal

rendelkezd egyedek dtkerilnek az E osztalybol az 1 osztdlyba

e v: annak a folyamatnak az ardnydt fejezi ki, amikor a mdr kordbban beteg egyedek

datkertilnek az I osztalybol az R osztdlyba.

A rendszer altal meghatarozhato kezdetiérték-problémat korrekt kittizéstinek
nevezziik, mivel barmely kezdeti feltétel esetén, minden ¢ > O-ra létezik egyértelmi
megoldas, és a megoldas folytonosan fiigg a kezdeti feltételtsl és a feladat paramétereitdl.
A nemnegativ ortans pozitivan invarians a rendszerre nézve, igy mindig tartalmazni fog
trivialis egyensulyi helyzetet (S =1; E = I = R = 0), amely a betegségmentes allapotot

szemlélteti. Minden egyensulyi allapotra teljesiilnie kell az alabbiaknak:

E = (7+“) 1, (3.2)

€
Y
= —] 3.3
tovabba
kIP(1—FE—1—R)1=(c+ p)E. (3.4)
—Ga
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Nemtrivialis egyenstlyi helyzet esetén (I > 0) a (3.2))-t és (3.3])-t behelyettesitve a ([3.4)-be:

kIP01—E—I—R) = (e+p)kE

k;]p<1(7€#>ll(s(ﬁ)1): - (e+u)(7t“)1
-1 <1_I((’y+u)( +€Z5):;§ +u)+'y€))q _ (6+ui](€'y+u)
P (1 1 ((6+u)<g(5++uu+> ) +76>) _ (e+ui](:+u>’

ahol jelolje
€(6 + )
(O +p)(y+p+e) +e

és
ek

(et )y +p)
Ezen jelolésekkel a (3.4) a kovetkezSképp irhato fel:

i (1 - é)q = % (3.5)

A nemtrivialis egyensulyi allapot (S*, E*, I*, R*) meghatéarozasahoz I* < H feltétel esetén
kapunk S < 1 értéket. Az I* megadasa utan az E*, R* megkaphatok a (3.2)) és (3.3))-bdl,

valamint S* az alabbi modon:

[*
S*t=1-——.
H
Miutan megkapjuk a nemtrivialis egyensilyi allapotot, megvizsgalhatjuk ezen &allapot sta-

bilitasat. A nemlinearis SEIRS modellre ezek a vizsgalatok megtalalhatok a [I] konyvben.

Az altalanos nemlinearis modell bevezets targyalasa utan térjink at a HIV/AIDS

modellekre. Ezen modelleknél részletesen is bemutatjuk majd a stabilitasvizsgéalatot.

3.1. Egy populaciébdl allo HIV /AIDS modellek egyszin-

td fert6z6déssel
Ebben a szakaszban két modell keriil bemutatésra, az els az altalanos SEIRS modell fel-
épitésével kozel hasonlo, azzal a kiilonbséggel, hogy nem tartalmazza az E osztéalyt, tovabba

a teljes népesség nem allandé értékd. A masodik modell az elsé egy tovabbfejlesztéseként

lesz nyerhetd.
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3.1.1. Model 1.

A SEIRS modellbdl kiindulva jelélje S(t) tovabbra is azoknak a szamat, akik fogékonyak
a betegségre, azaz, akik megfertézhet6k AIDS-cel, I(t) a fertézottekét, és A(t) pedig az
olyan fert6zottek szamat, akik mar a betegség végss szakaszaban jarnak, és mar nem
fertéznek tovabb, azaz nem terjesztik a betegséget. Mivel az A osztalyban 1év6 egyedek méar
nem jatszanak szerepet a fertézési folyamatban, ezért ebben az esetben a fertézés-fiiggvény
az aldbbiként definidlhato: \
9 T) = 71,

ahol T' = S 4 I és X\ pozitiv paraméter. Az alabbi differencidlegyenlet rendszerben
megmaradtak a bevezetében emlitett jeldlések, vagyis p jeloli a haldlozéasi aranyt, 0 az A
osztalyban lévsk halalozasi aranyat, A pedig egy adott konstans érték, amely azt fejezi ki,
hogy az id§ elteltével hany egyed keriil a rendszerbe, vagyis, mindig adott A egyed sziiletik

idGegységenként, azaz ennyivel né a fogékonyak szama.

as

- = —9(LD)S—puS+A (3.6)
% = g(LT)S = (v+ ! (3.7)
B = A (ur o)A (33)

A modell nagyvonalakban elmondva azt szemlélteti, hogy az id§ elteltével (t > 0) a
egyenletben a fert6zhets egyedek szama csokken a fert6zés fiiggvény mértékétsl fiiggden
(—g(1;T)S), tovabba az elhalalozok szamaval (—uS), és idGegységenként A-val né az
S-beliek szama. Ugyanakkor a —ben a fertézottek osztélya né a fertézési rata hatasara
a megfert6zott S-beliek szaméaval (g(7;T)S), csokken az elhaldlozasok (—pl), valamint a ~
(v > 0 konstans) rata altal érintett egyedek szdmaval (—vI), ahol v (akarcsak a (3.1))-ben)
annak a folyamatnak az aranyat fejezi ki, amikor a mar korabban beteg egyedek atkeriilnek
az I osztalybol az A osztélyba. A —ban az A osztaly szama né az I-bdl eltavolitottak
szamaval (vI) és csokken a természetes elhaldlozés és a betegség okozta elhaldlozasok
szamaval (—(p +0)A).

A teljes népességre vonatkozo egyenlet az N (t) = S(t)+1(t)+ A(t) képlettel hatarozhatod

meg.

dN

—r = —uN(t) — A+ A. (3:9)

Ennek kovetkeztében a Model 1. differencidlegyenlet-rendszerére az alabbi allitdsok fogal-

mazhatdak meg.
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3.1.1. Allitas. Minden p > 0 esetén, ha N(0) < %, akkor N(t) < % minden t > 0-ra.

Azaz az A
Q:={(S,I,A)eR} | S+I+A< ;}

kompakt, konvex, invaridns halmaz a differencidlegyenlet rendszerre nézve.

Bizonyitas. A (3.9)) alapjan lathato, hogy

dN

ST CUN@ + A
gy (t) +

AN

L UN@) <A
o T H (t) <

Megszorozva az egyenlet mindkét oldalat e#-vel és integralva 0-tol 7-ig (7 > 0) az alabbira

jutunk:

[N(T) _ %] 7 < N(0) — % <0,

Ezzel belattuk az allitas N(t) < % részét. Az  halmaz invarians tulajdonsagahoz még

meg kell mutatni azt a trividlis allitast, hogy azon megoldasok, melyek az €2 peremérsl
indulnak, Q-n beliil maradnak. [J

Egy konkrét példan keresztiil a [3.1] &bra segitségével is szemléltethets az allitas. A

képen talalhato illusztracié esetén a konkrét bemend paraméterek az alabbiak voltak:

= 0.2,
= 0.1,
1,

— 0.08,
= 0.5.

S 2 ' >
I

Lathato, hogy ekkor a % = 10. A kezdeti értékeket pedig tgy valasztottam meg, hogy az
osszegiik (vagyis N(0)) pont % legyen.

s~ I

Ebben az esetben a [3.1] abrat kaptam eredményiil, amelyen jol lathato, hogy a megoldasok

Osszege kezdetben 10 (= %) és az 1d6 elérehaladtaval sem megy ezen érték folé.
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S solutions

1 5 T T T T T
it
It}
At
SH+A=M
" I
5 - -
|:| 1 1 I I i
] 10 20 a0 40 =0 E0

3.1. abra. S(t), I(t) A(t) megoldasok és N (t). Jelen esetben a % értéke 10. Az abra magenta
szind fiiggvénye a 3.1.1 allitast szemlélteti, mely szerint, ha az S(0) + 1(0) + A(0) < %,
akkor a megoldasok Osszege (N(t)), vagyis a teljes népesség a késGbbiekben is % érték

alatt marad.

3.1.2. Allitas. Minden pu > 0 esetén a differencidlegyenlet-rendszer betegségmentes eqyen-
sulyr dllapota:

St =

A
= I'=0, A*=0.
W

Abban az esetben, ha a nemtrivialis egyensiilyi helyzet érdekel minket, a kovetkez6képp
jarunk el. Mivel a differencidlegyenlet-rendszer elsé két egyenlete fliggetlen A-tol, ezért a
vizsgalodas szempontjabol problémamentesen redukalhato két dimenziora. Ekkor minden

p > 0-ra az (S, I) fazissik nullklinai az alabbiak.
S nullklinéi:
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A bal oldalt atalakitjuk:

d
dt
-
= —JS— A
S R

= —(A\+pu)ST —puS*>+A(S+1)

= I(=(A\+p)S+A)— uS*+ AS.

Azaz
I(—(A+p)S+A) — uS* +AS =0.
Tehat
I puS? — AS
=+ p)S+A

Az I nullklinai:

dl

pri 0.

A bal oldalt ismét atalakitjuk:

dl

- = LTS = (v +wli

A
- 15— I
S (v + )

= MNMS—(y+p)I(S+1)
= IS = (+p(S+ D).
Azaz

IS = (v + (S +1)) =0,

ami akkor teljesiil, ha

vagy

(3.10)

(3.11)

(3.12)



A nullklinédkra az alabbi tétel bizonyitasinak szemléltetésénél lesz sziikségiink.
3.1.3. Tétel. [1

a) Ha A < v+ u, akkor a Model I. rendszernek csak egy egyensilyi pontja van, neve-
zetesen a trividli egyensilyi pontja z* = (S*, I*, A*)T = (%, 0,0)T, mely globdlisan

aszimptotikusan stabilis az C2-n.

b) Ha X\ >« + p, akkor a rendszernek két egyensilyi pontja van: z* := (S*, I*, A*)T =
(%, 0,0)%, amely instabil, és egy globdlisan aszimptotikusan stabilis z** = (S**, I**, A**)T
e Q.

Bizonyitas. Az egyensilyi megoldasok létezése a (3.10), (3.11), (3.12) nullklindk

segitségével abrazolt fazisképek vizsgalataval, valamint formalisan is bizonyitasra keriilnek.

A X — (v + p) elGjele szerint két esetet kiilonboztetiink meg.

1. A= (y+u) <0, azaz a A < (7 + p) eset.

o | fazissik
o SRR VYT 77T 7 577 % 7
T N A A Y I A
P e T I N wh ﬁ!l !!;,ﬁ P
1&&‘3&‘& EL ’-".,r’ & e &)
e — — —i= —:= — —& = —F P . . . ol
— a
— — —= > % > = —+ * ¥ - i v e a— =]
'DE:F?" —= - -~ W T =]
5
2 .'){JI‘I | | | - T /‘/’IJ"‘
0 1 2 3 4 5 b 7 g

3.2. abra. A megoldasok fazisképe \ < (y + u) esetén az S, I fazissikban.
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Szemléletesen a redukalt két dimenzios rendszerre a [3.2] 4bra segitségével mutathato
meg a (3.1.3) tétel a) allitasa. Az abra kék gorbéi jelenitik meg a kiilonb6z6 pon-
tokbol inditott palyakat, zolddel az I, magentéval az S nullklinéi lathatoak, a piros
csillag pedig a (%, 0) értéket mutatja (mivel a tétel szerint itt van az egyensilyi pont).
Az I nullklindi mindig a vizszintes, az S-hez tartozé nullklinak pedig a fiiggSleges
irAnyokat hatarozzak meg, de a nullklindk metszéspontjainal iranyvaltas torténik.
Példaul: mivel az S és I nullklinai metszik egymast a (%, 0) pontban, ezért a magenta
gbrbe mentén a negativ siknegyedben a palyak még felfelé haladnak, mig a pozitiv
siknegyedben mar ugyanezen nullklina mentén lefelé mennek a palyak (hasonloan
megfigyelheté az abran ugyanez a folyamat az [ nullklina jobbra-balra torténd irany-
valtasara). Az S, I nullklindk metszéspontjai hatarozzédk meg a lehetséges egyenstlyi
pontokat. Az iranyok segitségével egyértelmiien lathato, hogy a megoldasok a (%, 0)
metszéspontba tartanak, igy a (%, 0) stabil egyenstlyi pont.

Kovetkezzen a formélis bizonyitas. Ha A\ < (v + u), akkor a z* globalisan aszimptoti-

kus stabilitasa (az {2-n) belathat6 az alabbi Ljapunov-fiiggvény alkalmazaséaval
V(S,I)=1.
Ekkor:

Vi) = 1)
vty = ()
= IAS = (v +u)(S+1))
= ISAN=I(y+p)(S+1I)
= ISA=IS(y+p) = I*(v+p)
= IS\ —(y+p)—I*(v+p) <0.

<0

Tehat megmutattuk, hogy z* valoban globalisan aszimptotikusan stabilis egyensulyi

pont.

A= (y+p) >0, azaz a A > (y+ p) eset.

A (3.1.3)) tétel b) allitasat a|3.3| dbra szemlélteti. Lathato, hogy ebben az esetben
az a) pontban még stabilis z* = (%, 0) pont (fekete csillag az d4bran) most instabil
egyensilyi pont. A palyak egy masik metszéspontba, z**-ba (piros csillag az abréan)

tartanak, amelyrél az iranyok alapjan is megallapithato, hogy stabil egyensulyi pont.

Kovetkezzen ismét a formaélis bizonyitas. Ha A > (v + u), akkor a 2 dimenzios
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3.3. dbra. A megoldasok fazisképe A\ > (v + u) esetén az S, I fazissikban.

rendszer z**-beli Jacobi-méatrixanak pozitiv a determinansa és negativ a nyoma,
igy a matrix mindkét sajatértékének valosrésze negativ lesz. Ennek kovetkeztében
2** lokélisan aszimptotikusan stabilis egyensulyi pont, mig ugyanezen modszert
alkalmazva megkaphato, hogy 2* pedig instabil egyensulyi pont. Mivel korlatosak
a palyak, ezért ha egy pontbdl elinditunk egy palyat és megmutatjuk, hogy ez a
palya nem periodikus, akkor annak egy egyensilyi pontba kell mennie, ami pedig ez
esetben csak a lokalisan stabilis egyensuly lehet. Tehat a z** globalisan aszimptotikus
stabilitdsdnak belatasahoz meg kell mutatni, hogy nincs periodikus pélya O-n. Ez
a Bendixson-Dulac-kritérium segitségével bizonyithatdé be. A Bendixson-Dulac-

kritérium a Bendixson-kritérium altalanositasaként értelmezhetd.

3.1.4. Tétel (Bendixson-Dulac kritérium). /2/

Legyen H C R? egyszeresen dsszefiiggd nyilt halmaz, és legyen B : H — R olyan
differencidlhato figgvény, melyre a div(Bf) figgvény dllando eldjeli, és legfeljebb
eqy gorbe pontjain tinik el. Ekkor az @(t) = f(x(t)) rendszernek nincs teljesen a H

halmazban halado periodikus pdlydja.
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A tételt alkalmazva B = % valasztassal:

dw(%ﬂﬁlo Zig%<%ﬁ@JO%7%(§ﬁ@J0::

L0 (A S Ay 0 (as
T oos\s+1 M1TT)Ter\s+1 A
= —— —=<0.
S+1 1°
Tehét a fiiggvény nem valt elGjelet az Sol—n, azaz nincs teljesen az (-ban halado

periodikus palya.

A bizonyitasokban szerepls dbrakat a MATLAB szoftver segitségével allitottam eld.
A differencidlegyenlet-rendszerek megoldasainak meghatéarozasahoz az oded5 fiiggvényt
hasznaltam, a fazisképek abrazolasanal a palyak iranyainak megjelenitéséhez pedig a quiver

parancsot alkalmaztam.

3.1.2. Model 11.

Az el6z6 fejezetben bemutatott modell egy tovabbfejlesztéseként nyerhets az tijabb,

jarvanyterjedést szemléltets differencidlegyenlet-rendszer.

Az Gjitas az el6zGekhez képest, hogy a megfert6zott egyedek két iranyba sorolhatdak
tovabb az S osztalybdl: vagy az I osztalyba keriilnek, amely azokat a fert6zotteket jeloli,
akik elkapték a virust és akiknél a betegség folyamatos lefolyasa zajlik, vagy az Y osztélyba,
ami azokat a fert6zotteket jeloli, akiknél nem fejlédik ki teljesen a betegség. Az I osztély
tovabb bomlik az A osztalyra, akiknél teljesen lezajlik a betegség Osszes szakasza, az Y-ban
lévsk pedig Z-re, ami azokat az egyedeket jeloli, akiknél még nem fejlédott ki teljesen a
betegség, de mar szexualisan nem aktivak (igy nem fertéznek tovabb). Lathato, hogy az A
és a Z osztalyban 1év6k nem vesznek részt a betegség terjesztésében. Jeldlje p (p € [0, 1))
annak az aranyat, hogy egy egyed az [ osztalyba, 1 — p pedig annak az aranyét, hogy az Y

osztalyba keriil. Az 1j valtozok megjelenésével a fertGzés-fiiggvény az alabbiként modosul:

g(1,Y:;T) = )\@(I +Y),

legyen
T=S+1+Y,
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3.4. abra. Folyamatabra a méasodik modellhez [1]

ahol A\ (konstans) a fertGzés dtadasanak aranya fert6zott partnerenként, és C'(T') egy atlagos
egyed egységnyi id§ alatti szexuéalis partnerei szaméanak atlagat jeloli, feltéve, ha mindenki
fogékony (C' differencialhato, (monoton) néve fliggvény). A fertézési fiiggvényben szerepld

@ annak az aranyat hatarozza meg, hogy ha egy megfertézhets egyed kapcsolatba 1ép

egy véletlenszertien valasztott illetével, akkor a valasztott egyed fert6zott lesz. Ekkor a

fert6zés elsfordulasi aranya (total incidence rate) az alabbiként definidlhato:
total incidence rate = /\%(I +Y)S.
Mivel C' differencialhato és névekvé fligvény, ezért:

c(T)>0, T>0
C'(T)y>0, T=>0

Mindezek ismeretében az j modell a kévetkezSképpen irhato fel:

(d

d—fz/\—g(],Y;T)S—pS

dl
%ZP'Q(LY;T)S—(WML/J)I
ay

o = =) g(LY;T)S = (9 + p)Y (3.13)
dA

E—VII—(M—I—(S)A

dz

= Y —uZ
L dt 0% %



minden ¢ > O-ra. Jelolje tovabbra is N a teljes népességet, amely az N(t) = S(t) + I(t) +
Y(t) + A(t) + Z(t) modon definidlhato, azaz

dN

— = —uN — A+ A.
7 1 0A +

Az els6 modellel kapcsolatos allitasok errdl a rendszerrdl is megfogalmazhatoak. Vagyis az
5 A
Q:={(S,[,Y,A,Z)eR} | S+I+Y+A+Z<—}
L

kompakt, konvex invaridns halmaz a (3.13) rendszerre nézve. Tovabba minden p > O-ra a
(3.13) betegségmentes egyensulyi allapota:

S =2, ["=0, Y*=0, A*=0, Z*=0.
L

Tegyiik fel, hogy az S, 1,Y dinamikaja fiiggetlen az A, Z-t6l, ekkor elegendd a (3.13))

rendszer els harom egyenletére sztikiteni vizsgélatainkat. Jelolje

or =9+ W,
Oy =7y t i

és

1—
D = (£+ p),
or Oy

ahol D a teljes, halalozassal korrigalt, atlagos fert6zottségi idészakot szemlélteti. Legyen

R:=)\C (é) D,
i

amelyet az elemi reprodukciés szdmnak neveziink. Az elemi reprodukcios szam azt fejezi
ki, hogy egy fert6zott egyed élete soran hany embert képes megfertézni. Ekkor a kovetkezd

tétel alkalmazhato.

3.1.5. Tétel. [1l] Legyen p > 0.

T
a) Ha R <1, akkor a z* := (%, 0,0,0, O) eqyensulyi pont globalisan aszimptotikusan

stabilis az Q)-ban.

b) Ho R > 1, akkor a z* instabilis egyensilyi pont és létezik eqy z** egyértelmd,

nemtrividlis eqyensiulyi pont, amely lokdlisan aszimptotikusan stabilis az Q-n.
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Tehat S(0) >0, 1(0) >0, Y(0) > 0 mellett barmely megoldés tart (%, 0, 0>-hoz t — o0
esetén. A kovetkezs feltétellel az R > 1 esetben is elérhetd globélis stabilitas.

3.1.6. Megjegyzés. Legyen p > 0 és vy = vy vagy p = 1. Ha R > 1, akkor a z**

globdlisan aszimptotikusan stabilis az Q-n.

3.2. Egy populaciobél all6 modellek idébeli eloszlas sze-

rinti fertozéssel

Ezen fejezetben ismertetésre keriil6 modellek keletkezése azon az otleten alapszik,
hogy vegylik figyelembe a megfert6z6dés és a klinikai AIDS kozott eltelt id6t. A korabbi
fejezetekben 16vé Model 1. és Model II. rendszerekben az I osztalybol A-ba (vagy Y-bol
Z-be) torténd atalakulés aranya fliggetlen volt attol, hogy egy egyed mennyi ideje volt
fert6zott. Annak érdekében, hogy most tekintettel legyiink erre a jellemzdére, egy tjabb
tényezo keriil bevezetésre. Jelolje P(s) azoknak a fertézotteknek a hanyadat, akik s > 0 id6
utéan is fertéz6ek maradtak. Tovabba P : Ry — R, nem névekvs és P(0) = 1. Az alabbi

mennyiség pedig egy egyed atlagos tartozkodési idejét fejezi ki a fertézottek osztalyaban:

/ P(s)ds =T < 0.
0

Tovabba a y
=——P
p(s) 7. P(s)

a fert6zott osztalyban eltelt tartozkodasi id6 stiriiségfiiggvényét szemlélteti.

Tobbféleképpen definidlhato a P(s) fiiggvény, valaszthato a klasszikus exponencialis
(linearis csokkenéssel) eset vagy a gamma eloszlassal meghatéarozott, de akar az alabbi
modon is megvalaszthato:

1, 0<s<r
P(s) = T

0, 7<s,
ahol 7 > 0 egy rogzitett késleltetési érték, ami utan mar az I-bsl A-ba keriils fertézottek

nem lesznek fert6zsek.

Figyelembe véve az uj P fiiggvényt, a korabbi (3.13]) rendszer modositasaval nyerheté

az 1j rendszer:
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[ 95ty = A~ 3(6)S () — uS(1)

dt
() = i(t) +p /0 G(0)S()e= =) Py(t — 5)ds
Y(t)= Y(t) +(1—p) /tf](t)S(s)e_“(t_s)P (t —s)ds
A() Ae (u+o)t +A +p/ / —(p+6)(t—s)

X [pr(r = s)e W Iasd

Z(t)=Ze M+ Z(t)+(1—p // s)e =)

X [py (1 — 5)e =9 dsdr,

(3.14)

(
ahol a g := g(I(t),Y(t); T(t)) fejezi ki a fertézés-fiiggvényt az id6 fiiggvényében. Minden
t > 0 esetén az 1(t), Y (t) azokat az egyedeket jeldli, akik mar ¢ = 0 id6pontban vagy az I
vagy az Y osztalyban voltak és jelenleg is fert6zéek, A= A(0) azon egyedeket szemlélteti,
akik mar ¢t = 0-ban elérték a végsé AIDS stadiumot és még életben vannak. Az A(t) jelolés
azokat jelképezi, akik kezdetben az I osztalyban voltak, majd atkeriiltek A-ba és még a
t id6pillanatban életben vannak. A Z osztalyra vonatkozo Z , Z (t) jelentései hasonloan
definialhatok az fi, A(t) alapjan. Az egyenletrendszerben szereplg e~ (#F0)(t=s) ~e=n(t=s)
tagok illusztraljak azokat, akik természetes elhalalozas miatt kikeriilnek a folyamatbol. Az
I(t) és Y (t) egyenletek sorai a t pillanatbeli az I /Y osztélybeli fertézottek szamat jelenti,

ahol a(z I esetén)
t
» / (DS (s)e ) Py(t — 8)ds
0

tag azokat az egyedeket jeloli, akik a 0 id&ponttol kezdve t idejig fert6zottek és az [
osztalyban tartozkodnak (Y-ra hasonléan). Az A egyenlet jobb oldalan 1évé

/ / —(p+0)(t—s) o lpr(T — s)e‘(“+5)(t‘s)]dsd7

tagban a py(7 — s) az [ osztéalybol valo felépiilés aranyat fejezi ki 7 id6vel a megfert6zédés

utan (Z(t) esetén hasonloan).

A korabbi fejezetekhez hasonldan ez a rendszer is sziikitheté 3 dimenziora, az egyenlet-

rendszer elsé harom egyenletére. Ekkor az alabbi allitas all fenn.

3.2.1. Allitas. Ha I(t) = Y(t) = 0, akkor a redukdlt (S,1,Y) rendszerben a trividlis
egyensilyi dllapot a z* := (S*,[*,Y*) = (%,0,0).
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Tegyiik fel, hogy I(t) és Y(t) tart a 0-hoz nagy t esetén, tovabba alkalmazzuk az alabbi

jeloléseket:

D= [P+ (=Pl

R = \C (ﬁ) D,
1

ahol D ismét a teljes, haldlozéassal korrigalt, atlagos fert6zottségi idészak és R az elemi

reprodukcios szam. Ezek segitségével a kovetkezd tétel fogalmazhaté meg.
3.2.2. Tétel. [1]

a) Ha R < 1, akkor a trividlis z* egyensilyi pont egy globdlis attraktor a rendszerre

nézve. Példdul: barmely pozitiv megoldds esetén

lim (S(t),I(t),Y(t)) = (%,0,0) .

t—4o00

b) Ha R > 1, akkor a z* instabil, tovabbd létezik egqy W** > 0, amely esetén a rendszer

barmely pozitiv megolddsdara teljesiil, hogy

limsup[I(t) + Y (t)] > W*.

t——+o0

3.3. Egy populaciobél all6 modellek tobbszinti fert6zo-

déssel és valtozoé fert6zbképességgel

A koréabbi fejezetekben feltettiik, hogy egy fert6zott egyed - fliggetleniil attol, hogy
miota fert6zott - ugyanolyan fertézképességgel rendelkezik. Ez a feltevés nem tiikrozi a
valosagot, ezért ebben a szakaszban egy olyan modell kertil bemutatasra, amely figyelembe

veszi ezt az attribatumot.

Az 4j modell a 3.1.1. fejezetben bemutatott Model 1. rendszer egy tovabbfejlesztéseként
értelmezhets. Az ismertetésre keriil6 modellben a fert6zéképesség ideje (azaz az I osz-
talyban valo6 tartozkodasi id6) gamma eloszlasu és a fert6zéképesség kiillonbozé szinteken
definiélt. Az eloszlas strtségfiiggvénye:

kmtm—le—ks

p(S)— S>07

(m-—1! "~
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amelyben m szinti fertézéképességet tekintiink exponencialis csokkenéssel és azonos k
rataval a kiilonb6z6 szintek kozott. A tobbszint fertézéképesség bevezetésével kiilonb6zs
fertézés-fiiggvényeket kapunk a kiilonb6z6 szintekhez. A Model 1.-beli I osztalyt felbontjuk
m > 1 alosztalyra: I;, 7 = 1,...,m. Ekkor a fertézottek j-edik osztdlyahoz tartozo
fertézés-fiiggvény:
s

gj(Ih ey Im,T) = ?]Ij,
ahol j=1,...,m és

T:=1+5:=> L+6

Jj=1

Igy az Osszes alosztély egyedeire vonatkozo fertézés-fiiggvény:

(Il,... Zg] Il,... ZTJ .

Ezek ismeretében a jarvanyterjedési modell a kovetkezd:

( dS

dl

d—;=g<11,...,1m;T>S—<v+u>ll

o (3.15)
d_tJ:’YIj—l—(’Y‘FM)[p j:27"'7m

dA

A tovabbiakban a (3.15)) els6é m+1 egyenletére redukalt rendszert tekintjiik. Ennek trivialis
egyensilyi helyzete az alabbiként adhato meg;:

A T
ST, T = —,o,...,o) .
(S L. )T (M

Az alabbi koordinéata-transzformacio alkalmazaséval ezt az egyensiilyi helyzetet az origdba

vihetjiik:

A
X=5-5=8——,
i
valamint az
X
5L
T = ‘
I,
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segitségével a (3.15]) rendszer az alabbiként is felirhato.

d
- = Ar+Q(a),
ahol
—H )\1 >\2 )\mfl >\m
0 M—(v+upw Ao Am—1 Am B
A=1 0 k —(v+p) 0 0 = ( O'u
0 0 0 v —(r+w
és
I & I & !
j=1 j=1
Tehat
)\1 >\2 )\m—l >\m
A — (k+p) A2 Am—1 Am
A = gl —(v+ 1) 0 0
0 0 ey v+

Az alabbi tulajdonsdgok mondhatoak el az A; matrixrol és a @ vektorrol.

1. Az A; matrix irreducubilis, a f6atlon kiviili elemei nemnegativak tovabba

aii<—2aij Vz’,j—re.
1#]

2. Q(z) = o(z), amint x — 0, azaz lim,_,o = 2% = 0.

3. Q(z) < 0 minden értelmezési tartomanyon beliili z esetén.

(3.16)

A tovabbi kovetkeztetésekhez szitkséges a Capasso altali alakban hasznélt Perron-Frobenius

tétel.

3.3.1. Tétel (Perron-Frobenius tétel). [i

Ha A egy irreducibilis, kvdzimonoton mdtriz, akkor az A-hoz tartozé A domindns sajdatérték

eqyszeres, €s létezik eqy \-hoz tartozo

veR™ (v>0)
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pozitiv sajdtvektor.

A tételben a "kvazimonoton” métrix fogalom azon matrixokra utal, amelyeknek a féatlon
kiviili elemei nemnegativak. A “kvazimonoton” matrixoknak pedig mindig létezik egy
val6s A dominans sajatértéke, amely a matrix 6sszes tobbi sajatértékének valos részénél

nagyobb.

Az 1. pont alapjan a Perron-Frobenius tétel alkalmazhatd az A; méatrixra, ennek
kovetkeztében az AT-re is, vagyis az AT métrixnak létezik egy egyszeres, nemnegativ, valos
A sajatértéke agy, hogy az AT semelyik sajatértékének valos része sem nagyobb A-nAl.
Tovabba ez az egyetlen olyan sajatérték, amelyhez talalhato olyan v sajatvektor, amelynek

minden eleme pozitiv az R™-en (v > 0). Ennek kovetkezménye az alabbi tétel.

3.3.2. Teétel. [1]

T
a) Ha A <0, akkor a z* := (%, 0,... ,O) trividlis egyensulyi pont globdlisan aszimpto-

tikusan stabilis.

b) Ha A > 0, akkor z* instabil egyensilyi pont és létezik egyértelmien egy nemtrividlis

2 > 0 egyensulyi pont, ami lokdlisan aszimptotikusan stabilis.

Bizonyitas. Az a) részben a A\ < 0 esetén az AT, A, és A matrixoknak csak negativ
valos részil sajatértékeik vannak, fgy az z* := (0,0,...,0)T lokalisan aszimptotikusan

stabilis. A globélissag bizonyitésa érdekében tekintsiik az alabbi Ljapunov fiiggvényt:
V(X, I,... . Ip) =0 (I,...,I,) = (0,07) - (X, I1,..., I,).

Ekkor a (3.16]) trajektoriain a Ljapunov-fiiggvény derivaltja az alabbi:

V(X I,.... 1) = vTA(L,....L,)" +(0,0")-Q(X,I\,...,1,)

— T T Ty .
= QA L)+ (0,07) - Q (XN, L) 0,
<0 >0 vgo -’_’20

b) eset: ha A > 0, akkor az orig6 instabilis egyensulyi pont. Ekkor a (3.15) z**-ben
vizsgalt Jacobi matrixanak segitségével megmutathato, hogy egyértelmien létezik egy 2**
megoldés a (3.16]) rendszerre, amely lokalisan aszimptotikusan stabilis. [J
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4. fejezet

Osszefoglalas

A szakdolgozatom célja a HIV /AIDS virus terjedésének modellezésére elGallitott di-
namikai rendszerek elméletének, felépitésének megismerése, feldolgozasa és bemutatasa a
Capasso-féle [1] konyv alapjan. A kiilonb6z6 jarvanyterjedési modellek ismertetése soran
egyértelmien lathato azok fejlédése, miként az tjabb modellekben egyre tobb valosaghtibb
paraméter és reélis szempont keriil az egyenletrendszerekbe. Az els6 bemutatott modell
(Model 1.) még egy egyszertiibb differecialegyenletrendszer, melyben f6leg haldlozéssal és
fertézéssel kapcsolatos tényezok szerepelnek. A mésodik rendszerben (Model II.) méar
két kiilonboz6 csoportba sorolhatok a megfert6zott egyedek attol fliggGen, hogy milyen
mértékben alakul ki néluk a betegség. A harmadik modell pedig figyelembe veszi azt is,
hogy egy egyed miota fertézott. Erre szolgal a bevezetésre keriils P(s) fiiggvény, mely
azoknak az egyedeknek a hanyadat szimbolizalja, akik s > 0 id6 mulva is fert6z6ek marad-
tak. A negyedik rendszer mar a tobbszinti fertéz6képességet is megjeleniti a modellben,
ennek kovetkeztében tobb fertézés-fliggvény bevezetése is sziikségessé valik a kiilonb6zé
szintekhez. Megadtuk azokat a paramétervalasztasokat, melyek garantaljak a nemtrivialis
egyensilyi helyzetek létezését. Fontos megjegyezni, hogy a bemutatott modellekben fel-
tettiik, hogy mindenki "egyforma", azaz a rendszer homogén. A valdésagban az emberek
kozel sem egyformak és rengeteg tovabbi tényezét is figyelembe kéne venniink, ahhoz hogy
egy igazan valdsaght modellt nyerhessiink, de ezt sokkal bonyolultabb modellekkel lehet

csak megvalositani.

Zarasképp megosztanék egy egészen friss hirt az AIDS gyogyithatosdganak témakorével
kapcsolatban. A 2016. januarjaban megjelent [8] cikkben talalhat6 informéaciok alapjan
aprilisig megkezdd&dtek olyan klinikai kisérletek, melyek igazolni fogjak a legijabb, az AIDS
virust az ember szervezetébdl kiirtd gyogyszer sikerességét. "Az 1j megkozelités a virus
DNS-ét sok példanyban viszi at a hordozo sejtbe, és ezzel aktivizalja a sejtek onpusztito

mechanizmuséat. A kutatok olyan peptideket fejlesztettek ki, amelyek stimulaljak ezt a
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folyamatot”. Ha bebizonyosodik a kisérletek soran a modszer eredményessége, akkor igazéan

nagy attorést hozhat az AIDS betegek gyogyitasaban.
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