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1. Bevezetés

A dolgozat elsG részében a geometriai programozas torténetére tériink ki elGszor, megemlitjiik az
eddigi kozel 60 éves idgszak fontosabb allomasait. Megemlitjiik, hogy szdmos alkalmazassal bir ez a
teriilet, amelyre az uténa kovetkezd 3 kisebb részben példat is mutatunk. ElGszor az els6 mérfoldkének
tekinthets kémiai egyensiilyi egyenletet mutatjuk be és vezetjiik vissza a duélis geometriai programozas
feladatra bizonyos atalakitassal. A masodik példa a Klafszky Emil altal vizsgalt linearis cseremodell
egyensiilyi pontjanak a vizsgalata. Ennél a feladatnél is visszavezetjiikk a problémét egy geometriai
programozési feladatpéarra. Legvégiil arra mutatunk példat, hogy egy speciélis linearis programozéasi

feladat hogyan vihet6 &4t poziném és geometriai programozasi feladattéa.

1.1. Torténeti Attekintés

A geometriai programozas egy specialis tipusa a nemlineéris programozasi feladatoknak, amely konvex
programozasi feladatta alakithato a valtozok logaritmélasaval. Az els6 megjelenése ennek a feladat
osztalynak 1958-ban volt, amikor is W.B. White, S.M. Johnson és G.B. Dantzig cikkiikben egy kémiai
egyensiilyi egyenletet fogalmaztak at egy matematikai programozasi feladatta. Ez volt tulajdonkép-
pen a geometriai programozas dudlis feladata. Kés6bb tobben is vizsgéaltak ezt a dualis feladatot.
1960-ban néhany szerz6 [14] a geometriai egyenlStlenséget hasznéalta fel kiilonb6z6 optimalizalasi fel-
adatok megoldasara. 1966-ban R.J. Duffin, E.L. Peterson és C. Zener konyviikben sszefoglaltak az
addigi eredményeket és egy atfogd mivet alkottak a geometriai programozas primél/dual feladatéarol,
altalanositasarol, illetve néhany alkalmazésrol. 1973-ban jelent meg az els6 magyar nyelvid irodalom
ebben a téméban. A szerzs, Klafszky Emil a kandidatusi értekezésében atdolgozta az addigi Gsszes
eredményt, és egy 1j fajta targyaldsmodban épitette fel a geometriai programozas pilléreit. Napjaink-
ban ez a teriilet szdmos egyéb alkalmazassal bir, példaul az antenna optimalizaciéban, kommunikacios
rendszerekben, sorozat gyartasi feladatokban, repiil6gép alkatrész tervezésben (aerodinamika, 1d. [6]

cikk).



1.2. A kémiai egyensilyi feladat

A fenti bezet&ben szerepls W.B. White, S.M. Johnson és G.B. Dantzig [1] cikkiikben ismertetett kémiai
egyensilyi egyenletet szeretnénk réviden ismertetni. Késébb, a matematikai hattér bevezetése utan,
erre a feladatra tGbbszor is utalni fogunk. Jel6lésekben a [7] cikket kovetjiik. A beszamoloban tobbszor
hasznaljuk azt, hogy az Z := {1,2,...,n}-et particionaljuk Zy (k = 1,2, ...,p) diszjunkt indexhalmazok

diszjunkt uni6jara.

1. Probléma. Vegyiik mol szamok egy x := (z1, ..., z,,) halmazat. Jeloljiik P-vel a légnyomast, R-rel

az egyetemes gazallandot, T-vel a hémérsékletet (Kelvinben) és g—;—val pedig a Gibbs-féle szabadener-

gia fiiggvényt(%—ben). A feladat egyszertibb targyalasa érdekében hasznéljuk a kovetkezs jeloléseket:

ci = (%)i + log (P)

7 . 3 n K2 n )
fi(x) :=x; | ¢; + log ==z (RT) + log

i=1 i=1

ahol
szgB—)R,
x>0,x#0

és

ekkor a teljes szabadenergia



p

(xic; + xlog(z;)) — > Trlog(Ty). (teljes szabadenergia)
k=1
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min £ (x)
Ax=Db
x>0, x#0
ahol

o q;; : j-edik elem atomjainak szama az i-edik molekula specieseinek (j =1,2,...,m),
e b; : j-edik elem teljes atomtomege, amely megjelenik a keverékben (j =1,2,...,m),

e m : kémiai elemek szama.

A [2] kdnyvben a szerz6k atalakitottak az el6z6 feladatot. Vették a célfliggvény negativszorosit e
alappal (z; := e7%). Az egyszertibb targyalasmod miatt ¢; helyett hasznaljuk megint z;-t (ami nem

ugyanaz mint korabban ). Ekkor az el6z6 feladat a kovetkezore redukalodik:

n o x; P jez;rkwj
max v(x) =[] (E) Il > =
i=1 k=1 \jE€Ly
I = ]., Z; Z 0

xTA =0

ahol

C; =



Az imént bemutatott probléma tulajdonképpen a kovetkezGkben bemutatésra keriilé standard geome-

triai programozasi feladat duélis feladata. Ezt a kévetkezékben latni is fogjuk.

Veégezetiil mutatunk egy numerikus példat a kémiai egyensilyi feladatra, melynek alapjaul az [1] cikk

szolgalt.

2. Példa. Tekintsiik azon gazokat, amelyek tédvoznak egy sztdchiometrikus HoNy4 és O égése soran
3500 kelvin hémeérsékleten (7' =3500) és 750 légkori nyomas (P =750) alatt. Az alabbi tablazatban
osszefoglaljuk, hogy az egyes speciesekhez mekkora Gibbs-féle szabadenergia érték tartozik, illetve
mennyi a j-edik elem atomjainak szama az i-edik molekula specieseiben (j = 1,2,3). Az adatok az [1]

cikkbdl szarmaznak.

Speciesek (i =1,2,...,10) g—; a;1, H | a;2,N | a;3,0
H 10,021 | 1 0 0
H, 21,096 | 2 0 0

H,O0 -37,986 2 0 1
N -9,846 0 1 0
Ny -28,653 0 2 0
NH 18,918 | 1 1 0
NO -28,032 0 1 1
o) 14,640 | 0 0 1
(0] -30,594 0 0 2
OH -26,111 1 0 1

Emellett legyen by = 2,09 = 1,b3 = 1.

A szerzok két modszert adtak meg cikkiikben ennek a feladatnak (az altalanos feladatnak) a megoldasara
vonatkozoan. Ezek leirdsa megtalalhato az [1] cikkben. Jelen esetben a célunk, hogy felirjuk erre a

feladatra a geometriai programozasi feladat duéalisat.

Tekintsiik a fent szerepld geometriai programozasi dudlis feladatot, amelyet szeretnénk megoldani
a mol szamok (azaz x) szerint. A mol szam hatarozza meg, hogy hany mol anyag taladlhatd egy

adott tomegl anyagban. Ebben a felirdsban a tablazat segitségével konnyen leolvashatd az a;j;,b;, c;



(i=1,2,..,10;j = 1,2,3) értéke. Az alabbi tablazatot felhasznélva a fent szerepls dualis feladat z-re

megoldhatd, hiszen a célfiiggvény csak ¢;—t6l és x;— t6l fiigg, azonban ¢; kiolvashat6 a tablazatbol.

Emellett a feltételben szereplé A matrix értékei a,; miatt kiolvashat6 a korabbi tablazatbol.

G értéke G értéke
1=1 1 1=6 0.000004561190958312853
i=2 0.000000516636247381837875 =7 0.0000000005022481511025528
i =3 | 0.0000000000000238754229511440705 | ¢ =8 0.00032884409546815
1=14 0.0397189532462399 1 =9 | 0.00000000003874858823377534875
1=25 0.000000000269911552624431 =10 0.0000000034292413072065255

Azaz a kovetkezs feladat megoldhato z-re.

>
1 \** [ 0,000000516636247381837875 \ 2 0,00000000 \ *1° £ I€Tk
max | — e | Im{ > =
T1 T2 10

k=1 \j€Zx

:1:1:1,va20

o O [\
o o o
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o o O

o o O

o o o
[\

Megjegyezziik, hogy az [1] cikkben a szerz6k lineéris programozasi modszert hasznalva oldottak meg

az imént szereplé feladatot.



1.3 A linearis cseremodell feladat

Az alabbi szakaszban egy termelési feladatot fogunk bemutatni, amelynek majd az egyensulyi pontjat
keressiik. A linearis cseremodell feladattal Klafszky Emil a [15] cikkében foglalkozott, és visszavezette
a feladatot egy geometriai programozasi feladatra. A késébbi fejezetekben miutén bevezetésre keriil a
dualités tétel a geometriai programozasi feladatokra vonatkozoan, megmutatjuk, hogy a kdvetkez6kben
kapott két programozasi feladat kiilon-kiilon karakterizaljak az egyensilyi pontot. Ez a feladat, mint

majd latjuk, ekvivalens egy komplentaritési feladattal.

Gale a [32] kényvében kozgazdasagi és linearis modelleket vizsgalt a méatrix jatékok és a linearis pro-
gramozasi feladatok alkalmazasaként. Az ilyen modellek megértése miatt egy konnyebben targyalhato,
ugynevezett lineéaris cseremodell feladatot épitett ki a munkajaban, amely abban az idében (60-as évek)
egy fiatal teriiletnek szamitott. A feladat elemzéséhez vegyiink egy gazdasagot, ahol adott egy termeld
és szamos fogyaszto. A termels bizonyos szamu arut éllit el6, mig a fogyasztonak bizonyos mennyiségi
jovedeleme van, amelyért arut vasarol. Ez az ugynevezett cseremodell. A linearitas abbol adodik, hogy

a fogyasztokhoz tartozo véasarlasi vektora mellett a vasarld linedris haszonhoz juthat.

Hasznaljuk a kovetkezs jeloléseket:

T : termeld,

e a;: aruk, amelyeket a termels elGallit (7 =1,2,...,n),

o m;: j—edik aru egységnyi mennyisége (j = 1,2,...,n),

e p;: a; aru egységnyi ara (j =1,2,...,n),

o [ : fogyasztok (1 =1,2,...,m),

e j; : i—edik fogyaszto jovedelme, ezen vasarolhat arut (i =1,2,...,m),

o u;;: F; fogyasztonak ennyit ér az a; aru (utilitdsi matrix) (1 =1,2,...,m;j = 1,2,...,n),

e z;; : F; fogyaszté az a; arubodl vasarolt mennyisége (i =1,2,...,m;j =1,2,...,n).

Legyen tovabba :



e p:=(p;:j=1,2,..,n) >0 (arvektor),

o X i=(zj;:i=1,2,..m;j=1,2,...,n).
Tegyiik meg az alabbi megkotéseket:

1. Uij 2 07
m

2. 3" w;; > 0 minden j-re,
i=1

n
3. > wi; > 0 minden i-re.
j=1
Vezessiink be harom egyensilyi definiciot:

n
1. (pénz egyensuly) Y pjzi; =j; (i=1,2,..,m)
j=1
m
2. (&ru egyensuly) > x;; =m; (j=1,2,...,n)
i=1

n m
3. (0ssz kereslet-kinalat egyensuly) > m;p; = j;
j=1 i=1

A kovetkezd definiciohoz sziikséges bevezetniink, hogy egy vasarlasi vektort (x;) elfogadhaténak hivunk
az i—edik fogyaszto szaméra, ha az Osszes arvektor kozott (amire z > 0,px; = j;) az u;x; értéket

maximalizalja.

3. Definicié. A p > 0 vektor egyensilyi ar, ha van olyan X > 0 matrix, hogy a pénz és az aru
egyensiilyi megkotéseket teljesiti, és minden fogyaszté részére elfogadhaté. Az X elfogadhatd méatrixot

egyenstlyi vaséarlasi métrixnak hivjuk.

Az alabbi allitas arra ad sziikséges és elégséges feltételt, hogy mikor létezik ilyen egyensulyi vasarlasi

matrix. A bizonyitas megtalalhato a [15] cikkben.



4. Allitas. X egyensilyi visdrldsi mdtriz akkor és csak akkor, ha létezik olyan y = (Y1, -+, Ym ) vektor,

amelyre teljesiilnek az aldbbi feltételek:

e pénz egyensulyi feltétel,
e aru egyensulyi feltétel,
® yipj — uij = 0,

® YiDj = U545,

A kovetkez6 allitasbol kiolvashato, hogy abban az esetben, ha van egyensilyi vasarlasi méatrixunk, akkor
ez maximalizal egy bizonyos fiiggvényt, azaz egy matematikai programozasi feladatot old meg. Emellett
szintén sziikséges és elégséges feltételt ad X matrix egyensilyisdgara. Csak kozoljik az allitast, a
bizonyitas megtalalhaté a [15] cikkben. A f6 lépései a bizonyitasnak a geometriai egyenlGtlenséget

hasznalja, amelyre a kdvetkezs részben tériink ki.

m .
5. Allitas. Az X mdtriz egyensilyi vdsdrldi mdtrix (feltéve, ha létezik), ha mazimalizdlja a ] (u;z;)’
i=1

fiiggvény az dru egyensilyi feltétel és az x;; > 0 mellett.

A célunk, hogy felirjunk egy geometriai programozasi primal és dudl feladatpart. Ennek eléréséhez
nézziink két feladatot (A és B), amelyekrdl belatjuk, hogy fennall koztiik a dualitas tétel. Az A feladat
esetében taldlnunk kell olyan X > 0 méatrixot és p > 0 vektort, hogy teljesiiljenek a feltételek, mig a B

feladat esetében talalnunk kell olyan y > 0 és z > 0 vektorokat, hogy teljesiiljenek az ottani feltételek.
A linearis cseremodell operiaciokutatési felirasa (primél feladat):

Talaljunk olyan X > 0 matrixot és p > 0 vektort, hogy teljesiiljenek az alabbiak.

. m n )
min Y > pjxi;log (5—1])

i=1j=1

10



Irjuk fel most a masik feladatot is.

A linearis cseremodell operiaciokutatasi felirasa (dudl feladat):

m
max »_ j;log (yi)

1=1
n m X
> zimy =3 ji
j=1 i=1

ui; <Yz (1=1,2,...,m;5=1,2,..,n)

Mindkét feladatnak létezik optimalis megoldasa.
2. A keresett X, p,y, z akkor és csak akkor elégitik ki a feladatok célfiiggvényeit (a hozzatartozot),
ha p==z és YiPj = UijTij.

Hasznaljuk a kovetkezs jeloléseket:

RI%i (j=1,2,..,mij=1,2,..,n)

! o ’ L . ! . . !

S i L Uiy . bjm; P

Ji = T Uy S T D S T Ty S T
> Ji > Ji > Ji > Ji
i=1 i=1 =1 =1

Ennek kovetkeztében az A feladat korlatozoé feltételei megvaltoznak, pontosabban:

n ’ N R
z; =7, (i=1,2,..,m)
=1

<

Tekintsiik a célfiiggvény megvaltozasat, felhasznalva, hogy > p;- =1, j; =1, igy
j=1 i=1

mo : 1,(%5)"”
min Y >z, (—log (uij)) +log | —F—
i=1j=1 ’ ( n /)Elpj
2 P;
j=1

11



A [15] cikkben a szerz6 egy praktikus abrat (tablat) készitett ennek a feladatnak a szemléltetéséhez,
amibdl leolvashaté a primél feladat parja is az el6zé célfiiggvénynek. A primal feladat a kévetkezd

alaku, ehhez vegyiik az (1, ..., (n és &1, ..., &, valtozokat, igy

(Sitéition(u) < (i=1,2,.,m;j=1,2,...n)
Yeti<1
j=1

m
max Y 5,Gi
i=1

1.4. Linearis programozassal valé kapcsolat

A geometriai programozas szamos alkalmazasa mellett megemlithets, hogy néhany speciilis esetben
egy linearis programozasi feladatot is visszavezethetiink ra. Az aldbbiakban bemutatjuk, hogyan is
mikodik ez. Tekintsiik el6szor a linearis programozasi feladatok egy lehetséges primal feladatat. Jelen

szakaszban csak a primél feladattal foglalkozunk.

Primal feladat:

m
: T _.
min Y aj;z; +c1 =: by

Jj=1

m

T .
. a2j:cj + co : b1

s

T _.
az;r; + ¢z =: by

<
Il
-

T
Do ApiTi+ Cp =i bp1
Jj=1

12



ahol a;; és ¢; tetszdleges konstansok (¢ =1,2,...,n;j =1,2,...,m).
Alakitsuk at ezt a primal feladatot a b; := log(B;) segitségével, az igy kapott feladat a kovetkezd:

Primaél (geometriai) feladat:

m
Za?jzijcl
min By := ei=!

moo
1a2ja:j+02

Bl = ei= <1

Ezt a feladatot fogjuk késébb hasznalni mint geometriai programozasi primal feladat Klafszky Emil
nyomén, azonban érdemes megemliteni, hogy eredetileg a [2] kényvben egy maésik feladat szerepel.
Ennek az oka az, hogy a szerz6k monom és poziném fliggvények &ltal tekintett geometriai programozasi
feladatpart irtak fel. Ezeket a kovetkezs fejezetben részletesebben targyaljuk, azonban megemlitjiik a
korabban emlitett primal feladat pozinémos alakjat. Emellett az eredeti felirt feladatbol ezen szerzék

altal felirt feladat konnyen megkaphato, hasznélva azt, hogy c¢; := log(C;), z; = log(u;).

Primél (poziném) feladat:

min Chuj' .. udim

Cout? .. ufem <1

Cruy™ .. udrm < 1.

13



2. A geometriai programozas primal- és dual feladata

Ebben a fejezetben a célunk a szakdolgozat matematikai vazanak a felépitése. Ehhez elsGként bevezet-
jiikk a sziikséges matematikai jeloléseket, tételeket, majd bemutatjuk a kiindulési pontként tekinthets
monom és pozinom feladatokat, melyeket késsbb atolgozva Klafszky Emil a [3] tanulmanyaban atdol-
gozott, ezaltal egy egységesitett jelolésrendszert vezetett be. Ezeket mi is feltiintetjiik. A 2.4. alsza-
kaszban kitériink a geometriai programozas dualitas elméletére, majd néhany szét ejtiink a Lagrange
dualrélis. A 2.6. és a 2.7. alszakaszok a geometriai programozas margindlis értékeivel foglalkozik, mint
a regularitasi tulajdonsaggal és a perturbalt feladattal. Az utols6 két alpontban kitenkintésként két
specialis osztalyardl irunk. Az egyik a sztochasztikus programozas, amelynél csak a feladatot irjuk fel,
a masik pedig a kup programozési feladat, amely egyfajta altalanositasanak is tekinthetd a geometriai

programozési feladatnak.

2.1. Matematikai bevezetés

Az alabbi fejezetben bevezetjiik azokat a jeloléseket, definiciokat, allitasokat, amelyekre a késGbbiekben
hivatkozni fogunk. Els6ként egy olyan tételt bizonyitunk be, amely ennek a témakdrnek az egyik
alappilléreként tekinthets. Ez a tétel altalanositja a szdmtani-mértani kozepek kozotti Osszefiiggést és

hasznos eszk6z lesz a duélitas elmélet felépitéshez.

6. Tétel. (Geometriai-egyenldtlenség) Legyenek ay, by (k=1,2,...,p) nemnegativ szamok, ekkor

2
> by
k=1

M= ﬁM'@
> S
x kS
?TI\/
[jemp
/N
c“@
> =
N—
o
»

£
Il
A

Egyenl6ség akkor és csak akkor teljesiil, ha

P P
Qg Z bk = bk Z ag (k = 1723 ap)
k=1 k=1

Bizonyitds. Teljes indukciot alkalmazunk. Vegyiik elGszor a p = 2 esetet, és tegyiik fel, hogy a1, as, b1, by >
0. Ekkor O

14



b b b b
bl"l}b2 log (%) + bl'ﬁb2 log (%) < log (bl-ﬁbz ’ %11 + bl'ﬁb2 ’ %)’
ahol felhasznéltuk a logaritmus fiiggvény konkav tulajdonsagat. Mivel ez a fiiggvény még monoton is,
azt kapjuk, hogy

by b

—°1 —22
e\ (0 \P P2 o b a Lo b ap
b1 b2 —bit+ba b1 bi+ba b2 ”

Atrendezve az elébbi egyenlétlenséget az alabbi adodik

b b bi1+b
o\ a2\ < (aran) P
b1 ba — \ bi+b2 .

Azaz teljesiil a tételben szerepls feltétel. Vizsgaljuk meg az egyenlGség esetét. Ez akkor és csak akkor
teljesiilhet, ha a1b2 = asb;. Ebbdl az egyenletbdl egyszeriien adodik az a1b, és azbs hozzdadasaval,

hogy ak(b1 + bg) = bk(al + az), (k' = 1,2).

Hasznaljuk fel az indukcios feltevést, eszerint k — 1-re igaz marad az &llitas. Vizsgaljuk meg a k esetet.

Ekkor az el6z6 k = 2 speciélis eset alapjan

v

kE bk
=1 _92 ;
pz Ak b akg—1tag (ar—1+ax) > Zp: Ak bk
by b —1+bg & by :

ﬁMv
. 2
kol
v

M
o
S

E
Il
-

Azaz altalanos esetben is igaz marad a tételben szerepld feltétel. Megvizsgalva az egyenlGség esetét

azt kapjuk, hogy
p p
ag Y, b =0by Y ag,
k=1 k=1
ahol felhasznéltuk a k = 2 specidlis esetben tapasztaltakat, illetve hogy a k — 1 esetnél
P
ag Z b, = by, Z ag (k‘ = 1,2,...,])—2)
k=1

és
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M

p
(ag—1 +ar) Y br = (bp—1 + br)
=1

b

>
Il
—

Ezzel a tételt bebizonyitottuk.

M=
o
ol

I
—

p P
7. K6évetkezmény. > ailog (‘;—}’:) > (Z ak> log | &
k=1 k=1

M=
o
kol

ol
Il
_

8. Definicidé. Az el6z8 egyenlGtlenséget log-sum egyenlétlenségnek is nevezik.

Az egyenl6tlenségek halmazat egy sokszor hasznalt, fontos darabbal zarjuk.

Holder-egyenlstlenség: Legyenek aq,asg, ..., an, b1, bo, ..., b, nem negativ szamok, p,q > 1 valés sza-

mok és legyen L + ¢ = 1. Ekkor

iaibig (En: af)p (n bg)q.
=1 i=1 i=1

A kovetkezékben néhény olyan definiciot mondunk ki, amelyre a tovabbiakban csak hivatkozni fogunk.
Els6ként definidljuk a matematikai programozasi kipot és annak konvex, cstcsos és merev tulajdon-

sagat.

9. Definicié. Legyen K C R”, ekkor

K kip, ha x € K esetén A\x € K teljesiil barmely A € R] esetén.

K kup konvexr, hax € K, y € K esetén z +y € K, azaz K konvex halmaz és kup is egyszerre.
e K (-cstcsi kip, ha nem tartalmaz az origon kiviil egyetlen egy alteret sem.

o K kiip csiicsos, ha K N{-K} = {0}.

K kip merev, K belseje nem iires (int K # ().

Vezessiik be most egy fliggvény konvex, konkav és logaritmikusan konvex és logaritmikusan konkav
tulajdonsagéat. A késébbiekben hasznalni fogjuk, hogy a geometriai programozasi primal feladatanak

célfiiggvénye logaritmikusan konvex.
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10. Definicié. Legyen A egy konvex részhalmaza R™-nek, f > 0, ekkor az

e f: A — R fiiggvény konver ha barmely x,y € A-ra és barmely \ € [0, 1] esetén

fOz+ (1 =Ny) < Af(2) + (1 =) f(y),

e f: A — R fliggvény konkdv, ha barmely x,y € A-ra és barmely A € [0, 1] esetén

fAz+ 1 =Ny) = Af(2) + (1= A)f(y).

11. Definicié. Legyen A egy konvex részhalmaza R™-nek, f > 0, ekkor az

e f: A — R fiiggvény logaritmikusan konvex (logkonvex), ha barmely z,y € A-ra és barmely

A € [0, 1] esetén

FOz+ (1= Ny) < [f@) + [F]'

o f: A — R fliggvény logaritmikusan konkdv (logkonkav), ha barmely x,y € A-ra és barmely

A € [0,1] esetén

fOz+ (1= Ny) = [f(@)] + [f)]'

A logaritmikusan konkév és konkav fiiggvények kozotti kapcsolatot irja le az alabbi tétel. A bizonyités

megtalalhato [12] a konyvben, illetve egyszertien adédik a definiciok felhasznélasaval.

12. Tétel. Legyen A egy konvez részhalmaza R™-nek.

1. Ha f > 0 és logkonkav, akkor logf konkav.

2. Ha f > 0 és konkav, akkor f logkonkav.

13. Példa. Legyen f(x) = 2% (a > 0) egy konvex fliggvény, azonban nem logaritmikusan konvex, mivel
log(f(z)) = log(z®)= alog(z) nem egy konvex fiiggvény. Emellett, ha a <0, akkor f(x) logaritmikusan

konvex.
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14. Definicié. Legyen f1, fo, ..., f, konvex fiiggvények, f; : A = R,i = 1,2,...,p, ekkor tekintsiik a

kovetkezs egyenl6tlenség rendszert

fp(z) <0

A feltétel rendszert Slater-regularisnak nevezziik, ha létezik olyan 2° € A belss pont, hogy f;(z°) < 0,

ha f; nemlinedris és f;(2°) <0, ha f; linearis (i = 1,2, ..., p).

2.2. A monom és poziném programozasi feladat

Az alabbi részben bevezetjiikk a monom és poziném fiiggvényeket, amelyek Duffin, Peterson és Zener
[2] szerepl geometriai programozasi feladatpar alapjanak tekinthet6. Majd mutatunk néhany példat

altalanosabb alakil geometriai programozasi feladatokra.

Legyenek uq, ug, ..., up pozitiv valtozok, u := (u1, ug, ..., up). Tekintsik az alabbi fiiggvényeket:

f(u) := cuf'u§?...up’, ahol ¢ > 0,a; € R,1 = 1,2, ...,p (monom fiiggvény)

p
g(u) :==>" cpuit...up*, ahol ¢ > 0 (pozinoém fiiggvény)
k=1

R.J. Duffin, E.L. Peterson és C. Zener [2] konyviikben moném és pozinoém fliggvényeket vizsgaltak.

Késébb a geometriai programozasi primél- és dudl feladatot is ezen fiiggvényeken definidltak.

15. Eszrevétel. A (1) egyenlStlenség egy megfelels also korlatot biztosit poziném feladat esetén.

16. Példa. Tekintsiik a kovetkezd fiiggvényt: f(u) := 2u+ 2. Alkalmazzuk az (1)-ben szerepls egyen-
l6tlenséget p = 2-re. Ekkor f(u) > \/4u\/% = 4. Vagyis a 4 egy also korlat f(u)-hoz pozitiv u-k

mellett, s6t legnagyobb alsé korlat is.
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Definialjuk a geometriai programozasi primal feladatot standard (nem konvex) alakban (GP;p) :

min go(u)

17. Példa. Mutassunk egy egyszeri példat az el6z6 feladatra.
min z; 2,
_1 1
21:1_1 <1, %xl < 1,1‘%562 2 —|—3:£22x§1 <1

xlxglx?jQ =1

Vegyiik ennek a GP;, feladatnak a dudlis parjat (G Psq):

ahol

ug = > uy

1€Ly
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Alakitsuk at a GPs4 feladatot konvex programozasi feladatta az x := log(u) atalakitast végezve.

Felhasznalva azt, hogy f(u) =1 és g(u) < 1, ekkor azt kapjuk, hogy
logf(eX) =aTx—c=0
p T
logg(e®) =log > e ¥~ < (.
k=1

Megjegyezziik, hogy szamos kibdvitett alakja van a kordbban szereplé G P, geometriai programozasi

feladatnak. Ezek koziil bemutatunk néhanyat a [30] és [31] alapjan, amelyben részletes alkalmazasok

is talalhatoak az egyes tipusokhoz.

Altalanositott geometriai programozasi feladat (GGPsp)

min go(u)

1,2
ahol f; altalanositott poziném (pl. max {1 + 21,372 + x?’l} , (O, 595%’2 +0, 2x§’3) ) és g; monom.

Vegyes-egész geometriai programozasi feladat (MIGP;),)

min go(u)

w€D; i=12, ..k
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ahol f; altalanositott poziném, g; monom és D; diszkrét halmaz (ezeket a feladatokat legtobbszor nehéz

megoldani, azonban heurisztus modszerek vannak a megoldasra).

Forditott geometriai programozasi feladat (RGP;,)

min go(u)

gi(u)<1,i=1,2,...m

g(u)>1Li=m+1m+2,...m+r

filuy=1,i=1,2,..n

ueR"u>0

ahol a ,forditottsag” alatt azt értjiik, hogy a feladatban g;(u) egy konvex fiiggvény, mig a g;(u) > 1

egy nem konvex halmazt hatdroz meg. Emellett f; egy poziném, ¢g; monom fiiggvény.

A [33] cikkben a szerzdk bemutattak, hogy az el6z6 feladat megoldhato, mégpedig a korlatozo feltételek
(konvex és a forditott konvex) szétvalasztasaval. A forditott konvex esetben a korlatozas és szétvalasz-
tas moédszerével elérhetd a globélis optimumhoz valé konvergencia, azonban ez elég lassinak bizonyul.
Tovabba azt is allitottak, hogy a nem konvex feltételeket bizonyos konvex feltételek halmazéval lehet
approximalni, ezaltal a globalis optimum eléréséhez ezen appromacios feltételek megoldésa sziikséges.

A [36] cikkben megtalalhat6 az imént emlitett korlatozés és szétvalasztésos algoritmus.

2.3. A Klafszky-féle programozasi feladat

Ett6l a ponttol kezdve attériink a klasszikus jelolésrdl, Klafszky Emil [3] értekezésében hasznalt jelo-
lésre. Tekintsiik a primél- és dual feladatokat konvex formaban. Legyen A € R"*™ x € R™, y € R"
és tekintsiik az A—nak az 7 = {1,2,3, ..., n} indexhalmazat particionaljuk szét Z,Z, ..., Z, indexhal-

mazoknak diszjunkt uniéjara. Ekkor a két feladat a kovetkezo:
A primal feladat (GFP.p):
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T )
Z edi X—Ci < 1’

=
(k = 17 2) . 7p)
max bTx.
A dual feladat (GP.q):
yTA=b
y=>0
P g v/
min d7y+ Y log——"—~—-
k=1 (X yo)' e
i€Ty,
(k = 13 2; . 7p)

A [3] tanulményban a szerz$ egy dbran szemlélteti a jeloléseket és az indexhalmazokat. A bevezetGben

leirt kémiai egyenstlyi feladat célfiiggvénye pontosan ennek a dudlis feladatnak a p = 1-re vett speciélis

esete.
15. allitas A GP,, feladat célfiiggvénye logaritmikusan konvex.
Bizonyitds

Amit bizonyitanunk kell, az a kdvetkezs:

A 1-X
Z ea?(z\aler(lf)\)wg)fci < Z ea?zlfci Z eazﬂxzfci .
i€y, 1€l i€l

Azaz

A 1-A A A
Z (ea;TI1*Ci> (ea;er*Ci) B < Z ea?xlfc.; Z ea?lgfci .
1€l i€}, i€l
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Felhasznalva a Holder-egyenl6tlenséget, adodik a tétel.

Definidlhatjuk a primal- és duél geometriai feladatnak a megoldashalmazat, illetve az optimaélis meg-

oldasok halmazat is. Ehhez hasznaljuk a kovetkezs jelolést.

2 g v
Pdual (Y) = Z logﬁ
F1 (5 gt
i€,

18. Definicié. Legyen

P= {x eER™: Y et ¢ < 1} a primal megoldashalmaz,
1€Ty

D={yeR":y"A=b,y >0} a dudl megoldshalmaz.

19. Definicié. Legyen
P* = {x* € R™: bTx* > b'x,x € P} a primal optimalis megoldéshalmaz,

Dr = {y* ER" : Paua(y*) +dTy* < paua(y) +dTy,y € D} a dudl optimalis megoldashalmaz.

20. Tétel. Tegyiik fel, hogy adott a dudl feladat célfiggvénye. Ekkor

1. Pdual (0) = 0,
2. @dual(y) <0,
3. @dual()\y) = A<)0dual(y)a A > O,

4. Lanal(Y +Y) < @aual(y) + @aual([§) (D-egyenlStlenség).

Bizonyitds A bizonyitéist esetenként végezziik

A bizonyités els6 része konnyen adddik, hiszen 0-t helyettesitve az eredmény is 0 lesz, mivel a szamlalo

(és a nevezd is) elttinik.
A madik rész bizonyitasahoz vegyiik a kovetkezs egyenlGtlenséget.
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Yi

i€l

Ebbdl adodik, hogy

azaz

Vagyis logaritmalva mindkét oldalt megkapjuk, hogy

Pdual (y) S 0.

Tekintsiik a harmadik részt, amelyhez elemi atalakitasokat hajtunk végre a logaritmus fliggvény tulaj-

donségait felhasznalva.

AT oy A
I )\y:\yi I Vi II yjy1 A\ €1k < I y:/z)
_ i€l . i€l i€l . i€l .
(Pdual()\y) - lOg »Z Ay, - log )\AZ Yi - log N > v A -
(Z )\yi>zelk (AZ y1> i€l N &Y S W&,
i€l i€y, .
IT v
Al i€y, . >\
og T ‘Pdual(y)'
E vi i€l
&7y,

Legvégiil bizonyitsuk be a negyedik részét a tételnek. Ehhez induljunk ki a baloldalbél.

g (yitui)vitvi g y;!z g g:ﬂ
Paual(y + ) = log s | S| N | Tl | R
( > (yi+y_i)>lelk (AZ yi>1€ F (‘Z ?Ji)le k
= i€y, i€ly

Ami ekvivalens azzal, ha felhasznaljuk a logaritmus fiiggvény tulajdonsagat, hogy

[T (yitya)vitvi Il v 11 %7
i€l < il i€l
> (yi'H?i) — . > v ) > gyt
_ L\ \i€dy, i€y, _ i€l
> (yitys) ' > i > Ui
i€l i€l i€l
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Vezessiink be egy jelolést, amely a tovabbi kdnnyebb szamolashoz sziikséges. Legyen a; := y; + ¥,

b; := y;. Ezzel a jeloléssel azt kapjuk, hogy

2 a;
T a% AR
i€l < i€l
p— LT p— ~.
1—[ (aifbi)a'l_b'b H biz iE (‘%*bl) iE b;
= = S (ai—bs) €Tk > bi €Tk
i€l i€l

Alkalmazzunk a geometriai egyenlGtlenséget, ebbdl visszahelyettesités utan az adodik, hogy

> wito)\ 2 Y _
i€y e vtz |

i€l 1€l

Ismételten vezessiink be 1j jelolést. Legyen a; := y; + ¥, b; := ¥;. Ezzel a jeloléssel hasonléan az

el6z6hoz azt kapjuk felhasznélva a geometriai egyenlGtlenséget, hogy

> (yit+di) 1; bi Ts
i€l | (yij'@i) _
> Ui - iy Yi

i€l
Az utobbi két egyenlStlenséghdl adodik a bizonyitando.

Megjegyezziik, hogy egyenléség akkor és csak akkor teljesiil, ha

vi > (Wi +9i) = (Wi + i) 2 i
= =

ami azzal ekvivalens, hogy

Yi > Ui =Ti 2 Yi-

i€y, i€ly,

4-nél egyenl6ség akkor teljesiil, ha y; > 7, =7, > v
1€Ly €Ly

21. Kovetkezmény. ©g.q egy pozitiv homogén (elséfoki, ld. 3. pont) konvex fiigguény.

Vezessiik be a G P, feladat felsé szinthalmazat, majd kimondunk egy vele kapcsolatos allitast. Emellett

sziikségiink lesz még a Px halmazra is.
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o Py = {x eP: vz > K} a primaél feladat fels§ szinthalmaza (P-nek),

22. Allitas. Adottak a kordbbi szinthalmazok, ekkor az alabbiak teljestilnek.

1. Pg # @ korlatos = yT A = b-nek létezik y > 0 megoldasa.
2. 0 # P és korlatos<= yT A = 0, y > 0 feladatnak van megoldasa, hogy y; > 0.

3. Pk #@és0# P < yTA—cb=0, y > 0 feladat megoldhato, hogy y; > 0 (¢ tetszéleges pici

szédm).

2.4. A dualitas tétel

Ebben a pontban felépitjiik a geometriai programozasi feladatok dualitas elméletét, kitérve a kiilonféle

dualités tételekre.

A kovetkez6kben bebizonyitunk egy tételt, amely megmutatja, hogy nélkiil6zhetetlen a duéal feladat

bevezetése, emellett a geometriai programozasi primal és duél feladat kdzotti kapcsolatot mutatja meg.

Gyenge dualitas tétel: Ha x € P,y € D, akkor

bTX S dTy + Pdual (y)

Egyenlgség akkor teljesiil, ha

eafx_Ci : Z Yi =Y (k = 172a ap)
1€Ly

Bizonyitds Alkalmazzuk a geometriai egyenlGtlenséget.

Vizsgaljuk meg az egyenlGség esetét, két esetleg lehetséges :
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Zyl:07

1€y,

T N
2. Y eafxei =1,
1€ELy

Emellett teljesiil még az az egyenl&ség is, hogy

a x—a Zyl_yl E ea xei ( = 1727"'7p)'
1€Ly i€Ly

Azaz

T .
ety =y (k=1,2,..,p).
1€y

Amibdl azt kapjuk, hogy

) i€Zy ) i€Ty
("EZIIV%) 3 viarx— 3 viei (fezlk%)
1> (€T _ . ei€T, i€Ty, — €T _
= H >yt H I1 /"
1€T iET), 1€Ty =
A it
T AT <1§ y1> T,
y Ax—y'd _ k b x—y"'d
e =| 11 | e
i€y icly,

Vegyiik a logaritmusat az egyenlétlenség jobb oldalanak. Ekkor

Yi

v:
bTx < dTy+ Z log——* 2 k

SR
i€Ty,

A kovetkezd tétel tulajdonképpen azt fogalmazza meg, hogy az el6zéekben szerepld esetben bizonyos

feltételek mellett az egyenlGséget is elérhetjiik.

Gyenge equilibrium tétel: Legyen z € P, y/ € D,y/ >0 és e“iT””/_ci =Y, (k=1,2,...,p). Ekkor

barmely y € D esetén
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Wl = dTy + gpdual(y/).

23. Definicié. A GP,, és GFP,.4 feladat kanonikus, ha P # @ és D # @.

A kovetkez§ tétel sziikséges és elégséges feltételt fogalmaz meg a primal geometriai feladatunkra.

24. Tétel. A (konzisztens) primdl feladat célfiigguénye (bTx) akkor és csak akkor feliilrél korldtos, ha

a dudl feladat konzisztens.

A tétel bizonyitasa soran felhasznéljuk a Farkas-lemmat, amely a kovetkezt mondja ki.

Farkas-lemma: Legyen adott egy A € R™*™ métrix és b € R vektor. Akkor az alédbbi feladatok

koziil pontosan egy oldhatd meg.

L y"A=b,y >0,

2. xTA<0,bTx=1.

Sziikségiink lesz még a kdvetkezd segédtételre is.

25. Segédtétel. Vegyiink egy x € P-t és X elemet, amire AX < 0. Ekkor barmely 6 > 0-ra (x+0X) € P.

Vegyiink ismételten egy x € P-t. Ekkor Ax < d.

Bizonyitds Tekintsiik elGszor az egyik irdnyt. Tegyiik fel, hogy a dudl problémanak nem létezik megol-
dasa. Ebben az esetben az el6bb emlitett Farkas-lemma szerint van olyan X, amire XZ A < 0, bTx>0.
Ha azonban teljesiil még az is, hogy x € P, akkor a mésodik felhasznélt lemma els allitasa szerint

X + 6% € P, valamely § > 0-ra. Tekintsiik a célfiiggvényt:
limbT (x + 0%) = lim (b"x + bTX) = o
d— 00 d—00

Nézziik most a masik irdnyat a bizonyitasnak. Tegyiik fel most azt, hogy a dudl probléma konzisztens.
Ebbél az kovetkezik, hogy van olyan ¥ > 0, amelyre - A = b. Hasonléan az els6 irany bizonyitasahoz,
hasznéljuk fel ismételten a méasodik lemmaét, de most a masodik allitdsara lesz sziikségiink. Eszerint
AXx < d teljesiil barmely x € P mellett. Ekkor azonban azt kapjuk, hogy YAX = bx < yd. Vagyis a

célfiiggvény feliilrél korlatos.

28



26. Kovetkezmény. x € P alulrol/felilrél korlitos <= A mdtriz sorai dltal generdlt kip a nega-

tiv/pozitiv ortdnsdt tartalmazza.

A kovetkezd allitas kapcsolatot 1étesit a két megoldas halmaz kozott.

27. Allitas. e ¢ >ee=yT'A =0,y >0 egyenletnek létezik n; pozitiv megolddsa.

A kovetkezSkben a dudlis geometriai programozasi feladat megoldésaval foglalkozunk. Vezessiik be a

kanonikus feladatpar fogalmét ehhez.

28. Definicié. Egy geometriai programozasi feladatpéart kanonikusnak hivunk, ha a duél problémanak

létezik pozitiv megoldésa.

Tegyiik fel, hogy tudunk informaciét a dudl feladat megoldasarél. Ekkor mit mondhatunk a primaél
feladat megoldasarol? Ez a meggondolas tulajdonképpen a Farkas-lemmét hasznélja, pontosabban.
29. Allitas. Ha létezik y > 0 megolddsa azy" A = 0 egyenletnek és A7y + pauai(y) > 0, akkor létezik
olyan X, hogy > et ¥ < 1.

1€Ty

Erds dualitas tétel: Tegyiik fel, hogy a primaél feltétel teljesiti a Slater-regularitasi feltételt, emellett

a célfiiggvénye feliilrdl korlatos P-n. Ekkor 1étezik olyan y* optimalis megoldas, amelyre

sup bTx = dTy* + Pdual (y*)
zeP

Bizonyitds Jeloljiik a baloldali kifejezést s-el, azaz sup bTx =: s. Ekkor mivel s-en legkisebb felss
zEP

korlatot vettiink, emellett a primal feladat korlatozo feltételét ismerjiik, azt kapjuk, hogy

s=bTz <0

et T 1 <0.

i€l
Alakitsuk at ezt a rendszert a kovetkezSképpen:
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s=bTz <0

e —1<0
=

o > aiTx— C;

0> al'z — ¢; — ay (el6z6b6l dtrendezve).

Ezt felhasznalva azt kapjuk, hogy az alabbi rendszer nem megoldhato.

s=bTz <0
Se*—1<0
i€l

T

a; x —c; — oy < 0.

Hasznaljuk fel a Konvex Farkas-tételt, miszerint létezik olyan \j,y;, amelyre

p m
s—bTa+ > )\k<Ze°‘i—1>— > yi(afz—c;— ;) > 0.
i=1

k=1 i€l i=

Alakitsuk &t az egyenlGtlenséget:

m D m
s+ al (E%ym?—b)—kkz Ak (Ze”‘i—1>— > i (ci+a4) > 0.
i= = =

1€}, =1

m m
Legyen . y;al —b := 0, mivel ha Y wyal —b # 0, akkor yTA = b, y > 0 miatt y € D. Ha
i=1 i=1

m
> yial —b =0, akkor
i=1



Két eset lehetséges jelen esetben.

Az els6 esetben legyen y; > 0, ekkor «; := log ( 4 1) (i € Iy),

P m
st M| 2 (¥ | X v | —a—log| %) | =0
k=1 i€l \ &7, i=1 A

Azaz atrendezve azt kapjuk, hogy

S Z CTy + Pdual (y)

A miésodik eset, mikor y; = 0 egy tetszGleges i-re. Ennek bizonyitasdhoz induljunk ki ismételten a

kovetkezs egyenl6tlenségbdl.

NE

yi (¢ +a5) > 0.

P
s+ 3 M| Der—1) -
k=1 = i

Il
_

Ebbsl

k=1 i€ 1y,y;=0 i=1
eley ’yzi>0

p p m
s+ > Mg ( S e — 1) + >3 X > e¥+ > yi(—¢ —ay) >0.
k=1 i€ly,y; >0

Mivel feltettiik, hogy y; = 0, ezért vegyiink olyan «;-t, amelyre teljesiil (W > 0 mellett), hogy

Ekkor ugyanis szintén az teljesiil, hogy

s+ W > CTy + SDdual(y)'

30. Kovetkezmény. Tekintsik a P*és D* optimdlis megoldds halmazokat. Ekkor teljesiilnek az aldb-
biak.
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e Legyen z* € P* y* € D*. Ekkor

< Z e%‘Tx*—Cz) < Z y:) = 0.
i€}, i€y,

o Legyen D*félterek metszete és y; € D*,yo € D*, ekkor

Yir 2 Yis = Yin D Yis -
= =
Bizonyitds Az els6 rész konnyedén adodik, felhasznédlva a gyenge dualitas tételt és az erds dualitas
tételt, ugyanis ebben az esetben azt kapjuk, hogy
T, *

a;, r —C; * *
oyl =
i€l

e
ahol y* € D*, x* € P*. Amibdl az adéik, ha Gsszegeziink, hogy

T o« .
e T TE Yyl = Y

i€l i€y, i€},

azaz atrendezve

( 3 ea?w*6i> ( 3 y;> =0.
i€ly, i€ly,

A masodik rész bizonyitasahoz sziikségiink lesz az alabbi jeldlésre. Legyen w; = e“iT””*_ci, ahol z* € P*.

Alkalmazzuk ismételten a gyenge dualitéds tételt, amely szerint a kovetkezs feladatot kell megoldanunk:

i€l

yTA=b
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Ennek a feladatnak az optimalis megoldas halmaza D*. 2 eset lehetséges, vagy y; = 0, vagy y; > 0,
mivel w; pozitiv. Az elgbbi feladatnak vegyiik két y; € D* yo € D* megoldasat. Ebben az esetben a

feltétel szerint £ ng € D*. Azaz

dT (1392) 4 pgua (B522) = LLdT (g1 + yo) + Pauar(yn +12)} <

% {dTyl + Pdual (yl) + dTyQ + Wdual(y2)} .

Mivel mindkét oldal a duél feladat optimuma, igy egyenlGség teljesiil. Felhasznélva egy korabbi segéd-

tételt, azt kapjuk, hogy

Yiy E Yio = Yiy Z Yiy (k =1,2, "-ap)'

i€l i€l

A kovetkezs tétel az el6zé primal feladatra vonatkozénak a péarja, amely kiindulasi alapja a dualitas

tétel vizsgéilatanak.

31. Tétel. Tegyiik fel, hogy a dudl geometriai programozdsi feladatnak létezik pozitiv megengedett
megolddsa, emellett a célfiggvénye felilrdl korldtos. Ekkor a primdl feladatnak a célfiiggvénye felveszi

a mazimumdt bizonyos felvételi halmaz eqy ©' pontjdban és bz’ = inf (dTy + cpdual(y)) .
yeD

Klafszky Emil a [3] miivében a dualités tételt egy kicsit masként fogalmazta meg, azonban az & altala

targyalt, illetve a mi altalunk vizsgalt felirds teljesen ekvivalens, ezért csak érdekesség miatt kozoljiik.

Dualitas tétel: Tegyiik fel, hogy adott a GF,, és a GP,.4 feladatpar.

1. GP,, és GP.q konzisztens — supbTx = inf (dTy + godual(y)) .
zeP yeD

2. Ha a GP,, konzisztens és véges szuprémuma van = G P,q is konzisztens és a primél szuprémuma

megegyezik a dudl infimumaéval.

Forditott dualitas tétel: Legyen y € D,y > 0 (Slater-feltétel), és a dualis feladat célfiiggvénye

alulrol korlatos, akkor van olyan x* € P (z* € P*), hogy
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T p* = inf{dTy + godual(y)} .
yeD

Veégezetiil kitériink az igynevezett szubkonzisztencia tulajdonsagra, amely a kovetkez&t jelenti.

32. Tétel. Ha a dudl feladat konzisztens és D # 0, emellet van olyan p valds szam, hogy :inf{dTy + wdual(y)} ,
yeD

akkor barmely € > 0 esetén van olyan x vektor, amelyre

T
1. Ye®i® % <14¢és
i€l

2. limsupb’z = p.
e=0zep

2.5. A Lagrange-fiiggvény és Lagrange-dual

Az alédbbi részben a célunk, hogy roéviden bemutassuk a Lagrange-féle fliggvényt és ennek néhény

tulajdonsagit a GP.4 feladatunk célfiiggvényére nézve.
Tekintsiik Gjra, a 2.3-ban szerepls, geometriai programozési dudl feladat egy jelolését.

1 v}

i€y,

21;_ Yi
(3 wi)i<t

i€Ty

Paual(y) == log

I
107

Tekintsiik a kovetkezs p(x,y) = b7z + d'y — yT Az + pgua(y) fiiggvényt, amelyet a geometriai prog-

ramozasi feladatpar Lagrange-fiiggvényének nevezziik.

33. Definicié. A Lagrange-fliggvény nyeregponjanak nevezziik az x’,y pontokat, ha teljesiil rajuk,

hogy

p(r,y) > e, y) > ez, y).

Az alabbi tétel ekvivalenciat fogalmaz meg a geometriai programozasi feladat optimalis megoldasa és

a Lagrange-fiiggvény nyeregpontja kozott.

34, Tétel. Az x>,y pdr optimdlis megoldds akkor és csak akkor, ha Lagrange-fiigguény nyeregpontja.
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Bizonyitds Rovid szamolds utan a fenti definiciokbdl adodik, ugyanis elséként tekintve a baloldali

egyenl6tlenséget az adodik, hogy

bTCE’ + dTy - yTAxv + @dual(y) Z bT{I;’ + dTy7 - y7TA1., + Sodual(g/):

amelybdl

dTy + Sadual(y) > dTy’ + Sﬁdual(y’)v

azaz 1y optimélis megoldéas. Tekintsiik most a jobboldali egyenl6tlenséget, amelybdl az adédik, hogy

be’ + dTy’ - y7TA'/E7 + (pdual(y7> > le. + dTZU’ - y7TAx + ©Ydual (y’):

amelybdl

bl > bTm,

azaz, x’ optimélis megoldés.

2.6. A regularitasi tulajdonsag

Ebben a pontban a célunk, hogy kitekintsiink és bevezessiink regularitasi tulajdonsagot a geometriai
programozasi feladatpérra. Elséként definidljuk, mit is értiink a GP,, feladat regularitasi tulajdonsa-

gan.

35. Definici6é. A G P, regularis, ha a kovetkezs feladatnak nem létezik megoldasa:

e >0
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x # 0.

Hasonléan a GP,4 feladatra is definidlhatd a regularitasi tulajdonsag.

36. Definicié. A G P4 regularis, ha a kovetkezs feladatnak nem létezik megoldasa:

yr'A=

dTy + @dual(y) S 0

y # 0.

37. Definici6. Az egyiittes geometriai feladatpart regularisnak nevezziik, ha a GP,, és a GP,q feladat

is regularis.
Korabban mar definidltuk, mit értiink a G P.q4 kanonikus tulajdonsagén. Sziikségiink van még a kovet-
kez6 kifejezésre.
38. Definicié. A GP,, szuperkonzisztens, ha a kovetkezd feladat megoldhat6
Setire <1 (k=1,2,..,p).
i€l

A kovetkezd tétel Osszefoglalja az eddig szerepelt kifejezéseket, emellett a koztiik 1évE kapcsolatokra is

ravilagit.

39. Tétel. Tegyiik fel, hogy teljesiilnek a GP., és a GP.q feladat tulajdonsdgai, ekkor az aldbbiak

igazak:

1. GP,p, regularis = G P4 kanonikus.

2. GP.q regularis <= GP,, szuperkonzisztens.
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Bizonyitds Elscként a tétel els6 pontjat bizonyitjuk be. Induljunk ki a baloldali feladatbol.

e >0

x # 0.

Ez a feladat mivel nem megoldhato a feltétel szerint, igy az aq, ..., a,,, —b vektorok altal alkotott kipnak

a dudlisa tartalmazza a zérust. Ezaltal

b— i a; :i a;a; + B(-b),

ahol «;,8 > 0.

Atrendezve azt kapjuk, hogy

S
Il
=
/N
=
T
@R,
N———
S
s

s
I
-

legyen ezentil a zarojelben szerepls kifejezés értéke y! , azaz b = yT A, y? > 0. Igy tényleg kanonikus

a dual feladat.

Térjiink at a mésodik bizonyitandoéra. Induljunk ki most abbdl, hogy a dualis feladat regularis, azaz

yTA=0

dTy + deual(y) <0

y#0
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feladat vagy nem konzisztens vagy a célfiiggvény minimuma pozitiv. Vegyiik ennek a feladatnak a

primal esetét (amely mindig konzisztens), amely a kovetkezéképpen néz ki.

mar «

T
D e%i T L e,
icly

Vegyiink 2 esetet. Egyrészt, ha a feladat nem duél konzisztens, akkor lim Y e T—ei (). Masrészt, ha

Q=007

dual konzisztens, akkor szuperkonzisztens is. Azonban a primél feladatunk szuperkonzisztens, akkor

yTA=0
Youi=1
i=1

y>0

megoldasara teljesiil, hogy d” y+@aua(y) > 0, amely ellentmondas a duélis feladat tulajdonsaga miatt.
Ezzel belattuk a tételt.

Korabban definiéltuk méar a GP,, és GP,4 feladatok optimalis (P*, D*) és megengedett (P, D) megol-

dasainak halmazat. A célunk, hogy ezekkel és az el6z6 kifejezésekkel kapcsolatot létesitsiink. A tétel

bizonyitasa megtalalhaté a [26] cikkben.
40. Tétel. Tegyiik fel, hogy teljesiilnek a GP., és a GP.q feladat tulajdonsdgai, ekkor az aldbbiak
igazak:

1. @ # P* korlitos <= G P, reguléris.

2. @ # P, GP,, regularis = P* # o.

3. @ # D* korlatos <= G P4 regularis.

4. @ # D, GP.4 regularis = D* # @.
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2.7. A perturbalt feladat

Klafszky Emil a [26] tanulmanyban perturbaciés modszerekkel kapcsolatos kérdéseket vizsgalt geo-
metriai programozasi feladatokra nézve. Kordbban mér tobb eredmény sziiletett linearis programozéasi
feladatokra ([18, 19, 22, 27]) , melynek lényege, hogy a pivotélas soran keletkezett ciklizalast elkeriiljiik.
Ezt a modszert a legtobb szakirodalomban lexikografikus szimplex modszernek is nevezik. A modszer
pontos leirdsa megtalalhato a [20, 21] szakirodalmakban, de Gsszefoglalva [20] alapjan, hasonldéan mii-
kodik, mint a szimplex modszer, kivéve, hogy lexikografikusan pozitiv (egy vektor lexikografikusan
pozitiv, ha az els6 nemnulla komponense pozitiv) tablabol kezdiink és lexikografikus véalasztasi sza-

ballyal (1d. [20] ) vessziik a bazist elhagyo vektort.

Legyen A, A% € R™*™— es matrix, b,b° € R™ és d,d’ € R™. Emellett legyen £ > 0 tetsz6leges pici

Szam.

41. Tétel. Tegyiik fel, hogy adott a GP., és GPeq feladatunk. Ekkor ha az[(A +£A°), (b + b®), (d + ed)]
perturbdlt feladat konzisztens a [0,eq) intervallumon <= [A,b,d] feladatra igazak a regularitdsi tulaj-
donsdgok.

Bizonyitds A tétel belatasahoz hasznaljuk fel a kordbban szereplé konzisztencia definciot. Akkor az
szerepelt, hogy a dudl feladat akkor konzisztens, ha a primal feladatnak a célfiiggvénye feliilrél korlatos,

azZazZ a

Az +eA%: <0

bx + b’z > 0

feladat nem oldhaté meg. Tegyiik fel azonban, hogy van olyan x # 0, amelyre teljesiil, hogy

bxr > 0.

39



Ebben az esetben az el6z6 részt tgy kaphatjuk meg trivialisan, ha A° = 0 és %2 > 0 feltételeket

kielegits A0-t és bO-t vessziik. Igy azonban barmekkora e-t is vesziink, nem tudjuk elérni a fenti feltételt,

azaz, muszaj, hogy a primal feladat regularis legyen. Tekintsiik most a primél feladat konzisztenciajat.

Azt tudjuk, hogy 21: elaf +eal)a—(citec?) < 0 teljesiil. Igy a XI: et T=e < € kénnyen adddik, ha
i€l i€l

A% = 0, és ¢; = —1. Ebben az esetben azonban a primal feladat szuperkonzisztens, amely azzal

ekvivalens egy korabbi tétel szerint azzal, hogy a duél feladat regularis. Ezzel belattuk a tételt.

Az alabbi tétel az el6z6 tételhez hasonldan kapcesolatot fogalmaz meg a perturbalt feladat és az eredeti

geometriai programozasi feladatunk kozott. A bizonyitas megtalalhato a [26] cikkben.

42. Tétel. Tegyiik fel, hogy adott a GP., és a GP.q feladatunk. Ekkor igazak az aldbbiak.

1. Tegyiik fel, hogy teljesiilnek a regularitasi tulajdonsagok az [A, b, d] feladatra, ekkor tetszéleges
A% B0 d° egyiitthatohoz van olyan [0,&q) intervallum, amelyre a perturbélt feladatparnak van

optimalis megoldasa minden € € [0,£() esetén.

2. Legyen z(¢) a program értéke. Ekkor

12 — Tipn 2(E)—2(0) _ : 0 0, _ 0
' (e) iz_r)r(z) - mag min (b0z + d — yAa”).

(Ezt a derivéltat nevezziik a geometriai programozas marginalis értékének)

2.8. Sztochasztikus geometriai programozas
Az alabbi rovid alszakaszban kitekintiink egy specialis geometriai programozasi feladatparra. Vegyiik

ehhez a GP,, feladatot annyi kiilonbséggel, hogy a feltételben szerepld paraméternek a logaritmusat

hasznéljuk, azaz

i€l

log < > e“iT’”_Ci> <0(k=1,2,....p)
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maz bT z.

Alakitsuk at ezt a feladatot a kovetkezsképpen (jelolje P a valoszintiséget, mig legyen € egy tetszéleges

P | log Zea?zfci <0 >1-¢
i€y

max bT z.

pici szam).

43. Allitas. Ez utébbi egy konvex programozdsi feladat.

Bizonyitds Lassuk be ehhez, hogy a log ( > e“iTz_cl) konvex, azaz teljesiil, hogy
i€ly

log ( ) ea?(xm(l—A)zz)—ucE“+<1—A>c§2>>> < Mog ( > ea?wl—c§1)> + (1 — Mlog ( > ea?z‘z—cf)) .

i€l i€l i€l

Felhasznalva a logaritmus fliggvény tulajdonsigat, azt kapjuk, hogy

i€l i€l i€l

A 1-X
T eof Qart(1=0z2)= (el +(1-2e) < ( > ea?rl—ci”> + ( > ea?rz—cf)) .

Ami ekvivalens azzal, hogy

A 1-X
A 1-X
5 (o) (et} o (5 ) (et
i€l i€l i€l

Ez pedig éppen a koradbban szereplé Holder-egyenlétlenség.
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2.9. Kitekintés: kiip programozas

Az eddigiekben geometriai programozasi feladatokkal foglalkoztunk. Szdmos alkalmazést emlitettiink,
emellett bizonyitottunk dualitési tételeket. Most a célunk az, hogy a gyenge dualitas tételét, a geo-
metriai programozéasi feladatnak egy masfajta, ugynevezett kiup programozasi feladat segitségével bi-
zonyitsuk be. A kitekintés soran a [28] forrast hasznaltuk. ElGszor vezessiik be a kup programozas

elméletét, amely szintén egy nem linedris, konvex programozéasi elmélet, hasonléan a geometriaihoz.

Definidljuk els6ként a primal geometriai kdapot.

44. Definicié. Legyen n € N, G,, egy primal geometriai kip, ha

—x,

no “vip
GZZ{(xp,cpp)eRﬁxRJr:Z e #» <1}.

=1
—a

. P
45. Fszrevétel. e °» = 0 definici6 szerint.

46. Tétel. G, kip konvez, zdrt, csiucsos és szildrd.

Ennek a tételnek a bizonyitdsa megtalalhato a [28] cikkben. A {6 lépéseiben a bizonyitas konvexitas

adodik, mig az utolsd esetben a szilard kip definicidja adja meg a bizonyitast. Definidljuk ennek a

kipnak a belsejét.

n o T
47. Definicié. intG) = {(l‘p,(pp) eRY, xRy 21 e < 1}.
i=

Vezessiik most be a duél geometriai kiupot.
48. Definicié. Legyen n € N, G4 egy duél geometriai kap, ha

Gy =< (q,00) ERY xR:@q > > x4,log Tig
xi,>0 _glmid

Megjegyezziik, hogy néhany specilis esetben elmondhat6, hogy n = 0 esetben pont R -t, n = 1
esetben Ri—t kapjuk, mig dudl kap esetében szintén n = 0 esetben (R;); = Ri-t, n = 1 esetben
(Ri) = Ri—t kapjuk. Ezért ezt a két kupot a [28] cikk 6nduéalisnak is nevezi. Hasonléan a primal

kiphoz, a dual kup is az alabbi tulajdonsagokkal rendelkezik.
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49. Tétel. G4 kup konvez, csicsos, szildrd és zart.

Ennek a bizonyitasa megtaladlhato a [28] cikkben. Hasonloan az el6z6 primal esethez, most is definial-

hatjuk az el6z6 kiapnak a belsejét.

n .
50. Definicié. intG}; = < (z4,04) € R xR : pq >Z x,log i

=1 Zwid
i=1

Az eddigiekbdl annyi lathaté mar elsére, hogy a primél és dual geometriai kup nagyon hasonlit a mi
altalunk vizsgalt geometriai programozasi primal és dudl feladatra. Végiil kimondunk egy tételt, amely

a ket kup kozotti ortogonalitasi tulajdonsagot irja le.

51. Tétel. Legyen a = (zp,0p) € G, b= (x4, 9a) € GYj. Ekkor a™b =0 akkor és csak akkor teljesiil,

ha az aldbbi feltételek kozil legalabb az egyik teljesiil.

1. ¢, =0 és z;,7;;, = 0 minden i—re.

%

., = “Tig g . .
2. pp>06s > wi,log | = = @d, ( xz’d) e #a “ia minden i—re.
Tig>0 Z:lzid

i=1

Bizonyitds

Elscként tekintsiik a bizonyitandé rész elsé pontjit. Ebben az esetben ¢, = 0. Ekkor a’h = xgxd.

Hasznéaljuk fel, hogy az x, és x4 vektorok nem negativak. Ebbdl ugyanis kévetkezik, hogy a’b =0

akkor és csak akkor teljesiil, ha z,z4 = 0.

Abban az esetben, ha ¢, > 0, akkor két esetet kell figyelembe venniink. Egyrészt ha x4 = 0, akkor
aTb = wppa, amely akkor és csak akkor zérus, ha (z4,pq) = 0. Masrészt, ha x4 # 0, akkor a’h =0

csak ugy fordulhat els, ha

. zlz

inf Lt 4pi=0
(Ipv‘PP)GG;} ’

$p>0

AZaZ

pa= 3 pilog | =2

Pig>0 Zlmid
i
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Az aTb = 0, ha ——4— pozitiv, azaz ha x;, pozitiv, amibdl kifolydlag
PBEZ
i=1

d

pa= Y wilog | -2

Tig>0 ,Z:lmid
érték infimuma 0 és az
Ty g
Erial
e i§1 td

felveszi az infimuméat. Azonban véve a

n _Iip .
(Z :cid> e % =ux;, 68 (T4,p0a) =0

i=1

speciélis esetet, megkapjuk a masodik részét is a tételiinknek.

A célunk, hogy megmutassuk a kapcsolatot a geometriai programozasi feladat és a kiap programozasi

feladat kozott. Ehhez tekintsiik a kovetkezd feladatokat. Els6ként a GPs), feladatot:
min go(u)
gk(u) S 1’ k = 1727 "'7p7

ahol g pozinémok.

Ezt atalakitva a kordbban szerepld transzformaciéval (u; = %) megkaphatjuk a GFP,, feladatot.
min Goy(x)
Ge(x)<1,k=1,2,...,p,
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ahol G, (x) = 3 e #.
i€y

Foglalkozzunk mi az alabbi feladattal az el6z helyett, amelyrdl belathato ([28]), hogy minden GP,,

feladat ilyen alakra hozhat6 (LinGP,p).

maz bTx

Legyen s; = ¢; — al x barmely i-re. Ekkor az el6z6 feladat a kivetkezore redukalodik.

maz bTx

ATx+s=c

Se <1, k=1,2,..,p.
1€1y,

Igy a primal kip programozési feladat a kévetkezs (ConeGP.,):

mazx bTx

I
—
DO

(SIINU]C) € G;Lka (k ’ 7-"7p)7

ahol e a csupa 1 vektor és ny = #Ij.

A duadlis kup programozéasi feladat bevezetéséhez sziikségiink van az alabbi jelolésekre.
Legyen & =z, = s, A = (A0),b = b,d = (‘Z) és K* =Gt x ... X Gyp? (ktp).
Ezaltal a dual kap programozasi feladat a kévetkezs (ConeGP.q):
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min (d¥el’) (¥)

(40) (¢) = b

(Y1, 26) € (G7*)", (k=1,2,...,p).
Ez a feladat egyszertisithets a kovetkezdve (LinG Peg):

min dTy +eT2

gg?}? i€Ty
(k=1,2,..,p)

Amely feladat még egyszeriibben felirva az alabbi modon néz ki:

p
min d¥y+ > Y yilog ( é’y)
k=1 yL?O i€l
1€l

Ay=5b

46



Igy visszakaptuk a kordbban szerepld dualis feladatunkat (G P.q)
Elérkeztiink oda, hogy kimondjuk a gyenge dualités tételt és bizonyitsuk is.

Gyenge dualitas tétel Legyen x megengedett megoldasa a GP,, feladatnak és y megengedett meg-
oldasa a G P,.4 feladatnak, ekkor

k=1 y;>0
=

i€l

P
bl < dPy+> > wyilog ( Zyy> ,
és egyenl@ség akkor és csak akkor teljesiil, ha

( Z yl) eazﬂajici = Yi, (k = 1327 7p)

i€l

Bizonyitds Ha adott egy « megengedett megoldasunk G P.,—hez, abbdl egy (z, s,v) megengedett meg-
oldést készithetiink ConeG FP,,—hez. Hasonléan, ha van y megengedett megoldasunk G P.q—hez, abbdl

egy (v, z) megengedett megoldast készihetiink ConeG P.;—hez, mégpedig ugy, ha hasznaljuk a

értéket. Hivjuk meg ekkor a gyenge dualitis tételt a ConeG P, és ConeGP,q feladatokra az (z, s, v)

és (y, z) megengedett megoldasok mellett, ekkor azt kapjuk, hogy

P
bla < dPy+> > wyilog (i’y) .
k=1 yi?O i€y,
PET,

Vizsgéaljuk meg azt, hogy mikor szerepel egyenléség. Ehhez tekintsiik a korabban szerepld ortogonalitési
tulajdonsagrol szolo tételt, ahol csak a masodik feltétel vonatkozik rank (azaz ahol ¢, > 0). Az ott
szerepl6 masodik egyenlet teljesiil (zj, valasztasa miatt). Ezaltal egyenl@ség tényleg akkor és csak akkor
teljesiil, ha

(Z yl> e = yi, (1 € I,k =1,2,...,p),

i€y,

amely ekvivalens a tételben szerepld bizonyitando feltétellel.
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3. A geometriai dualis feladat tulajdonsagai

3.1. Bevezetés

Ebben a fejezetben a célunk, hogy feltételes optimalizalasi feladatot tudjunk megoldani. Az egyik lehet-
séges utja, az ugynevezett biintets fliggvények elmélete. Ezek segitségével alakithatjuk a feladatunkat
feltétel nélkiili optimalizalasi feladatta. Mellette automatikusan teljesiil, hogy a célfiiggvény mini-
mumbhelye az eredeti feladat megoldasa maradjon. Egy maésik érv a blintetd fiiggvények (legfSképpen
a logaritmikus biintetd fiiggvények) mellett, hogy a késébbiekben felépitett belsGpontos algoritmushoz
tartoz6 analitikus centrum és centralis ut struktirdjihoz nagy segitséget nyijt. Ugyanis Sonnevend
szerint, ha van bels6 pontunk és van egy limeszpontja a centralis Gtnak, akkor az analitikus centrum

j6l meghatarozott.

A [8], [5] cikkben a szerzSk megmutattak, hogy a GPsq (és igy persze a GP.4) feladat a kovetkezd

alakra hozhaté a célfiiggvény atalakitédsaval. Ekkor egy linearisan feltételes konvex feladatot kapunk.

P
min dTy+ >
k=1

EZI: yilog(y:) — <€ZI: lﬁ) log (eZI: yz)]

Ay =Db

y>0

52. Definicié. Egy ¢ fliggvényt biintets fiiggvénynek neveziink, ha

e szigoruan konvex,
e pcC™,
e sima,

- /
. i%¢ (x) = oo,

o limp(x) — oco.
z—0

53. Példa. ¢(z) := —log(z). Erre a fiiggvényre teljesiilnek az alabbi definicié kévetelményei, tehat

biintetd fliggvény.

48



54. Eszrevétel. A GP.q feladat a kovetkezére valtozik:

Létezik ¥ > 0, hogy
y'A=b

min dTy + paua(y) — ¢ > vi.
1€y

55. Példa. ¢(z) := #, ahol a > 0. Ez a fiiggvény is a biintets fiiggvény tulajdonsagokkal rendelkezik.

56. Definicié. Legyen R egy véges dimenzids valés vektortér, C' ennek egy nyilt nem-iires konvex
részhalmaza. Ekkor az ¢ : int(C) — R egy k—onkorlatozo fliggvényt definidl akkor és csak akkor, ha
¢ haromszorosan folytonosan differencialhato, szigortan konvex és barmely x € int(X)—re ¢(z) = o0
(x — 90X), ahol X jeloli X hatarat, emellett teljesiil az alabbi feltétel:

VE(w) b, h, ] < 26 (V2(a)[h, 1)) 2.

57. Definicié. Legyen R egy véges dimenzids valds vektortér, C' ennek egy nyilt nem-iires konvex
részhalmaza. Ekkor az ¢ : int(C) — R egy (k,v)—0Onkorlatozo fliggvényt definial akkor és csak
akkor, ha ¢ haromszorosan folytonosan differencidlhato, szigoruan konvex és barmely x € int(X)—re
¢(z) = 0o (x — 0X), emellett teljesiil az alabbi két feltétel:

V3(@)[h, h, h] < 26 (V2 ()[R, k)™

-1
Vo(x) (V2(z)) ~ V(x) <v
58. Eszrevétel. A lineéris és konvex kvadratikus fiiggvények 0-6nkorlatozok.

59. Példa. (konvex kvadratikus fiiggvény) Legyen ¢(z) = § +a’x + "TQﬁ, ahol 6 e Rjae R™ és A
szimmetrikus, pozitiv definit métrix. Ekkor Vé(z) = a+ Ax, V2¢(z) = A, V3¢(z) = 0. Azaz valoban

0-6nkorlatozo fliggvény ¢.

Nézziink egy egyszerd példat 1—o6nkorlatozo fiiggvényre.

60. Példa. Legyen f(z) = z —log(l + z), =1 < z € R. Ekkor Vf(z) = 1%, V*(z) = ﬁ,
V3(z) = *ﬁv vagyis k = 1.
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A kovetkezs lemma egy sziikséges és elégséges feltételt fogalmaz meg az 6nkorlatozo fiiggvényre vonat-

kozoan.

61. Allitas. Legyen R egy véges dimenzids valds vektortér, C ennek egy nyilt nem-iires konvex részhal-
maza. Ekkor az ¢ : int(C) — R egy k—dnkorldtozd figgvényt definidl akkor és csak akkor, ha bdrmely

x € C €és hi,hy,hs € R" esetén

VEo(@) 1. ha hi] < 2 (VAT VEG(@)h ) (VAT V20(@)he ) (VAT VZ0(w) ks )

Nesterov és Nemirovsky a [4]-ben megmutattak, hogy a logaritmikus barrier fliggvény Onkorlatozd
tulajdonsagt a primal geometriai programozési feladatra, emellett az [5]-ben a szerzék megmutat-
tak, hogy a logaritmikus barrier fiiggvény onkorlatozé tulajdonsagid a dudl geometriai programozasi

feladatra nézve.

62. Tétel. A GP.4-hoz tartozo logaritmikus barrier fiigguény 2— dnkorldtozo.

Bizonyitds Tekintsiik az alabbi fliggvényt.

pla) = > wilog(w:) — ( 2 :v) log( 2 wi) — 2 log(xi).

i€T[k] i€I[k] i€1[k] i€T[k]

Alkalmazzuk erre az el6zd allitast, azaz

f(x) = > milog(z;) — < > xz> log( > xz>

i€ (k] i€T[k] i€T[k]

és legyen a = 3. Ekkor az allitas szerint a kovetkezd egyenlStlenséget kapjuk:

‘:
=S W
|
S/\
M
K
Ga
N—
w
IN
[J%)
]
BN CNNY
N
-
m
3
=
o
N—
N
>
=00

Z x 2 x; x2
1€1[k] ( m1> 1€1[k] i€T[k] iellk] *
iE€T[K]
Alakitsuk &t ezt az egyenlGtlenséget a h; := y;x;, t; := $7 ekkor
J
JEIRIN (i}

- (yT1)’ <3 (y2Tt - (yTt)z) yTy.
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Hasznéljuk fel, hogy y7y = E(y), ekkor

E(y’) — E(y)® <3 (E(y*) — E(y)?) | %k]yf.

A jobboldali kifejezést becsiiljiik alulrél.

(B*) - EW?) | ¥ v = (Bly?*) - B(y)?) mazy,.
iellk] i€I[k]

Hasznaljuk fel a varhato érték tulajdonsagat, ekkor azt kapjuk, hogy

(E(?) — E(y)?) mazy, = E ((y — E(y))? gg;t[g}yi) >E ((y — E(y))? y) =

A kovetkezd 1épésben ismételten a fenti kifejezés jobboldalat becsiiljiik alulrél o = 2 mellett.
Igy

2(E(y*) — E(y)?) /ie;[k]yf > (E(y*) — E(y)?) E(y) = 2E(y) E(y*) — 2E(y)*.
Majd o = 3 mellett is becsiiljiik alulrél.
Igy

3(E(y*) — E(y)?) /‘e;[k]y? > E(y*) — E(y)*,

amivel belattuk a bizonyitandot.

Megjegyzés: A [9] cikkben a szerzgk hibasan éllitottak, hogy nem teljesiil az 6nkorlatozo tulajdonsag

a fenti feladatra.
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3.2. Belsépontos algoritmus geometriai programozasi feladatokra

3.2.1. Bevezetés

Az els6 belsépontos algoritmus Karmarkar nevéhez kothets, aki a [34] cikkében linearis programozasi
feladatot oldott meg polinomialis idében. Késébb tobben vizsgaltak, hogy ez az algoritmus hogyan
vihet6 at a logaritmikus barrier algoritmusokhoz, melyek eredményeseknek bizonyultak az altalanos
nemlinearis programozasi feladatok megoldéasainal. Nesterov és Nemirowskii a [4] konyviikben alta-
lanos konvex programozasi feladatok belsépontos moédszereit vizsgaltak, emellett megmutattak, hogy
bizonyos simasagi feltételek teljesiilése esetén az egyes konvex programozasi feladatokat megoldja a
logaritmikus barrier algoritmus. Attorésnek szamitott 1991-ben K.O. Kortanek, X. Xu, Y. Ye [§]
cikkében szerepls primél-duél linearis feltételeket hasznalé konvex programozasi algoritmusok . A ko-
vetkezGekben célunk ennek az algoritmusnak a bemutatéasa és a sziikséges hattér felépitése. A szerzgk
cikkiikben a klasszikus poziném geometriai programozasi feladatparbol indultak ki. Az eljarasuk 6

lépése az ugynevezett predictor-corrector médszer mellett, hogy a Newton moédszert hasznaljék fel.

3.2.2. A belsépontos algoritmus

A [8] cikkben a GP,,, GP.q feladatnal egy altalanosabb probléméat vizsgaltak a szerzék. Ennek oka
az, hogy azt allitottak, hogy minden geometriai programozasi feladat visszavezethet§ ilyen feladatta.
Ezaltal, ha erre a feladatra tudunk mutatni hasznalhaté bels6pontos algoritmust, akkor az miikddni

fog a mi geometriai programozasi feladatunkra is.

Tekintsiik a kovetkezs lineéris feltételekkel rendelkezs konvex programot (IPGP,,)

min f(y)

Ay=5b

Az IPGP,, feladattol a kovetkezs tulajdonsidgokat varjuk el:

e AcR™™ he R yecR™,
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e f egy konvex, folytonos fiiggvény,
e f-nek folytonos parcialis derivaltjai vannak,
o —oco <min f(y) < oo,

o min f(y) = oo <=IPGP,, inkonzisztens.

Megjegyezziik, hogy az elgbbi feltételek kozott nem kotottiik ki a simasagi feltételt, amely garantalna
azt, hogy polinomiélis algoritmusunk legyen. Azonban Kortanek [8] cikkében nem is igért polinomialis
algoritmust és nem hasznal simasagi tulajdonsagot. Egy kicsivel e cikk megjelenése utan J. P. Vial a
[39] cikkében Kortanekhez hasonlé primal-dual algoritmust adott altaldnos sima konvex optimalizalasi
feladatokra vonatkozoan. Azutan Vial és Anstreicher a [38] cikkiikben tovabbfejlesztették Vial korabbi
algoritmusat, ezéltal globalis konvergenciat értek el. A késébbi években t&bben foglalkoztak simasagi
feltételt felhasznalva nem konvex optimalizélasi feladatok belsGpontos modszerének vizsgalataval. Mi

jelen szakdolgozatban a Kortanek, Xu és Ye [8] altal irt algoritmusra tériink ki.

Tekintsiik a korabban szereplé I PGP, a feladatnak a Lagrange-dualjat (IPGP.q)

maz bz — y"V f(y) + f(y)

ATz —Vf(y)+2=0

x tetszbleges, y > 0,z > 0.

Ezenkivil sziikségiink lesz az alabbi jelolésekre. Legyen (y,x, z) egy pontharmas, ekkor

residualp(y) := b — Ay,

residualp(y,x,2) = Vf(y) — ATz — z,

T
o u(y,z) = L=,

yI'Vf(y) — bTx (dualitési rés).
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Ahogyan a bevezetében leirtuk, sziikségiink van a Karush-Kuhn-Tucker-féle (KKT) rendszerre. Ez az

alabbi moédon definidlhato:

TIPGP,, (y) =0

r1PGP.y (Y, T, 2) =0

Yz=0 (Y =diag(y))

y>0,z2>0.

Megjegyezziik, hogy a harmadik sorat a rendszernek komplementaritasi feltételnek szoktuk nevezni.
Ezenkivil bevezetjiik a perturbélt KKT-rendszert is, amely kiindulasi alapjat képezi a kés6bbi bel-
s6épontos algoritmusunknak. A [35] cikkben szerepel egy primél-dual bels6pontos algoritmus, amely

megoldja a KKT rendszert kiindulva egy belsé pontbdl.

A perturbalt KKT-rendszer az alabbi.
— 0 _. 0y ,,0 _
rirGr., (Y) = ¢ripep,, (= ripar,(y"),y" =€)

TIPGPcd(y7x7 Z) = SDT.?PGPM (:: TIPGP.q (yO,xO,ZO)’yO =€, ZO = Oa ZO = eaﬂ’o = M(yoa ZO))

Yz =pe (Y = diag(y))

y>0,22>20,0<p < 1.

63. Allitas. Feltéve, hogy teljesiilnek az IPGP,, tulajdonsdgai, o perturbilt KKT-rendszernek van
egqyértelmi (y, z) megolddsa ¢ € [0,1] és u € (0, u°] mellett. Ezenkivil, ha A teljes sorrangi, akkor x

15 egyértelm.

Az allitas bizonyitasa megtalalhato a [8] cikkben. Vezessiik be a korlatosan szubkonzisztens kifejezést

az IPGP,y,, I PGP, feladatokra nézve.
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64. Definicié. Az IPGP,,, [PGP,, feladatok korlatosan szunkonzisztensek, ha létezik olyan korlatos

sorozat (g% > 0,2"%,ZF > 0), hogy

L. ripar, (¥") = 0,

2. T[pGpcd(gk,§k7Ek) — 0,

3. u(@*,z%) — 0.

Ahhoz, hogy belsépontos algoritmust tudjunk bemutatni, fontos, hogy legyen egy centrélis utunk. A

kovetkez éllitas Osszekapcesolja ezt a definiciot az el6bbi korlatosan szubkonzisztens kifejezéssel.

65. Allitas. Ha az IPGP., és az IPGP., feladatok korldtosan szubkonzisztensek, akkor a centrdlis it
(y(p), z(¢)) pontjai és az x(ap)Tr?PGPCp érték is korldtos. Sét, az y'V f(y) — bTx = pn(y,z,2) 0-hoz

konvergdl, ahol n(y,z,z) =y r{pap,, — ITT(I)PGPCP +yTz.

Az allitas bizonyitasa megtalalhato a [8] cikkben. A kozeli célunk egy dualitas tételhez kozeli azonossag
kimondasa. Ehhez azonban definidlnunk kell 2 feladat osztalyt és a hozzajuk tartozé sziikséges segéd

definiciokat. Els6ként vezessiik be a szubkonzisztencia tulajdonsagot.

66. Definicié. Az I PGP,, feladat szubkonzisztens, ha van olyan {y"}, sorozat, hogy klzm TIPGP,, (yF) =
—00

0. Ezeknek a halmazat jeloljik AF(IPGP,p)-vel. Ekkor PGP, := inf liminf f(y*).
{y*}€AF(IPGP:,) *

Megjegyezziik, hogy ha IPGP,., nem konzisztens, akkor I PGP, = co. Ehhez hasonléan a dual fel-

adatrol a kovetkezd mondhato.
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Algoritmus 1 BelsGpontos algoritmus geometriai programozasi feladatra

Adott f(y), A, b és (x,y,2) + (2°,4°, 2°), ahol (20,90, 2°) egy kezdépont.
While nem teljesiil a megallasi kritérium do

1.
2.

10.
11.
12.

H <« V2f(y)

Legyen 7 = 1,y = 0 & oldjuk meg az alabbi egyenletet(dy,dy,d7)-ra:
0 A 0 O nresidual p
AT —H T 8, | = | nresidualp
0 Z Y 0 yue —Yz

Legyen aj := max { (gf)’ 1(0g)i < O} , af == max { (gf)iv 2 (09); < 0} és a® := min {ag,ag} .

asa T asa
. Hatarozzuk meg a u® := (uta 6y)m(z+a 52).

Legyen v := § (%) ,ni=1—.

0 A 0 Oy nresidual p
Oldjuk meg az alédbbi egyenletet: AT —H T 0y | = nresidualp
0 Z Y 0 yue —Yz

Legyen ay := max { (gf) (05): < 0} , Q1= max {% 1(02)i < 0} és ap = min{ay, o, }.

i

Vegyiink olyan ay-et, hogy az (y(an),z(an), z(an)) kielégitse az Yz > op, ||Yz — pe|| < Be
(0 €(0,1],8 € (0,00)) egyenlStlenségeket.

Vegyiink olyan ac-t, hogy az (y(ac),z(ac),z(ac)) kielégitse az ppylz > ||residualp(y)],
opyTz > ||residualp(y, x, 2)|| és pcy?z > y(ac)T z(ac) egyenltlenségeket.

Legyen a := min {\ag,an,ac}, ahol A € (0,1).
Allitsuk be a kovetkezs értékeket z < x + ad,,y «— y + ady, 2+ 2+ ad,.

Legyen o := V f(y) — ATz, hajtsuk végre a kovetkezd pontbeli lépéseket:

for i from 1 to n do
if 0; > 0 then

oi, 0i € (5, %)

zii=4 4, 0; <&
)\Zi7 ag; Z Zz)\

end if

end do

end do.
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