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Koszonetnyilvanitas

Szeretném megkoszonni a témavezetGimnek azt a rengeteg szakmai és emberi tamo-
gatast, amit az évek soran és a szakdolgozatom Osszedllitasanal is kaptam: Bérczi-Kovéacs
Erikanak, aki életem tobb pontjan, és most is hatalmas tiirelmével, kedvességével, aprolé-
kos gondossagaval atsegitett a nehézségeken, és az utolso pillanatig hatalmas energidkkal
segitett atgondolni a hidnyzo részleteket; és Tapolcai Janosnak, aki egészen befogadott a
kutatdcsoportjaba, igy méar a TMIT tanszéken is otthon érzem magam, és mindig van egy

inspirald otlete vagy egy kedves szava. Nagyon j6 élmény volt egyiitt dolgozni.
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Bevezeto

A dolgozatom targya minél kisebb sulyu fiiggetlen fapar keresése irdanyitatlan, silyozott
grafokban. Ennek a probléméanak valds jelentGsége van tavkozlési halézatok hibavédelmé-
ben. A dolgozat gerincét a [10], a 2015-6s IEEE International Conference on Network
Protocols konferenciara bevalasztott cikk alkotja, aminek a munkafolyamataiban a téma-
vezetGimmel egyiitt volt alkalmam részt venni.

Az els6 fejezetben a probléma bemutatasa és az elméleti eredmények attekintése torté-
nik.

A masodik fejezet a két pont kézotti minimélis 6sszstulyn utpart keresé Suurballe al-
goritmus altalanos valtozatit, egy adott r és minden masik cstucs kozott egyszerre ilyen
utpart kiszamold Suurballe-Tarjan algoritmus részletes leirdsat tartalmazza, Tarjan adat-
szerkezetének ismertetésével, és a helyesség bizonyitasaval, sajat értelmezs megjegyzésekkel
és abrakkal kiegészitve, a bizonyitas 1épéseit részletesen targyalva. Ez azért is sziikséges a
dolgozat tébbi részéhez, mert a 3. fejezetben a minél kisebb sulyu fiiggetlen fapar keresé-
sére adott egyik algoritmus ugyan csak szubrutinként hasznélja a Suurballe algoritmust,
de az utak specidlis kiolvasdsa miatt a futdsideje a Suurballe altal adott atjelz6k bizonyos
tulajdonsigain mulik.

Végiil a harmadik fejezetben tényleges algoritmusokat lathatunk: a feladat felirdsat
egészértékd linearis programként, aminek a megoldasa optimalis, de ezt megoldani na-
gyobb grafokra reménytelentil lassti; és néhany gyors heurisztikat, amik fiilfelbontasbol és
s-t rendezésbdl képeznek fapart, és egy résziik a Suurballe-Tarjan algoritmus eredményét

hasznéalja fel.
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1. fejezet

Fluggetlen fak

1.1. A feladat megfogalmazasa

1.1.1. Motivacio

A mérnoki gyakolatban felmeriil6 probléma, hogy hogyan lehet egy internetprotokoll
(IP) hélozatban olyan megbizhato6 forgalomiranyité algoritmust tervezni, hogy egy vezeték
(vagy csomopont) meghibasodéasa esetén is képesek legyenek kommunikélni a szamitoge-
pek. Erre jo megoldéas lehet, ha egyszerre tobb, lehet6leg diszjunkt utvonalon kiildjiik a
csomagokat, vagy hiba esetén atkapcsolunk egy alternativ utvonalra (multipath routing),
igy nem kell a hiba el6forduldsakor megvarni, amig djra feltérképezziik a héaldzatot és
tjraszamolunk mindent. Ha nem fordul el hiba, ez a moédszer akkor is csokkentheti a
késleltetést.

Ilyen algoritmusok mér fejlesztés alatt allnak, &m ezek rosszul skalazdédnak: nagy hé-
l6zatokban a sok kiilénb6z6 dtvonal szédmontartasa nagyon sok helyet foglal, példaul ha
minden router szamontart minden start- és célcsiicshoz kiilon-kiilon k darab utvonalat,
akkor k - n? bejegyzés sziikséges (ahol n a csticsok szama).

Olyan, mar alkalmazott tovabbité algoritmusra épitiink (destination-based hop-by-hop
forwarding), ahol routing téablak alapjan elére adottak az utvonalak: a héalozat grafjaban
egy adott r csomodpontba kiildott minden csomagot egy fan kiildhetiink, azaz elég, ha
minden z router tudja, hogy az ebbe az r csomo6pontba cimezett csomagokat melyik f(x)
iranyba kell tovabbkiildeni (ezek Osszesen egy be-feny6t hataroznak meg, praktikusan a
célesicsra vonatkozo legrovidebb utak fenyGjét). Az otlet az, hogy k kiillonbozs ilyen fat
tartunk szdmon minden célcsticshoz, melyek igy minden startcsiicsbdl k& ttvonalat haté-
roznak meg a célba. Igy minden routernek elég legfeljebb k - n féle lehetséges tovabbitast
megjegyezni (ami csak linearis a csticsszamban, szemben a fenti négyzetessel). A tovabbi-
akban a k = 2 esetet vizsgaljuk.

Tehat a kihivas az, hogy a két fat tgy valasszuk meg, hogy az adott célcsticsba min-

den masik cstucsbdl a fakban futd egy-egy tutvonal diszjunkt legyen, de kdzben egyrészt
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ne legyenek az igy kapott utvonalak "sokkal" hosszabbak a lehetséges legrovidebb ttnal,
masrészt a fakat kiszamito algoritmus id6- és tarigénye se haladja meg jelentGsen a legro-
videbb utak fajat kiszamito algoritmusét. Ez alapjan grafelméleti eszkozokkel vizsgalhatod

kérdéseket kapunk.

1.1.2. A feladat grafokban

Legyen G = (V, E) iranyitatlan, egyszert graf, |V| = n, |E| = m.

A miszaki kérdésbdl a kovetkezd definicio kovetkezik kozvetleniil:

1.1. Definicié (Redundans fak). Legyen 17,75, ... T} k darab fa G-ben, és r € V(G) egy
kijelolt csucs. Tegyiik fel, hogy minden v € V cstcsbdl 1étezik valamelyik faban r-be vezetd
ut. Ekkor azt mondjuk, hogy ezek a fik r gyGkeriti redundans fak, ha barmelyik élet
elhagyva a grafbol tovabbra is lesz tt minden pontbdl az r-be legaldbb az egyik faban. To-
vabbé pontredundans faknak nevezziik 6ket, ha barmely v # r pontot (és a railleszkedd
éleket) elhagyva a grafbol, tovabbra is lesz it barmely pontbol az r-be legalabb az egyik

faban. Specidlisan k = 2 esetén (pont)redundans faparrol beszéliink.
Mivel a k = 2 esetet fogjuk vizsgalni, tekintsiik a kovetkezd definiciot:

1.2. Definici6 (Fiiggetlen feszitéfak). Legyen Ty és Ty két feszit6fa G-ben, és r € V(G)
egy kijelolt csiucs. Azt mondjuk, hogy T és T, r-(él)fiiggetlenek, ha G minden r-t6l
kiilonb6z6 v csiicsa esetén a v-bél r-be Th-ben illetve Th-ben vezetd egyértelmi utak belséleg
(él)diszjunktak.

Példaul tekintsiik az 1.3.1. szakaszban az 1.2d. 4bran lathato, pirossal illetve kékkel
jelolt fiiggetlen fapart.

1.3. Allitas. Legyen Ty és Ty két fa G-ben, r € V(G). Ekkor Ty és Ty akkor és csak akkor
redunddns fapdr, ha élfiggetlen feszitéfapdr (és akkor és csak akkor pontredunddns fapdr,

ha figgetlen feszitéfapdr). O
Mivel az sokszor kényelmesebb, a fiiggetlen fapar definicidjaval fogunk tovabb dolgozni.

1.4. Megjegyzés. Az élfiiggetlenség gyengébb feltétel, mintha a feszitfak éldiszjunktsa-
gat kovetelnénk meg, pl. legyen G egy 3 hosszu kor: ebben létezik élfiiggetlen feszitGfapéar,

de nem létezik éldiszjunkt feszitéfapér.
Hasznos lesz a kovetkez§ észrevétel:

1.5. Allitas. Tegyiik fel, hogy (Ty,Ts) r-(¢él)fiiggetlen fapdr. Irinyitsuk Ty és Ty éleit r felé.

Ekkor nem létezik olyan uv €él, ami T -ben is és Th-ben is szerepel ugyanazzal az irdnyitdssal.
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Bizonyitds: Indirekt tegyiik fel, hogy b € Ty, Ty. Ekkor u cstcsbol a Ty és a Ty fabeli
u — 1t elss éle is wd, mert minden cstcsbol csak egy T1-beli és egy Th-beli él mutathat
kifelé. Tehat az uw — r utak nem diszjunktak, s6t nem is éldiszjunktak, ami ellentmond a

fapar (él)fiiggetlenségének. |

1.6. Definici6é (Fabeli ut a gyokérbe). Adott r gyokeri T feszitéfaban barmely v cstcsbol
egyértelmi ut vezet (lefelé) r-be. Ezt a v-r utat jelolje P(T,v).

Ha eltekintiink az utvonalak hosszanak leréviditésétsl, akkor mar 6sszesen két élfiigget-
len faval lehetséges olyan routing protokollt létrehozni minden csiicsbél minden cstcsba,

ami ellendll egy élhibanak.

1.7. Protokoll (Két fas protokoll élhibara [4]). Legyen (T1,T%) egy r-élfiggetlen fapdr.

Uzenetkildés u csiicsbdl v csicsba:

1. u elkildi az tizenetet v gyokérnek (lefelé) mindkét fan (ehhez elég minden v csicsnak

a sajdt, mindkét fabeli szildjét ismernie);

2. mikor a gyokér megkapja az tzenetet, akkor elkildi (felfelé) a P(Ty,v) és a P(T5,v)
dton is v-nek (vagy akdr minden csicsba szétkildi mindkét fan, igy senkinek nem kell

ismernie a v-be vezeté P(T;,v) utakat, csak a sajdt gyerekeit a fdkban).

Mivel az 1.1. Definici6 szerint feltettiik, hogy legfeljebb egy él sériil meg, felfele és lefele
haladva is sikeres lesz az ilizenet tovabbitdsa legaldbb az egyik uton, tehdt valéban egy
él-hibavédelmet biztosit a protokoll.

Persze az, hogy egyetlen csiicson minden iizenet athalad, egyrészt sériillékennyé teszi
a hélozatot, masrészt erésen terheli az r csucsot, rdadasul az uthosszak minimalizalasa
esetén szinte biztosan szuboptimalis (bar iizenetenként igy is csak O(n) darab tizenetkiildés
torténik akkor is, ha "felfelé" az egész faba szétkiildjiik az {izenetet, minden élen legfeljebb
2 darab). Viszont igy éaltaldban minden cstucsnak kevesebb informaciot kell tarolnia, mint
az 1.1.1. szakaszban felvazolt modszernél, mikor minden r célcstucsra kiilon fapart tartunk
Szamon.

Mint azt az 1.2.1. szakaszban latni fogjuk, 2-(él)osszefiiggs grafban (él)fiiggetlen fapar
keresése lehetséges O(m) id6ben (nem 2-élosszefiiggGben pedig nem létezik). A dolgozat 6
témaja viszont a sulyozott esetben minél jobb fapar megtaldlasa, ami mér bonyolultabb

probléma.

1.1.3. Optimalizalasi feladatok

Tekintsiik a G élein a ¢ : E — R sulyfiiggvényt (az alkalmazasban ez a halozat fizikai
adottsdgaibol adodik). Ugyan 2-6sszefiiggd grafban mindig létezik fiiggetlen fapar, de most
valamilyen értelemben a "legkisebb silyu" fapart szeretnénk megtaldlni. Egy fapar silyat

tobbféle moédon lehet definidlni, amik mas és mas optimalizalasi feladatokhoz vezetnek.
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1.8. Definicié (Pont fabeli utjanak silya). Egy v cstucsra a T fesztéfaban a P(T,v) v-r 1t

éleinek Osszsilyat jelolje

e€P(T,w)

Az 1.1.1. szakaszban beutatott probléméaban [10] a f6 célunk az, hogy a cstcsoktol r-be
vezetd utparok hosszai dsszesen minimélisak legyenek, igy a f6ként vizsgélt célfiiggvényben

ezek Osszegét tekintjiik.

1.9. Definicio (Fiiggetlen fapéar osszsulya). Egy (11, T») fapar osszstlya legyen:

o(T1,To) = Y (en () +en (v)).

veV\{r}

A {6 célunk ezt a ¢(77,7T2) mennyiséget minimalizalni (tehat ahol nem mondjuk ki
kiilon, ott erre optimalizalunk).
Ezen kiviil vizsgadlunk majd egy masik célfiiggvényt is, amihez el6szor bevezetiink még

két fogalmat.
1.10. Definicié (Csucs legrovidebb utparjanak osszstlya). Jelolje v € V\{r} cstcsra
da(v) := min{c(Py) + ¢(P2) : P, P, bels6leg diszjunkt v-r utak}

(abol ¢(P) = Y, pc(e)).

1.11. Definici6 (Eltérés csucsban a legrovidebb utparhoz képest). Legyen (17, Ts) r-fiiggetlen
fapar; ekkor egy v € V\{r} cstcsra legyen

CTy (U) +cn (1))

Gapr, 1, (v) := ()

A most kovetkezd célfiiggvény azt méri, hogy egy csics legfeljebb mennyire "jarhat

rosszul" ezzel a Gap értékkel mérve.

1.12. Definicié (Legnagyobb elétérés a legrovidebb tutparhoz képest). Egy fapér ttjainak
legnagyobb elétérése a legrovidebb ttpéarhoz képest:

MazxGap(Ty,T3) = EI?/%?{( ) Gapr, 1, (v).

Itt is minimalizalni igyeksziink a célfiiggvényt.
A fenti definiciokat pontfiiggetlenséggel mondtuk ki, de élfiiggetlenséggel természetesen
hasénléan definialhato.

A tovabbiakban f6leg pontfiiggetlen faparokra és csucsdiszjunkt utakra koncentralunk.
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1.2. Fiiggetlen fapar keresése fiilfelbontassal és s-t rendezéssel

1.2.1. Fiiggetlen fapar 1étezése 2-6sszefiiggsé grafokban

Ebben a szakaszban megmutatjuk, hogy amennyiben a halozatunk 2-Gsszefiiggs (ami
sziikséges feltétel, 1asd az 1.15. Allitast), akkor léteznek fiiggetlen fak, tehat az optimaliza-
lasi kérdeés értelmes. Az itt bevezetett fogalmak és a bizonyitdsban hasznalt algoritmusok
adjak az alapjat a 3.2.1. szakaszbeli fiiggetlen fapart keres§ algoritmusainknak.

Elgszor idézziink fel néhany kulcsfontossagi fogalmat.

1.13. Definicié. Egy G 2-0sszefiiggs graf fiilfelbontasa olyan (P, P, ..., Py) sorozat,
ahol Py egy kor, a P; (1 < i < k) pedig olyan u;-v; ut, melyre V(P;) N (V(Py) UV (P) U
UV (Pi21)) =A{ui, v}, és G = PyU Py U---U Pg. Fiilnek nevezziik a P, ..., P, utakat.

Altalanositott fiilfelbontas esetén megengedjiik, hogy a P; két végpontja egybeessen,

mig nyilt fiilfelbontas esetén megkoveteljiik, hogy kiilonbozzenek.
A filfelbontésok a kovetkezd kozismert tétel miatt fontosak.

1.14. Tétel. Eqy grdf akkor és csak akkor 2-élosszefiiggd, ha van dltaldnositott filfelbon-

tdsa, és akkor és csak akkor 2-dsszefiiggd, ha van nyilt filfelbontdsa. S6t, akdrhogyan meg-

vdlaszthatjuk a Py kort, és dltaldban: akdrmilyen megkezdett (Po, ..., P)) rész-filfelbontds
kiegészithetd az egész grif filfelbontdsdvd. O

1.15. Allitas. Ha G grifban létezik (T1,Ty) fiiggetlen fapdr, akkor G 2-Gsszefiiggd.

Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy létezik G-ben valamely r € V(G) gyokérre nézve (T1,T5)
r-fliggetlen fapar. Ebbdl elkészithetjiik G-nek egy nyilt fiilfelbontasat a kovetkezSképpen.

Kezdetben legyen a fedett halmaz {r}, és amig amig van fedetlen csucs, addig igy adunk
a fiilfelbontashoz 1j fiilet: tekintsiik tetszéleges fedetlen v € V\{r} csucsra a P(T1,v),
P(Ty,v) diszjunkt utpart, és mindkét tra végezziik el a kovetkez6t: v-b6l indulva halad-
junk az uton, és addig vegyiik az 1t éleit a fiilh6z, amig fedett csiicshoz nem ériink, ez lesz
a fiil egyik végpontja.

Mivel a fapar pontfiiggetlen volt, ezért a P(T},v), P(Ts,v) utak pontdiszjunktak, tehat
az igy kapott fiilfelbontas nyilt, ami 1.14. tétel szerint bizonyitja a graf 2-sszefiiggGségét.
(]

A most kovetkezs fogalom a méasik alapeleme a gondolatmenetnek. Két ekvivalens val-

tozatban is megfogalmazzuk.

1.16. Definici6 (s-t rendezés). Legyen G(V, E) 2-0sszefiiggs graf, st € E él. Egy < rendezés

a csucsokon akkor s-t rendezés, ha Vv # s, t-re:
e s < v <t (azaz s maximalis és ¢t minimélis),

o ¢&s v-nek léteznek olyan w, w szomszédai, hogy u < v < w.
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Ez nyilvanval6an ekvivalens a kovetkezdvel:

1.17. Definici6 (s-t szamozas). Legyen G(V, E) 2-0sszefliggs graf, st € E ¢él. G csucsainak
egy g:V — {1,...,n} szdmozéasa s-t szdmozas, ha

o g(s)=1és g(t) =n,

e és Vu # s,t cstcsnak léteznek olyan u, w szomszédai, hogy g(u) < g(v) < g(w).

A konkrét alkalmazéstol fligg, hogy s-t szamozést vagy s-t rendezést érdemes hasznal-
ni: az implementacioban praktikusabb a szamozas (megengedve nem egész értékeket is),

viszont a rendezés altaldnosithaté részben rendezéssé, ami ugyan nehezebben kezelhetd, de

finomabb modszereknek is teret ad, példaul a 3.2.1. heurisztikdban.

1.18. Definicio (s-t részbenrendezés). Legyen G(V, E) 2-6sszefiiggs graf, st € E él. Egy

< részbenrendezés a csicsokon akkor s-t részbenrendezés, ha Vv # s, t-re:
o s <v<t,
e ¢és v-nek léteznek olyan u, w szomszédai, hogy u < v < w.
A részbenrendezéssel ekvivalens fogalom a kiévetkezd.

1.19. Definicio (s-t iranyitas). Egy G(V, E) graf éleinek egy aciklikus iranyitasa s-t irdnyitas,

ha s az egyetlen forras és t az egyetlen nyeld.
1.20. Allitas. Egy s-t irdnyitds megfeleltetheté eqy s-t részbenrendezésnek.

Bizonyitds: Legyen x < y <= létezik x — y itdnyitott at. Az s-t irdnyitasbol igy definiélt
relacio valoban reflexiv, antiszimmetrikus (mert a graf aciklikus), és tranzitiv.
Masrészt ha < részbenrendezés, akkor ha megiranyitjuk a graf éleit ugy, hogy wv él

u-bol v-be mutasson, ha u < v, akkor s-t irdnyitast kapunk. O

1.21. Megjegyzés. Egy s-t irdnyitassal rendelkezs graf tetszéleges topologikus sorrendje
egy s-t rendezésnek felel meg (de vegyiik észre, hogy ez ugyanigy nem feltétleniil egyértel-

mii, mint a részbenrendezés kiegészitése teljes rendezéssé).

A szakasz f6 tétele a kovetkezs fontos tétel, amely azt mutatja, hogy 2-Gsszefiiggd
grafban barmely gytkérre nézve taldlhatunk fiiggetlen fapart. A bizonyitas elemei adjak

a 3.2.1. szakaszbeli algoritmusok alapjat.

1.22. Tétel (Itai és Rodeh [3]). 2-dsszefiiggd G = (V, E) grdfban barmely r € V -re létezik
r-fiiggetlen feszitéfapdr.

Bizonyitds: Két 1épésben bizonyitunk: megmutatjuk, hogy nyilt fiilfelbontasbél hogyan
képezhets s-t rendezés, abbol pedig fiiggetlen fapéar.
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1.23. Lemma. Ha G = (V, E) 2-0sszefiiggd, st € E tetszéleges €l, akkor létezik G csicsa-

inak s-t rendezése.

Bizonyitds: Vegyiik G-nek egy olyan (P, P1,. .., Py) fiilfelbontasat, ahol Py alapkor tar-
talmazza az st élet, azaz Py = (vo=s, v1,v2,...,Vq—1=t, s). Legyen a kér mentén v;_1 < v;
(i=1,...q—1), ez Py-on egy s-t rendezést general.

Innen indukcioval tegyiik fel, hogy (P, Pi,...,Pj_1) rész-fiilfelbontas csticsain mér
adott egy s-t rendezés; ekkor Pj = (ug,. .., uy,) fiilre, ha az eddigi rendezésben uy < upm,
és w az ug-ra rakovetkezs elem < szerint, akkor legyen ug < up < -+ < U1 < W (< U,
vagy = up), ami mar (P, P, ..., P;) rész-fiilfelbontason general s-t rendezést (ha pedig

Um < ug akkor hasonloan, forditva). O

1.24. Megjegyzés. A lemma bizonyitdsabol nyerhetd algoritmus tehat O(m) idében fiil-

felbontasbol s-t rendezést képez.

1.25. Lemma. Tegyiik fel, hogy adott eqy 2-6sszefiiggé G grdf s-t rendezése. Ebbol (O(m)
iddben) elddllithato eqy s-fuggetlen feszitéfapdr.

Bizonyitds: Iranyitsuk meg G éleit gy, hogy uv él u-bol v-be mutasson, ha u < v (ek-
kor s-t iranyitast kapunk), kivéve az st élt, ami pedig ¢-bdl s-be. Az igy kapott iranyitott
graf erGsen Osszefliggs. Keressilink az irdnyitott grafban egy s-bdl kifelé iranyitott feszits-
feny6t, ez lesz Ty; és egy befelé iranyitottat, ez lesz Th. Igy T, Tb az iranyitatlan grafban
s-fiiggetlenek, mert egy tetsz6leges v cstucsbol a Ti-beli it csak olyan w csticsokon halad
keresztiil, melyekre u < v; a Th-beli pedig csak olyan w cstcsokon, amikre v < w (kivéve
s-et, de ts € Ty). O

Tehat adott s cstucsra elég egy tetszbleges s-re illeszkedd st élre venni a G csdcsainak
egy s-t rendezését, majd egy abbdl képzett s-fiiggetlen feszitéfapart. O

A fenti bizonytéasbol algoritmus is nyerhetd, mely egy 2-6sszefiiggd graf egy adott nyilt
fiillfelbontasabol s-t rendezést /szamozast, iranyitast, majd fiiggetlen fapéart general O(m)
idében. (Arrol még nem beszéltiink, hogy fiilfelbontast hogyan allitunk eld, errdl a 3.2. sza-
kaszban lesz s70.) A modszer egyszeriisége és gyorsaséga miatt a 3.2. szakaszban ismertetett
heurisztikik mind erre épiilnek.

Az algoritmus egyszertien atalakithato kozvetleniil az élfiiggetlen esetre.

1.26. Tétel (Itai és Rodeh [3]). Legyen G egy 2-€élosszefiiggd grdf, ésr a G egy tetszdleges
csicsa. Ekkor G-ben létezik két r-élfiggetlen feszitdfa.

Bizonyitds: Ha G 2-0sszefiiggs, akkor a pontfiiggetlenre vonatkozo algoritmussal készen
vagyunk. Ha nem, akkor 2-0sszefiiggs blokkonként haladhatunk hasonléan a kévetkezkép-
pen.

Vegyiik a graf maximalis 2-6sszefliged blokkokra valé r € By, By, ..., By felbontasat

(ez O(m) id6ben megtehets). Mivel G 2-élosszefiiggd, ezért nem lesznek elvagod élek, és
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igy a csucsok altal elvalasztott blokkok fa szerkezetbe rendez&dnek. By blokkot gydkérnek
tekintve megiranyithatjuk a blokk-fat By-bol, igy minden B; (i > 0) blokknak lesz egy
Bj sziilgje, amihez egy r; elvagd ponttal csatlakozik. Legyen rg := r. Legyen minden B;
blokkban (7%, T%) pontfiiggetlen feszitGfapar (amit a fentiek alapjan tudunk keresni). Ezek
osszeillesztésébol elsallithatok a T = |JM T1 és a Th = U, T4 fék, amik r-élfiiggetlen
feszitofak lesznek.

g

1.2.2. A fiilfelbontasos moédszer szuboptimalitiasa

Ebben a szakaszban eddig csak fiiggetlen fapéar létezésével foglalkoztunk sulyozatlan
esetben, fontos azonban megjegyezni, hogy a sulyozott feladatban optimaélis fapar nem

mindig &ll el§ fiilfelbontasbol (ill. s-t rendezésbdl), tekintsiik példaul az 1.1. dbran a grafot.
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(a) Optimalis fapar. A csicsokhoz tartozo fabeli dtpar minden

csicsban a legrévidebb.

(b) A legjobb fiilfelbontasbol elallo fapar (a cstucsokra irt s-¢ széa-
mozés generalja). vio és ve csiicsok fabeli ttparja 10-zel hosszabb,

mint a csticsok legrévidebb dtparjai.

1.1. abra. Példa arra, hogy az optimaélis fapar nem mindig all el§ fiilfelbontasbol. Az iires

élek koltsége 0. [10]

1.27. Allitas. Az 1.1. dbrdn ldtgaté grifban eqyik optimdlis fapdr sem dll el fiilfelbontdsbol.

Bizonyitds: Az 1.1a. abran lathato fapar optimaélis, mert minden v csticshoz olyan utpéar

tartozik a faban, aminek az Osszsilya minimadlis a grafban. S6t, ahogy mindjart meg-
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mutatjuk, lényegében az egyértelmi ilyen. Viszont nem &ll el§ fiilfelbontasboél, hiszen
(v7,v8,v10, V4, V3, v6) kor a fakat generald s-t iranyitdsban iranyitott kor lenne, de egy
s-t irdnyitas csak aciklikus lehet, mert s-t rendezéshez tartozik.

Most bebizonyitjuk, hogy minden optimalis faparban ugyanez a gond el6fordul a
(v7, vs, v10, V4, V3, vg) korrel. Ezt ugy fogjuk belatni, hogy az egyes csticsokra megvizsgéaljuk,
hol lehet a grafban a legrévidebb utparjuk r-be, és vessziik azokat az éleket, amiken minden
lehetséges legrovidebb ttparban benne vannak (figyelembe véve a mér rogzitett faéleket

is). Ezekbdl az informéciokbol felépitjiik a fapart, kihasznalva az 1.5. Allitast.

1. Elgszor vegyiik a v; csicsot. Ennek a legrovidebb dtparja csupa 0 éleken vezet, amik
tobbféleképpen is elhelyezkedhetnek, ezek koziil a kézos: nevezziik pirosnak azt a fat,
ami a 017 élet tartalmazza (a méasikat kéknek); ekkor a 14t 6l a kék fahoz tartozik;

a v11v13 piros és a forditottja kék.

2. A vy Utpérjai is 0 koltségtiek, itt az el6zsket figyelembe véve a fix élek: a vovi piros;

a v3vh piros és a forditottja kék; a vzv] kék.

3. A v cstcsnal hasonloan: a vigv1s kék; a viov1( kék és a forditottja piros; a vigv13

piros.

4. Most tekintsiik a v4 csucs 20 Osszhosszu utjait. A fentiekben rogzitett élek miatt a

4035 csak piros, és a vav1) csak kék lehet.

5. Kovetkezik a vs, itt az atpar 110 hosszu lesz, tehat a vg felé indul6 at nem érintheti
a v7 csucsot, tehat csak vz felé haladhat tovabb; a vy felé induld ut tehat csak a vq

fele. Igy az el6z6k miatt a vsv5 piros; a vsvg kék; és a vgvs keék.
6. Hasonloan a vg cstucsnal: a vgu1s kék; a vgvg piros; és a vgvi( is piros.

7. A vy csticsnél a minimalis utpar 6sszsilya 20, tehéat az utak nem tartalmazhatjak a vg
és a vg csucsokat, igy csak a vg és a vyo felé mehetnek. Mar tudjuk, hogy a V13011 piros
és a forditottja kék. Viszont nem lehet, hogy a piros ut a v; — vio — vig — V13 = V11
itvonalon indul, mert akkor a kék a v; — v9 — v3 — w11 — w13 felé indulna, tehét

nem lennének éldiszjunktak. Tehat a v7vs piros és a vrvis kék.

8. A vg legrovidebb utparja 30 6sszsulyt, tehéat egyik ut sem vezethet a vy felé. Mivel

tudjuk, hogy a vgvi kék, ezért a vgvs piros lesz.
9. Hasonlban a wvg csucsnal: a vgvs kék lesz.

Tehat a (v7,vs, v10,v4,v3,v6) kor élei az abran lathatdo modon lesznek a fékban, tehét
akarhogyan folytatjuk a fapar épitését a maradék (0 silya) éleken, az eredmény nem fog

elgallni filfelbontasbol. O
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Osszehasonlitasképpen tekintsiik az 1.1b. abra (nem optimalis) faparjat, ami pedig
elgéll fiilfelbontasbol és s-t rendezésbdl, ahogy azt az abran 1é6v6 s-t szdmozas mutatja; s6t

belathatd, hogy a legkisebb koltségi ilyen fapar.

1.3. Az optimalizalasi feladatok tulajdonsagai

Az els6 ket alszakasz a (17, Ts) célfiiggvénnyel, a harmadik a MaxGap(Th, Ts) célfiige-
vénnyel foglalkozik.

1.3.1. Egy als6 korlat az optimumra

A legrovidebb utpéarok osszsulyabol also becslést kaphatunk ¢(T7, Ts)-re.

1.28. Allitas.

Y d) < > (en(w) +en(v) =Ty, Ty).

veV\{r} veV\{r}

a

Ez olyan also korldtot ad az optimumra, aminek az értéke O(mlog( +%)n) id6ben
szamolhato a 2. fejezetben bemutatasra keriil6 Suurballe-Tarjan algoritmussal [9].

Ez a becslés lehet éles, azaz vannak olyan grafok, ahol tudunk mutatni olyan fiiggetlen
Ty, T5 fakat, melyek tartalmazzak a csicsokbol r-be futdé minimalis 6sszkoltségi diszjunkt
utparokat (példaul az 1.1a. abrén). Ez viszont nem mindig teljesiil, s6t (mint az a kés¢bbi
NP-teljességi bizonyitasbol kideriil) annak eldontése, hogy egy graf ilyen-e, NP-teljes. S6t,
ezen a fik szdméanak novelése sem segitene: minden k& € N-re létezik olyan graf, hogy a
legrovidebb ttparok nem fedhetdek le k& darab redundans faval (14sd Fehér Daniel példait
ebben: [2]).

Ezért érdemes vizsgalnunk, hogy ez a becslés dltaldban mennyire kozeliti jol az optiméalis

fliggetlen fapar koltségét, azaz mennyire jo cél egyaltalan optimélis fiiggetlen fakat keresni.

1.29. Definicié (Atlagos tithossz eltérése a legrévidebb ttparok atlagahoz képest). Jelolje
G = (V,E)-re, r € V gyokérre legyen

C(Tl, T2)

Gap(G,r) :=
ap( T) ZUEV\{T} do (’U)

ahol a (11, T») optimélis fiiggetlen feszitGfapar.

A Gap(G,r) érték tehat a graf tulajdonsaga, és azt jelenti, hogy a fenti alsé becslésnek

hanyszorosa lesz az optimalis fapar értéke.

1.30. Sejtés. Gap(G,r) nem lehet nagyobb g—na’l.
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Sokféle grafon (valos halozatokon (103 csucsig), jellegzetes elméleti példakon és vélet-
lennel generalt grafokon (400 csucsig)) végzett kisérletek alapjan [10] ez az arany mindig
g ~1,66 alatt maradt, s6t az 1,34 értéket sem haladta meg.

Az g—os arany kozelitésére az 1.2. 4bran lathato példa, ahogy azt a kovetkezd allitas

mutatja.

(a) A Gum graf (egységkoltséggel,
az M-mel jelolt élek egy-egy M

hosszt utat jelolnek).
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(b) A v7 legrovidebb utpérja. (¢) A vs legrovidebb utpérja. (d) Optimalis fiiggetlen fapar.

1.2. abra. Példa olyan grafcsaladra, ahol a csticsszam novelésével Gap(Gar, ) — g [10]

1.31. Allitas. Jelolje Gyr azt a grifot, melyben az 1.2. dbrdin az M-mel jelolt éleket kicse-
réljik eqy-eqy M hosszi itra. Ekkor az M novelésével

lim Gap(Gu,r) = ;

M—00
Bizonyitds:

Az r-be vezetd legrovidebb atpar 6sszhossza a vy, vs, Vg, v4 csicsokbol 5, a vg-vy Ut és a
vg-v5 Ut csticsaibol (osszesen 2M darab) M +6, a ve-v1g 1t és a v11-v5 Ut tobbi csicsabol és
a v7-bdl (6sszesen 2M — 1 darab, ezeket ezentul nevezziik felsd csicsoknak) pedig 2M + 8.
Ezek 6sszege 12M? + 30M + 36.

1.32. Allitas. Az 1.2d. dbran ldthato piros (Ty) és kék (Ty) fik optimdlisak.

Bizonyitds: Indirekt tegyiik fel, hogy van olyan (Fy, Fy) r-fiiggetlen feszit6fapar, amire
c(Fy, Fy) < ¢(T1,T3). Feltehetjiik, hogy a o1t €l kek, igy a vaf piros. Figyeljiik meg, hogy
ekkor a kék fa a fels§ cstucsokat csak a wo-n keresztiil érheti el, mert ha a vs-6n keresztiil
érné el Gket, akkor (a oat pirossiga miatt) a vy — vs — vg — v3 — v] — 1 végig kék

lenne, igy a kék fa elvagna a piros fa atjat a felsg csiacsok felé.
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Mivel a (71, Ts)-ben csak a fels§ csucsok fabeli utparja hosszabb a Gjs-beli legrovi-
debbnél, ezért az (Fy, Fy)-ben legalabb az egyiknek rovidebb utparja van. Végiggondolha-
t0, hogy az egyetlen lehetséges alternativ it a vy — vy = vig = -+ = V2 = V3 = vy — T,
amivel dsszesen (2M — 1)(M — 1) = 2M? — 3M + 1-el csékken a felss csticsok ttparjainak
osszkoltsége a (T1,T5)-belihez képest. Ekkor viszont a wva-vg at cstcsaibol a piros faban
csak a felsg csticsokon keresztiil vezethet az ut (és hasonléan a vs-vg 1t csiucsaihoz a kék
faban), ami mér sszesen legalabb (2M — 2)(3M + 7 — (M + 6)) = 4M? — 2M — 2-vel no-
veli a fak Osszsilyat, ami nagyobb, mint a csokkenés mértéke, tehat c(Fy, Fy) > c(T1,Ts),
ellentmondas. Tehat a (71, 7») valoban optimélis. O

c(Th, Ty) = 20M? + 26 M + 32, tehat

lim Gap(Gay.r) i 20M?%+26M +32 5
1m = lim = —.
Mo, TP T) = U o N2 £ 30M 136 3

1.3.2. NP-teljesség

Az NP-teljesség bizonyitasahoz [10] a kovetkezs alakban célszert felirni a feladatot:

1.33. Definicié (Minimum Length Redundant Trees (MLRT) probléma). Adott G(V, E),
c: E — R" élstly, r cstcs, k > 0. Létezik-e olyan (T, Ts) r-(él)fiiggetlen fapar, melyre
C(Tl, T2) S k?

1.34. Tétel. Az MLRT eldontése NP-teljes (az €l- és a pontverzid is).

Bizonyitds: Az MLRT probléma NP-beli, mert egy megfelel6 (71,75) fapar polinomiélis
id6ben ellendrizhets tana (hiszen ¢(T37,T%) kiszdmolasa és a fiiggetlenség ellenGrzése is
megtehetd O(mn) idében). Tehat elég latnunk, hogy NP-nehéz, ehhez visszavezetjiik réa a

kovetkez6 ismert NP-teljes problémét:

1.35. Definicié (NAE-3SAT probléma). A 3SAT-hoz hasonléan a Not-All-Equal 3-Satisfiability
probléméban minden kl6z pontosan 3 literdlt tartalamaz, viszont itt csak azt tekintjiik

kielégité megoldasnak, ahol minden kl6z tartalmaz igaz és hamis literdlt is.

Legyen (X, C) egy NAE-3SAT példany, ahol X = {z1,...,z,} avaltozok és C = {c1,...,¢cn}
a klozok halmaza. Ehhez készitsiink egy G = (V, E) grafot, ahol:

e a csucsok:

— r gyokér;

— minden z; € X valtozohoz: xi, w; (amik az igaz (t) illetve hamis (f) értékadas-

nak felelnek meg);

— minden ¢; € C klézhoz: c;
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e az élek:

— minden z; € X valtozohoz: i, x’f csiicsokat Osszekotjiik r-rel és egymassal;
— minden ¢; € C klézhoz:

* ha z; € ¢j, akkor (zi,¢;) lesz él;

* ha Z; € ¢j, akkor (w?,cj) lesz él.
(A koltség minden élen legyen 1.)

1.36. Megjegyzés. Igy a v =z} illetve x’f tipust csticsokra da(v) = 3, a v = ¢/ tipustiakra

pedig da(v) = 4.

1.37. Allitas. Akkor és csak akkor létezik megolddsa az (X,C) NAE-3SAT példdnynak, ha
G-ben van olyan (optimdlis) (I1, Tz) fapar, ahol c(T1, T>) = 3, ., d2(v) (azaz Gap(G) = 1).

1.38. Megjegyzés. Itt tehat a az MLRT definiciojéban megjelens k = 3_, , da(v) (ami

also becslés).

Bizonyitds: Legyen a : X — {t, f} egy jo értékadas (X, C)-hez, a pedig az ellenkezgje (ahol
a(z;) =t <= a(x;) = f).

Jel6ljon minden ¢; € C klozra zy(;) egy olyan literédlt c¢;-ben, aminek az értéke igaz lesz
a értékadas mellett (azaz vagy ;) € ¢; és a(xyy) = t, vagy Tyq) € ¢i és a(zyy)) = f), és
hasonloan z ;) egy olyan literalt ¢;-ben, ami hamis.

Ezek alapjan készitsiik el 17, T fakat:

T = {00,y ) (T, T2 € XFUA( 2300, )lei € C)

Ty = {(why 7). (e o h, Dl € XYUA( ) Dle e O

£(4)
G(ﬂﬁt(i))
¢; klozban egy a szerint igaz literalhoz tartozo x4 valtozo a-beli értéke szerint zf vagy x‘}
f()
a(zs )
értékének ellenkezdje szerint x% vagy z7)).

(ahol tehat xfb (a;) A% valtozo a szerinti értékétsl fliggden x{ vagy x?, az x pedig a

hasonléan a ¢; klozban egy a szerint hamis literdlhoz tartozo x, valtozo a-beli

(ésx

Tehat a T tartozik az a értékadés szerint igaz literalokhoz, a T5 pedig a hamisakhoz.
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1.3. abra. (X = {$1,$2,$3,$4},C = {Cl = {xl,EQ,Ezl},CQ = {Tl,EQ,xg}}) NAE-3SAT
feladathoz tartozo graf. Egy j6 értékadas x1 = 1,29 = 0,23 = 0,24 = 1; az dbran az ehhez

tartozo fakat latjuk. [10]

Ezek a fak fliggetlenek és minden cstcsra a legrévidebb atpart tartalmazzak, mert:

e ¢;-bdl r-be:
{(Ci’xz((za)ftm))’(xfl((lxt Mt =P, c)

és
{(enall) D@l o) = P(Th,e)
legrovidebb (4 hosszi) dtpar, és diszjunktak, mert xa((z)()) + Z{E;)f(‘)) (mert ha

t(i) # f(i), akkor a csucsok fels§ indexe kiilonbozik, ha pedig t(i) = f(i), akkor
a(w ) # a(zys))), és t(i), f(i) léteznek minden i-re, mert a jo értékadas;

o i g:zc csiicsokbdl r-be pedig a megfelel§ 3 hosszu tutparokat tartalmazzak a fak.

A masik iranyhoz legyen (T3, T5) olyan fiiggetlen fapar, amire 77, T tartalmazzak min-
den csicsra az egyértelmd legrovidebb utpar egy-egy tutjat (spec. xlj}, x! cstcsokra is).
Igy minden x; € X-re az {(m%,x?),(m?,r)} rir-utat tartalamazza az egyik fa, mig az
{(x}, xt), (28, r)} xgcr—utat a mésik (hiszen (z, x}) élen egy adott fabeli utak csak az egyik
ranyba mehetnek).

Tehat értelmes a kovetkezd értékadés:

t ha(zi,r)en
a(z;) :==
f ha (ml ) el

A ¢; cstcs legrovidebb utpéarjanak tartalmazasa miatt létezik olyan x; véiltozo, amire

?c,r) € Ty (mivel a ¢; cstcs Ty-beli utja

vagy x; € ¢; és (xt, r) € Ty, vagy T; € ¢; és (x

vagy xi vagy x; tipusu csucson keresztiil vezet). Tehat van olyan literal ¢;-ben, aminek az

értéke igaz. Hasonloképpen a c¢; méasik utjat pedig tartalmazza T5, tehit van olyan literél

c;-ben, aminek az értéke hamis. Tehéat a egy jo értékadas lesz a NAE-3SAT feladathoz, igy
a mésik irdnyt is belattuk.

O

Tehat mivel a NAE-3SAT NP-teljes, ezért az MLRT valoban NP-nehéz, tehat NP-teljes

is. |
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1.3.3. Maximalis eltérés egy csiicsnal a legrovidebb atparhoz képest

Erdekes kérdés, hogy a MaxGap(Ty, T) érték legfeljebb mekkora lehet az erre nézve
optimalis faparban.

Nyilvan ming, 7, figgetlenek MaxGap(T1,To) > Gap(G, ).
1.39. Sejtés. Az optimdlis fapdrban MaxGap(Ty,Ts) < 2.

Ennek a célfiiggvénynek az optimalizalasidra ugyan nem késziilt algoritmus, de a mérések
soran még a masik ¢(T1,T,) célfiiggvényre nézve optimélis faparban sem haladta meg a
MaxGap érétke a 0,25-6t sem.

A MaxGap(Ty,T>) = 2 érték kozelitésére tekintsiik az 1.4. abran lathato példat.

1.40. Allitas. Az 1.4. dbrdn lithaté Gy, grifban a vivir1 €l silya 2°, a jeloletlen éleken
pedig 0 a sily. A pontok szdmdt novelve G-ban

lim min MazxGap(Ty,Ts) = 2.
k—oo T1,T> fiiggetlenek

Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy létezik r-fiiggetlen faparok egy olyan (T, T¥) csaladja, hogy
Gj-ban minden v csticsra Gapr, 1, (v) < 2. Belatjuk, hogy ez csak egyféleképpen johet
létre, amikor viszont vy, cstcsra limg_,oo Gapr, 1, (V) = 2.

Minden w;-re do(u;) = 0, tehat az u; csicsok legrovidebb utpérjainak egyértelmiisége
miatt vy, vou1, ULU2, ... Up_1UE, T éleken a fak csak az 1.4b. abran lathaté modon
helyezkedhetnek el. (Legyen a wvr élet tartalmazé Tp fa a piros, a vor-et tartalmazo To
pedig a kék.)

Vizsgéljuk meg sorban az w;v; éleket. Minden ilyen élen legfeljebb az egyik fa halad-
hat 4t a gyokér felé TR iranyban. Mivel vy cstcs legrévidebb ttparja 1 osszsuly, és a
feltevésiink szerint nem lehet a fabeli utpar kétszerese a legrovidebb tutpéar osszsulyanak,
ezért a vy piros fabeli utja nem tartalmazhatja a vivs élt, tehét a 1w élnek pirosnak
kell lennie. Hasonléan indukciéval: tegyiik fel, hogy minden j < i-re a 17]—173 él piros; mivel
v; legrévidebb tutpéarja 201 Gsszstlyt, tehat v; piros fabeli titja nem tartalmazhatja a 2°
salyt v;v;41 élt, tehét v;w, 6l is csak piros lehet. gy megkapjuk az egész piros fat, amibdl
kovetkezik, hogy a kék fa csak az 1.4b. dbran lathato lehet.

Az igy kapott faparban

k-1

ory (ve) + oy (o) = Y 20 =2F 1
=0

és a vy, csucs legrovidebb utpéarjanak osszsulya Gi-ban 25-1 tehét

lim Gapr, 1, (vi) = 2.
k—ro00
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(a) "Lépess" graf 2° silyozassal
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(b) limg oo Gapr,, 1, (Uk) =2

1. Fiiggetlen fak

1.4. abra. Olyan Gy, graf, ahol limy_, oo MaxGap(Ty,Ts) = 2.



2. fejezet

Legrovidebb titparok keresése a

Suurballe-Tarjan algoritmussal

Mivel a heurisztikdk egy része az r-be futé legrovidebb utparok alapjan épitkezik, ér-
demes felidézni az ket megtaldld algoritmust.

Elgszor irdnyitott grafban, nemnegativ élkoltségre, éldiszjunkt utpéarokra tekintjiik a
feladatot, majd azt is latni fogjuk a 2.4. szakaszban, hogyan alakithato at az algoritmus az
iranyitatlan, konzervativ élkoltségt, illetve a pontdiszjunkt esetre. Ez a szakasz nagyrészt
a 9] cikk felépitését koveti Kirdly Zoltan el6adasainak [5] segitségével atdolgozva, és sajat
magyarazatokkal kiegészitve, de a jelolésekben a dolgozat tobbi részéhez igazodik.

A cél tehat a kovetkezs lesz:

1. Probléma. Adott G(V, E) erésen dsszefiiggs iranyitott graf nemnegativ ¢ : B — RJ
élsulyokkal, és r € V gyokér (n = |V|, m = |E|). Keressiink minden ¢ # r cstcsra két

éldiszjunkt utat r-bdél t-be tigy, hogy paronként az Gsszsillyuk minimélis legyen.

Suurballe algoritmusa Tarjan adatszerkezeteivel implementalva ezt a feladatot O(D)
idében és O(m) tarral megoldja, ahol D = m10g (1 4y /n) 1 & Dijkstra algoritmus futasidejét
jeloli d-edfoku kupaccal implementéalva.

Jelolje d(a,b) a legrévidebb a — b ut hosszat G-ben.

2.1. Elckészités

Az algoritmus mélyebb megértése és a helyesség bizonyitasa érdekében elGszor tekintsiik

egy darab t célcsucsra a feladatot:

2. Probléma. Adott G(V, E) erGsen osszefiiggd iranyitott graf nemnegativ ¢ : E — Rg
élsulyokkal, és r,t € V. Keressiink A, B éldiszjunkt r-t utakat, melyekre c(A) + ¢(B)

minima4lis.

17



18 2. Legrovidebb tutparok keresése a Suurballe-Tarjan algoritmussal

A kovetkezd algoritmusrol kénnyen belathatd, hogy az optimélis megoldast allitja el

erre az egyszertibb feladatra (lasd 2.2. Allitast).

2.1. Algoritmus (Egyetlen csucsra A, B utpar megtalalasa javitouttal - elsg valtozat).
1. Keresiink A’ legrovidebb utat r-bél t-be (Dijkstra);
2. Gy segédgrdf: az A’ éleit megforditjuk és a koltséget negéljuk rajtuk;
3. a Gy-ben keresiink egy B’ legrovidebb utat r-bél t-be;

4. az A’ és a B’ szimmetrikus differencidjabol (azaz a szembemend élparokat elhagyva
A" U B’-b6l) kapjuk A U B-t.

2.2. Allitas. A 2.1. Algoritmus optimdlis megolddst ad a 2. Problémdra.

Bizonyitds: A 2. Probléma a minimalis koltségii folyam feladat specialis esete (ahol adott
az éleken a kapacitas mellett még egy sulyfiiggvény is, és a feladat megadni a hélézaton egy
x pontbdl y-ba irdnyulo, adott k£ nagysagi folyamot tigy, hogy a folyam koltsége miniméalis
legyen). Ugyanis legyen a kapacitasfiiggvény értéke G minden élén 1, a sulyfiiggvény c,
x :=r,y = t; ebben a halézatban a minimalis koltségl k := 2 értékd folyam éppen az
altalunk keresett utpéart jeloli ki.

Minimalis koltségi folyamként tekintve a feladatot, a 2.1. Algoritmus éppen a javitod
utas algoritmusnak' felel meg, ami optimalis megoldast ad. O

Mivel a Dijkstra algoritmus csak nemnegativ koltségeken miikodik, ezért modositsuk
ugy a 2.1. Algoritmust, hogy a 2. 1épésben negalés helyett inkdbb potencidl-eltoldst végziink:
a 7(v) megengedett potencial minden pontban legyen d(r,v) (amit az 1. 1épésben futtatott

Dijkstra algoritmus megadott), és
d(uv) = c(uw) + m(u) — m(v)

legyen az 1j koltségfiiggvény, igy a koltség mindenhol nemnegativ. Igy a 3. lépésben is
alkalmazhatjuk a Dijkstra algoritmust.

Tehat az egyszerd algoritmusunk végleges valtozata:

2.3. Algoritmus (Egyetlen csucsra A, B utpar megtalalasa javitouttal - végleges valtozat).

1. Keresiink 7-b6l minden csiicsba egy legrovidebb utat (Dijkstra); a t-be vezets legro-

videbb utat nevezziik A’-nek;
2. Gy segédgrdf: az A’ éleit megforditjuk, ¢ (uv) := c(uv) + d(r,u) — d(r,v);
3. a Gy-ben keresiink B’ legrévidebb utat r-bél t-be (Dijkstra);

4. az A’ ¢s a B’ szimmetrikus differencidjabol kapjuk A U B-t.
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(a) 1. lépés: Keressiink legrovidebb utat minden csticsba, a d-be vezets:
A =71 = vy = vs = d. Az éleken eredeti c élstlyok lathatok, minden v

csics mellett pedig a d(r,v) érték.

b) 2. 1épés: G4 segédgraf: forditsunk meg minden élet az A’ 4t mentén, és
( P gédg g ;

modositsuk az élstlyokat a grafban: ¢ (uv) := c(uv) + d(r,u) — d(r,v).

(c) 3. lépés: Keressiink Gg-ben legrovidebb utat d-be (ez lesz a javitdut):

B'=r—vs = vs— v = v —d.

2.1. 4bra. A 2.3. Algoritmus futasa egy d célcstcsra. A legrovidebb tutpar A’ és B’ szim-

metrikus differenciajabol: A=r — v v > d és B=1r — v3 = vq4 — d.

Innentél G; alatt mindig a 2.3. Algoritmusban definidlt segédgrafot értjik. Jeldlje

di(u,v) a legrovidebb u-v ut hosszat a G; grafban.
2.4. Allitas. A 2.3. Algoritmus optimdlis megolddst taldl.

Bizonyitds: Egyrészt megfigyelhetjiik, hogy egy tetszéleges P v-w utra: ¢(P) = ¢(P) —
d(r,w)4d(r,v). Tehat minden adott v, w-re minden v kezdépontu és w végpontu ut koltsége
ugyanannyival (d(r,v) — d(r,w)-vel) véaltozik a potencial-eltolaskor, tehat két adott pont
kozott a c szerinti legrovidebb ut ¢ szerint is a legrovidebb marad.

Masrészt a potencidl-eltolas utan az r-bél indul6 legrévidebb utak fajanak minden élén

(azaz A’ legrovidebb 1t élein is) 0 lesz az 0] koltség, tehat az A’ élein a ¢ koltségek negaltja

' A minimalis koltségi folyamokra vonatkozo javité utas algoritmus megtalalhato példaul ebben: [6].
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megegyezik ¢-vel.
Tehat a 2.3. Algoritmus ugyanazt a megoldast talalja meg, mint a 2.1. Algoritmus, ami

a 2.2. Allitas szerint optimélis, azaz a 2.3. Algoritmus is optimalis megoldast talal. O

2.5. Megjegyzés. Mivel minden r-t ut koltsége d(r, t)-vel csokken a potenciél-eltolaskor,
ezért da(t) := c(A) + ¢(B) = di(t) + 2d(r, t).

Vessiink még egy pillantast a 2.3. Algoritmus futasidejére. 1. lépés: O(D), 2. lépés:
O(m), 3. lépés: O(D), 4. lépés: O(n). Tehat osszesen O(D) idejt.

2.2. Suurballe algoritmusa

Suurballe észrevette, hogy az Gsszes t célesucsra egyszerre kiszamolhatjuk az atpéaro-
kat O(D) idében (és O(m) tarral), egyetlen Dijkstra-szert algoritmussal. Az algoritmus
hatékonysaganak fontos eleme a Tajan altal kifejlesztett adatszerkezet, amit kés¢bb ismer-
tetiink a 2.3. szakaszban. Csticsonként megvizsgalva a most kévetkezs algoritmus futasat,
a 2.3. Algoritmushoz hasonlé miikédést tapasztalhatunk, ahogy azt a 2.11. Megjegyzésben
és a 2.16. Allitas bizonyitasaban is latni fogjuk.

2.6. Megjegyzés. Fontos megjegyezni, hogy ez az O(D) id6 nem tartalmazza az Gsszes
atpar tényleges kiolvasisat (tekintve, hogy akkor mar az output is O(n?) méretd lenne),
csak utjelzéket szamolunk ki, ami alapjan csiucsonként O(n) idében kiolvashatok az utvo-
nalak egy meghatarozott modon. Igy az Gsszes utpar kiolvasasa O(n?) idét vesz igénybe, de
erre nem mindig van sziikség: példaul a 3.2.1. szakaszban bemutatott algoritmusokban csak
a csicsok egy részéhez tartozd utparoknak is csak egy-egy kezdd@szeletének a kiszamitasa

torténik meg.
Az algoritmus szerkezete a kovetkezd.
2.7. Algoritmus (Suurballe).

1. Minden pontba a legrévidebb iranyitott ut keresése r-bl (Dijkstra), az igy kapott
feny6t jelolje T

2. Uj c sulyfigguény: potenciél-eltolas a kapott értékekkel:
d(wv) := c(uv) + d(r,u) — d(r,v)
(igy a koltség T élein 0, és mindenhol nemnegativ);

3. minden csticshoz egyszerre: p(v) és g(v) utjelz6k kiszamitasa a 2.8. Algoritmussal
(O(D) id6ben).

Ezutan tetsz6leges v csucsra az utpar kiolvashat6 az utjelz6kbsl O(n) id6 alatt (élenként
O(1)) a 2.9. Algoritmussal. Igy minden csticsra az tutparok kiolvasasa O(n?) idst vesz

igénybe.
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Most lassuk el@szor részletesen a 3. fazist, majd a kiolvasast, utdna néhany, értelmezést

segit6 vagy a bizonyitédshoz sziikséges megjegyzést, végiil pedig a helyesség bizonyitasat.

Az algoritmus sorén fenntartunk:

e d(v) ideiglenes tavolsagcimkét minden csticsra (mint a Dijkstra algoritmusban, és a

cél az, hogy a végén minden v-re ez éppen a G,,-beli legrovidebb r-t it hossza legyen);
e 3 véglegesitett cstcsok S halmazét;

e és T-nek a nem véglegesitett csiicsokbdl allo részfait.

2.8. Algoritmus (p(v) és q(v) utjelzsk kiszamitésa).

1:

10:
11:

12:
13:

14:
15:
16:
17:
18:
19:

> Inicializdlds:
d(r) :== 0; Yv € V\{r}re: d(v) := oo;
S = 0;

while S #v €V : d(v) < oo do
> csics véglegesitése:
legyen v € V\{r} az a csics, amire d(v) véges és minimalis;
legyen T, az a nem véglegesitett részfa, amiben benne van a v (ebben v nem feltét-
leniil gyokér);
S:=SU{v};
T,-t lecseréljiik azokra a részfakra, amikre szétesik a v elhagyaséaval;
K:={olyan ww ¢ T élek: vagy u = v, vagy u,w € T, és a szétvigis utan u és w
kiilonb6z6 részfaba keriilnek }; > most szétesd nemfaélek halmaza
for vw € K do > a most szétesd nemfaélek feldolgozdsa:
if d(v) + ¢ (uw) < d(w) then > javitds, ha kell (vigydzat, nem d(u)-hoz,
hanem d(v)-hez adunk ¢ (uv)-t!)
d(w) :=d(v) + d (uw);

p(w) = u;
q(w) = v;
end if
end for
end while

Az utjelzék kiszamitasanak futasideje: minden él legfeljebb egyszer keriilhet a K hal-

mazba, tehat legfeljebb egyszer kell feldolgozni, tehét a javitas dsszesen O(m) id6ben meg-

torténik; a legkisebb d(v)-vel rendelkezd cstcs kivalasztésa pedig megfelel kupaccal imp-

lementalva Gsszesen O(nlogn) idg; tehat dsszesen O(D) id6t kapunk.

A kovetkez6 algoritmus kiolvassa az utjelz6k alapjan az atparokat az olyan t csicsokra,

melyekre d(t) # oo.

Jelolje szilé(x) az x csucs T-beli sziilGjét.
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2.9. Algoritmus (Az utparok kiolvaséasa p, q értékekbdl egy ¢ csicsra).
1: Kezdetben minden x € V-re legyen jelolés(z) := 0, D> ha tobb csics utpdrjait is
kiolvassuk, akkor elég eqyszer bedllitani (2.13. Kovetkezmény).

> itjelzé q-k megjeldlése (rendre q(t), q(q(t)),. .., r pontokat jeléljik meg®):
T =t
while z # r do

jelolés(z):=1;

ot

x:=q(x);
end while

10: > t-t6l r-ig végiglépegetve kiolvassuk a két utat eqymds utdn (utak jelolése: Py, Ps):

11: for i = 1,2 do > a két titra

12: P =0 z:=t > inicializdlds

13: if jelolés(x) = 1 then D> ha x dtjelzd volt és még meg van jelolve, akkor p(x)
felé lépiink tovabb:

14: jelolés(x) := 0; D> a most felhaszndlt utjelzd jelolését toriljik

15: P, :={p(z)x} U P; > p(z)x élet P; elejére fizzik

16: x = p(z); > tovdbblépiink p(x) felé

17: else > ha x nem dtjelzd, vagy mdr haszndltuk, akkor T-beli a sziildje felé

léptink tovdbb:

18: P; = {sziil§(z)x} U P; > szuld(x)x élet P elejére fizzik
19: x =szild(x); > tovdbblépiink szild(x) felé

20: end if

21: end for

2.10. Megjegyzés. A 2.8. Algoritmusban az inicializalasbol kévetkezik, hogy az els6 vég-
legesitett pont mindig r lesz (ahogyan a 2.3. Algoritmusban is a Gi-ben a B’ javitoat
keresésére futtatott masodik Dijkstra futtatds is az r cimkézésével (véglegesitésével) kez-
dadik).

2.11. Megjegyzés (Az utjelzsk, a javitoutak, és a végleges utpar kapcsolata). Figyeljiik
meg, hogy a 2.8. Algoritmusban a javitasi 1épés megfelel a G,,-ben egy w-be vezets jobb
javitout keresésének a v — u tton és az uw élen keresztiil (mint azt majd a 2.16. Allitas
bizonyitasaban is lathatjuk). Itt kihasznaljuk, hogy a v-bdl u-ba 0 koltségt ut vezet T,,-ben.

Az algoritmus végén egy = pontra: p(z)z az az él, amin keresztiil utoljara javitottunk;
a q(z) pedig az a csics, amin keresztiil p(z)-be ér a p(z)z-et tartalmazo6 javitout Gy-ben.

Masképp, a Suurballe algoritmus szemsz6gébdl: g(z) az a csics, aminek a véglegesitése

okozta a p(z)z ¢l feldolgozasat (ami a 2.16. Allitas szerint az optimalis utpar egyik utjanak

*Valoban eljutunk r-be q(t), q(q(t)), . ..lépegetéssel a 2.14. Megjegyzés miatt.
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utolso éle lesz); azaz az elGszor véglegesitett (tehat legkisebb d értéki) olyan pont, amit
elhagyva T-b6l x és p(x) kiilonbozs részfaba keriil; tehét a legkisebb d-értékd pont az x és
p(x) kozotti egyértelmi T-beli, irdnyitatlan értelemben vett tton.

A kiolvasaskor a ¢(x) vagy azt mutatja, hogy x-b6l, vagy hogy p(x)-bdl indulva a
legrévidebb utpar utjain az r felé, hol kell letérni a T-beli utrél az aktudlis csics p-jének
iranyéba.

Ezeknek az osszefliggeését igy is lathatjuk: ha T-beli z-p(x) uton nincs rajta az r csucs,
akkor a T-beli P(T,z) ut r-b6l z-be, és a T-beli P(T,p(z)) ut r-bél p(x)-be egy z pontig
megegyeznek, és utana diszjunktak (ahol a z a T-ben az x-nek és a p(z)-nek az r-tél
legtévolabbi kozos Gse). Ezért a diszjunkt atpar utjait x-bdl visszafelé kovetve, valahol le
kell térniink a P(T,x), P(T,p(x)) utak valamelyikérsl. A leheséges letérési pontok a T-beli
x-p(x) ut pontjai, ezek koziil pedig a minimalis d értékit fogjuk véalasztani (mert d(w) =
a minimélis javitout koltsége w-be).

A Gg-beli javitout g(z)-nek a T-beli z-p(x) tton beliili elhelyezkedésétdl fiiggden ha-
romféleképpen viselkedhet, ezeket az eseteket a 2.2. 4bréan lathatjuk. (Az dbra csak vézlat,

az r-z szakasz és az r-p(q(x)) szakasz hasonl6 modon varidlodhat.)

r

(a) g(x) rajta van a T-beli z-z dton. (b) z = g(x). Ekkor a két it bizto- (c) ¢(z) rajta van a T-beli

Ekkor a Gy-beli javitout biztosan tar- san nem lesz csiicsdiszjunkt. z-p(z) dton. Ekkor a p(z)

talmaz P(T,x)-beli megforditott élet. felé indul6 iiton lesz masik
p(v)v tipusi él, miel6tt Gj-
ra eléri P(T,x) utat.

2.2. 4dbra. A javitout és a az utjelz6k kapcsolata. Harom eset lehetséges g(z) elhelyezke-
desétdl fiiggen a T-beli z-p(x) tton. Jelolje z a T-ben az z-nek és a p(x)-nek az r-tél
legtévolabbi kozos Gsét. Az élek jelolése: zold (vastag): T' élei; piros (vékony): p(z)z élek;
kék (pottyozott): javitoat Gu-ben.

2.12. Allitas. A q(x) dtjelz6 mindig rajta van a legrévidebb éldiszjunkt r-x 1itpdrbol vala-
melyik iton.

Bizonyitds: Indirekt tegyiik fel, hogy a g(x) nincs rajta egyik tton sem. A kiolvasés algorit-
musa miatt ez csak gy fordulhatna eld, ha lenne egy olyan ¢*(z) := q(q(... (¢(z)))) # q(z),
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ami rajta van vagy a T-beli g(x)-z tton, vagy a T-beli ¢(z)-p(z) uton. Tehat a ¢*(z) rajta
lenne a T-beli p(z)-z aton. Viszont a Suurballe algoritmus elsbb véglegesiti ¢*(z)-et, mint
q(x)-et (mert a g(x)-nél el6bb véglegesiti a q(q(x))-et, aminél el6bb a q(q(q(z)))-et, stb.).
Tehat a ¢F(z) véglegesitésétsl kiilon részfaba keriilne az x és a p(z), azaz ¢"(x) = q(z),
ami ellentmondas.

a

2.13. Kovetkezmény. A 2.12. Allitds miatt: t6bb csicshoz tartozé itpdrok kiolvasdsakor
a 2.9. Algoritmusban a jelolés(x) jelolobitet nem kell minden csics ttjaindl kilon iniciali-

zdlni 0-ra, mert az idtpdr kiolvasdsdnak a végére az 1-re dllitott biteket mind visszadllitjuk.

2.14. Allitas. Tekintsiik a kovetkezé élhalmazt: {(q(z),z) : = # r,d(x) # oo}, ahol
(q(x),z) nem feltétlenil G-beli él. Ezek egy r gyokerd fenydt hatdroznak meg.

Bizonyitds: A (¢(x), x) virtualis élek altal meghatarozott Q(V, E,) gratban minden x € V\{r},
d(x) < oo csucsnak a befoka 1. Olyan y csticsra, amire d(y) = oo, nem illeszkedhet (¢(z), z)
él, mert soha nem javitottuk a d(y) értékét egy maésik csicson keresziil, tehat ¢(y) nem
kaphatott értéket; és igy soha nem véglegesitettiik, tehat y = g(x) sem lehet. Tehét ezeket
a csucsokat elhagyhatjuk Q-bol.

Masrészt tudjuk, hogy @ aciklikus, mert g(x)-et el6bb véglegesitette az algoritmus,
mint z-et, tehat a véglegesitési sorrend a () csucsainak egy topologikus sorrendje.

Tehat a (q(z),z) élek r gyokerd feny6t alkotnak. O

Viszont a hasonléan képzett (p(x),x) élhalmaz méar nem feltétleniil aciklikus, példaul

a 2.3. dbran lathato grafban sem az.

2.3. abra. Egy graf ¢ sulyfiiggvénnyel, és a Suurballe-Tarjan eredményével. A csticsokra,
irt szamok a végss d értékek. Az élek jelolése: zold (vastag): T élei; piros (vékony): p(x)z
tipusn élek; narancssarga (szaggatott): (¢(z),x) virtualis élek. Az egyik csicsba nem vezet

irdnyitott utpar. Figyeljiik meg, hogy a piros élek iranyitott kort alkotnak.
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2.15. Megjegyzés. Mivel minden r-t ut koltsége d(r, t)-vel csokken a potencial-eltolaskor,
ezért (a 2.5. Megjegyzéshez hasonloan) az r-bél t-be futé legrovidebb utpar da(t) osszsulya
megadhato

da(t) = d(t) + 2d(r,t)

alakban az algoritmus altal kiszdmolt értékekbdl, az Gtparok tényleges kiolvasisa nélkiil.

A kovetkezd &llitds a (mar bizonyitottan optimalis) v € V\{r} csucsonként G,-ben
javitoutat keress 2.3. Algoritmus, és a 2.8. Suurballe algoritmus kapcsolatat mutatja. A
bizonyitasban minden v-re kiilon-kiilon "egymas mellett" futtatunk egy 2.3. javitéout keresd
Dijkstra algoritmust G, grafon (¢’ sulyfiiggvénnyel), és egy Suurballe algoritmust a G
grafon a ¢ sulyfiiggvénnyel, és megmutatjuk, hogy a v utjainak szempontjabol ugyanazokat
a lépéseket végzik. (A bizonyités szerkezete megegyezik a [9] cikkbelivel, csak kiegészitettem

néhany gondolattal.)

2.16. Allitas (Suurballe és Tarjan [9]: Theorem 2.). A Suurballe algoritmus végén igazak

a kovetkezdk:

Ve

1. d(v) = dy(r,v) minden v csicsra (ha nem létezik éldiszjunkt ditpdr r-bsl t-be, akkor

végtelen);

2. minden olyan v € V\{r}-re, amire d(v) véges, létezik G,-ben egy olyan r-v it, aminek

a (¢ szerinti) hossza d(v) és az utolsé éle p(v)v.

Bizonyitds: Legyen v € V\{r} tetsz6leges adott csics. Most belatjuk, hogy v-re igaz az

allités.

2.17. Definici6. A Suurballe algoritmus lefutasdban nevezziink (v szempontjabol) lényeges
csucsnak egy [ csticsot, ha az [ Suurballe-beli véglegesitésekor az [ ugyanabban a nem vég-

legesitett részfaban volt, mint a v.

A lényeges cstucsok tehat mindaddig a v-vel kézos nem véglegesitett részfaban ma-
radnak, amig nem véglegesitjiik Sket (tehat példaul a v utan véglegesitett csicsok nem
lényegesek).

Azt fogjuk belatni, hogy a G,-ben futtatott Dijkstra algoritmus a lényeges cstucsokon
ugyanolyan 1épéseket végez, mint a Suurballe, azaz ugyanolyan sorrendben véglegesiti a 1é-
nyeges csucsokat, és ugyanolyan javitasi lépéseket tesz a d, p értékeken (a nem lényegeseket
pedig esetleg hamarabb véglegesiti, és nem feltétleniil egyeznek meg a megfelel értékek).

Maga a v csics is 1ényeges, mert 6nmagéaval akkor és csak akkor van ugyanabban a nem

véglegesitett részfaban, ha még nem véglegesitettiik 6t.

2.18. Definicid. Jelolje a bizonyitas sordn a G,-n futtatott Dijkstra algoritmusban az
ideiglenes tavolsag- illetve megel6z6 pont fliiggvény aktualis értékét d, és p,, a cimkézett

(azaz véglegesitett) pontok halmazat pedig Sg, .
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Most (a G grafon futtatott) Suurballe csiucsvéglegesitési lépésenként haladva indukcio-
szertien megmutatjuk, hogy hogyan futtathaté vele parhozamosan dgy a Dijkstra algorit-

mus a G, grafon, hogy igazak legyenek az alabbi Invaridns tulajdonsagok.

2.19. Invarians. 1. Minden x csicsra: akkor és csak akkor x ¢ Sg, (azaz cimkézetlen

a Dijkstra algoritmusban), ha x és v azonos részfiban vannak a Suurballe-ban.

2. Ha x ¢ Sg,, akkor d,(x) = d(z) és py(x) = p(z) (azaz a Dijkstra és a Suurballe
szerinti ideiglenes tdvolsdagcimkéjik és p-jik megegyezik), feltéve, hogy kapott mdr

értéket valamelyik.

3. Hax € Sq,, akkor pedig d,(x) = d(2), ahol z az a csics, aminek (a Suurballe-ban) a
véglegesitése miatt kerilt x és v kilonbozd részfiba; ha x = z, akkor p,(x) = p(z) =
p(z).
Kezdetben igaz az invarians (mert minden z csucsra « ¢ S, és x € T részfa, és d(x),
p(x) még egyik algoritmusban sem kaptak (véges) értéket).
Indukcids feltétel: az invarians teljesiil egy y cstcs (a Suurballe-ban valo) véglegesitéséig.
Most belatjuk, hogy a Dijkstra megfelels futisa mellett az y csics Suurballe-beli végle-
gesitésekor sem torténik véltozas.

Két eset lehetséges (aszerint, hogy y-t cimkézte-e mar a Dijkstra):

1. eset: y € Sg,
Az invarians (indukcios feltétel) 1. része miatt y és v mar kilonbozd részfaban voltak
(azaz y nem lényeges).
Tehat y véglegesitése nincs hatassal a T-beli csticsok cimkeéire (mivel nem valaszthat

szét odavezetd élet), igy nem ronthatja el az invarianst.

Az y csics Suurballe-beli véglegesitésével parhuzamosan tehat a G,-n futé Dijkstra

nem tesz semmit.

2. eset: y ¢ Sg,

Az invarians 1. része miatt y és v azonos részfaban voltak eddig a pillanatig (azaz
y lényeges); jelolje Fieei ennek a részfanak a csticshalmazat. Legyen Fyj pedig annak
a részfanak a csticshalmaza, amibe v keriil y véglegesitése utan (ha y = v, akkor Fy;
iires).

Az y csucs Suurballe-beli véglegesitésének megfelel§ 1épéssorozatként a G,-n futd
Dijkstra eldszor cimkézi az y csicsot, majd az Fyey — Fyj halmaz maradék csicsait
(azaz a most keletkez 0j részfak koziil az Osszes v-t nem tartalmazonak az Osszes

csicsat) a megfelels sorrendben.

Most két dolgot kell belatnunk: egyrészt, hogy a Dijkstra valéban cimkézheti ezeket

a csucsokat; méasrészt, hogy az invarians fennmarad.
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2.20. Allitas. Az y a Dijkstraban minimdlis cimkézetlen pont, azaz
dy(y) = min{d,(z) : ¢ Sq, }-

Bizonyitds: A Dijkstra minden csiicsot vagy ugyanakkor, vagy elébb cimkéz, mint a
Suurballe, és most y ¢ Sg, .

Az invaridns 2. része szerint y véglegesitéséig minden x ¢ Sg,-re: d(z) = dy(x).
Tehéat mivel a Suurballe a minimdlis d értékkel rendelkezs y cstucsot vélasztja ki

véglegesitésre, igy igaz az allitas. O

2.21. Allitas. Minden Fregi — Fyj halmazbeli csics elérhetd G,-ben y-bol 0 silyi

uton.

Bizonyitds: A G,-ben a T-beli r-v utat megforditottuk, tehat az igy kapott T” egy
v gyokerii fenyd. Tehat T'-ben az Fiegi — Fyj Osszes cstcsa az y leszarmazottja lesz,

amik tehét elérhetsk 77 élein 0 stlyu tton. O

A Suurballe a kovetkezd éleket dolgozza fel az y véglegesitésekor:

e y-bol indulé nemfaéleket;
o a7 Fregi — Fyj és az Fyj kozotti éleket;

o Fepi — Fyj 1 részfal kozott futo éleket.

Minden fenti uv él feldolgozasakor ez torténik: ha d(v) < d(y)+ ¢ (uv), akkor d(v) :=
d(y) + ¢ (wv).

Ezzel parhuzamosan a Dijkstra a kévetkezd 1épéseket végzi.

e Az y minimalitasa (2.20. Allitds) miatt: el6szor cimkézheti az y cstcsot, és javit
az 0 éleken: ha d, (v) < dy(y)+¢ (wv), akkor dy (v) := dy(y)+¢ (uv). Specidlisan
a T’ élein ¢ = 0, tehat az y-nak minden T'-beli g gyerekére d,(g) := d,(y).

e Ismét az y minimalitdsa miatt: most az elébb d,(y) értéket kapott cstucsokat
cimkézheti sorban, és minden ilyen g cstcsra javit a kimend ﬁ éleken: ha d, (v) <
dy(y) + d (gv), akkor d,(v) := dy(y) + ¢/ (gv). Tehét a g-nek a T'-beli gyerekei is
dy(y) értéket kapnak.

e ...Es igy tovabb, minden olyan csticsot sorban megcimkézhet, ami elérhezé y-
bol 0 salya aton, tehat a 2.21. Allitas szerint minden Fregi — Fyj halmazbeli
u csticsot megeimkézhet, és mindegyikbol kimend ut éleken javit: ha dy,(v) <
dy(y) + ¢ (uv), akkor d,(v) := dy(y) + ¢ (uv).

Igy az invarians tovabbra is fennall, mert pontosan azokat a csiicsokat cimkézi a

Dijkstra, amik a Suurballe-ban a v-t6] kiilonboz6 cimkézetlen részfaba keriiltek (és
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az y-t), és ezek a csucsok az invarians 3. része szerinti d,,, p, értékeket kapjik; a még
cimkézetlen csiicsokat pedig ugyanazon élek mentén, ugyanazokra az értékekre javitja
a Dijkstra, mint a Suurballe, tehat ezekre a cstucsokra pedig igaz lesz az invarians 2.

része.

Igy belattuk, hogy az invarians végig fennmarad.

Az algoritmus végén az Osszes csucs cimkézett lesz a Dijkstraban, tehat mindegyikre az
Invaridns 3. része fog teljesiilni. Tehat a lényeges cstucsokra a d, p értékek megegyeznek a
két algoritmus szerint (mivel ilyenkor teljesiil, hogy = = z), a nem lényegesekre pedig nem
feltétleniil.

Specidlisan a v is lényeges, tehat az algoritmus végén d(v) = dy(v) és p(v) = py(v).
A G,-n futtatott Dijkstra algoritmusrél mar lattuk, hogy optimalis megoldéshoz tartozd
dy(v), py(v) értéket ad. Tehat teljesiil az allités.

O

2.22. Megjegyzés. A v cstcs utjain a g tipusa utjelzék a v szerinti lényeges csticsok koziil
keriilnek ki.

2.23. Tétel. Suurballe algoritmusa minden csicsba optimdlis itpdrt taldl.

Bizonyitds: Mivel a 2.4. Allitas szerint a javitoutas a 2.3. Algoritmus optimélis megoldast
ad, ezért a 2.16. Allatasbol mar 2.11. Megjegyzés miatt kovetkezik, hogy a ¢ titjelzok segit-
ségével kiolvashatok az optimélis utparok, tehat Suurballe algoritmusa optimaélis megoldést

talal. O

2.3. Tarjan adatszerkezete

A 2.8. Algoritmus futésidejének kiszamitasa sordn eltekintettiink attol a fontos rész-
lettsl, hogy hogyan vélasztjuk ki a K halmazba keriilg feldolgozandé éleket. Minden élet
megvizsgalni O(m) id6 lenne, ami mér elrontana a futasidst, igy Tarjan és Suurballe olyan
adatszerkezetekkel implementaltdk az algoritmust, amivel a futésidé a fent kiszdmitott
marad, ahogy azt latni fogjuk ennek a szakasznak a végén.

Amit tarolnunk kell:

o Mélységi és befejezési szdmok. Futtassunk az inicializélasi szakaszban egy mélységi
bejarast a T fan, és minden x csucsra jegyezziik meg a mélységi (azaz elérési) és
befejezési szamokat: M (x), B(x). (Ennek ideje: O(n), de elég egyszer futtatni az al-
goritmus elején. Tarhely igény: O(n).)

Ez azért hasznos, mert O(1) id6ben eldonthets, hogy egy = csucs leszarmazottja-e v
csucsnak: akkor leszarmazottja, ha M (z) > M (v) és B(z) < B(v); és a leszarmazot-

tak intervallumot alkotnak M szerint.
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o Nem véglegesitett részfak. Minden x csucsra ezeket taroljuk:

— szilé(z) (ha x gyokér a részfaban, akkor nil)

— gyerekek(x): a gyerekek oda-vissza ciklikusan lancolt listaja (igy egy gyerek
torlese O(1) id6ben lehetséges).

Inicializalas: az egész T elGéllitasa ebben a formatumban (O(n) id6 és tar).

Karbantartas v torlésekor:

— v torlése a gyerekek(szild(x)) listabol;

— v gyerekeinek a sziil§-pointerének atallitasa nil-re.
(Ez 6sszesen az algoritmus soran O(n) id6t vesz igénybe).

e FEllista. Az oda-vissza lancolt éllista minden v csticsra a még nem feldolgozott, nem
T-beli, v-re illeszkedd (ki- és bemend) élek. Minden cstucs listaja az élek méasik vég-
pontjanak M (x) értéke szerinti monoton névekvé sorrendben tartalmazza az éleket.
Inicializalas: radix rendezés (O(m) idSben, mivel {M(x) : z € V} = [1..n]).3

Az adatszerkezetek karbantartasa és a feldolgozandé élek megtaldlasa egy v csics vég-

legesitésekor:

1. A v-re illeszkeds éleket toroljiik, ezek koziil a kimendket feldolgozzuk. (Osszesen az

algoritmusban: O(m) idg.)
2. Az 1j nem véglegesitett részfaknal:

e a v szildjéhez tartoz6 részfanak minden x csiicsdra megnézziik az z-re illesz-
kedd éleket: amelyik szomszéd leszdrmazottja v-nek, azt az élet feldolgozzuk
és toroljilkk az éllistabol. Amelyik nem leszarmazottja v-nek, azzal nem csi-
ndlunk semmit; az ilyen nem feldolgozand6 "rossz" élek vizsgilatat nevezziik
elvesztegetett 1épésnek. Mivel a v leszdrmazottai intervallumot alkotnak, az

els6 nem-leszdrmazottnal befejezhetjiik a csucsra illeszkedd élek vizsgilatat.

e v-nek minden y gyerekére: az y-hoz tartozo6 részfanak minden x csicsara: hason-
l6an. Itt x éllistajaban a nem feldolgozandé élek alkotnak intervallumot (amik-
nek a masik csicsa is az aktualis részfaban van, azaz y leszarmazottai), tehat
igy jarjuk be: elkezdjiik az élek vizsgalatat lista elejérél, és addig dolgozzuk fel
és toroljiik az éleket, amig y leszarmazottjaba nem iitkoziink; ekkor elkezdjiik a

lista végérdl, és ott is addig haladunk tovabb, amig "rossz" élhez nem ériink.

3Vagy mélységi bejaras kozben, mikor M () sorrendjében vessziik sorra a pontokat, mindegyik z pontnal
felvehetjiik az z-re illeszked§ éleket a masik végpont éllistajanak a végére; ez is O(m)-ben helyettesiti a

rendezést.
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2.24. Definicid. Nevezziik a részfak feldolgozasa soran Lépésnek a kovetkezst: ad-
dig dolgozzuk fel sorban az éleket az aktuélisan vizsgalt csucs éllistajaban, amig vagy

egy elvesztegetett 1épést tesziink, vagy a csics listdjanak a végére ériink.

A részfak feldolgozasat "pdrhuzamosan" végezziik, sorban minden faban egy-egy

Lépést tesziink.

Igy az utolséonak maradt (legnagyobb) fat nem kell befejezni (mert az onnan egy
méasik faba atléps éleket mar megtaldltuk a masik végiiknél). A valtogatas miatt
viszont oda kell figyelni, hogy mikor torliink egy uw élet mindkét végpont listajabol,
akkor az egyik lista éleinek a vizsgalataban nem éppen ott tartottunk-e, mert akkor
az elem torlésekor gondoskodnunk kell a r4 mutatd pointerrdl is: 4t kell helyezni a
torlendd elem elGtti vagy utani pontra (attol fiiggGen, hogy eldre vagy héatra haladunk

éppen az adott listdban). Egy él torlése egy éllistabol ezzel egyiitt is O(1) id6.

2.3.1. Lépésszam elemzése a részfak aAtvizsgalasanal

Az egyetlen, aminek még nem &llapitottuk meg az idejét: egy csics véglegesitésekor
keletkezett 01 részfak cstucsainal az éllistak atvizsgaldsa. A részfak "parhuzamos" feldolgo-
zasan milik, hogy igazan hatékony becslést kapunk erre.

Egy Lépés ideje: O(1) + O(1) - (feldolgozott élek szama). Tehat a részfak vizsgalatanak
teljes ideje: O(m)+Lépések szama. Igy a kovetkezSkben a Lépéseket fogjuk megszamolni
az egész algoritmusban.

Nézziik meg, mi torténik egy v csiics véglegesitésekor.

Jelolje S a v-t tartalmazd részfat a v véglegesitése el6tt, és Sy, St, ... Sk azokat a rész-
fakat, amikre S szétesik a v véglegesitésével, mégpedig ugy, hogy a szild(v) € Sp, és
|S1] > |S2| -+ > |Sk|. (Az Sp részfaban minden éllista feldolgozasa eltér a tobbi fabelitdl,
ezért érdemes kiilon kezelni.)

A péarhuzamos feldolgozas miatt a legnagyobb fat nem kell befejezniink, tehat a legna-
gyobb faban ugyanannyi 1épést végziink, mint a masodik legnagyobb faban, tehat minden
faban legfeljebb a lépések felét végezziik. Ezért ha az egyik (nem feltétleniil a legnagyobb)
faban tett Lépések megszamolasatol eltekintiink, akkor legfeljebb a felére csokken a meg-
szamolt Lépések szama a valodi Lépésszamhoz képest. Tehat egy, a késébbiekben megva-
lasztott fat ki fogunk hagyni a Lépések szamolasabol, és a végén az igy kapott Lépésszamot
megszorozzuk 2-vel. Ezen kiviil a cstcsvéglegesitéseket kell még megszédmolni, ez Gsszesen
az algoritmusban legfeljebb Lcgycs := n darab.

A gondolat mindenhol az lesz, hogy ugy hatarozzuk meg azt, hogy melyik fatol tekin-

tiink el, hogy ezéltal egy fels§ becslést kapunk az ||%i“ értékre, és ebbdl az S;-vel azonos
tipusu fakban az algoritmus soran tett Gsszes Lépés szamara.

Tekintsiik el@szor az Ss, ..., Sy fakat. Ezekben minden z cstucs éllistajan legfeljebb
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2 Lépés alatt végigmegyiink (egy elérefelé az els§ elvesztegetett lépésig, és egy visszafelé
hasonléan).

Tudjuk, hogy (i =2... k-ra:) |S;| < @, mert ha az egyik fa nagyobb az eredeti felénél,
akkor az lenne az S1, tehat nem szerepelne ezek kozott. Tehat egy adott x csticsot figyelve
az algoritmus sordn, amikor ilyen tipust faban Lépéseket végziink rajta, akkor a fa mérete
legalabb a felére csokkent (és 1-nél nem lehet kisebb a csticsszam). Tehat 6sszesen legfeljebb
2log n Lépést végezhetiink egy adott x csicsnal, azokat dsszeszémolva, mikor ilyen tipusa
fakba keriil.

Tehat Gsszesen az egész algoritmusban legfeljebb 2nlogn =: Ly darab Lépést végziink
az Sy, ...,S tipusu fak cstcsainal.

Most tekintsiik Sy és S fakat.

Jeldlje

5 m
a:=max |2, ————
"nlog(l+ 1)

értéket.

Két eset lehetséges Sy méretét tekintve:

1. Sy kicsi: Syl < |S|. Ekkor S; részfatol tekintiink el, tehat elég az Sy lépéseit

szamolni.

Minden = € Sy csucsnal legfeljebb m(z)+ 1 Lépést végziink (ahol m(z) az z-re illesz-
kedd élek szama). Ez az eset azt jelenti, hogy egy = € Tj cstcsot tartalmazo részfa
meérete v véglegesitésének hatasara legalabb az a-adrészére csokkent, tehat (a fentihez
hasonl6an) minden adott x csticshoz az algoritmus sorén az ilyen részfakban legfeljebb
(m(z)+1)log, n Lépés tartozik, azaz 6sszesen minden csucsra (2m + n)log, n =: Lo

darab Lépés (mivel ) i, m(z) = 2m).

2. Sp nagy: a|Sp| > |S|. Ekkor Sp-t6l tekintiink el, tehat most az Sy 1épéseit szamoljuk.

Minden x € S1-nél legfeljebb 2 Lépés torténik. Egy adott z-et tartalmazo részfa mé-
rete ilyenkor legalabb a/(a — 1)-adrészére csokken, tehat 6sszesen minden csicsra az
algoritmus sordn legfeljebb 2nlog, ,—1)n =: L1 darab Lépést végziink ilyen tipusi

faban.

Igy az Sy és S; fakban tett Lépések szamara is kaptunk becslést.

Tehat Osszesen az eddigiekbdl a kovetkezs 1épésszamot kapjuk:
Lestes +2(La + Lo + L) = n+ 4nlogn + (4m + 2n) log, n + 4n 10gq /(a—1) T

ahol az utols6 tag

© (e ) = (Gt 17 ) = Otomos
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log @ = max(1,log(m/n) — loglog(1 + m/n)) = Q(log(1 +m/n))

tehat az Osszeg:
O(nlogn +mlog(ipny 1) = O(M1og( 1y my 1) = O(D).

Tehat valdoban az igért futasidst kaptuk.

2.4. Az algoritmus Altalanos esetben

Mivel a 3.2. fejezetben irdnyitatlan grafra, pontdiszjunkt utparok keresésére szeretnénk
hasznélni az algoritmust, most ismerkedjiink meg az ilyen irdnyu &ltalanositasi lehetGsé-

gekkel, és néhany tovabbival.

2.4.1. Pontdiszjunkt eset

Pontdiszjunkt utparok keresése iranyitott grafban egy jol ismert triikkk segitségével
visszavezethet§ az éldiszjunkt esetre: minden G-beli v csicsot "széthuzunk" egy vg; és
egy vpe csucsra, amik kozott egy 0 koltségl e Uk, 6l fus, és a v csicsba befelé mutaté élek
a vpe csucsra, a kifelé mutatok pedig a wvg; cstucsra fognak illeszkedni az atalakitott G
grafban. (Az r gyokérnél ez a modositas elhagyhato.)

Igy minden, a v csticson dthaladd G-beli tt Ge-beli megfelel6je hasznalni fogja a Vbolrs
élet, tehat két ilyen nem lehet éldiszjunkt, azaz barmely G.-beli éldiszjunkt megoldas G-
ben pontdiszjunkt lesz, és visszafelé: minden G-beli pontdiszjunkt megoldasnak megfelel
egy Ge-beli éldiszjunkt megoldas.

Igy csak n darab 1j cstcs és n darab 0j él keletkezik, és az uj graf O(m) id6ben elal-

lithato, tehat az algoritmus futasidejére és a sziikséges tarra tett becslésiink nem médosul.

2.4.2. Iranyitatlan eset

Az irdnyitatlan esetet is visszavezethetjiik egy egyszerd konstrukciéval: minden irdnyi-
tatlan uv élet cseréljiink két ellentétes iranyitasi élre (wd, vi).

Ez ugyan okozhat problémékat, mert egy éldiszjunkt atpar egy adott élet akir mindkét
irdnyba is hasznalhat egyszerre, példaul a 2.4. d4bran lathato grafban nem lesz éldiszjunkt
azr —>a—b—tésazr — b— a — tat megfelel§je a visszaalakitott grafban, de
ez minden utparnal kijavithato (vegyiik az utak szimmetrikus differencidjat). A vizsgalt
halézatokban ez nem okozott gondot, mert a legrovidebb ut keresése miatt ez az eset nem
is fordulhat el pozitiv élkoltség mellett (ami ésszerd elvards lehet egy valés halozattal
szemben), és az altalunk foként vizsgalt pontdiszjunkt esetben sem lehet ilyen. Igy m 1j él

keletkezik, tehéat a futasidé ebben az esetben sem véaltozik.
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2.4. dbra. Nem éldiszjunkt utak az oda-vissza megiranyitott grafban.

2.4.3. Multigrafok

[ranyitott multigrafokra kozvetleniil dtalakithaté az algoritmus, ahol tehat megenge-
diink t6bbszoros, akar mindkét irdanyba iranyitott éleket (aminek speciélis esete az iré-
nyitatlan graf visszavezetésekor kapott oda-vissza megiranyitott graf). Elég p(v) fogalmat
kicsit mashogyan definidlni: most nem a v-t megeléz8 csics lesz az tton, hanem a v-be

vezet§ utolso él.

2.4.4. Negativ élek

Egy tovabbi altalanositasi lehetdség, hogy a c salyfiiggvényben megengediink negativ
értékeket is.

Ha a sulyfiiggvény konzervativ, akkor elég a Dijkstra elss futésa helyett a Bellman-Ford
algoritmust alkalmazni (ami el is donti, hogy ¢ konzervativ-e), mivel a méasodik futésakor
méar a nemnegativ ¢’silyfiiggvénnyel dolgozunk. Ez némi lassuldst eredményezhet, mivel a
legrovidebb utak keresését a Bellman-Ford algoritmus O(nm) id6ben végzi.

Ha viszont ¢ nem konzervativ, akkor a feladat értelemszerti atfogalmazasa NP-teljes,

ahogy azt a kovetkezdkben lathatjuk. [9]

3. Probléma (Legrovidebb sétapéar létezése probléma (LSLP)). Tegyiik fel, hogy létezik
G(V, E) iranyitott grafban negativ 0sszkoltségi irdnyitott kor. Dontsiik el, hogy adott s,
t pontokhoz létezik-e legkisebb Osszsulyt két éldiszjunkt s-t séta (vagy tetszGlegesen kis
sulyut talalhatunk).

2.25. Tétel. A legrividebb sétapdr létezése probléma NP-teljes.

Bizonyitas: A feladat NP-beli, mivel egy k-nal kisebb koltségii ut megfelels tant.
Az NP-nehézség bizonyitasahoz visszavezetiink réa egy (tobbtermékes folyamok elméle-

tébal) ismert NP-teljes feladatot:

4. Probléma (Két-ut feladat). Adott G(V, E) iranyitott graf, és sq, so,t1,t2 € V kiilon-

b6z6 cstcsok. Léteznek-e olyan si-ty és so-to utak, melyek csucsdiszjunktak?

Tegyiik fel, hogy adott a két-it feladatnak egy példanya G grafban, ebbdl elGallithatunk
egy G’ grafban egy LSLP példanyt a kovetkezSképpen. ElGszor a cstcsdiszjunkt-éldiszjunkt
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visszavezetés érdekében alkalmazzuk a fentebb emlitett csics-széthuzast, igy minden csics-
bol egy vpe és egy vi; példany keletkezik, kivéve si, s9,%1,to csicsokbol, amiket nem sziik-
séges kettébontani. Majd vegyiink fel két 4j pontot: s-et és t-t, és 5 4j élet: ss1, ssa, t1t,

tot, és t1s1. Legyen c élstly minden élen 0, kivéve az 1j t1s; élt, ahol —1.

2.5. abra. A két-ut probléma visszavezetése a legrévidebb sétapar létezése problémara.

c(t1s1) = —1, minden mas €l sulya 0.

2.26. Allitas. G-ben akkor és csak akkor létezik a kivint csicsdiszjunkt titpdr, ha G'-ben

nem létezik legrovidebb sétapdr, azaz tetszdlegesen kis siulyi sétapdr taldlhato s-bol t-be.

Bizonyitds: Feltehetjiik, hogy G-ben létezik ut s1-bdl t1-be, azaz G’-ben létezik negativ
kor.

Tegyiik fel, hogy G-ben létezik két diszjunkt ut, nevezziik az s1-t; utat Pj-nek, a mésikat
Py-nek. Ekkor G’-ben s-bdl t-be akarmilyen kis sulyu sétat alkothatunk ugy, hogy a Py it
és a t1s1 él altal alkotott kort elég sokszor hozzéavessziik az (ssq, Py, t1t) uthoz. Forditva:
csOkkend sulyu sétak sorozata csak az el6bb emlitett médon johet létre, mert nincs mésik
negativ él a grafban, tehat ha létezik tetszblegesen kis silyu éldiszjunkt sétapar, akkor

azok egy része G-ben pontdiszjunkt utpart hataroz meg. O
O



3. fejezet

Algoritmusok kis koltségii fuggetlen

fapar keresésére

Ebben a fejezetben olyan algoritmusokkal ismerkediink meg, amik minél kisebb kdoltségi
fliggetlen fapart keresnek. ElGszor egy optimadlis megoldést adé moddszert tekintiink, ami
viszont reményteleniil lassan fut; majd két gyors heurisztikat, friss kutatési eredményekbdl;
majd Osszehasonlitasképpen egy régebbi, joval lassabb, de altalaban jobb eredményt ado

heurisztikat.

3.1. Optimalis megoldast adé ILP

A feladat modellezhets egészértékd linearis programozési feladattal az aldbbiakban
vazolt modon. [7]

Tekintsiik azt a D(V, ﬁ) irdnyitott grafot, amit ugy kapunk, hogy G-ben minden uv €
E ¢l helyett egy ud és egy ub iranyitott élet vesziink, amiknek a stlya ¢(uv). Ebben tehat
olyan r felé iranyitott 17, To fenyGket keresiink, amelyek fliggetlenek.

A megoldasban egy 22T tvaltozo ast mutatja, hogy az s-bsl r-be futd T;-beli ut
tartalmazza-e az e élet; y!i favaltozo pedig azt, hogy a T; faban szerepel-e az e él.

Az egyenletek jelentése:
e A 3.1. azt biztositja, hogy minden valtozo6 indikatorvaltozo6 legyen.
e Utakra vonatkozo egyenletek:

— a3.2. egyenlet a folyam-tulajdonsagot garantalja (ami a fa-tulajdonsaggal egyiitt

ut-tulajdonsagot eredményez);

— a 3.3. az utparok éldiszjunktsagat (azaz hogy egy élen az s-bdl induléd utak koziil

legfeljebb az egyik fabeli haladhat at az egyik iranyba).

e Fakra vonatkoz6 egyenletek:

35
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— 3.4. azt jelenti, hogy e él csak akkor lehet az utban, ha a faban is benne van;
— 3.5. pedig a fa-tulajdonsagot (minden v cstcsnak egy sziilGje van, azaz egy v-bol

kimeng él szerepel a faban).

e Pontfiiggetlen esetben feltessziik a 3.6. feltételeket is, amik az utparok pontdisz-
junktsagat garantaljak (legfeljebb az egyik s-bdl induld fabeli ut tartalmazhat v-bél

kimeng élet).
e Végiil a 3.7. célfiiggvény éppen ¢(T1,T>)-t minimalizélja.

Eqgészségi feltétel:
Yo € V,¥s € V\{r},VT; € {T1, Tz}, e € E-re:

(3.1) 5Tyl e {0,1}.

Utakra vonatkozo egyenletek:
Folyam-tulajdonsag:

Vs € V\{r} startcsucsra, T; € {11, T>}-re, Vv € V' (koztes) cstcsra:

1 hav=s
(3.2) Z xfmTz - Z ﬂ:fnTl =4¢ -1 hav=r
e E wieE 0  kiilsnben
Eldiszjunktsag:
Vo € E élre, Vs € V\{r} startcstcsra:
T T T T
(3.3) e e LR L |

Fdkra vonatkozo eqyenletek:
Kapcsolat az utvaltozok és a faviltozok kozott:
Vee E élre, Vs € V\{r} startcstcsra, VT; € {T}, T }-re:

(3.4) 22T < T

Fa-tulajdonsag:
Vv € V csucsra, VT; € {11, T, }-re:

: 1 hav#r
T;
(3.5) Zﬁym g{ 0 hay
e

Ponifiiggetlen esetben ezt is feltessziik az utakra:

Vs € V\{r} startcstucsra, Vv € V\{r, s} koztes csucsra:

(3.6) D@t gt <1
ek
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Célfiigguény:

(3.7) min » [e(e) - > (x0T +2d™)).
eeﬁ seV\{r}
Ez megoldhaté (exponencidlis id6ben), igy lassi, de optimaélis r-fliggetlen feszitéfapart

talalo algoritmust kaptunk.

3.2. Heurisztikak

Ahogyan az 1.2.1. fejezetben lattuk, ha egy 2-0sszefiiggs grafnak adott egy nyilt fiil-
felbontéasa, akkor az 1.22. Tétel bizonytasaban bemutatott moddszerekkel s-t rendezés-
sé/szamozéssd, s-t irdnyitassa, majd fiiggetlen faparra alakithatjuk élszdmban linearis
idében. Valdjaban az s-t irdnyitas tényleges elGallitdsara nincs sziikség, mert az adott
fiilfelbontas sorrendjében felépitve a grafot, az s-t rendezés szerint felépitheték a fak a

kovetkezSképpen.
3.1. Algoritmus (Fiiggetlen fapar épitése fiilfelbontasbol).

o Az egyetlen élbdl allo trividlis fiileket nem tekintjiik.

o Py =(s,v1,v2,...,v4—1) alapkorbdl vegyiink az sv,_; él kivételével minden élt a T

fahoz, és az svq €l kivételével minden élt a Th fadhoz.

o A soronkoévetkezs Pj = (ug,u1,. .., Up,) fillbdl ismét a két széls6 él kivételével minden
él bekeriil mindkét faba, a széls6k pedig a rendezéstsl fiiggSen: ha ug < u,y,, akkor

uiug keriil Ti-be, és uy,—1uy, To-be; kiillonben forditva.

Mivel valdjaban mindig csak az el6z6 fiilek rendezésére van sziikség, igy a fiilfelbontasboél

mér a rendezéssel egyszerre épithetjiik a fakat is.

A kérdés mar csak az, hogy az algoritmus alapjiul szolgalé fiilfelbontast hogyan keres-

sitk meg. A most kovetkezs heurisztikak erre adnak kiilonb&z6 megoldasokat.

3.2. Megjegyzés. Fiilfelbontas és s-t rendezés keresésére Tarjan 1972-ben élszamban li-
nearis ideji algoritmust adott [11] mélységi keresés segitségével, ami azon alapul, hogy
minden v csicshoz megkeresi a lowpoint(v) csicsot, ami a v-nek a legkisebb mélységi szam-
mal rendelkezd szomszédja. Azdta tobben is adtak linearis ideji algoritmust a feladatra,
példaul 2013-ban Schmidt [8] bemutatott egy egyszert, ut-kozpontu ("path-based") moho
algoritmust (ami szintén mélységi fat hasznal, amit gyokér felé iranyit, és a gyokértdl elfelé
megiranyitott nemfaélekbsl kiindulva mohon utakat keresve allit el egy fiilfelbontést).
Tehat fiilfelbontas és s-t rendezés keresése, ebbdl kivetkezGen fiiggetlen fapéar keresése
is lehetséges linearis idében, de ezek az algoritmusok nem érzékenyek a silyozésra. Az
ebben a fejezetben taldlhaté heurisztikik ugyan lassabbak, de az optimalizalési feladatra

keresnek minél jobb megoldast (még mindig polinomialis futasidgvel).



38 3. Algoritmusok kis kéltségi fiiggetlen fapar keresésére

Mindegyik ismertetett heurisztika egyfajta mohd megkozelitést alkalmaz, és fiilrdl fiilre
fokozatosan épiti fel a fiilfelbontast. A 3.1. Algoritmus alapjan a heurisztikikban a mér
kész részgrafhoz a fiilfelbontéssal parhuzamosan folyamatosan épithetjiik az s-t rendezést
és a fiiggetlen fapéart is.

Elgszor két gyors (O(m10g (1, /ny 1) €8 O(n?) idében futo) heurisztikival ismerkediink
meg, ami a Suurballe-Tarjan algoritmust is hasznéalja; majd egy n?-szer lassabbal, ami

ugyan altaldban jobb megoldast ad, de nagy grafokra reményteleniil lassu.

3.2.1. Heurisztikdk a legrévidebb ttparok alapjan

Ebben az alszakaszban olyan heurisztikakat lathatunk (a 2015-6s a [10] cikkbol), amik
a minden v # r csucsbol r-be futod legkisebb Gsszsilyu diszjunkt atparokat hasznaljak
fel, tehat mindegyik a Suurballe-Tarjan algoritmus futtatasaval kezdddik, ami O(D) ideji
(ahol D = m10g (14 m/n) 7 @ Dijkstra algoritmus futasideje d-edfoku kupaccal). Tehat nem
kaphatunk O(D)-nél jobb becslést az algoritmus 6sszidejére, de ezt nem is vartuk, hiszen a
hagyomanyos routing algoritmusokban hasznalt legrévidebb utak fajanak keresése is ilyen
nagysagrendi idébe telik Dijkstra algoritmussal.!

Elgszor bemutatunk egy gyors heurisztikat, ami O(D) idében fut, majd ennek tovabb-
fejlesztését, ami jobb fapart ad, de egy kicsit lassabb: O(n?) idejd.

A minimalis sszsilyu éldiszjunkt r-t atpar silyat tovabbra is jelolje do(t).

Minimalis dy értéki csucs utjait valasztva

A soronkovetkezd fiilet ugy épitjiik fel, hogy kivéalasztjuk azt a v cstcsot a rész-fiilfelbontas
altal még fedetlenek koziil, aminek a do(v) értéke a legkisebb (ha ilyenbdl tobb is van, ak-
kor azt vessziik, amit a Suurballe algoritmus elGszor véglegesitett), és vessziik az r-be futo
minimalis diszjunkt Gtpéar utjainak a v-t6l az els6 mar fedett pontig tarté szegmensét. Fzen

utszegmensek uni6ja legyen az 4j fiil.

3.3. Megjegyzés. Az tutpéarok dy Osszsilyat minden ¢ cstcsra kiszamolhatjuk a 2.15. Meg-
jegyzeés szerint do(t) = d(t) + 2d(r,t) alakban, ahol a d(t) és d(r,t) értékeket megkapjuk a
Suurballe algoritmus futésa soran, az utparok tényleges kiolvasasa nélkiil. Tehét tetszGleges
v cstcsra dg(v) kiolvashato O(1) id6ben.

Ugyan a Suurballe a d értékek sorrendjében véglegesiti a csicsokat (azaz elég lehet a d
ismerete a véglegesitési sorrend megallapitdasahoz is), de ezek esetleg megegyezhetnek, ha
c értéke valahol 0. Ez apro valtoztatasokkal kezelhets, de az egyszertiség kedvéért most a

Suurballe véglegesitési sorrendjével dolgozunk.

!'Persze a Dijkstra algoritmus Fibonacci-kupaccal még gyorsabban, O(m -+ nlogn) idében fut.
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Mivel az utparok utjainak csak egy-egy kezd@szeletére van sziikség, ezért azok kiol-
vasasakor nem kell a teljes 2.9. Algoritmust végrehajtani. (Ezen mulik a futasidd, mert
kiilonben mind az O(n) darab fiil keresésekor O(n) id6be telik az utak kiolvasasa, ami csak

O(n?) futasidé-becslést eredményez.)

3.4. Allitas. Ha minden fiilhéz a minimdlis da(v) értéki fedetlen v csicsot (és egyenldség
esetén ezek kézil a Suurballe dltal legkordbban véglegesitettet) vdlasztjuk, akkor a v titjain

egyetlen olyan q tipusi itjelzd sem lesz, ami még fedetlen.

Bizonyitds: Mivel G iranyitatlan, és a 2.12. Allitas szerint ¢(v) rajta van a v legrovidebb
utparjan, tehat do(q(v)) < do(v) (mert a v utparja egyben a ¢(v) utparja is).

Ha da(q(v)) < da(v), akkor a fiilfelbontas épitésében a v kivalasztasakor ¢(v)-nek mar
fedettnek kell lennie, kiilonben a v helyett g(v)-t valasztanank, tehat ez esetben valoban
fedett gq(v) (és hasonléan ¢(q(v)),q(q(q(v))),... is).

Igy csak a da(q(v)) = da(v) esetet kell megvizsgalnunk. Ekkor az algoritmusunk vélasz-
tésa szerint v a Suurballe dltal elgszor véglegesitett csiics a minimélis do értéki fedetlenek
koziil. De a Suurballe algoritmus elgbb véglegesitette g(v)-t, mint v-t, tehat g(v) fedett,
mert kiilénben 6t valasztotta volna az algoritmus v helyett. O

Tehat a 2.9. Algoritmusban nem kell a ¢-k bejel6lését végrehajtani, és az utpar élein
elég addig lépegetni, amig fedetlen cstcshoz nem ériink (ami élenként O(1) id6).

Az algoritmus pszeudokdddal az alabbi 3.5. Algoritmusként 1lathato.

3.5. Algoritmus (Legkisebb da(v) értéki csucs utjait hasznalé heurisztika).
1: Suurballe(G); > p dutjelz6k kiszdmitdsa a legrovidebb itpdrokhoz, a végsd és a

Digkstra dltal taldlt tavolsdgcimkék és a véglegesitési sorrend tdroldsa

2: for v e V\{r} do

3: da(v) kiszamitasa (a Suurballe soran eltarolt értékekbdl a 3.3. Megjegyzés alapjan);

4: end for

5:

6: > Flilek keresése:

7. V* := V — {r} sorbarendezése ds, és azon beliil a Suurballe véglegesitési sorrendje
szerint; > fedetlen csicsok halmazdnak inicializdldsa

8: Gy :={rh > filfelbontds inicializdldsa

9: 1:=0; > filek indexe

10: while V* # () do

1. o Uj fil:

12: v = V* els§ eleme; > minimdlis do értékd (és azon belil az eldszor véglege-

sitett) fedetlen csics vdlasztdsa
13: P|(v) := P(Ty,v) kiolvasva az els¢ (V — V*)-beli elemig, ami =: x;
14: P}(v) := P(T»,v) kiolvasva az els§ (V — V*)-beli elemig, ami =: y;
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15: P, := P/(v) UPj(v) =: (x,01,...,0,...,0%,Y);

16:

17: > jeloljik at P; fil végpontjait a < b-re (és a 2. és az utolsd eldtti csticsot vsygry <
Vend-Te):

18: if x <y then

19: a:=x;b:=y;

20: Ustart = U1; Vend ‘= Vk;;

21: else > hay<x:

22: a:=y; b:=u;

23: Ustart ‘= Vk;5 Uend ‘= V1;

24: end if

25:

26: > Rendezés épitése:

27: a' := az a csucs rakovetkezGje < szerint;
28: a < Ustart < "+ <V =<+ < Veng < @';
29:

30: > Fdk épitése:

31: Ty :=TyU(a,...,v,...,nd); > b mincs benne
32: Ty :=To U (vstart - - - s Uy - - -, D); > a nincs benne
33:

34: V¥ =V*—{ue B};
35: Gy:=GrUP;

36: 1:=141;

37: end while

Az els6 Py = (r,v1,...,0,7) fillnél (ami egy kor) a rendezés nem kovetkezik még az
el6z6kbdl, ezért ott legyen r < v1 < --- < vg,. Minden més ugyantgy mikodik, mint a

késdbbi fiileknél.
Futasidd: a csucsok sorbarendezése O(nlogn) < O(D) idé6; a fiilek kiolvasasa és admi-
nisztracioja élenként O(1) id6, tehat 6sszesen O(n) (mert a végss fiilfelbontasnak < 2n éle

van). Tehat a futasidé O(D) a Suurballe-Tarjan miatt.

Javitas részben rendezéssel

3.6. Eszrevétel. Az 1.23. Lemma bizonyitasaban és az el6z6 3.5. Algoritmusban fiilfel-
bontasbol s-t rendezést képeztiink, de egy-egy fiil valdjaban csak részbenrendezést ad meg
kozvetleniil a cstucsok egy részhalmazén (ami valoban mindig kiegészithets teljes rendezés-
sé).

Ez alapjan atalakithatjuk a 3.5. Algoritmust gy, hogy s-t rendezés helyett csak s-t

részbenrendezést tartson szamon a csucsokon.
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3.7. Megjegyzés. Részbenrendezés helyett praktikusabb lehet az 1.20. Allitas szerint vele
ekvivalens s-t irdnyitassal dolgozni (azaz x < y <= létezik x — y itanyitott at). Az alab-
biakban vegyesen hasznalom a két fogalmat: a magyarazatokndl és az implementaciéban az
iranyitas a kézenfekvibb, az algoritmus lefrasdnal pedig a rendezés (az el6z6 algoritmussal

valo Osszehasonlitas végett).

Iranyitassal megfogalmazva tehét a részbenrendezést igy tartjuk karban: "legyen z < "
értékadéaskor behtzunk egy 77 élet; "igaz-e x < y" lekérdezéskor pedig megvizsgaljuk, hogy

vezet-e irdnyitott ut x-bdl y-ba.

Ha az algoritmust atalakitjuk tgy, hogy csak a fiilfelbontasbol kévetkezs részbenren-
dezést épitse fel, akkor 1j fiil hozzavételénél elGfordulhat, hogy a fiil két végpontja nincs
rendezve a részbenrendezésben. Ekkor barmelyik irdnyban rendezve a fiilet részbenrende-

zést kapunk, tehat eldonthetjiik, hogy melyiket véalasztjuk.

Ez azért javithat jelent@sen a fapéarok silyan, mert a két lehetGségbdl adodo faparokban
az utak hossza lényegesen eltérhet, példaul tekintsiik a 3.1. abrat, ahol a 3.5. Algoritmusban

alkalmazott teljes rendezés éppen a rosszabb megoldast vilasztana.

3.1. dbra. Példa arra, hogy részbenrendezéssel jobb eredményt kapunk. Stlyozas: M nagy, a
jeloletlen élek 0 koltségtiek. Utoljara a w ponthoz tartozo fiilet vessziik be a fiilfelbontéasba,
ebben a pillanatban a rendezés irdnya az abran lathaté irdnyitasnak felel meg a rendezést
és a részbenrendezést hasznélé algoritmusban is. Részbenendezés esetén most a vg —w — vy
fiilet vs felé iranyitjuk meg, igy w fabeli utjainak az 6sszkoltsége M + 2 lesz; mig az eredeti
rendezéses modszernél, mivel v1 — vy — v3 fiilet hamarabb vélasztjuk, mint v1 —v4 — v5 — v3
flilet, ezért vs < vy, tehdt vy — w — vy fiilet vy irdnyaba rendezziik, és igy w utjainak

osszsilya 3M + 3 lesz (minden més csicsnal marad ugyanaz).

Nem rendezett végpontok esetén tehat kiszamitjuk a fiil végpontjaibdl a gyokérbe vezets
ut hosszét a piros és a kék faban, és a kovetkez értékeket (a 3.5. Algoritmus jeloléseivel):
c(P(Th,z)) + c(P(Ts,y)) és c¢(P(Ty,x)) + ¢(P(T1,y)), és ezek koziil a kisebbikhez tartozo

részbenrendezést véalasztjuk.
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3.8. Megjegyzés. Egy x csucs ¢(P(T;,z)) értkeit tobbféleképpen megkaphatjuk:

e vagy P(T;,x) kiolvasasaval, mikor sziikségiink van az adott ¢(P(T;,x)) értékre: ez
O(n) id6 lekérdezésenként, azaz az algoritmus soran dsszesen O(n?) id6§ és O(1) tér
(mivel O(n) darab fiilkeresés torténik, és egy fiilnél legfeljebb 2 darab cstcsra kell
lekérdezniink a c(P(T;, x)) értéket);

e vagy az algoritmus fenntarthat minden = cstucsra cp (z) = ¢(P(Th,x)), cp(z) =
c(P(Ty,x)) értekeket, ezek egy tjonnan fedett csics esetén O(1) id6ben meghatéroz-
hatok mindkét fara a fabeli sziils megfelel§ értékébdl, azaz Osszesen az algoritmus

soran O(n) id6 és O(n) tar.

Egyik sem moédosit sem a futasidére, sem a tarra tett becslésiinkon, igy a pszeudokdédban

az utak kiolvasasit hasznalé modszert lathatjuk.

3.9. Megjegyzés. Ugyan az 1.2.1. szakaszban a létezés bizonyitasa csak rendezéssel mii-
kodik, de mivel minden részbenrendezés kiegészithets teljes rendezéssé, amibdl mindig
képezhets fapér, és a fak folytatasdhoz csak a végpontok sorrendjére van sziikség, ezért a

megszokott mdédon épithetjiik itt is a fakat az algoritmus kézben.
Az algoritmus moédositott viltozata tehat a kovetkezd.

3.10. Algoritmus (Legkisebb da(v) heurisztika részbenrendezéssel).
1: Suurballe(G); > p utjelzdk kiszdmitdsa a legrovidebb utpdrokhoz, a végsd és a
Dijkstra dltal taldlt tavolsdgcimkék és a véglegesitési sorrend tdroldsa
2: for v € V\{r} do

da(v) kiszamitasa (a Suurballe soran eltarolt értékekbdl a 3.3. Megjegyzés alapjan);

end for

6: > Flilek keresése:

7. V* := V — {r} sorbarendezése dy, és azon beliil a Suurballe véglegesitési sorrendje
szerint; > filfelbontds inicializdldsa

8 1:=0; > filek indexe

9: while V* # () do

10: > Uj fil:

11: v := V*els6 eleme; > minimdlis do értékd (és azon belil aminimdlis d értéki)

fedetlen csiics vdlasztdsa

12: P|(v) := P(Ty,v) kiolvasva az els6 (V — V*)-beli elemig, ami =: x;
13: P}(v) := P(T»,v) kiolvasva az els§ (V — V*)-beli elemig, ami =: y;
14: P, := P{(v) U Py(v) =: (x,...v...,y);

15:
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16: > jeloljik dt P; fil végpontjait a < b-re (és a 2. és az utolsd eldtti csicsot vsygry <
Vend-Te):

17: if x < y then

18: a:=x;b:=y;

19: Ustart ‘= V135 Vend ‘= Vk;;

20: else

21: if y < x: then

22: a:=y; b:=u;

23: Ustart ‘= Vk;; Uend ‘= V1;

24: else > ha x és y nem dllnak reldcidban eqymdssal
25: c1:=c(P(Ty,x)) 4+ c(P(T2,y)); > az uthosszak kiszamitdsa O(n) idd
26: ¢ = c(P(Tr,2)) + c(P(T1,y));

27: if ¢; < ¢y then

28: a:=x;b:=y;

29: Ustart = V1; Vend ‘= Uk;;

30: else

31: a:=y;b:=ux;

32: Ustart = Vk;; Vend ‘= V1;

33: end if

34: end if

35: end if

36:

37: > Részbenrendezés épitése:

38: a<-=<v=<--=<b > itt csak a b-hez képest rendezziik dket
39:

40: > Fak épitése:

41: Ty =Ty U(a,...,v,...,0nd); > b nincs benne
42: Ty :=To U (Ustarty - - - s Uy -« -, b); > a nincs benne
43:

44: V*:=V*—{ue P},
45: Gr=GyUDP;

46: 1:=14+1;

47: end while

Futasids: A kritikus rész az, hogy mind az O(n) darab fiilvilasztas utan az irdnyitas
meghatarozasihoz meg kell vizsgalnunk, hogy az x, y végpontok kdzott van-e valamelyik
irdnyba irdnyitott at a méar felépitett fiilfelbontdsban. Mivel egy olyan fiilfelbontas, amiben
nem szerepelnek 1 hosszu fiilek, az ritka (ha n’ cstucsa van, akkor < 2n’ éle van), ezért O(n)

idében eldonthets, hogy van-e két pont kozott iranyitott tt (pl. mélységi kereséssel). Tehat



44 3. Algoritmusok kis kéltségi fiiggetlen fapar keresésére
a futasids O(n?).

3.2.2. BR algoritmus

Egy méasik megkozelités, amit Balasubramanian és Ramasubramanian 2006-os algorit-
musa hasznél [1] (ami az el6bb bemutatott heurisztikakat is inspiralta), hogy a kiovetkezd
fiilet tgy keressiik minden 1épésben, hogy a fiil silya, és a mar megépitett részfakon a fiilnek
a gyokérig valé6 meghosszabbitasa egyiitt legyen minimadlis. Ez ugyan altaldban valamivel
jobb megoldast ad, mint a 3.2.1. szakaszbeli algoritmusok, de sokkal lassabb: O(n?(D))
ideji, igy nagy grafokra hasznalhatatlan. (Ez a heurisztika nem hasznélja a Suurballe al-
goritmust, csak a Dijkstra-t.)

A soronkovetkez§ fiil valasztasa a kovetkezd modon torténik. Minden lehetséges x, y
mér fedett csiucsparra (amibdl van kimend fedetlen él) meghatarozzuk az ket 6sszekotd
minimalis fedetlen utat. Az j fiil legyen ezek koziil az, amire = és y rendezésétdl fiiggden
cry () + c(legrovidebb z-y fiil) + ep,(y), vagy cp,(x) + c(legrovidebb z-y fiil) + cp (y)
minimalis (ahol ¢z, (z) = ¢(P (T3, x))).

Mivel sziikségiink lesz cr,(x) értékekre, igy a 3.10 Algoritmusnél a 3.8. Megjegyzéshez

hasonloan itt is donthetiink:

e vagy minden cr;(x) lekérdezéskor kiolvassuk P(T;, z) utat és 6sszeadjuk az élsilyokat:
ez O(n) id6 lekérdezésenként, azaz az algoritmus soréan dsszesen O(n?) id§ és O(1)
tar (mivel O(n) fiilkeresés torténik, és minden fiilkereséskor O(n) darab csucsra kell

lekérdezniink a cr, (z) értéket);

e vagy az algoritmus fenntarthat (az s-t rendezésen és a 11, Ty kezd6-részfakon kiviil)
minden csucsra cr, (z), cp,(z) értékeket is. Ezek egy tjonnan fedett cstics esetén
O(1) idében meghatéarozhatok mindkét fara a fabeli sziil6 megfelels értékébdl, azaz
az ilyen tipusu értékek lekérdezése az algoritmus soran Gsszesen O(n) idébe és O(n)

tarba keriil.

Tehat ennél az algoritmusnédl mar altalaban érdemes az értékek szamontartisat valasztani
(bar a futésidé becslésén egyik sem valtoztat), ezért a pszeudokodban is feltiintettem ezen

értékek frissitését.

3.11. Algoritmus (BR algoritmus).

1. V=V, > fedetlen csicsok halmazdnak inicializdldsa

N

: Gypi={r}; > fiilfelbontds inicializdldsa

3: e (r) :==0; ep, (1) :=0;
4

ot

> Az elsd fiil:

0 Py = (r,v1,...,0%,r) = a legrovidebb, r-et tartalmazo kor;

(o)
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T

8:

9:
10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:
25:
26:
27:
28:
29:
30:
31:
32:
33:
34:
35:
36:
37:
38:
39:
40:
41:
42:
43:
44:

(jelolés: vy 1= r; vkg41 == T3)
> Rendezés épitése:
T <1 < =< Vg
> Fdk épitése:
Ty =T U (r,v1,...,0%);
Ty :=To U (v1, ...,V T);
> A fil cstucsaira cr, (v;), cr,(vj) értékek kiszamitdsa:
for j=1...k do
cry (v5) 7= ey (vj-1) + ¢(vj-195);
end for
for j=Fk; ...1do

cr, (v5) = cr,y (V1) + e(vj11v5);

end for
Vi =V*—{ue PR},
Gf = Gf U Py;

> Fiilek keresése:
i:=1; > fiilek indexe
while V* #£ () do
> Uj fiil keresése:
for all a,b € V(Gy) do > fedett csiucsokra
d(a,b) := min{e(P) : P ut, P — {a,b} CV*};
P(a,b) := argmin{c(P) : P ut, P —{a,b} CV*},
end for
x,y = argming sp{cp, (a) + d(a,b) + ¢, (b)}; > emiatt x <y
P =:(z,v1,...,vk,y) = P(z,y);

> most x <y
> Rendezés épitése:
2’ := az x rakovetkezGje < szerint;
T <v <<y <1
> Fdk épitése:
Ty =T U (x,v1,...,0);
Ty =T U (vi,...,0%,9);
> A fil csiucsaira cr, (vj), cr, (vj) értékek kiszamitdsa:
for j=1...k do
cr (vy) := oy (vj—1) + c(vj—1v5);

end for
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45: for j=k;...1do

46: ey (v5) 1= eny (vj41) + c(vj4105);
47: end for

48: V*=V*—{ue P},

49: Gy:=GrUP;

50: 1:=141;

51: end while

Futésidd: a lényeges 1épés minden fiil valasztasdnal a legrévidebb utak kiszamitésa, pél-
daul O(n) darab Dijkstra algoritmussal. A fiilkeresések szdma O(n), igy kapjuk az O(n?D)

futasidést.

3.12. Megjegyzés. Az algoritmus elején a legrovidebb r-et tartalmazd kor szdmitdsat
példaul a kovetkezGképpen végezhetjiik.

Az r-re illeszked minden rw élre végezziik el a kovetkez6t: keressiink a G — {rw}
grafban legrévidebb r-w utat, és ehhez az Gthoz vegyiik hozzé rw élet.

Az igy kapott kordk koziil a legkisebb sszsulyut valasszuk.

Ez 6sszesen O(D - N(r)), ahol N(r) = O(n) a gyokér szomszadainak a széma, azaz

O(D -n) < O(n%D). Tehat ez nem véltoztat a futasids becslésén.

3.13. Megjegyzés. Természetesen ez az algoritus is tovabbfejleszthetd részbenrendezés

hasznalataval a 3.2. szakaszbelivel analég modon.

3.2.3. A heurisztikdk 6sszehasonlitiasa két példan

A heurisztikdk értékeléséhez bevezetjiik a kovetkezs fogalmat:
C(T’l7 TQ)

ZveV\{r} do (U)

ahol T7, T5 az adott heurisztika altal talalt fapar lesz.

Gap'(Tl, TQ) =

Ezen kiviil vizsgalni fogjuk a MaxGap(Ty,Ts) értéket is a példakban.

A BR és a minimalis dy valaszto heurisztikik Osszehasonlitasara most bemutatunk két
példat: az egyikben az egyik, a mésikban a masik teljesit egyértelmiden jobban, amibdl az
is kovetkezik, hogy egyik sem ad mindig optimalis fapart.

Mérések alapjan [10] altaldban az a jellemzd, hogy ugyan a BR teljesit jobban, de a
részbenrendezéses modszer eredménye méar nem marad le jelentGsen a BR-éhez képest,
és random generélt sikgrafokon és kisvilag-tulajdonsidgu grafokon (400 cstcsig vizsgalva)

pedig szinte megegyezs eredményt ad. Futasidében viszont a do heurisztikdk sokkal jobbak.

Egy példa, ahol a ds heurisztika jobb fapart ad, mint a BR algoritmus

A 3.2. abran lathato grafot ugy sulyoztuk, hogy harom él kivételével minden élsuly O:
c(ugvg) = M, c(vovr) = M + 1, és c(vg_qv) = 2M (ahol M konstans, k-t pedig noveljiik).
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(a) Sulyozas (a jeloletlen élek silya 0).

(c) BR algoritmussal kapott fapar

3.2. 4bra. Példa, ahol BR rosszabbul teljesit: BR-nél limy_,o, Gap’ = 4, dy-nél

limy, oo Gap’ = 2.

Tehat a legrovidebb utparok 6sszege a grafban

> da(v) = M+ k(M +1)+2M = k(M + 1) + 3M.
veV\{r}

A dy heurisztikaval kapott fakra (részbenrendezés hasznalata esetén is ugyanez):
(T, Toy) =M+ k2M +1)+4M +1=k(2M + 1) +5M + 1

tehat

k(2M +1) +5M +1
lim Gap' (Ty.T5) = li —
Jim Gap' (T, T2) = Jim = a7

A BR algoritmus esetén pedig:

c(Ty, To) = M +2M + (k- 1)(4M + 1) = k(4M +1) — M —1
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tehat
E(AM +1) — M —1 _ 1

lim Gap'(Ty,T) = li
Jm, Gar D) = o = )+ 80
azaz itt a BR heurisztika rosszabbul teljesit.

A legrosszabbul jaro csucs szemszogébdl (a MaxGap(Th,Ts) célfiiggvénnyel) hasonld a

helyzet:
a dy heurisztikanal
4M + 1
MazGap(Th,T>) = Gapr, 1 (w) = ~ 2
2M
a BR algoritmusnal pedig
4M + 1
MazxGap(Th,T) = Gapr, 1, (v1) = M1 ~ 4

tehat eszerint is 2-szer jobb a ds heurisztika.

Egy példa, ahol a BR algoritmus teljesit jobban, mint a d» heurisztika

Erdekes, hogy a minimélis do értéki csiicshoz tartozo fiilet hozzévevs heurisztikdnal a
meérések soran soha nem haladta meg a 1,3-at a Gap' érték, s6t a részbenrendezést hasz-
nalo valtozatnal a 1,15-6t sem, pedig elméletben tetszdlegesen nagy lehet (és hasonloan a
MaxGap érték is, pedig a mérések soran az sem haladta meg az 1,5-6t, s6t a részbenren-
dezést hasznélo véaltozatnal a 1,19-et sem.)

Példaul tekintsiik a 3.3. abrat, ahol az 1.3.1 szakaszban méar latott "Lépcsg" grafot su-

lyozzuk, de most ugy, hogy v;_1v; él koltsége M +ie (Vi = 1... k-ra). Itt a dy heurisztikanal

MEED o O3k

Gar(Tu 1) = e 0w 2

tehat ha M tetszGleges konstans, k értékét noveljik, és e < k%, akkor

lim Gap' (T, T2) = oo.

k—00

Ugyanezen a grafcsaldadon a BR algoritmus esetén paratlan k-ra minden cstucs itja
legfeljebb e-nal lehet hosszabb a legrévidebb ttparnal, tehat ha M tetsz6leges konstans, k

értékét noveljiik a paratlan szamokon, és € < k—lg,, akkor

M . 2
lim Gap'(Ty,T3) < lim kte O +ek =1

rdadasul paratlan k-ra optimélis fapart talal.

A MazxGap(Ty,Ts) célfiiggvény is hasonlod eredményt mutat:
a dy heurisztikanal
~ lim EM +ek(k+1)/2 _
k—00 M + ek

lim MaxGap(Ty,Ts) = klljgo Gapr, 1, (vg)

k—o0

a BR algoritmusnal pedig

M + 2¢
lim MaxGap(T1,1T3) = lim G = 1l =
g, MarGap(T, 12) = g Gopn(v2) = B0 3vse

tehat itt is ugyanazt kaptuk.
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M + 2¢ M + ke

(a) "Lépcss" graf M + ie stlyozassal (a jeldletlen élek (b) Minimalis do heurisztikdval kapott fapar
siilya 0).
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(c) BR algoritmussal kapott fapar (paratlan k-ra)

3.3. abra. A minimélis do heurisztikaval tetszdlegesen nagy lehet Gap'(T1,T2) > k/2 (ha
M konstans, k nagy, € < k_12 kicsi).
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3. Algoritmusok kis koltségi fiiggetlen fapar keresésére
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