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Bevezet®

A dolgozatom tárgya minél kisebb súlyú független fapár keresése irányítatlan, súlyozott

gráfokban. Ennek a problémának valós jelent®sége van távközlési hálózatok hibavédelmé-

ben. A dolgozat gerin
ét a [10℄, a 2015-ös IEEE International Conferen
e on Network

Proto
ols konferen
iára beválasztott 
ikk alkotja, aminek a munkafolyamataiban a téma-

vezet®immel együtt volt alkalmam részt venni.

Az els® fejezetben a probléma bemutatása és az elméleti eredmények áttekintése törté-

nik.

A második fejezet a két pont közötti minimális összsúlyú útpárt keres® Suurballe al-

goritmus általános változatát, egy adott r és minden másik 
sú
s között egyszerre ilyen

útpárt kiszámoló Suurballe-Tarjan algoritmus részletes leírását tartalmazza, Tarjan adat-

szerkezetének ismertetésével, és a helyesség bizonyításával, saját értelmez® megjegyzésekkel

és ábrákkal kiegészítve, a bizonyítás lépéseit részletesen tárgyalva. Ez azért is szükséges a

dolgozat többi részéhez, mert a 3. fejezetben a minél kisebb súlyú független fapár keresé-

sére adott egyik algoritmus ugyan 
sak szubrutinként használja a Suurballe algoritmust,

de az utak spe
iális kiolvasása miatt a futásideje a Suurballe által adott útjelz®k bizonyos

tulajdonságain múlik.

Végül a harmadik fejezetben tényleges algoritmusokat láthatunk: a feladat felírását

egészérték¶ lineáris programként, aminek a megoldása optimális, de ezt megoldani na-

gyobb gráfokra reménytelenül lassú; és néhány gyors heurisztikát, amik fülfelbontásból és

s-t rendezésb®l képeznek fapárt, és egy részük a Suurballe-Tarjan algoritmus eredményét

használja fel.
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1. fejezet

Független fák

1.1. A feladat megfogalmazása

1.1.1. Motivá
ió

A mérnöki gyakolatban felmerül® probléma, hogy hogyan lehet egy internetprotokoll

(IP) hálózatban olyan megbízható forgalomirányító algoritmust tervezni, hogy egy vezeték

(vagy 
somópont) meghibásodása esetén is képesek legyenek kommunikálni a számítógé-

pek. Erre jó megoldás lehet, ha egyszerre több, lehet®leg diszjunkt útvonalon küldjük a


somagokat, vagy hiba esetén átkap
solunk egy alternatív útvonalra (multipath routing),

így nem kell a hiba el®fordulásakor megvárni, amíg újra feltérképezzük a hálózatot és

újraszámolunk mindent. Ha nem fordul el® hiba, ez a módszer akkor is 
sökkentheti a

késleltetést.

Ilyen algoritmusok már fejlesztés alatt állnak, ám ezek rosszul skálázódnak: nagy há-

lózatokban a sok különböz® útvonal számontartása nagyon sok helyet foglal, például ha

minden router számontart minden start- és 
él
sú
shoz külön-külön k darab útvonalat,

akkor k · n2
bejegyzés szükséges (ahol n a 
sú
sok száma).

Olyan, már alkalmazott továbbító algoritmusra építünk (destination-based hop-by-hop

forwarding), ahol routing táblák alapján el®re adottak az útvonalak: a hálózat gráfjában

egy adott r 
somópontba küldött minden 
somagot egy fán küldhetünk, azaz elég, ha

minden x router tudja, hogy az ebbe az r 
somópontba 
ímezett 
somagokat melyik f(x)

irányba kell továbbküldeni (ezek összesen egy be-feny®t határoznak meg, praktikusan a


él
sú
sra vonatkozó legrövidebb utak feny®jét). Az ötlet az, hogy k különböz® ilyen fát

tartunk számon minden 
él
sú
shoz, melyek így minden start
sú
sból k útvonalat hatá-

roznak meg a 
élba. Így minden routernek elég legfeljebb k · n féle lehetséges továbbítást

megjegyezni (ami 
sak lineáris a 
sú
sszámban, szemben a fenti négyzetessel). A további-

akban a k = 2 esetet vizsgáljuk.

Tehát a kihívás az, hogy a két fát úgy válasszuk meg, hogy az adott 
él
sú
sba min-

den másik 
sú
sból a fákban futó egy-egy útvonal diszjunkt legyen, de közben egyrészt

1



2 1. Független fák

ne legyenek az így kapott útvonalak "sokkal" hosszabbak a lehetséges legrövidebb útnál,

másrészt a fákat kiszámító algoritmus id®- és tárigénye se haladja meg jelent®sen a legrö-

videbb utak fáját kiszámító algoritmusét. Ez alapján gráfelméleti eszközökkel vizsgálható

kérdéseket kapunk.

1.1.2. A feladat gráfokban

Legyen G = (V,E) irányítatlan, egyszer¶ gráf, |V | = n, |E| = m.

A m¶szaki kérdésb®l a következ® de�ní
ió következik közvetlenül:

1.1. De�ní
ió (Redundáns fák). Legyen T1, T2, . . . Tk k darab fa G-ben, és r ∈ V (G) egy

kijelölt 
sú
s. Tegyük fel, hogy minden v ∈ V 
sú
sból létezik valamelyik fában r-be vezet®

út. Ekkor azt mondjuk, hogy ezek a fák r gyöker¶ redundáns fák, ha bármelyik élet

elhagyva a gráfból továbbra is lesz út minden pontból az r-be legalább az egyik fában. To-

vábbá pontredundáns fáknak nevezzük ®ket, ha bármely v 6= r pontot (és a ráilleszked®

éleket) elhagyva a gráfból, továbbra is lesz út bármely pontból az r-be legalább az egyik

fában. Spe
iálisan k = 2 esetén (pont)redundáns fapárról beszélünk.

Mivel a k = 2 esetet fogjuk vizsgálni, tekintsük a következ® de�ní
iót:

1.2. De�ní
ió (Független feszít®fák). Legyen T1 és T2 két feszít®fa G-ben, és r ∈ V (G)

egy kijelölt 
sú
s. Azt mondjuk, hogy T1 és T2 r-(él)függetlenek, ha G minden r-t®l

különböz® v 
sú
sa esetén a v-b®l r-be T1-ben illetve T2-ben vezet® egyértelm¶ utak bels®leg

(él)diszjunktak.

Például tekintsük az 1.3.1. szakaszban az 1.2d. ábrán látható, pirossal illetve kékkel

jelölt független fapárt.

1.3. Állítás. Legyen T1 és T2 két fa G-ben, r ∈ V (G). Ekkor T1 és T2 akkor és 
sak akkor

redundáns fapár, ha élfüggetlen feszít®fapár (és akkor és 
sak akkor pontredundáns fapár,

ha független feszít®fapár). ✷

Mivel az sokszor kényelmesebb, a független fapár de�ní
iójával fogunk tovább dolgozni.

1.4. Megjegyzés. Az élfüggetlenség gyengébb feltétel, mintha a feszít®fák éldiszjunktsá-

gát követelnénk meg, pl. legyen G egy 3 hosszú kör: ebben létezik élfüggetlen feszít®fapár,

de nem létezik éldiszjunkt feszít®fapár.

Hasznos lesz a következ® észrevétel:

1.5. Állítás. Tegyük fel, hogy (T1, T2) r-(él)független fapár. Irányítsuk T1 és T2 éleit r felé.

Ekkor nem létezik olyan uv él, ami T1-ben is és T2-ben is szerepel ugyanazzal az irányítással.
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Bizonyítás: Indirekt tegyük fel, hogy

−→uv ∈ T1, T2. Ekkor u 
sú
sból a T1 és a T2 fabeli

u → r út els® éle is

−→uv, mert minden 
sú
sból 
sak egy T1-beli és egy T2-beli él mutathat

kifelé. Tehát az u → r utak nem diszjunktak, s®t nem is éldiszjunktak, ami ellentmond a

fapár (él)függetlenségének. ✷

1.6. De�ní
ió (Fabeli út a gyökérbe). Adott r gyöker¶ T feszít®fában bármely v 
sú
sból

egyértelm¶ út vezet (lefelé) r-be. Ezt a v-r utat jelölje P (T, v).

Ha eltekintünk az útvonalak hosszának lerövidítését®l, akkor már összesen két élfügget-

len fával lehetséges olyan routing protokollt létrehozni minden 
sú
sból minden 
sú
sba,

ami ellenáll egy élhibának.

1.7. Protokoll (Két fás protokoll élhibára [4℄). Legyen (T1, T2) egy r-élfüggetlen fapár.

Üzenetküldés u 
sú
sból v 
sú
sba:

1. u elküldi az üzenetet r gyökérnek (lefelé) mindkét fán (ehhez elég minden v 
sú
snak

a saját, mindkét fabeli szül®jét ismernie);

2. mikor a gyökér megkapja az üzenetet, akkor elküldi (felfelé) a P (T1, v) és a P (T2, v)

úton is v-nek (vagy akár minden 
sú
sba szétküldi mindkét fán, így senkinek nem kell

ismernie a v-be vezet® P (Ti, v) utakat, 
sak a saját gyerekeit a fákban).

Mivel az 1.1. De�ní
ió szerint feltettük, hogy legfeljebb egy él sérül meg, felfele és lefele

haladva is sikeres lesz az üzenet továbbítása legalább az egyik úton, tehát valóban egy

él-hibavédelmet biztosít a protokoll.

Persze az, hogy egyetlen 
sú
son minden üzenet áthalad, egyrészt sérülékennyé teszi

a hálózatot, másrészt er®sen terheli az r 
sú
sot, ráadásul az úthosszak minimalizálása

esetén szinte biztosan szuboptimális (bár üzenetenként így is 
sak O(n) darab üzenetküldés

történik akkor is, ha "felfelé" az egész fába szétküldjük az üzenetet, minden élen legfeljebb

2 darab). Viszont így általában minden 
sú
snak kevesebb informá
iót kell tárolnia, mint

az 1.1.1. szakaszban felvázolt módszernél, mikor minden r 
él
sú
sra külön fapárt tartunk

számon.

Mint azt az 1.2.1. szakaszban látni fogjuk, 2-(él)összefügg® gráfban (él)független fapár

keresése lehetséges O(m) id®ben (nem 2-élösszefügg®ben pedig nem létezik). A dolgozat f®

témája viszont a súlyozott esetben minél jobb fapár megtalálása, ami már bonyolultabb

probléma.

1.1.3. Optimalizálási feladatok

Tekintsük a G élein a c : E → R
+
súlyfüggvényt (az alkalmazásban ez a hálózat �zikai

adottságaiból adódik). Ugyan 2-összefügg® gráfban mindig létezik független fapár, de most

valamilyen értelemben a "legkisebb súlyú" fapárt szeretnénk megtalálni. Egy fapár súlyát

többféle módon lehet de�niálni, amik más és más optimalizálási feladatokhoz vezetnek.



4 1. Független fák

1.8. De�ní
ió (Pont fabeli útjának súlya). Egy v 
sú
sra a T feszt®fában a P (T, v) v-r út

éleinek összsúlyát jelölje

cT (v) =
∑

e∈P (T,v)

c(e).

Az 1.1.1. szakaszban beutatott problémában [10℄ a f® 
élunk az, hogy a 
sú
soktól r-be

vezet® útpárok hosszai összesen minimálisak legyenek, így a f®ként vizsgált 
élfüggvényben

ezek összegét tekintjük.

1.9. De�ní
ió (Független fapár összsúlya). Egy (T1, T2) fapár összsúlya legyen:

c(T1, T2) :=
∑

v∈V \{r}

(cT1(v) + cT2(v)).

A f® 
élunk ezt a c(T1, T2) mennyiséget minimalizálni (tehát ahol nem mondjuk ki

külön, ott erre optimalizálunk).

Ezen kívül vizsgálunk majd egy másik 
élfüggvényt is, amihez el®ször bevezetünk még

két fogalmat.

1.10. De�ní
ió (Csú
s legrövidebb útpárjának összsúlya). Jelölje v ∈ V \{r} 
sú
sra

d2(v) := min{c(P1) + c(P2) : P1, P2 bels®leg diszjunkt v-r utak}

(ahol c(P ) =
∑

e∈P c(e)).

1.11. De�ní
ió (Eltérés 
sú
sban a legrövidebb útpárhoz képest). Legyen (T1, T2) r-független

fapár; ekkor egy v ∈ V \{r} 
sú
sra legyen

GapT1,T2(v) :=
cT1(v) + cT2(v)

d2(v)
.

A most következ® 
élfüggvény azt méri, hogy egy 
sú
s legfeljebb mennyire "járhat

rosszul" ezzel a Gap értékkel mérve.

1.12. De�ní
ió (Legnagyobb elétérés a legrövidebb útpárhoz képest). Egy fapár útjainak

legnagyobb elétérése a legrövidebb útpárhoz képest:

MaxGap(T1, T2) = max
v∈V \{r}

GapT1,T2(v).

Itt is minimalizálni igyekszünk a 
élfüggvényt.

A fenti de�ní
iókat pontfüggetlenséggel mondtuk ki, de élfüggetlenséggel természetesen

hasónlóan de�niálható.

A továbbiakban f®leg pontfüggetlen fapárokra és 
sú
sdiszjunkt utakra kon
entrálunk.
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1.2. Független fapár keresése fülfelbontással és s-t rendezéssel

1.2.1. Független fapár létezése 2-összefügg® gráfokban

Ebben a szakaszban megmutatjuk, hogy amennyiben a hálózatunk 2-összefügg® (ami

szükséges feltétel, lásd az 1.15. Állítást), akkor léteznek független fák, tehát az optimalizá-

lási kérdés értelmes. Az itt bevezetett fogalmak és a bizonyításban használt algoritmusok

adják az alapját a 3.2.1. szakaszbeli független fapárt keres® algoritmusainknak.

El®ször idézzünk fel néhány kul
sfontosságú fogalmat.

1.13. De�ní
ió. Egy G 2-összefügg® gráf fülfelbontása olyan (P0, P1, . . . , Pk) sorozat,

ahol P0 egy kör, a Pi (1 ≤ i ≤ k) pedig olyan ui-vi út, melyre V (Pi) ∩ (V (P0) ∪ V (P1) ∪

· · · ∪ V (Pi−1)) = {ui, vi}, és G = P0 ∪P1 ∪ · · · ∪ Pk. Fülnek nevezzük a P1, . . . , Pk utakat.

Általánosított fülfelbontás esetén megengedjük, hogy a Pi két végpontja egybeessen,

míg nyílt fülfelbontás esetén megköveteljük, hogy különbözzenek.

A fülfelbontások a következ® közismert tétel miatt fontosak.

1.14. Tétel. Egy gráf akkor és 
sak akkor 2-élösszefügg®, ha van általánosított fülfelbon-

tása, és akkor és 
sak akkor 2-összefügg®, ha van nyílt fülfelbontása. S®t, akárhogyan meg-

választhatjuk a P0 kört, és általában: akármilyen megkezdett (P0, . . . , Pl) rész-fülfelbontás

kiegészíthet® az egész gráf fülfelbontásává. ✷

1.15. Állítás. Ha G gráfban létezik (T1, T2) független fapár, akkor G 2-összefügg®.

Bizonyítás: Tegyük fel, hogy létezik G-ben valamely r ∈ V (G) gyökérre nézve (T1, T2)

r-független fapár. Ebb®l elkészíthetjük G-nek egy nyílt fülfelbontását a következ®képpen.

Kezdetben legyen a fedett halmaz {r}, és amíg amíg van fedetlen 
sú
s, addig így adunk

a fülfelbontáshoz új fület: tekintsük tetsz®leges fedetlen v ∈ V \{r} 
sú
sra a P (T1, v),

P (T2, v) diszjunkt útpárt, és mindkét útra végezzük el a következ®t: v-b®l indulva halad-

junk az úton, és addig vegyük az út éleit a fülhöz, amíg fedett 
sú
shoz nem érünk, ez lesz

a fül egyik végpontja.

Mivel a fapár pontfüggetlen volt, ezért a P (T1, v), P (T2, v) utak pontdiszjunktak, tehát

az így kapott fülfelbontás nyílt, ami 1.14. tétel szerint bizonyítja a gráf 2-összefügg®ségét.

✷

A most következ® fogalom a másik alapeleme a gondolatmenetnek. Két ekvivalens vál-

tozatban is megfogalmazzuk.

1.16. De�ní
ió (s-t rendezés). LegyenG(V,E) 2-összefügg® gráf, st ∈ E él. Egy≺ rendezés

a 
sú
sokon akkor s-t rendezés, ha ∀v 6= s, t-re:

• s ≺ v ≺ t (azaz s maximális és t minimális),

• és v-nek léteznek olyan u, w szomszédai, hogy u ≺ v ≺ w.
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Ez nyilvánvalóan ekvivalens a következ®vel:

1.17. De�ní
ió (s-t számozás). Legyen G(V,E) 2-összefügg® gráf, st ∈ E él. G 
sú
sainak

egy g : V → {1, . . . , n} számozása s-t számozás, ha

• g(s)=1 és g(t) = n,

• és ∀v 6= s, t 
sú
snak léteznek olyan u, w szomszédai, hogy g(u) < g(v) < g(w).

A konkrét alkalmazástól függ, hogy s-t számozást vagy s-t rendezést érdemes használ-

ni: az implementá
ióban praktikusabb a számozás (megengedve nem egész értékeket is),

viszont a rendezés általánosítható részben rendezéssé, ami ugyan nehezebben kezelhet®, de

�nomabb módszereknek is teret ad, például a 3.2.1. heurisztikában.

1.18. De�ní
ió (s-t részbenrendezés). Legyen G(V,E) 2-összefügg® gráf, st ∈ E él. Egy

≺ részbenrendezés a 
sú
sokon akkor s-t részbenrendezés, ha ∀v 6= s, t-re:

• s ≺ v ≺ t,

• és v-nek léteznek olyan u, w szomszédai, hogy u ≺ v ≺ w.

A részbenrendezéssel ekvivalens fogalom a következ®.

1.19. De�ní
ió (s-t irányítás). EgyG(V,E) gráf éleinek egy a
iklikus irányítása s-t irányítás,

ha s az egyetlen forrás és t az egyetlen nyel®.

1.20. Állítás. Egy s-t irányítás megfeleltethet® egy s-t részbenrendezésnek.

Bizonyítás: Legyen x ≺ y ⇐⇒ létezik x → y itányított út. Az s-t irányításból így de�niált

relá
ió valóban re�exív, antiszimmetrikus (mert a gráf a
iklikus), és tranzitív.

Másrészt ha ≺ részbenrendezés, akkor ha megirányítjuk a gráf éleit úgy, hogy uv él

u-ból v-be mutasson, ha u ≺ v, akkor s-t irányítást kapunk. ✷

1.21. Megjegyzés. Egy s-t irányítással rendelkez® gráf tetsz®leges topologikus sorrendje

egy s-t rendezésnek felel meg (de vegyük észre, hogy ez ugyanúgy nem feltétlenül egyértel-

m¶, mint a részbenrendezés kiegészítése teljes rendezéssé).

A szakasz f® tétele a következ® fontos tétel, amely azt mutatja, hogy 2-összefügg®

gráfban bármely gyökérre nézve találhatunk független fapárt. A bizonyítás elemei adják

a 3.2.1. szakaszbeli algoritmusok alapját.

1.22. Tétel (Itai és Rodeh [3℄). 2-összefügg® G = (V,E) gráfban bármely r ∈ V -re létezik

r-független feszít®fapár.

Bizonyítás: Két lépésben bizonyítunk: megmutatjuk, hogy nyílt fülfelbontásból hogyan

képezhet® s-t rendezés, abból pedig független fapár.
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1.23. Lemma. Ha G = (V,E) 2-összefügg®, st ∈ E tetsz®leges él, akkor létezik G 
sú
sa-

inak s-t rendezése.

Bizonyítás: Vegyük G-nek egy olyan (P0, P1, . . . , Pk) fülfelbontását, ahol P0 alapkör tar-

talmazza az st élet, azaz P0 = (v0=s, v1, v2, . . . , vq−1=t, s). Legyen a kör mentén vi−1 ≺ vi

(i = 1, . . . q − 1), ez P0-on egy s-t rendezést generál.

Innen induk
ióval tegyük fel, hogy (P0, P1, . . . , Pj−1) rész-fülfelbontás 
sú
sain már

adott egy s-t rendezés; ekkor Pj = (u0, . . . , um) fülre, ha az eddigi rendezésben u0 ≺ um,

és w az u0-ra rákövetkez® elem ≺ szerint, akkor legyen u0 ≺ u1 ≺ · · · ≺ um−1 ≺ w (≺ um

vagy = um), ami már (P0, P1, . . . , Pj) rész-fülfelbontáson generál s-t rendezést (ha pedig

um ≺ u0 akkor hasonlóan, fordítva). ✷

1.24. Megjegyzés. A lemma bizonyításából nyerhet® algoritmus tehát O(m) id®ben fül-

felbontásból s-t rendezést képez.

1.25. Lemma. Tegyük fel, hogy adott egy 2-összefügg® G gráf s-t rendezése. Ebb®l (O(m)

id®ben) el®állítható egy s-független feszít®fapár.

Bizonyítás: Irányítsuk meg G éleit úgy, hogy uv él u-ból v-be mutasson, ha u ≺ v (ek-

kor s-t irányítást kapunk), kivéve az st élt, ami pedig t-b®l s-be. Az így kapott irányított

gráf er®sen összefügg®. Keressünk az irányított gráfban egy s-b®l kifelé irányított feszít®-

feny®t, ez lesz T1; és egy befelé irányítottat, ez lesz T2. Így T1, T2 az irányítatlan gráfban

s-függetlenek, mert egy tetsz®leges v 
sú
sból a T1-beli út 
sak olyan u 
sú
sokon halad

keresztül, melyekre u ≺ v; a T2-beli pedig 
sak olyan w 
sú
sokon, amikre v ≺ w (kivéve

s-et, de ts ∈ T2). ✷

Tehát adott s 
sú
sra elég egy tetsz®leges s-re illeszked® st élre venni a G 
sú
sainak

egy s-t rendezését, majd egy abból képzett s-független feszít®fapárt. ✷

A fenti bizonytásból algoritmus is nyerhet®, mely egy 2-összefügg® gráf egy adott nyílt

fülfelbontásából s-t rendezést/számozást, irányítást, majd független fapárt generál O(m)

id®ben. (Arról még nem beszéltünk, hogy fülfelbontást hogyan állítunk el®, err®l a 3.2. sza-

kaszban lesz szó.) A módszer egyszer¶sége és gyorsasága miatt a 3.2. szakaszban ismertetett

heurisztikák mind erre épülnek.

Az algoritmus egyszer¶en átalakítható közvetlenül az élfüggetlen esetre.

1.26. Tétel (Itai és Rodeh [3℄). Legyen G egy 2-élösszefügg® gráf, és r a G egy tetsz®leges


sú
sa. Ekkor G-ben létezik két r-élfüggetlen feszít®fa.

Bizonyítás: Ha G 2-összefügg®, akkor a pontfüggetlenre vonatkozó algoritmussal készen

vagyunk. Ha nem, akkor 2-összefügg® blokkonként haladhatunk hasonlóan a következ®kép-

pen.

Vegyük a gráf maximális 2-összefügg® blokkokra való r ∈ B0, B1, . . . , Bk felbontását

(ez O(m) id®ben megtehet®). Mivel G 2-élösszefügg®, ezért nem lesznek elvágó élek, és
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így a 
sú
sok által elválasztott blokkok fa szerkezetbe rendez®dnek. B0 blokkot gyökérnek

tekintve megirányíthatjuk a blokk-fát B0-ból, így minden Bi (i > 0) blokknak lesz egy

Bj szül®je, amihez egy ri elvágó ponttal 
satlakozik. Legyen r0 := r. Legyen minden Bi

blokkban (T i
1, T

i
2) pontfüggetlen feszít®fapár (amit a fentiek alapján tudunk keresni). Ezek

összeillesztéséb®l el®állíthatók a T1 =
⋃m

i=0 T
i
1 és a T2 =

⋃m
i=0 T

i
2 fák, amik r-élfüggetlen

feszít®fák lesznek.

✷

1.2.2. A fülfelbontásos módszer szuboptimalitása

Ebben a szakaszban eddig 
sak független fapár létezésével foglalkoztunk súlyozatlan

esetben, fontos azonban megjegyezni, hogy a súlyozott feladatban optimális fapár nem

mindig áll el® fülfelbontásból (ill. s-t rendezésb®l), tekintsük például az 1.1. ábrán a gráfot.

v13v11

v2

v1

v10

v12

v14

v5

r

v7

v6

v3 v4

v9

v8

1010

10

10

10

100

10

100

10

10

(a) Optimális fapár. A 
sú
sokhoz tartozó fabeli útpár minden


sú
sban a legrövidebb.

1311

2

1

10

12

14

5

r

7

6

3 4

9

8

(b) A legjobb fülfelbontásból el®álló fapár (a 
sú
sokra írt s-t szá-

mozás generálja). v10 és v6 
sú
sok fabeli útpárja 10-zel hosszabb,

mint a 
sú
sok legrövidebb útpárjai.

1.1. ábra. Példa arra, hogy az optimális fapár nem mindig áll el® fülfelbontásból. Az üres

élek költsége 0. [10℄

1.27. Állítás. Az 1.1. ábrán látgató gráfban egyik optimális fapár sem áll el® fülfelbontásból.

Bizonyítás: Az 1.1a. ábrán látható fapár optimális, mert minden v 
sú
shoz olyan útpár

tartozik a fában, aminek az összsúlya minimális a gráfban. S®t, ahogy mindjárt meg-
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mutatjuk, lényegében az egyértelm¶ ilyen. Viszont nem áll el® fülfelbontásból, hiszen

(v7, v8, v10, v4, v3, v6) kör a fákat generáló s-t irányításban irányított kör lenne, de egy

s-t irányítás 
sak a
iklikus lehet, mert s-t rendezéshez tartozik.

Most bebizonyítjuk, hogy minden optimális fapárban ugyanez a gond el®fordul a

(v7, v8, v10, v4, v3, v6) körrel. Ezt úgy fogjuk belátni, hogy az egyes 
sú
sokra megvizsgáljuk,

hol lehet a gráfban a legrövidebb útpárjuk r-be, és vesszük azokat az éleket, amiken minden

lehetséges legrövidebb útpárban benne vannak (�gyelembe véve a már rögzített faéleket

is). Ezekb®l az informá
iókból felépítjük a fapárt, kihasználva az 1.5. Állítást.

1. El®ször vegyük a v1 
sú
sot. Ennek a legrövidebb útpárja 
supa 0 éleken vezet, amik

többféleképpen is elhelyezkedhetnek, ezek közül a közös: nevezzük pirosnak azt a fát,

ami a

−→v1r élet tartalmazza (a másikat kéknek); ekkor a

−−→v14r él a kék fához tartozik;

a

−−−→v11v13 piros és a fordítottja kék.

2. A v2 útpárjai is 0 költség¶ek, itt az el®z®ket �gyelembe véve a �x élek: a

−−→v2v1 piros;

a

−−→v3v2 piros és a fordítottja kék; a

−−−→v3v11 kék.

3. A v12 
sú
snál hasonlóan: a

−−−→v12v14 kék; a

−−−→v12v10 kék és a fordítottja piros; a

−−−→v10v13

piros.

4. Most tekintsük a v4 
sú
s 20 összhosszú útjait. A fentiekben rögzített élek miatt a

−−→v4v3 
sak piros, és a

−−−→v4v10 
sak kék lehet.

5. Következik a v5, itt az útpár 110 hosszú lesz, tehát a v6 felé induló út nem érintheti

a v7 
sú
sot, tehát 
sak v3 felé haladhat tovább; a v2 felé induló út tehát 
sak a v1

felé. Így az el®z®k miatt a

−−→v5v2 piros; a

−−→v5v6 kék; és a

−−→v6v3 kék.

6. Hasonlóan a v9 
sú
snál: a

−−−→v9v12 kék; a

−−→v9v8 piros; és a
−−−→v8v10 is piros.

7. A v7 
sú
snál a minimális útpár összsúlya 20, tehát az utak nem tartalmazhatják a v6

és a v8 
sú
sokat, így 
sak a v2 és a v12 felé mehetnek. Már tudjuk, hogy a

−−−→v13v11 piros

és a fordítottja kék. Viszont nem lehet, hogy a piros út a v7 → v12 → v10 → v13 → v11

útvonalon indul, mert akkor a kék a v7 → v2 → v3 → v11 → v13 felé indulna, tehát

nem lennének éldiszjunktak. Tehát a

−−→v7v2 piros és a

−−−→v7v12 kék.

8. A v6 legrövidebb útpárja 30 összsúlyú, tehát egyik út sem vezethet a v5 felé. Mivel

tudjuk, hogy a

−−→v6v3 kék, ezért a
−−→v6v7 piros lesz.

9. Hasonlóan a v8 
sú
snál: a

−−→v8v7 kék lesz.

Tehát a (v7, v8, v10, v4, v3, v6) kör élei az ábrán látható módon lesznek a fákban, tehát

akárhogyan folytatjuk a fapár építését a maradék (0 súlyú) éleken, az eredmény nem fog

el®állni fülfelbontásból. ✷
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Összehasonlításképpen tekintsük az 1.1b. ábra (nem optimális) fapárját, ami pedig

el®áll fülfelbontásból és s-t rendezésb®l, ahogy azt az ábrán lév® s-t számozás mutatja; s®t

belátható, hogy a legkisebb költség¶ ilyen fapár.

1.3. Az optimalizálási feladatok tulajdonságai

Az els® két alszakasz a c(T1, T2) 
élfüggvénnyel, a harmadik a MaxGap(T1, T2) 
élfügg-

vénnyel foglalkozik.

1.3.1. Egy alsó korlát az optimumra

A legrövidebb útpárok összsúlyából alsó be
slést kaphatunk c(T1, T2)-re.

1.28. Állítás.

∑

v∈V \{r}

d2(v) ≤
∑

v∈V \{r}

(cT1(v) + cT2(v)) = c(T1, T2).

✷

Ez olyan alsó korlátot ad az optimumra, aminek az értéke O(m log(1+m
n
) n) id®ben

számolható a 2. fejezetben bemutatásra kerül® Suurballe-Tarjan algoritmussal [9℄.

Ez a be
slés lehet éles, azaz vannak olyan gráfok, ahol tudunk mutatni olyan független

T1, T2 fákat, melyek tartalmazzák a 
sú
sokból r-be futó minimális összköltség¶ diszjunkt

útpárokat (például az 1.1a. ábrán). Ez viszont nem mindig teljesül, s®t (mint az a kés®bbi

NP-teljességi bizonyításból kiderül) annak eldöntése, hogy egy gráf ilyen-e, NP-teljes. S®t,

ezen a fák számának növelése sem segítene: minden k ∈ N-re létezik olyan gráf, hogy a

legrövidebb útpárok nem fedhet®ek le k darab redundáns fával (lásd Fehér Dániel példáit

ebben: [2℄).

Ezért érdemes vizsgálnunk, hogy ez a be
slés általában mennyire közelíti jól az optimális

független fapár költségét, azaz mennyire jó 
él egyáltalán optimális független fákat keresni.

1.29. De�ní
ió (Átlagos úthossz eltérése a legrövidebb útpárok átlagához képest). Jelölje

G = (V,E)-re, r ∈ V gyökérre legyen

Gap(G, r) :=
c(T1, T2)

∑

v∈V \{r} d2(v)

ahol a (T1, T2) optimális független feszít®fapár.

A Gap(G, r) érték tehát a gráf tulajdonsága, és azt jelenti, hogy a fenti alsó be
slésnek

hányszorosa lesz az optimális fapár értéke.

1.30. Sejtés. Gap(G, r) nem lehet nagyobb

5
3 -nál.
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Sokféle gráfon (valós hálózatokon (103 
sú
sig), jellegzetes elméleti példákon és vélet-

lennel generált gráfokon (400 
sú
sig)) végzett kísérletek alapján [10℄ ez az arány mindig

5
3 ≈1,66 alatt maradt, s®t az 1,34 értéket sem haladta meg.

Az

5
3 -os arány közelítésére az 1.2. ábrán látható példa, ahogy azt a következ® állítás

mutatja.

r

v1

v2

v3

v4

v5

v6

v7

v8 v9

v10 v11

MM

M M

(a) A GM gráf (egységköltséggel,

az M -mel jelölt élek egy-egy M

hosszú utat jelölnek).

r

v1

v2

v3

v4

v5

v6

v7

v8 v9

v10 v11

(b) A v7 legrövidebb útpárja.
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v10 v11

(
) A v5 legrövidebb útpárja.

r

v1

v2

v3

v4

v5

v6

v7

v8 v9

v10 v11

(d) Optimális független fapár.

1.2. ábra. Példa olyan gráf
saládra, ahol a 
sú
sszám növelésével Gap(GM , r) → 5
3 . [10℄

1.31. Állítás. Jelölje GM azt a gráfot, melyben az 1.2. ábrán az M -mel jelölt éleket ki
se-

réljük egy-egy M hosszú útra. Ekkor az M növelésével

lim
M→∞

Gap(GM , r) =
5

3
.

Bizonyítás:

Az r-be vezet® legrövidebb útpár összhossza a v1, v3, v6, v4 
sú
sokból 5, a v8-v2 út és a

v9-v5 út 
sú
saiból (összesen 2M darab) M+6, a v2-v10 út és a v11-v5 út többi 
sú
sából és

a v7-b®l (összesen 2M − 1 darab, ezeket ezentúl nevezzük fels® 
sú
soknak) pedig 2M +8.

Ezek összege 12M2 + 30M + 36.

1.32. Állítás. Az 1.2d. ábrán látható piros (T1) és kék (T2) fák optimálisak.

Bizonyítás: Indirekt tegyük fel, hogy van olyan (F1, F2) r-független feszít®fapár, amire

c(F1, F2) < c(T1, T2). Feltehetjük, hogy a

−→v1r él kék, így a

−→v4r piros. Figyeljük meg, hogy

ekkor a kék fa a fels® 
sú
sokat 
sak a v2-n keresztül érheti el, mert ha a v5-ön keresztül

érné el ®ket, akkor (a

−→v4r pirossága miatt) a v11 → v5 → v6 → v3 → v1 → r végig kék

lenne, így a kék fa elvágná a piros fa útját a fels® 
sú
sok felé.
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Mivel a (T1, T2)-ben 
sak a fels® 
sú
sok fabeli útpárja hosszabb a GM -beli legrövi-

debbnél, ezért az (F1, F2)-ben legalább az egyiknek rövidebb útpárja van. Végiggondolha-

tó, hogy az egyetlen lehetséges alternatív út a v11 → v7 → v10 → · · · → v2 → v3 → v1 → r,

amivel összesen (2M − 1)(M − 1) = 2M2 − 3M +1-el 
sökken a fels® 
sú
sok útpárjainak

összköltsége a (T1, T2)-belihez képest. Ekkor viszont a v2-v8 út 
sú
saiból a piros fában


sak a fels® 
sú
sokon keresztül vezethet az út (és hasonlóan a v5-v9 út 
sú
saihoz a kék

fában), ami már összesen legalább (2M − 2)(3M + 7− (M + 6)) = 4M2 − 2M − 2-vel nö-

veli a fák összsúlyát, ami nagyobb, mint a 
sökkenés mértéke, tehát c(F1, F2) > c(T1, T2),

ellentmondás. Tehát a (T1, T2) valóban optimális. ✷

c(T1, T2) = 20M2 + 26M + 32, tehát

lim
M→∞

Gap(GM , r) = lim
M→∞

20M2 + 26M + 32

12M2 + 30M + 36
=

5

3
.

✷

1.3.2. NP-teljesség

Az NP-teljesség bizonyításához [10℄ a következ® alakban 
élszer¶ felírni a feladatot:

1.33. De�ní
ió (Minimum Length Redundant Trees (MLRT) probléma). Adott G(V,E),

c : E → R
+
élsúly, r 
sú
s, k > 0. Létezik-e olyan (T1, T2) r-(él)független fapár, melyre

c(T1, T2) ≤ k?

1.34. Tétel. Az MLRT eldöntése NP-teljes (az él- és a pontverzió is).

Bizonyítás: Az MLRT probléma NP-beli, mert egy megfelel® (T1, T2) fapár polinomiális

id®ben ellen®rizhet® tanú (hiszen c(T1, T2) kiszámolása és a függetlenség ellen®rzése is

megtehet® O(mn) id®ben). Tehát elég látnunk, hogy NP-nehéz, ehhez visszavezetjük rá a

következ® ismert NP-teljes problémát:

1.35. De�ní
ió (NAE-3SAT probléma). A 3SAT-hoz hasonlóan a Not-All-Equal 3-Satis�ability

problémában minden klóz pontosan 3 literált tartalamaz, viszont itt 
sak azt tekintjük

kielégít® megoldásnak, ahol minden klóz tartalmaz igaz és hamis literált is.

Legyen (X,C) egy NAE-3SAT példány, aholX = {x1, . . . , xn} a változók és C = {c1, . . . , cn}

a klózok halmaza. Ehhez készítsünk egy G = (V,E) gráfot, ahol:

• a 
sú
sok:

� r gyökér;

� minden xi ∈ X változóhoz: xit, x
i
f (amik az igaz (t) illetve hamis (f) értékadás-

nak felelnek meg);

� minden cj ∈ C klózhoz: cj ;
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• az élek:

� minden xi ∈ X változóhoz: xit, x
i
f 
sú
sokat összekötjük r-rel és egymással;

� minden cj ∈ C klózhoz:

∗ ha xi ∈ cj , akkor (x
i
t, cj) lesz él;

∗ ha x̄i ∈ cj , akkor (x
i
f , cj) lesz él.

(A költség minden élen legyen 1.)

1.36. Megjegyzés. Így a v = xit illetve x
i
f típusú 
sú
sokra d2(v) = 3, a v = cj típusúakra

pedig d2(v) = 4.

1.37. Állítás. Akkor és 
sak akkor létezik megoldása az (X,C) NAE-3SAT példánynak, ha

G-ben van olyan (optimális) (T1, T2) fapár, ahol c(T1, T2) =
∑

v 6=r d2(v) (azaz Gap(G) = 1).

1.38. Megjegyzés. Itt tehát a az MLRT de�ní
iójában megjelen® k =
∑

v 6=r d2(v) (ami

alsó be
slés).

Bizonyítás: Legyen a : X → {t, f} egy jó értékadás (X,C)-hez, ā pedig az ellenkez®je (ahol

ā(xi) = t ⇐⇒ a(xi) = f ).

Jelöljön minden ci ∈ C klózra xt(i) egy olyan literált ci-ben, aminek az értéke igaz lesz

a értékadás mellett (azaz vagy xt(i) ∈ ci és a(xt(i)) = t, vagy x̄t(i) ∈ ci és a(xt(i)) = f ), és

hasonlóan xf(i) egy olyan literált ci-ben, ami hamis.

Ezek alapján készítsük el T1, T2 fákat:

T1 = {(xja(xj )
, r), (xjā(xj)

, xja(xj )
)|xj ∈ X} ∪ {(ci, x

t(i)
a(xt(i))

)|ci ∈ C}

T2 = {(xjā(xj)
, r), (xja(xj )

, xjā(xj)
)|xj ∈ X} ∪ {(ci, x

f(i)
ā(xf(i))

)|ci ∈ C}

(ahol tehát xja(xj)
az xj változó a szerinti értékét®l függ®en xjt vagy xjf , az x

t(i)
a(xt(i))

pedig a

ci klózban egy a szerint igaz literálhoz tartozó xq változó a-beli értéke szerint xqt vagy xqf

( és x
f(i)
ā(xf(i))

hasonlóan a ci klózban egy a szerint hamis literálhoz tartozó xq változó a-beli

értékének ellenkez®je szerint xqf vagy xqt )).

Tehát a T1 tartozik az a értékadás szerint igaz literálokhoz, a T2 pedig a hamisakhoz.
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r

x1
fx1

t x2
fx2

t x3
fx3

t x4
fx4

t

c1 c2

1.3. ábra. (X = {x1, x2, x3, x4}, C = {c1 = {x1, x2, x4}, c2 = {x1, x2, x3}}) NAE-3SAT

feladathoz tartozó gráf. Egy jó értékadás x1 = 1, x2 = 0, x3 = 0, x4 = 1; az ábrán az ehhez

tartozó fákat látjuk. [10℄

Ezek a fák függetlenek és minden 
sú
sra a legrövidebb útpárt tartalmazzák, mert:

• ci-b®l r-be:

{(ci, x
t(i)
a(xt(i))

), (x
t(i)
a(xt(i))

, r)} = P (T1, ci)

és

{(ci, x
f(i)
ā(xf(i))

), (x
f(i)
ā(xf(i))

, r)} = P (T2, ci)

legrövidebb (4 hosszú) útpár, és diszjunktak, mert x
t(i)
a(xt(i))

6= x
f(i)
ā(xf(i))

(mert ha

t(i) 6= f(i), akkor a 
sú
sok fels® indexe különbözik, ha pedig t(i) = f(i), akkor

ā(xf(i)) 6= a(xt(i))), és t(i), f(i) léteznek minden i-re, mert a jó értékadás;

• xit, x
i
f 
sú
sokból r-be pedig a megfelel® 3 hosszú útpárokat tartalmazzák a fák.

A másik irányhoz legyen (T1, T2) olyan független fapár, amire T1, T2 tartalmazzák min-

den 
sú
sra az egyértelm¶ legrövidebb útpár egy-egy útját (spe
. xif , x
i
t 
sú
sokra is).

Így minden xi ∈ X-re az {(xit, x
i
f ), (x

i
f , r)} xitr-utat tartalamazza az egyik fa, míg az

{(xif , x
i
t), (x

i
t, r)} xifr-utat a másik (hiszen (xit, x

i
f ) élen egy adott fabeli utak 
sak az egyik

rányba mehetnek).

Tehát értelmes a következ® értékadás:

a(xi) :=

{

t ha (xit, r) ∈ T1

f ha (xif , r) ∈ T1

A ci 
sú
s legrövidebb útpárjának tartalmazása miatt létezik olyan xj változó, amire

vagy xj ∈ ci és (xjt , r) ∈ T1, vagy x̄j ∈ ci és (xjf , r) ∈ T1 (mivel a ci 
sú
s T1-beli útja

vagy xjt vagy xjf típusú 
sú
son keresztül vezet). Tehát van olyan literál ci-ben, aminek az

értéke igaz. Hasonlóképpen a ci másik útját pedig tartalmazza T2, tehát van olyan literál

ci-ben, aminek az értéke hamis. Tehát a egy jó értékadás lesz a NAE-3SAT feladathoz, így

a másik irányt is beláttuk.

✷

Tehát mivel a NAE-3SAT NP-teljes, ezért az MLRT valóban NP-nehéz, tehát NP-teljes

is. ✷
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1.3.3. Maximális eltérés egy 
sú
snál a legrövidebb útpárhoz képest

Érdekes kérdés, hogy a MaxGap(T1, T2) érték legfeljebb mekkora lehet az erre nézve

optimális fapárban.

Nyilván minT1,T2 függetlenek

MaxGap(T1, T2) ≥ Gap(G, r).

1.39. Sejtés. Az optimális fapárban MaxGap(T1, T2) ≤ 2.

Ennek a 
élfüggvénynek az optimalizálására ugyan nem készült algoritmus, de a mérések

során még a másik c(T1, T2) 
élfüggvényre nézve optimális fapárban sem haladta meg a

MaxGap érétke a 0,25-öt sem.

A MaxGap(T1, T2) = 2 érték közelítésére tekintsük az 1.4. ábrán látható példát.

1.40. Állítás. Az 1.4. ábrán látható Gk gráfban a vivi+1 él súlya 2i, a jelöletlen éleken

pedig 0 a súly. A pontok számát növelve Gk-ban

lim
k→∞

min
T1,T2 függetlenek

MaxGap(T1, T2) = 2.

Bizonyítás: Tegyük fel, hogy létezik r-független fapárok egy olyan (T k
1 , T

k
2 ) 
saládja, hogy

Gk-ban minden v 
sú
sra GapT1,T2(v) < 2. Belátjuk, hogy ez 
sak egyféleképpen jöhet

létre, amikor viszont vk 
sú
sra limk→∞GapT1,T2(vk) = 2.

Minden ui-re d2(ui) = 0, tehát az ui 
sú
sok legrövidebb útpárjainak egyértelm¶sége

miatt rv0, v0u1, u1u2, . . . uk−1uk, ukr éleken a fák 
sak az 1.4b. ábrán látható módon

helyezkedhetnek el. (Legyen a vkr élet tartalmazó T1 fa a piros, a v0r-et tartalmazó T2

pedig a kék.)

Vizsgáljuk meg sorban az uivi éleket. Minden ilyen élen legfeljebb az egyik fa halad-

hat át a gyökér felé

−−→viui irányban. Mivel v1 
sú
s legrövidebb útpárja 1 összsúlyú, és a

feltevésünk szerint nem lehet a fabeli útpár kétszerese a legrövidebb útpár összsúlyának,

ezért a v1 piros fabeli útja nem tartalmazhatja a v1v2 élt, tehát a

−−→v1u1 élnek pirosnak

kell lennie. Hasonlóan induk
ióval: tegyük fel, hogy minden j < i-re a −−→vjuj él piros; mivel

vi legrövidebb útpárja 2i−1
összsúlyú, tehát vi piros fabeli útja nem tartalmazhatja a 2i

súlyú vivi+1 élt, tehát
−−→viui él is 
sak piros lehet. Így megkapjuk az egész piros fát, amib®l

következik, hogy a kék fa 
sak az 1.4b. ábrán látható lehet.

Az így kapott fapárban

cT1(vk) + cT2(vk) =

k−1
∑

i=0

2i = 2k − 1

és a vk 
sú
s legrövidebb útpárjának összsúlya Gk-ban 2k−1
tehát

lim
k→∞

GapT1,T2(vk) = 2.

✷
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r

v0 u1 u2 ... uk

v1 v2 ... vk

1

2 . . . 2k−1

(a) "Lép
s®" gráf 2i súlyozással

r

v0 u1 u2 ... uk

v1 v2 ... vk

(b) limk→∞ GapT1,T2
(vk) = 2

1.4. ábra. Olyan Gk gráf, ahol limk→∞MaxGap(T1, T2) = 2.



2. fejezet

Legrövidebb útpárok keresése a

Suurballe-Tarjan algoritmussal

Mivel a heurisztikák egy része az r-be futó legrövidebb útpárok alapján építkezik, ér-

demes felidézni az ®ket megtaláló algoritmust.

El®ször irányított gráfban, nemnegatív élköltségre, éldiszjunkt útpárokra tekintjük a

feladatot, majd azt is látni fogjuk a 2.4. szakaszban, hogyan alakítható át az algoritmus az

irányítatlan, konzervatív élköltség¶, illetve a pontdiszjunkt esetre. Ez a szakasz nagyrészt

a [9℄ 
ikk felépítését követi Király Zoltán el®adásainak [5℄ segítségével átdolgozva, és saját

magyarázatokkal kiegészítve, de a jelölésekben a dolgozat többi részéhez igazodik.

A 
él tehát a következ® lesz:

1. Probléma. Adott G(V,E) er®sen összefügg® irányított gráf nemnegatív c : E → R
+
0

élsúlyokkal, és r ∈ V gyökér (n = |V |, m = |E|). Keressünk minden t 6= r 
sú
sra két

éldiszjunkt utat r-b®l t-be úgy, hogy páronként az összsúlyuk minimális legyen.

Suurballe algoritmusa Tarjan adatszerkezeteivel implementálva ezt a feladatot O(D)

id®ben és O(m) tárral megoldja, ahol D = m log(1+m/n) n a Dijkstra algoritmus futásidejét

jelöli d-edfokú kupa

al implementálva.

Jelölje d(a, b) a legrövidebb a → b út hosszát G-ben.

2.1. El®készítés

Az algoritmus mélyebb megértése és a helyesség bizonyítása érdekében el®ször tekintsük

egy darab t 
él
sú
sra a feladatot:

2. Probléma. Adott G(V,E) er®sen összefügg® irányított gráf nemnegatív c : E → R
+
0

élsúlyokkal, és r, t ∈ V . Keressünk A, B éldiszjunkt r-t utakat, melyekre c(A) + c(B)

minimális.

17
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A következ® algoritmusról könnyen belátható, hogy az optimális megoldást állítja el®

erre az egyszer¶bb feladatra (lásd 2.2. Állítást).

2.1. Algoritmus (Egyetlen 
sú
sra A, B útpár megtalálása javítóúttal - els® változat).

1. Keresünk A′
legrövidebb utat r-b®l t-be (Dijkstra);

2. Gt segédgráf: az A′
éleit megfordítjuk és a költséget negáljuk rajtuk;

3. a Gt-ben keresünk egy B′
legrövidebb utat r-b®l t-be;

4. az A′
és a B′

szimmetrikus di�eren
iájából (azaz a szembemen® élpárokat elhagyva

A′ ∪B′
-b®l) kapjuk A ∪B-t.

2.2. Állítás. A 2.1. Algoritmus optimális megoldást ad a 2. Problémára.

Bizonyítás: A 2. Probléma a minimális költség¶ folyam feladat spe
iális esete (ahol adott

az éleken a kapa
itás mellett még egy súlyfüggvény is, és a feladat megadni a hálózaton egy

x pontból y-ba irányuló, adott k nagyságú folyamot úgy, hogy a folyam költsége minimális

legyen). Ugyanis legyen a kapa
itásfüggvény értéke G minden élén 1, a súlyfüggvény c,

x := r, y := t; ebben a hálózatban a minimális költség¶ k := 2 érték¶ folyam éppen az

általunk keresett útpárt jelöli ki.

Minimális költség¶ folyamként tekintve a feladatot, a 2.1. Algoritmus éppen a javító

utas algoritmusnak

1

felel meg, ami optimális megoldást ad. ✷

Mivel a Dijkstra algoritmus 
sak nemnegatív költségeken m¶ködik, ezért módosítsuk

úgy a 2.1. Algoritmust, hogy a 2. lépésben negálás helyett inkább poten
iál-eltolást végzünk:

a π(v) megengedett poten
iál minden pontban legyen d(r, v) (amit az 1. lépésben futtatott

Dijkstra algoritmus megadott), és

c′(uv) := c(uv) + π(u)− π(v)

legyen az új költségfüggvény, így a költség mindenhol nemnegatív. Így a 3. lépésben is

alkalmazhatjuk a Dijkstra algoritmust.

Tehát az egyszer¶ algoritmusunk végleges változata:

2.3. Algoritmus (Egyetlen 
sú
sra A,B útpár megtalálása javítóúttal - végleges változat).

1. Keresünk r-b®l minden 
sú
sba egy legrövidebb utat (Dijkstra); a t-be vezet® legrö-

videbb utat nevezzük A′
-nek;

2. Gt segédgráf: az A′
éleit megfordítjuk, c′(uv) := c(uv) + d(r, u) − d(r, v);

3. a Gt-ben keresünk B′
legrövidebb utat r-b®l t-be (Dijkstra);

4. az A′
és a B′

szimmetrikus di�eren
iájából kapjuk A ∪B-t.
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r
0

v1

1

v2

2

v3

1

v4

2

d

3

1

1

1

2

1

1

1

(a) 1. lépés: Keressünk legrövidebb utat minden 
sú
sba, a d-be vezet®:

A′ = r → v1 → v4 → d. Az éleken eredeti c élsúlyok láthatók, minden v


sú
s mellett pedig a d(r, v) érték.

r v1

v2

v3

v4 d0

0

0

1

0

0

0

(b) 2. lépés: Gd segédgráf: fordítsunk meg minden élet az A′
út mentén, és

módosítsuk az élsúlyokat a gráfban: c′(uv) := c(uv) + d(r, u)− d(r, v).

r v1

v2

v3

v4 d

(
) 3. lépés: Keressünk Gd-ben legrövidebb utat d-be (ez lesz a javítóút):

B′ = r → v3 → v4 → v1 → v2 → d.

2.1. ábra. A 2.3. Algoritmus futása egy d 
él
sú
sra. A legrövidebb útpár A′
és B′

szim-

metrikus di�eren
iájából: A = r → v1 → v2 → d és B = r → v3 → v4 → d.

Innent®l Gt alatt mindig a 2.3. Algoritmusban de�niált segédgráfot értjük. Jelölje

dt(u, v) a legrövidebb u-v út hosszát a Gt gráfban.

2.4. Állítás. A 2.3. Algoritmus optimális megoldást talál.

Bizonyítás: Egyrészt meg�gyelhetjük, hogy egy tetsz®leges P v-w útra: c′(P ) = c(P ) −

d(r, w)+d(r, v). Tehát minden adott v,w-re minden v kezd®pontú és w végpontú út költsége

ugyanannyival (d(r, v) − d(r, w)-vel) változik a poten
iál-eltoláskor, tehát két adott pont

között a c szerinti legrövidebb út c′ szerint is a legrövidebb marad.

Másrészt a poten
iál-eltolás után az r-b®l induló legrövidebb utak fájának minden élén

(azaz A′
legrövidebb út élein is) 0 lesz az új költség, tehát az A′

élein a c′ költségek negáltja

1

A minimális költség¶ folyamokra vonatkozó javító utas algoritmus megtalálható például ebben: [6℄.
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megegyezik c′-vel.

Tehát a 2.3. Algoritmus ugyanazt a megoldást találja meg, mint a 2.1. Algoritmus, ami

a 2.2. Állítás szerint optimális, azaz a 2.3. Algoritmus is optimális megoldást talál. ✷

2.5. Megjegyzés. Mivel minden r-t út költsége d(r, t)-vel 
sökken a poten
iál-eltoláskor,

ezért d2(t) := c(A) + c(B) = dt(t) + 2d(r, t).

Vessünk még egy pillantást a 2.3. Algoritmus futásidejére. 1. lépés: O(D), 2. lépés:

O(m), 3. lépés: O(D), 4. lépés: O(n). Tehát összesen O(D) idej¶.

2.2. Suurballe algoritmusa

Suurballe észrevette, hogy az összes t 
él
sú
sra egyszerre kiszámolhatjuk az útpáro-

kat O(D) id®ben (és O(m) tárral), egyetlen Dijkstra-szer¶ algoritmussal. Az algoritmus

hatékonyságának fontos eleme a Tajan által kifejlesztett adatszerkezet, amit kés®bb ismer-

tetünk a 2.3. szakaszban. Csú
sonként megvizsgálva a most következ® algoritmus futását,

a 2.3. Algoritmushoz hasonló m¶ködést tapasztalhatunk, ahogy azt a 2.11. Megjegyzésben

és a 2.16. Állítás bizonyításában is látni fogjuk.

2.6. Megjegyzés. Fontos megjegyezni, hogy ez az O(D) id® nem tartalmazza az összes

útpár tényleges kiolvasását (tekintve, hogy akkor már az output is O(n2) méret¶ lenne),


sak útjelz®ket számolunk ki, ami alapján 
sú
sonként O(n) id®ben kiolvashatók az útvo-

nalak egy meghatározott módon. Így az összes útpár kiolvasása O(n2) id®t vesz igénybe, de

erre nem mindig van szükség: például a 3.2.1. szakaszban bemutatott algoritmusokban 
sak

a 
sú
sok egy részéhez tartozó útpároknak is 
sak egy-egy kezd®szeletének a kiszámítása

történik meg.

Az algoritmus szerkezete a következ®.

2.7. Algoritmus (Suurballe).

1. Minden pontba a legrövidebb irányított út keresése r-b®l (Dijkstra), az így kapott

feny®t jelölje T ;

2. Új c′ súlyfüggvény: poten
iál-eltolás a kapott értékekkel:

c′(uv) := c(uv) + d(r, u) − d(r, v)

(így a költség T élein 0, és mindenhol nemnegatív);

3. minden 
sú
shoz egyszerre: p(v) és q(v) útjelz®k kiszámítása a 2.8. Algoritmussal

(O(D) id®ben).

Ezután tetsz®leges v 
sú
sra az útpár kiolvasható az útjelz®kb®l O(n) id® alatt (élenként

O(1)) a 2.9. Algoritmussal. Így minden 
sú
sra az útpárok kiolvasása O(n2) id®t vesz

igénybe.
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Most lássuk el®ször részletesen a 3. fázist, majd a kiolvasást, utána néhány, értelmezést

segít® vagy a bizonyításhoz szükséges megjegyzést, végül pedig a helyesség bizonyítását.

Az algoritmus során fenntartunk:

• d(v) ideiglenes távolság
ímkét minden 
sú
sra (mint a Dijkstra algoritmusban, és a


él az, hogy a végén minden v-re ez éppen a Gv-beli legrövidebb r-t út hossza legyen);

• a véglegesített 
sú
sok S halmazát;

• és T -nek a nem véglegesített 
sú
sokból álló részfáit.

2.8. Algoritmus (p(v) és q(v) útjelz®k kiszámítása).

1: ⊲ Ini
ializálás:

2: d(r) := 0; ∀v ∈ V \{r}-re: d(v) := ∞;

3: S := ∅;

4:

5: while S 6= v ∈ V : d(v) < ∞ do

6: ⊲ 
sú
s véglegesítése:

7: legyen v ∈ V \{r} az a 
sú
s, amire d(v) véges és minimális;

8: legyen Tv az a nem véglegesített részfa, amiben benne van a v (ebben v nem feltét-

lenül gyökér);

9: S := S ∪ {v};

10: Tv-t le
seréljük azokra a részfákra, amikre szétesik a v elhagyásával;

11: K:={olyan uw /∈ T élek: vagy u = v, vagy u,w ∈ Tv és a szétvágás után u és w

különböz® részfába kerülnek}; ⊲ most szétes® nemfaélek halmaza

12: for uw ∈ K do ⊲ a most szétes® nemfaélek feldolgozása:

13: if d(v) + c′(uw) < d(w) then ⊲ javítás, ha kell (vigyázat, nem d(u)-hoz,

hanem d(v)-hez adunk c′(uv)-t!)

14: d(w) := d(v) + c′(uw);

15: p(w) := u;

16: q(w) := v;

17: end if

18: end for

19: end while

Az útjelz®k kiszámításának futásideje: minden él legfeljebb egyszer kerülhet a K hal-

mazba, tehát legfeljebb egyszer kell feldolgozni, tehát a javítás összesen O(m) id®ben meg-

történik; a legkisebb d(v)-vel rendelkez® 
sú
s kiválasztása pedig megfelel® kupa

al imp-

lementálva összesen O(n log n) id®; tehát összesen O(D) id®t kapunk.

A következ® algoritmus kiolvassa az útjelz®k alapján az útpárokat az olyan t 
sú
sokra,

melyekre d(t) 6= ∞.

Jelölje szül®(x) az x 
sú
s T -beli szül®jét.



22 2. Legrövidebb útpárok keresése a Suurballe-Tarjan algoritmussal

2.9. Algoritmus (Az útpárok kiolvasása p, q értékekb®l egy t 
sú
sra).

1: Kezdetben minden x ∈ V -re legyen jelölés(x) := 0; ⊲ ha több 
sú
s útpárjait is

kiolvassuk, akkor elég egyszer beállítani (2.13. Következmény).

2:

3: ⊲ útjelz® q-k megjelölése (rendre q(t), q(q(t)),. . . , r pontokat jelöljük meg

2

):

4: x := t;

5: while x 6= r do

6: jelölés(x):=1;

7: x:=q(x);

8: end while

9:

10: ⊲ t-t®l r-ig végiglépegetve kiolvassuk a két utat egymás után (utak jelölése: P1, P2):

11: for i = 1, 2 do ⊲ a két útra

12: Pi := ∅; x := t; ⊲ ini
ializálás

13: if jelölés(x) = 1 then ⊲ ha x útjelz® volt és még meg van jelölve, akkor p(x)

felé lépünk tovább:

14: jelölés(x) := 0; ⊲ a most felhasznált útjelz® jelölését töröljük

15: Pi := {p(x)x} ∪ Pi; ⊲ p(x)x élet Pi elejére f¶zzük

16: x := p(x); ⊲ továbblépünk p(x) felé

17: else ⊲ ha x nem útjelz®, vagy már használtuk, akkor T -beli a szül®je felé

lépünk tovább:

18: Pi := {szül®(x)x} ∪ Pi; ⊲ szül®(x)x élet Pi elejére f¶zzük

19: x :=szül®(x); ⊲ továbblépünk szül®(x) felé

20: end if

21: end for

2.10. Megjegyzés. A 2.8. Algoritmusban az ini
ializálásból következik, hogy az els® vég-

legesített pont mindig r lesz (ahogyan a 2.3. Algoritmusban is a Gt-ben a B′
javítóút

keresésére futtatott második Dijkstra futtatás is az r 
ímkézésével (véglegesítésével) kez-

d®dik).

2.11. Megjegyzés (Az útjelz®k, a javítóutak, és a végleges útpár kap
solata). Figyeljük

meg, hogy a 2.8. Algoritmusban a javítási lépés megfelel a Gw-ben egy w-be vezet® jobb

javítóút keresésének a v → u úton és az uw élen keresztül (mint azt majd a 2.16. Állítás

bizonyításában is láthatjuk). Itt kihasználjuk, hogy a v-b®l u-ba 0 költség¶ út vezet Tw-ben.

Az algoritmus végén egy x pontra: p(x)x az az él, amin keresztül utoljára javítottunk;

a q(x) pedig az a 
sú
s, amin keresztül p(x)-be ér a p(x)x-et tartalmazó javítóút Gx-ben.

Másképp, a Suurballe algoritmus szemszögéb®l: q(x) az a 
sú
s, aminek a véglegesítése

okozta a p(x)x él feldolgozását (ami a 2.16. Állítás szerint az optimális útpár egyik útjának

2

Valóban eljutunk r-be q(t), q(q(t)), . . . lépegetéssel a 2.14. Megjegyzés miatt.
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utolsó éle lesz); azaz az el®ször véglegesített (tehát legkisebb d érték¶) olyan pont, amit

elhagyva T -b®l x és p(x) különböz® részfába kerül; tehát a legkisebb d-érték¶ pont az x és

p(x) közötti egyértelm¶ T -beli, irányítatlan értelemben vett úton.

A kiolvasáskor a q(x) vagy azt mutatja, hogy x-b®l, vagy hogy p(x)-b®l indulva a

legrövidebb útpár útjain az r felé, hol kell letérni a T -beli útról az aktuális 
sú
s p-jének

irányába.

Ezeknek az összefüggését így is láthatjuk: ha T -beli x-p(x) úton nin
s rajta az r 
sú
s,

akkor a T -beli P (T, x) út r-b®l x-be, és a T -beli P (T, p(x)) út r-b®l p(x)-be egy z pontig

megegyeznek, és utána diszjunktak (ahol a z a T -ben az x-nek és a p(x)-nek az r-t®l

legtávolabbi közös ®se). Ezért a diszjunkt útpár útjait x-b®l visszafelé követve, valahol le

kell térnünk a P (T, x), P (T, p(x)) utak valamelyikér®l. A leheséges letérési pontok a T -beli

x-p(x) út pontjai, ezek közül pedig a minimális d érték¶t fogjuk választani (mert d(w) =

a minimális javítóút költsége w-be).

A Gx-beli javítóút q(x)-nek a T -beli x-p(x) úton belüli elhelyezkedését®l függ®en há-

romféleképpen viselkedhet, ezeket az eseteket a 2.2. ábrán láthatjuk. (Az ábra 
sak vázlat,

az r-z szakasz és az r-p(q(x)) szakasz hasonló módon variálódhat.)

r

z

p(q(x))

q(x)

x

p(x)

(a) q(x) rajta van a T -beli z-x úton.

Ekkor a Gx-beli javítóút biztosan tar-

talmaz P (T, x)-beli megfordított élet.

r

z = q(x)

p(q(x))

x

p(x)

(b) z = q(x). Ekkor a két út bizto-

san nem lesz 
sú
sdiszjunkt.

r

z p(q(x))

q(x)

x

p(x)

(
) q(x) rajta van a T -beli

z-p(x) úton. Ekkor a p(x)

felé induló úton lesz másik

p(v)v típusú él, miel®tt új-

ra eléri P (T, x) utat.

2.2. ábra. A javítóút és a az útjelz®k kap
solata. Három eset lehetséges q(x) elhelyezke-

dését®l függ®en a T -beli x-p(x) úton. Jelölje z a T -ben az x-nek és a p(x)-nek az r-t®l

legtávolabbi közös ®sét. Az élek jelölése: zöld (vastag): T élei; piros (vékony): p(x)x élek;

kék (pöttyözött): javítóút Gx-ben.

2.12. Állítás. A q(x) útjelz® mindig rajta van a legrövidebb éldiszjunkt r-x útpárból vala-

melyik úton.

Bizonyítás: Indirekt tegyük fel, hogy a q(x) nin
s rajta egyik úton sem. A kiolvasás algorit-

musa miatt ez 
sak úgy fordulhatna el®, ha lenne egy olyan qk(x) := q(q(. . . (q(x)))) 6= q(x),
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ami rajta van vagy a T -beli q(x)-x úton, vagy a T -beli q(x)-p(x) úton. Tehát a qk(x) rajta

lenne a T -beli p(x)-x úton. Viszont a Suurballe algoritmus el®bb véglegesíti qk(x)-et, mint

q(x)-et (mert a q(x)-nél el®bb véglegesíti a q(q(x))-et, aminél el®bb a q(q(q(x)))-et, stb.).

Tehát a qk(x) véglegesítését®l külön részfába kerülne az x és a p(x), azaz qk(x) = q(x),

ami ellentmondás.

✷

2.13. Következmény. A 2.12. Állítás miatt: több 
sú
shoz tartozó útpárok kiolvasásakor

a 2.9. Algoritmusban a jelölés(x) jelöl®bitet nem kell minden 
sú
s útjainál külön ini
iali-

zálni 0-ra, mert az útpár kiolvasásának a végére az 1-re állított biteket mind visszaállítjuk.

2.14. Állítás. Tekintsük a következ® élhalmazt: {(q(x), x) : x 6= r, d(x) 6= ∞}, ahol

(q(x), x) nem feltétlenül G-beli él. Ezek egy r gyöker¶ feny®t határoznak meg.

Bizonyítás: A (q(x), x) virtuális élek által meghatározott Q(V,Eq) gráfban minden x ∈ V \{r},

d(x) < ∞ 
sú
snak a befoka 1. Olyan y 
sú
sra, amire d(y) = ∞, nem illeszkedhet (q(x), x)

él, mert soha nem javítottuk a d(y) értékét egy másik 
sú
son kereszül, tehát q(y) nem

kaphatott értéket; és így soha nem véglegesítettük, tehát y = q(x) sem lehet. Tehát ezeket

a 
sú
sokat elhagyhatjuk Q-ból.

Másrészt tudjuk, hogy Q a
iklikus, mert q(x)-et el®bb véglegesítette az algoritmus,

mint x-et, tehát a véglegesítési sorrend a Q 
sú
sainak egy topologikus sorrendje.

Tehát a (q(x), x) élek r gyöker¶ feny®t alkotnak. ✷

Viszont a hasonlóan képzett (p(x), x) élhalmaz már nem feltétlenül a
iklikus, például

a 2.3. ábrán látható gráfban sem az.

r

1 1

2 ∞

0 0

0

0

1

1
1

2.3. ábra. Egy gráf c′ súlyfüggvénnyel, és a Suurballe-Tarjan eredményével. A 
sú
sokra

írt számok a végs® d értékek. Az élek jelölése: zöld (vastag): T élei; piros (vékony): p(x)x

típusú élek; naran
ssárga (szaggatott): (q(x), x) virtuális élek. Az egyik 
sú
sba nem vezet

irányított útpár. Figyeljük meg, hogy a piros élek irányított kört alkotnak.
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2.15. Megjegyzés. Mivel minden r-t út költsége d(r, t)-vel 
sökken a poten
iál-eltoláskor,

ezért (a 2.5. Megjegyzéshez hasonlóan) az r-b®l t-be futó legrövidebb útpár d2(t) összsúlya

megadható

d2(t) = d(t) + 2d(r, t)

alakban az algoritmus által kiszámolt értékekb®l, az útpárok tényleges kiolvasása nélkül.

A következ® állítás a (már bizonyítottan optimális) v ∈ V \{r} 
sú
sonként Gv-ben

javítóutat keres® 2.3. Algoritmus, és a 2.8. Suurballe algoritmus kap
solatát mutatja. A

bizonyításban minden v-re külön-külön "egymás mellett" futtatunk egy 2.3. javítóút keres®

Dijkstra algoritmust Gv gráfon (c′ súlyfüggvénnyel), és egy Suurballe algoritmust a G

gráfon a c′ súlyfüggvénnyel, és megmutatjuk, hogy a v útjainak szempontjából ugyanazokat

a lépéseket végzik. (A bizonyítás szerkezete megegyezik a [9℄ 
ikkbelivel, 
sak kiegészítettem

néhány gondolattal.)

2.16. Állítás (Suurballe és Tarjan [9℄: Theorem 2.). A Suurballe algoritmus végén igazak

a következ®k:

1. d(v) = dv(r, v) minden v 
sú
sra (ha nem létezik éldiszjunkt útpár r-b®l t-be, akkor

végtelen);

2. minden olyan v ∈ V \{r}-re, amire d(v) véges, létezik Gv-ben egy olyan r-v út, aminek

a (c′ szerinti) hossza d(v) és az utolsó éle p(v)v.

Bizonyítás: Legyen v ∈ V \{r} tetsz®leges adott 
sú
s. Most belátjuk, hogy v-re igaz az

állítás.

2.17. De�ní
ió. A Suurballe algoritmus lefutásában nevezzünk (v szempontjából) lényeges


sú
snak egy l 
sú
sot, ha az l Suurballe-beli véglegesítésekor az l ugyanabban a nem vég-

legesített részfában volt, mint a v.

A lényeges 
sú
sok tehát mindaddig a v-vel közös nem véglegesített részfában ma-

radnak, amíg nem véglegesítjük ®ket (tehát például a v után véglegesített 
sú
sok nem

lényegesek).

Azt fogjuk belátni, hogy a Gv-ben futtatott Dijkstra algoritmus a lényeges 
sú
sokon

ugyanolyan lépéseket végez, mint a Suurballe, azaz ugyanolyan sorrendben véglegesíti a lé-

nyeges 
sú
sokat, és ugyanolyan javítási lépéseket tesz a d, p értékeken (a nem lényegeseket

pedig esetleg hamarabb véglegesíti, és nem feltétlenül egyeznek meg a megfelel® értékek).

Maga a v 
sú
s is lényeges, mert önmagával akkor és 
sak akkor van ugyanabban a nem

véglegesített részfában, ha még nem véglegesítettük ®t.

2.18. De�ní
ió. Jelölje a bizonyítás során a Gv-n futtatott Dijkstra algoritmusban az

ideiglenes távolság- illetve megel®z® pont függvény aktuális értékét dv és pv, a 
ímkézett

(azaz véglegesített) pontok halmazát pedig SGv .
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Most (a G gráfon futtatott) Suurballe 
sú
svéglegesítési lépésenként haladva induk
ió-

szer¶en megmutatjuk, hogy hogyan futtatható vele párhozamosan úgy a Dijkstra algorit-

mus a Gv gráfon, hogy igazak legyenek az alábbi Invariáns tulajdonságok.

2.19. Invariáns. 1. Minden x 
sú
sra: akkor és 
sak akkor x /∈ SGv (azaz 
ímkézetlen

a Dijkstra algoritmusban), ha x és v azonos részfában vannak a Suurballe-ban.

2. Ha x /∈ SGv , akkor dv(x) = d(x) és pv(x) = p(x) (azaz a Dijkstra és a Suurballe

szerinti ideiglenes távolság
ímkéjük és p-jük megegyezik), feltéve, hogy kapott már

értéket valamelyik.

3. Ha x ∈ SGv , akkor pedig dv(x) = d(z), ahol z az a 
sú
s, aminek (a Suurballe-ban) a

véglegesítése miatt került x és v különböz® részfába; ha x = z, akkor pv(x) = p(z) =

p(x).

Kezdetben igaz az invariáns (mert minden x 
sú
sra x /∈ SGv és x ∈ T részfa, és d(x),

p(x) még egyik algoritmusban sem kaptak (véges) értéket).

Induk
iós feltétel: az invariáns teljesül egy y 
sú
s (a Suurballe-ban való) véglegesítéséig.

Most belátjuk, hogy a Dijkstra megfelel® futása mellett az y 
sú
s Suurballe-beli végle-

gesítésekor sem történik változás.

Két eset lehetséges (aszerint, hogy y-t 
ímkézte-e már a Dijkstra):

1. eset: y ∈ SGv

Az invariáns (induk
iós feltétel) 1. része miatt y és v már különböz® részfában voltak

(azaz y nem lényeges).

Tehát y véglegesítése nin
s hatással a Tv-beli 
sú
sok 
ímkéire (mivel nem választhat

szét odavezet® élet), így nem ronthatja el az invariánst.

Az y 
sú
s Suurballe-beli véglegesítésével párhuzamosan tehát a Gv-n futó Dijkstra

nem tesz semmit.

2. eset: y /∈ SGv

Az invariáns 1. része miatt y és v azonos részfában voltak eddig a pillanatig (azaz

y lényeges); jelölje F
régi

ennek a részfának a 
sú
shalmazát. Legyen F
új

pedig annak

a részfának a 
sú
shalmaza, amibe v kerül y véglegesítése után (ha y = v, akkor F
új

üres).

Az y 
sú
s Suurballe-beli véglegesítésének megfelel® lépéssorozatként a Gv-n futó

Dijkstra el®ször 
ímkézi az y 
sú
sot, majd az F
régi

− F
új

halmaz maradék 
sú
sait

(azaz a most keletkez® új részfák közül az összes v-t nem tartalmazónak az összes


sú
sát) a megfelel® sorrendben.

Most két dolgot kell belátnunk: egyrészt, hogy a Dijkstra valóban 
ímkézheti ezeket

a 
sú
sokat; másrészt, hogy az invariáns fennmarad.
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2.20. Állítás. Az y a Dijkstraban minimális 
ímkézetlen pont, azaz

dv(y) = min{dv(x) : x /∈ SGv}.

Bizonyítás: A Dijkstra minden 
sú
sot vagy ugyanakkor, vagy el®bb 
ímkéz, mint a

Suurballe, és most y /∈ SGv .

Az invariáns 2. része szerint y véglegesítéséig minden x /∈ SGv -re: d(x) = dv(x).

Tehát mivel a Suurballe a minimális d értékkel rendelkez® y 
sú
sot választja ki

véglegesítésre, így igaz az állítás. ✷

2.21. Állítás. Minden F
régi

− F
új

halmazbeli 
sú
s elérhet® Gv-ben y-ból 0 súlyú

úton.

Bizonyítás: A Gv-ben a T -beli r-v utat megfordítottuk, tehát az így kapott T ′
egy

v gyöker¶ feny®. Tehát T ′
-ben az F

régi

− F
új

összes 
sú
sa az y leszármazottja lesz,

amik tehát elérhet®k T ′
élein 0 súlyú úton. ✷

A Suurballe a következ® éleket dolgozza fel az y véglegesítésekor:

• y-ból induló nemfaéleket;

• az F
régi

− F
új

és az F
új

közötti éleket;

• F
régi

− F
új

új részfái között futó éleket.

Minden fenti uv él feldolgozásakor ez történik: ha d(v) < d(y)+c′(uv), akkor d(v) :=

d(y) + c′(uv).

Ezzel párhuzamosan a Dijkstra a következ® lépéseket végzi.

• Az y minimalitása (2.20. Állítás) miatt: el®ször 
ímkézheti az y 
sú
sot, és javít

az

−→yv éleken: ha dv(v) < dv(y)+c′(uv), akkor dv(v) := dv(y)+c′(uv). Spe
iálisan

a T ′
élein c′ = 0, tehát az y-nak minden T ′

-beli g gyerekére dv(g) := dv(y).

• Ismét az y minimalitása miatt: most az el®bb dv(y) értéket kapott 
sú
sokat


ímkézheti sorban, és minden ilyen g 
sú
sra javít a kimen®

−→gv éleken: ha dv(v) <

dv(y)+ c′(gv), akkor dv(v) := dv(y)+ c′(gv). Tehát a g-nek a T ′
-beli gyerekei is

dv(y) értéket kapnak.

• . . . És így tovább, minden olyan 
sú
sot sorban meg
ímkézhet, ami elérhez® y-

ból 0 súlyú úton, tehát a 2.21. Állítás szerint minden F
régi

− F
új

halmazbeli

u 
sú
sot meg
ímkézhet, és mindegyikb®l kimen®

−→uv éleken javít: ha dv(v) <

dv(y) + c′(uv), akkor dv(v) := dv(y) + c′(uv).

Így az invariáns továbbra is fennáll, mert pontosan azokat a 
sú
sokat 
ímkézi a

Dijkstra, amik a Suurballe-ban a v-t®l különböz® 
ímkézetlen részfába kerültek (és
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az y-t), és ezek a 
sú
sok az invariáns 3. része szerinti dv, pv értékeket kapják; a még


ímkézetlen 
sú
sokat pedig ugyanazon élek mentén, ugyanazokra az értékekre javítja

a Dijkstra, mint a Suurballe, tehát ezekre a 
sú
sokra pedig igaz lesz az invariáns 2.

része.

Így beláttuk, hogy az invariáns végig fennmarad.

Az algoritmus végén az összes 
sú
s 
ímkézett lesz a Dijkstraban, tehát mindegyikre az

Invariáns 3. része fog teljesülni. Tehát a lényeges 
sú
sokra a d, p értékek megegyeznek a

két algoritmus szerint (mivel ilyenkor teljesül, hogy x = z), a nem lényegesekre pedig nem

feltétlenül.

Spe
iálisan a v is lényeges, tehát az algoritmus végén d(v) = dv(v) és p(v) = pv(v).

A Gv-n futtatott Dijkstra algoritmusról már láttuk, hogy optimális megoldáshoz tartozó

dv(v), pv(v) értéket ad. Tehát teljesül az állítás.

✷

2.22. Megjegyzés. A v 
sú
s útjain a q típusú útjelz®k a v szerinti lényeges 
sú
sok közül

kerülnek ki.

2.23. Tétel. Suurballe algoritmusa minden 
sú
sba optimális útpárt talál.

Bizonyítás: Mivel a 2.4. Állítás szerint a javítóutas a 2.3. Algoritmus optimális megoldást

ad, ezért a 2.16. Állatásból már 2.11. Megjegyzés miatt következik, hogy a q útjelz®k segít-

ségével kiolvashatók az optimális útpárok, tehát Suurballe algoritmusa optimális megoldást

talál. ✷

2.3. Tarjan adatszerkezete

A 2.8. Algoritmus futásidejének kiszámítása során eltekintettünk attól a fontos rész-

lett®l, hogy hogyan választjuk ki a K halmazba kerül® feldolgozandó éleket. Minden élet

megvizsgálni O(m) id® lenne, ami már elrontaná a futásid®t, így Tarjan és Suurballe olyan

adatszerkezetekkel implementálták az algoritmust, amivel a futásid® a fent kiszámított

marad, ahogy azt látni fogjuk ennek a szakasznak a végén.

Amit tárolnunk kell:

• Mélységi és befejezési számok. Futtassunk az ini
ializálási szakaszban egy mélységi

bejárást a T fán, és minden x 
sú
sra jegyezzük meg a mélységi (azaz elérési) és

befejezési számokat: M(x), B(x). (Ennek ideje: O(n), de elég egyszer futtatni az al-

goritmus elején. Tárhely igény: O(n).)

Ez azért hasznos, mert O(1) id®ben eldönthet®, hogy egy x 
sú
s leszármazottja-e v


sú
snak: akkor leszármazottja, ha M(x) > M(v) és B(x) < B(v); és a leszármazot-

tak intervallumot alkotnak M szerint.
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• Nem véglegesített részfák. Minden x 
sú
sra ezeket tároljuk:

� szül®(x) (ha x gyökér a részfában, akkor nil)

� gyerekek(x): a gyerekek oda-vissza 
iklikusan lán
olt listája (így egy gyerek

törlése O(1) id®ben lehetséges).

Ini
ializálás: az egész T el®állítása ebben a formátumban (O(n) id® és tár).

Karbantartás v törlésekor:

� v törlése a gyerekek(szül®(x)) listából;

� v gyerekeinek a szül®-pointerének átállítása nil-re.

(Ez összesen az algoritmus során O(n) id®t vesz igénybe).

• Éllista. Az oda-vissza lán
olt éllista minden v 
sú
sra a még nem feldolgozott, nem

T -beli, v-re illeszked® (ki- és bemen®) élek. Minden 
sú
s listája az élek másik vég-

pontjának M(x) értéke szerinti monoton növekv® sorrendben tartalmazza az éleket.

Ini
ializálás: radix rendezés (O(m) id®ben, mivel {M(x) : x ∈ V } = [1..n]).3

Az adatszerkezetek karbantartása és a feldolgozandó élek megtalálása egy v 
sú
s vég-

legesítésekor:

1. A v-re illeszked® éleket töröljük, ezek közül a kimen®ket feldolgozzuk. (Összesen az

algoritmusban: O(m) id®.)

2. Az új nem véglegesített részfáknál:

• a v szül®jéhez tartozó részfának minden x 
sú
sára megnézzük az x-re illesz-

ked® éleket: amelyik szomszéd leszármazottja v-nek, azt az élet feldolgozzuk

és töröljük az éllistából. Amelyik nem leszármazottja v-nek, azzal nem 
si-

nálunk semmit ; az ilyen nem feldolgozandó "rossz" élek vizsgálatát nevezzük

elvesztegetett lépésnek. Mivel a v leszármazottai intervallumot alkotnak, az

els® nem-leszármazottnál befejezhetjük a 
sú
sra illeszked® élek vizsgálatát.

• v-nek minden y gyerekére: az y-hoz tartozó részfának minden x 
sú
sára: hason-

lóan. Itt x éllistájában a nem feldolgozandó élek alkotnak intervallumot (amik-

nek a másik 
sú
sa is az aktuális részfában van, azaz y leszármazottai), tehát

így járjuk be: elkezdjük az élek vizsgálatát lista elejér®l, és addig dolgozzuk fel

és töröljük az éleket, amíg y leszármazottjába nem ütközünk; ekkor elkezdjük a

lista végér®l, és ott is addig haladunk tovább, amíg "rossz" élhez nem érünk.

3

Vagy mélységi bejárás közben, mikorM(x) sorrendjében vesszük sorra a pontokat, mindegyik x pontnál

felvehetjük az x-re illeszked® éleket a másik végpont éllistájának a végére; ez is O(m)-ben helyettesíti a

rendezést.
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2.24. De�ní
ió. Nevezzük a részfák feldolgozása során Lépésnek a következ®t: ad-

dig dolgozzuk fel sorban az éleket az aktuálisan vizsgált 
sú
s éllistájában, amíg vagy

egy elvesztegetett lépést teszünk, vagy a 
sú
s listájának a végére érünk.

A részfák feldolgozását "párhuzamosan" végezzük, sorban minden fában egy-egy

Lépést teszünk.

Így az utolsónak maradt (legnagyobb) fát nem kell befejezni (mert az onnan egy

másik fába átlép® éleket már megtaláltuk a másik végüknél). A váltogatás miatt

viszont oda kell �gyelni, hogy mikor törlünk egy uw élet mindkét végpont listájából,

akkor az egyik lista éleinek a vizsgálatában nem éppen ott tartottunk-e, mert akkor

az elem törlésekor gondoskodnunk kell a rá mutató pointerr®l is: át kell helyezni a

törlend® elem el®tti vagy utáni pontra (attól függ®en, hogy el®re vagy hátra haladunk

éppen az adott listában). Egy él törlése egy éllistából ezzel együtt is O(1) id®.

2.3.1. Lépésszám elemzése a részfák átvizsgálásánál

Az egyetlen, aminek még nem állapítottuk meg az idejét: egy 
sú
s véglegesítésekor

keletkezett új részfák 
sú
sainál az éllisták átvizsgálása. A részfák "párhuzamos" feldolgo-

zásán múlik, hogy igazán hatékony be
slést kapunk erre.

Egy Lépés ideje: O(1)+O(1) · (feldolgozott élek száma). Tehát a részfák vizsgálatának

teljes ideje: O(m)+Lépések száma. Így a következ®kben a Lépéseket fogjuk megszámolni

az egész algoritmusban.

Nézzük meg, mi történik egy v 
sú
s véglegesítésekor.

Jelölje S a v-t tartalmazó részfát a v véglegesítése el®tt, és S0, S1, . . . Sk azokat a rész-

fákat, amikre S szétesik a v véglegesítésével, mégpedig úgy, hogy a szül®(v) ∈ S0, és

|S1| ≥ |S2| · · · ≥ |Sk|. (Az S0 részfában minden éllista feldolgozása eltér a többi fabelit®l,

ezért érdemes külön kezelni.)

A párhuzamos feldolgozás miatt a legnagyobb fát nem kell befejeznünk, tehát a legna-

gyobb fában ugyanannyi lépést végzünk, mint a második legnagyobb fában, tehát minden

fában legfeljebb a lépések felét végezzük. Ezért ha az egyik (nem feltétlenül a legnagyobb)

fában tett Lépések megszámolásától eltekintünk, akkor legfeljebb a felére 
sökken a meg-

számolt Lépések száma a valódi Lépésszámhoz képest. Tehát egy, a kés®bbiekben megvá-

lasztott fát ki fogunk hagyni a Lépések számolásából, és a végén az így kapott Lépésszámot

megszorozzuk 2-vel. Ezen kívül a 
sú
svéglegesítéseket kell még megszámolni, ez összesen

az algoritmusban legfeljebb L

sú
s

:= n darab.

A gondolat mindenhol az lesz, hogy úgy határozzuk meg azt, hogy melyik fától tekin-

tünk el, hogy ezáltal egy fels® be
slést kapunk az

|Si|
|S| értékre, és ebb®l az Si-vel azonos

típusú fákban az algoritmus során tett összes Lépés számára.

Tekintsük el®ször az S2, . . . , Sk fákat. Ezekben minden x 
sú
s éllistáján legfeljebb
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2 Lépés alatt végigmegyünk (egy el®refelé az els® elvesztegetett lépésig, és egy visszafelé

hasonlóan).

Tudjuk, hogy (i = 2 . . . k-ra:) |Si| ≤
|S|
2 , mert ha az egyik fa nagyobb az eredeti felénél,

akkor az lenne az S1, tehát nem szerepelne ezek között. Tehát egy adott x 
sú
sot �gyelve

az algoritmus során, amikor ilyen típusú fában Lépéseket végzünk rajta, akkor a fa mérete

legalább a felére 
sökkent (és 1-nél nem lehet kisebb a 
sú
sszám). Tehát összesen legfeljebb

2 log n Lépést végezhetünk egy adott x 
sú
snál, azokat összeszámolva, mikor ilyen típusú

fákba kerül.

Tehát összesen az egész algoritmusban legfeljebb 2n log n =: L2 darab Lépést végzünk

az S2, . . . , Sk típusú fák 
sú
sainál.

Most tekintsük S0 és S1 fákat.

Jelölje

α := max

(

2,
m

n log(1 + m
n )

)

értéket.

Két eset lehetséges S0 méretét tekintve:

1. S0 ki
si : α|S0| ≤ |S|. Ekkor S1 részfától tekintünk el, tehát elég az S0 lépéseit

számolni.

Minden x ∈ S0 
sú
snál legfeljebb m(x)+1 Lépést végzünk (ahol m(x) az x-re illesz-

ked® élek száma). Ez az eset azt jelenti, hogy egy x ∈ T0 
sú
sot tartalmazó részfa

mérete v véglegesítésének hatására legalább az α-adrészére 
sökkent, tehát (a fentihez

hasonlóan) minden adott x 
sú
shoz az algoritmus során az ilyen részfákban legfeljebb

(m(x)+1) logα n Lépés tartozik, azaz összesen minden 
sú
sra (2m+ n) logα n =: L0

darab Lépés (mivel

∑

x∈V m(x) = 2m).

2. S0 nagy : α|S0| ≥ |S|. Ekkor S0-tól tekintünk el, tehát most az S1 lépéseit számoljuk.

Minden x ∈ S1-nél legfeljebb 2 Lépés történik. Egy adott x-et tartalmazó részfa mé-

rete ilyenkor legalább α/(α− 1)-adrészére 
sökken, tehát összesen minden 
sú
sra az

algoritmus során legfeljebb 2n logα/(α−1) n =: L1 darab Lépést végzünk ilyen típusú

fában.

Így az S0 és S1 fákban tett Lépések számára is kaptunk be
slést.

Tehát összesen az eddigiekb®l a következ® lépésszámot kapjuk:

L

sú
s

+ 2(L2 + L0 + L1) = n+ 4n log n+ (4m+ 2n) logα n+ 4n logα/(α−1) n

ahol az utolsó tag

O

(

n log n

log[α/(α − 1)]

)

= O

(

n log n

log[1 + 1/α]

)

= O(αn log n)
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és

log α = max(1, log(m/n)− log log(1 +m/n)) = Ω(log(1 +m/n))

tehát az összeg:

O(n log n+m log(1+m/n) n) = O(m log(1+m/n) n) = O(D).

Tehát valóban az ígért futásid®t kaptuk.

2.4. Az algoritmus általános esetben

Mivel a 3.2. fejezetben irányítatlan gráfra, pontdiszjunkt útpárok keresésére szeretnénk

használni az algoritmust, most ismerkedjünk meg az ilyen irányú általánosítási lehet®sé-

gekkel, és néhány továbbival.

2.4.1. Pontdiszjunkt eset

Pontdiszjunkt útpárok keresése irányított gráfban egy jól ismert trükk segítségével

visszavezethet® az éldiszjunkt esetre: minden G-beli v 
sú
sot "széthúzunk" egy vki és

egy vbe 
sú
sra, amik között egy 0 költség¶

−−−→vbevki él fut, és a v 
sú
sba befelé mutató élek

a vbe 
sú
sra, a kifelé mutatók pedig a vki 
sú
sra fognak illeszkedni az átalakított Ge

gráfban. (Az r gyökérnél ez a módosítás elhagyható.)

Így minden, a v 
sú
son áthaladó G-beli út Ge-beli megfelel®je használni fogja a

−−−→vbevki

élet, tehát két ilyen nem lehet éldiszjunkt, azaz bármely Ge-beli éldiszjunkt megoldás G-

ben pontdiszjunkt lesz, és visszafelé: minden G-beli pontdiszjunkt megoldásnak megfelel

egy Ge-beli éldiszjunkt megoldás.

Így 
sak n darab új 
sú
s és n darab új él keletkezik, és az új gráf O(m) id®ben el®ál-

lítható, tehát az algoritmus futásidejére és a szükséges tárra tett be
slésünk nem módosul.

2.4.2. Irányítatlan eset

Az irányítatlan esetet is visszavezethetjük egy egyszer¶ konstruk
ióval: minden irányí-

tatlan uv élet 
seréljünk két ellentétes irányítású élre (

−→uv, −→vu).

Ez ugyan okozhat problémákat, mert egy éldiszjunkt útpár egy adott élet akár mindkét

irányba is használhat egyszerre, például a 2.4. ábrán látható gráfban nem lesz éldiszjunkt

az r → a → b → t és az r → b → a → t út megfelel®je a visszaalakított gráfban, de

ez minden útpárnál kijavítható (vegyük az utak szimmetrikus di�eren
iáját). A vizsgált

hálózatokban ez nem okozott gondot, mert a legrövidebb út keresése miatt ez az eset nem

is fordulhat el® pozitív élköltség mellett (ami ésszer¶ elvárás lehet egy valós hálózattal

szemben), és az általunk f®ként vizsgált pontdiszjunkt esetben sem lehet ilyen. Így m új él

keletkezik, tehát a futásid® ebben az esetben sem változik.
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s t

a

b

2.4. ábra. Nem éldiszjunkt utak az oda-vissza megirányított gráfban.

2.4.3. Multigráfok

Irányított multigráfokra közvetlenül átalakítható az algoritmus, ahol tehát megenge-

dünk többszörös, akár mindkét irányba irányított éleket (aminek spe
iális esete az irá-

nyítatlan gráf visszavezetésekor kapott oda-vissza megirányított gráf). Elég p(v) fogalmát

ki
sit máshogyan de�niálni: most nem a v-t megel®z® 
sú
s lesz az úton, hanem a v-be

vezet® utolsó él.

2.4.4. Negatív élek

Egy további általánosítási lehet®ség, hogy a c súlyfüggvényben megengedünk negatív

értékeket is.

Ha a súlyfüggvény konzervatív, akkor elég a Dijkstra els® futása helyett a Bellman-Ford

algoritmust alkalmazni (ami el is dönti, hogy c konzervatív-e), mivel a második futásakor

már a nemnegatív c′súlyfüggvénnyel dolgozunk. Ez némi lassulást eredményezhet, mivel a

legrövidebb utak keresését a Bellman-Ford algoritmus O(nm) id®ben végzi.

Ha viszont c nem konzervatív, akkor a feladat értelemszer¶ átfogalmazása NP-teljes,

ahogy azt a következ®kben láthatjuk. [9℄

3. Probléma (Legrövidebb sétapár létezése probléma (LSLP)). Tegyük fel, hogy létezik

G(V,E) irányított gráfban negatív összköltség¶ irányított kör. Döntsük el, hogy adott s,

t pontokhoz létezik-e legkisebb összsúlyú két éldiszjunkt s-t séta (vagy tetsz®legesen kis

súlyút találhatunk).

2.25. Tétel. A legrövidebb sétapár létezése probléma NP-teljes.

Bizonyítás: A feladat NP-beli, mivel egy k-nál kisebb költség¶ út megfelel® tanú.

Az NP-nehézség bizonyításához visszavezetünk rá egy (többtermékes folyamok elméle-

téb®l) ismert NP-teljes feladatot:

4. Probléma (Két-út feladat). Adott G(V,E) irányított gráf, és s1, s2, t1, t2 ∈ V külön-

böz® 
sú
sok. Léteznek-e olyan s1-t1 és s2-t2 utak, melyek 
sú
sdiszjunktak?

Tegyük fel, hogy adott a két-út feladatnak egy példánya G gráfban, ebb®l el®állíthatunk

egy G′
gráfban egy LSLP példányt a következ®képpen. El®ször a 
sú
sdiszjunkt-éldiszjunkt
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visszavezetés érdekében alkalmazzuk a fentebb említett 
sú
s-széthúzást, így minden 
sú
s-

ból egy vbe és egy vki példány keletkezik, kivéve s1, s2, t1, t2 
sú
sokból, amiket nem szük-

séges kettébontani. Majd vegyünk fel két új pontot: s-et és t-t, és 5 új élet: ss1, ss2, t1t,

t2t, és t1s1. Legyen c élsúly minden élen 0, kivéve az új t1s1 élt, ahol −1.

r t

s1 t1

s2 t2

−1

2.5. ábra. A két-út probléma visszavezetése a legrövidebb sétapár létezése problémára.

c(t1s1) = −1, minden más él súlya 0.

2.26. Állítás. G-ben akkor és 
sak akkor létezik a kívánt 
sú
sdiszjunkt útpár, ha G′
-ben

nem létezik legrövidebb sétapár, azaz tetsz®legesen kis súlyú sétapár található s-b®l t-be.

Bizonyítás: Feltehetjük, hogy G-ben létezik út s1-b®l t1-be, azaz G′
-ben létezik negatív

kör.

Tegyük fel, hogyG-ben létezik két diszjunkt út, nevezzük az s1-t1 utat P1-nek, a másikat

P2-nek. Ekkor G
′
-ben s-b®l t-be akármilyen kis súlyú sétát alkothatunk úgy, hogy a P1 út

és a t1s1 él által alkotott kört elég sokszor hozzávesszük az (ss1, P1, t1t) úthoz. Fordítva:


sökken® súlyú séták sorozata 
sak az el®bb említett módon jöhet létre, mert nin
s másik

negatív él a gráfban, tehát ha létezik tetsz®legesen kis súlyú éldiszjunkt sétapár, akkor

azok egy része G-ben pontdiszjunkt útpárt határoz meg. ✷

✷



3. fejezet

Algoritmusok kis költség¶ független

fapár keresésére

Ebben a fejezetben olyan algoritmusokkal ismerkedünk meg, amik minél kisebb költség¶

független fapárt keresnek. El®ször egy optimális megoldást adó módszert tekintünk, ami

viszont reménytelenül lassan fut; majd két gyors heurisztikát, friss kutatási eredményekb®l;

majd összehasonlításképpen egy régebbi, jóval lassabb, de általában jobb eredményt adó

heurisztikát.

3.1. Optimális megoldást adó ILP

A feladat modellezhet® egészérték¶ lineáris programozási feladattal az alábbiakban

vázolt módon. [7℄

Tekintsük azt a D(V,
−→
E ) irányított gráfot, amit úgy kapunk, hogy G-ben minden uv ∈

E él helyett egy

−→uv és egy

−→uv irányított élet veszünk, amiknek a súlya c(uv). Ebben tehát

olyan r felé irányított T1, T2 feny®ket keresünk, amelyek függetlenek.

A megoldásban egy xs,Ti
e útváltozó azt mutatja, hogy az s-b®l r-be futó Ti-beli út

tartalmazza-e az e élet; yTi
e faváltozó pedig azt, hogy a Ti fában szerepel-e az e él.

Az egyenletek jelentése:

• A 3.1. azt biztosítja, hogy minden változó indikátorváltozó legyen.

• Utakra vonatkozó egyenletek:

� a 3.2. egyenlet a folyam-tulajdonságot garantálja (ami a fa-tulajdonsággal együtt

út-tulajdonságot eredményez);

� a 3.3. az útpárok éldiszjunktságát (azaz hogy egy élen az s-b®l induló utak közül

legfeljebb az egyik fabeli haladhat át az egyik irányba).

• Fákra vonatkozó egyenletek:

35
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� 3.4. azt jelenti, hogy e él 
sak akkor lehet az útban, ha a fában is benne van;

� 3.5. pedig a fa-tulajdonságot (minden v 
sú
snak egy szül®je van, azaz egy v-b®l

kimen® él szerepel a fában).

• Pontfüggetlen esetben feltesszük a 3.6. feltételeket is, amik az útpárok pontdisz-

junktságát garantálják (legfeljebb az egyik s-b®l induló fabeli út tartalmazhat v-b®l

kimen® élet).

• Végül a 3.7. 
élfüggvény éppen c(T1, T2)-t minimalizálja.

Egészségi feltétel:

∀v ∈ V,∀s ∈ V \{r},∀Ti ∈ {T1, T2}, e ∈
−→
E -re:

(3.1) xs,Ti
e , yTi

e ∈ {0, 1}.

Utakra vonatkozó egyenletek:

Folyam-tulajdonság:

∀s ∈ V \{r} start
sú
sra, Ti ∈ {T1, T2}-re, ∀v ∈ V (köztes) 
sú
sra:

(3.2)

∑

−→vw∈
−→
E

xs,Ti
−→vw

−
∑

−→wv∈
−→
E

xs,Ti
−→wv

=















1 ha v = s

−1 ha v = r

0 különben

Éldiszjunktság:

∀−→vw ∈ E élre, ∀s ∈ V \{r} start
sú
sra:

(3.3) xs,T1
−→vw

+ xs,T2
−→vw

+ xs,T1
−→wv

+ xs,T2
−→wv

≤ 1

Fákra vonatkozó egyenletek:

Kap
solat az útváltozók és a faváltozók között:

∀e ∈
−→
E élre, ∀s ∈ V \{r} start
sú
sra, ∀Ti ∈ {T1, T2}-re:

(3.4) xs,Ti
e ≤ yTi

e

Fa-tulajdonság:

∀v ∈ V 
sú
sra, ∀Ti ∈ {T1, T2}-re:

(3.5)

∑

−→vw∈
−→
E

yTi
−→vw

≤

{

1 ha v 6= r

0 ha v = r

Pontfüggetlen esetben ezt is feltesszük az utakra:

∀s ∈ V \{r} start
sú
sra, ∀v ∈ V \{r, s} köztes 
sú
sra:

(3.6)

∑

−→vw∈
−→
E

(xs,T1
−→vw

+ xs,T2
−→vw

) ≤ 1
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Célfüggvény:

(3.7) min
∑

e∈
−→
E

[c(e) ·
∑

s∈V \{r}

(xs,T1
e + xs,T2

e )].

Ez megoldható (exponen
iális id®ben), így lassú, de optimális r-független feszít®fapárt

találó algoritmust kaptunk.

3.2. Heurisztikák

Ahogyan az 1.2.1. fejezetben láttuk, ha egy 2-összefügg® gráfnak adott egy nyílt fül-

felbontása, akkor az 1.22. Tétel bizonytásában bemutatott módszerekkel s-t rendezés-

sé/számozássá, s-t irányítássá, majd független fapárrá alakíthatjuk élszámban lineáris

id®ben. Valójában az s-t irányítás tényleges el®állítására nin
s szükség, mert az adott

fülfelbontás sorrendjében felépítve a gráfot, az s-t rendezés szerint felépíthet®k a fák a

következ®képpen.

3.1. Algoritmus (Független fapár építése fülfelbontásból).

• Az egyetlen élb®l álló triviális füleket nem tekintjük.

• P0 = (s, v1, v2, . . . , vq−1) alapkörb®l vegyünk az svq−1 él kivételével minden élt a T1

fához, és az sv1 él kivételével minden élt a T2 fához.

• A soronkövetkez® Pj = (u0, u1, . . . , um) fülb®l ismét a két széls® él kivételével minden

él bekerül mindkét fába, a széls®k pedig a rendezést®l függ®en: ha u0 ≺ um, akkor

u1u0 kerül T1-be, és um−1um T2-be; különben fordítva.

Mivel valójában mindig 
sak az el®z® fülek rendezésére van szükség, így a fülfelbontásból

már a rendezéssel egyszerre építhetjük a fákat is.

A kérdés már 
sak az, hogy az algoritmus alapjául szolgáló fülfelbontást hogyan keres-

sük meg. A most következ® heurisztikák erre adnak különböz® megoldásokat.

3.2. Megjegyzés. Fülfelbontás és s-t rendezés keresésére Tarjan 1972-ben élszámban li-

neáris idej¶ algoritmust adott [11℄ mélységi keresés segítségével, ami azon alapul, hogy

minden v 
sú
shoz megkeresi a lowpoint(v) 
sú
sot, ami a v-nek a legkisebb mélységi szám-

mal rendelkez® szomszédja. Azóta többen is adtak lineáris idej¶ algoritmust a feladatra,

például 2013-ban S
hmidt [8℄ bemutatott egy egyszer¶, út-központú ("path-based") mohó

algoritmust (ami szintén mélységi fát használ, amit gyökér felé irányít, és a gyökért®l elfelé

megirányított nemfaélekb®l kiindulva mohón utakat keresve állít el® egy fülfelbontást).

Tehát fülfelbontás és s-t rendezés keresése, ebb®l következ®en független fapár keresése

is lehetséges lineáris id®ben, de ezek az algoritmusok nem érzékenyek a súlyozásra. Az

ebben a fejezetben található heurisztikák ugyan lassabbak, de az optimalizálási feladatra

keresnek minél jobb megoldást (még mindig polinomiális futásid®vel).
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Mindegyik ismertetett heurisztika egyfajta mohó megközelítést alkalmaz, és fülr®l fülre

fokozatosan építi fel a fülfelbontást. A 3.1. Algoritmus alapján a heurisztikákban a már

kész részgráfhoz a fülfelbontással párhuzamosan folyamatosan építhetjük az s-t rendezést

és a független fapárt is.

El®ször két gyors (O(m log(1+m/n) n) és O(n2) id®ben futó) heurisztikával ismerkedünk

meg, ami a Suurballe-Tarjan algoritmust is használja; majd egy n2
-szer lassabbal, ami

ugyan általában jobb megoldást ad, de nagy gráfokra reménytelenül lassú.

3.2.1. Heurisztikák a legrövidebb útpárok alapján

Ebben az alszakaszban olyan heurisztikákat láthatunk (a 2015-ös a [10℄ 
ikkb®l), amik

a minden v 6= r 
sú
sból r-be futó legkisebb összsúlyú diszjunkt útpárokat használják

fel, tehát mindegyik a Suurballe-Tarjan algoritmus futtatásával kezd®dik, ami O(D) idej¶

(ahol D = m log(1+m/n) n a Dijkstra algoritmus futásideje d-edfokú kupa

al). Tehát nem

kaphatunk O(D)-nél jobb be
slést az algoritmus összidejére, de ezt nem is vártuk, hiszen a

hagyományos routing algoritmusokban használt legrövidebb utak fájának keresése is ilyen

nagyságrend¶ id®be telik Dijkstra algoritmussal.

1

El®ször bemutatunk egy gyors heurisztikát, ami O(D) id®ben fut, majd ennek tovább-

fejlesztését, ami jobb fapárt ad, de egy ki
sit lassabb: O(n2) idej¶.

A minimális összsúlyú éldiszjunkt r-t útpár súlyát továbbra is jelölje d2(t).

Minimális d2 érték¶ 
sú
s útjait választva

A soronkövetkez® fület úgy építjük fel, hogy kiválasztjuk azt a v 
sú
sot a rész-fülfelbontás

által még fedetlenek közül, aminek a d2(v) értéke a legkisebb (ha ilyenb®l több is van, ak-

kor azt vesszük, amit a Suurballe algoritmus el®ször véglegesített), és vesszük az r-be futó

minimális diszjunkt útpár útjainak a v-t®l az els® már fedett pontig tartó szegmensét. Ezen

útszegmensek uniója legyen az új fül.

3.3. Megjegyzés. Az útpárok d2 összsúlyát minden t 
sú
sra kiszámolhatjuk a 2.15. Meg-

jegyzés szerint d2(t) = d(t) + 2d(r, t) alakban, ahol a d(t) és d(r, t) értékeket megkapjuk a

Suurballe algoritmus futása során, az útpárok tényleges kiolvasása nélkül. Tehát tetsz®leges

v 
sú
sra d2(v) kiolvasható O(1) id®ben.

Ugyan a Suurballe a d értékek sorrendjében véglegesíti a 
sú
sokat (azaz elég lehet a d

ismerete a véglegesítési sorrend megállapításához is), de ezek esetleg megegyezhetnek, ha

c′ értéke valahol 0. Ez apró változtatásokkal kezelhet®, de az egyszer¶ség kedvéért most a

Suurballe véglegesítési sorrendjével dolgozunk.

1

Persze a Dijkstra algoritmus Fibona

i-kupa

al még gyorsabban, O(m+ n log n) id®ben fut.
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Mivel az útpárok útjainak 
sak egy-egy kezd®szeletére van szükség, ezért azok kiol-

vasásakor nem kell a teljes 2.9. Algoritmust végrehajtani. (Ezen múlik a futásid®, mert

különben mind az O(n) darab fül keresésekor O(n) id®be telik az utak kiolvasása, ami 
sak

O(n2) futásid®-be
slést eredményez.)

3.4. Állítás. Ha minden fülhöz a minimális d2(v) érték¶ fedetlen v 
sú
sot (és egyenl®ség

esetén ezek közül a Suurballe által legkorábban véglegesítettet) választjuk, akkor a v útjain

egyetlen olyan q típusú útjelz® sem lesz, ami még fedetlen.

Bizonyítás: Mivel G irányítatlan, és a 2.12. Állítás szerint q(v) rajta van a v legrövidebb

útpárján, tehát d2(q(v)) ≤ d2(v) (mert a v útpárja egyben a q(v) útpárja is).

Ha d2(q(v)) < d2(v), akkor a fülfelbontás építésében a v kiválasztásakor q(v)-nek már

fedettnek kell lennie, különben a v helyett q(v)-t választanánk, tehát ez esetben valóban

fedett q(v) (és hasonlóan q(q(v)), q(q(q(v))), . . . is).

Így 
sak a d2(q(v)) = d2(v) esetet kell megvizsgálnunk. Ekkor az algoritmusunk válasz-

tása szerint v a Suurballe által el®ször véglegesített 
sú
s a minimális d2 érték¶ fedetlenek

közül. De a Suurballe algoritmus el®bb véglegesítette q(v)-t, mint v-t, tehát q(v) fedett,

mert különben ®t választotta volna az algoritmus v helyett. ✷

Tehát a 2.9. Algoritmusban nem kell a q-k bejelölését végrehajtani, és az útpár élein

elég addig lépegetni, amíg fedetlen 
sú
shoz nem érünk (ami élenként O(1) id®).

Az algoritmus pszeudokóddal az alábbi 3.5. Algoritmusként látható.

3.5. Algoritmus (Legkisebb d2(v) érték¶ 
sú
s útjait használó heurisztika).

1: Suurballe(G); ⊲ p útjelz®k kiszámítása a legrövidebb útpárokhoz, a végs® és a

Dijkstra által talált távolság
ímkék és a véglegesítési sorrend tárolása

2: for v ∈ V \{r} do

3: d2(v) kiszámítása (a Suurballe során eltárolt értékekb®l a 3.3. Megjegyzés alapján);

4: end for

5:

6: ⊲ Fülek keresése:

7: V ∗ := V − {r} sorbarendezése d2, és azon belül a Suurballe véglegesítési sorrendje

szerint; ⊲ fedetlen 
sú
sok halmazának ini
ializálása

8: Gf := {r}; ⊲ fülfelbontás ini
ializálása

9: i := 0; ⊲ fülek indexe

10: while V ∗ 6= ∅ do

11: ⊲ Új fül:

12: v := V ∗
els® eleme; ⊲ minimális d2 érték¶ (és azon belül az el®ször véglege-

sített) fedetlen 
sú
s választása

13: P ′
1(v) := P (T1, v) kiolvasva az els® (V − V ∗)-beli elemig, ami =: x;

14: P ′
2(v) := P (T2, v) kiolvasva az els® (V − V ∗)-beli elemig, ami =: y;
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15: Pi := P ′
1(v) ∪ P ′

2(v) =: (x, v1, . . . , v, . . . , vki , y);

16:

17: ⊲ jelöljük át Pi fül végpontjait a ≺ b-re (és a 2. és az utolsó el®tti 
sú
sot v
start

≺

v
end

-re):

18: if x ≺ y then

19: a := x; b := y;

20: v
start

:= v1; vend := vki ;

21: else ⊲ ha y ≺ x:

22: a := y; b := x;

23: v
start

:= vki ; vend := v1;

24: end if

25:

26: ⊲ Rendezés építése:

27: a′ := az a 
sú
s rákövetkez®je ≺ szerint;

28: a ≺ v
start

≺ · · · ≺ v ≺ · · · ≺ v
end

≺ a′;

29:

30: ⊲ Fák építése:

31: T1 := T1 ∪ (a, . . . , v, . . . , v
end

); ⊲ b nin
s benne

32: T2 := T2 ∪ (v
start

. . . , v, . . . , b); ⊲ a nin
s benne

33:

34: V ∗ := V ∗ − {u ∈ Pi};

35: Gf := Gf ∪ Pi;

36: i := i+ 1;

37: end while

Az els® P0 = (r, v1, . . . , vk0 , r) fülnél (ami egy kör) a rendezés nem következik még az

el®z®kb®l, ezért ott legyen r ≺ v1 ≺ · · · ≺ vk0 . Minden más ugyanúgy m¶ködik, mint a

kés®bbi füleknél.

Futásid®: a 
sú
sok sorbarendezése O(n log n) < O(D) id®; a fülek kiolvasása és admi-

nisztrá
iója élenként O(1) id®, tehát összesen O(n) (mert a végs® fülfelbontásnak < 2n éle

van). Tehát a futásid® O(D) a Suurballe-Tarjan miatt.

Javítás részben rendezéssel

3.6. Észrevétel. Az 1.23. Lemma bizonyításában és az el®z® 3.5. Algoritmusban fülfel-

bontásból s-t rendezést képeztünk, de egy-egy fül valójában 
sak részbenrendezést ad meg

közvetlenül a 
sú
sok egy részhalmazán (ami valóban mindig kiegészíthet® teljes rendezés-

sé).

Ez alapján átalakíthatjuk a 3.5. Algoritmust úgy, hogy s-t rendezés helyett 
sak s-t

részbenrendezést tartson számon a 
sú
sokon.
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3.7. Megjegyzés. Részbenrendezés helyett praktikusabb lehet az 1.20. Állítás szerint vele

ekvivalens s-t irányítással dolgozni (azaz x ≺ y ⇐⇒ létezik x → y itányított út). Az aláb-

biakban vegyesen használom a két fogalmat: a magyarázatoknál és az implementá
ióban az

irányítás a kézenfekv®bb, az algoritmus leírásánál pedig a rendezés (az el®z® algoritmussal

való összehasonlítás végett).

Irányítással megfogalmazva tehát a részbenrendezést így tartjuk karban: "legyen x ≺ y"

értékadáskor behúzunk egy

−→xy élet; "igaz-e x ≺ y" lekérdezéskor pedig megvizsgáljuk, hogy

vezet-e irányított út x-b®l y-ba.

Ha az algoritmust átalakítjuk úgy, hogy 
sak a fülfelbontásból következ® részbenren-

dezést építse fel, akkor új fül hozzávételénél el®fordulhat, hogy a fül két végpontja nin
s

rendezve a részbenrendezésben. Ekkor bármelyik irányban rendezve a fület részbenrende-

zést kapunk, tehát eldönthetjük, hogy melyiket választjuk.

Ez azért javíthat jelent®sen a fapárok súlyán, mert a két lehet®ségb®l adódó fapárokban

az utak hossza lényegesen eltérhet, például tekintsük a 3.1. ábrát, ahol a 3.5. Algoritmusban

alkalmazott teljes rendezés éppen a rosszabb megoldást választaná.

r

v1 v2 v3

v4 v5

w

M

M + 1

M + 2

3.1. ábra. Példa arra, hogy részbenrendezéssel jobb eredményt kapunk. Súlyozás:M nagy, a

jelöletlen élek 0 költség¶ek. Utoljára a w ponthoz tartozó fület vesszük be a fülfelbontásba,

ebben a pillanatban a rendezés iránya az ábrán látható irányításnak felel meg a rendezést

és a részbenrendezést használó algoritmusban is. Részbenendezés esetén most a v2−w−v5

fület v5 felé irányítjuk meg, így w fabeli útjainak az összköltsége M +2 lesz; míg az eredeti

rendezéses módszernél, mivel v1− v2− v3 fület hamarabb választjuk, mint v1− v4− v5− v3

fület, ezért v5 ≺ v2, tehát v5 − w − v2 fület v2 irányába rendezzük, és így w útjainak

összsúlya 3M + 3 lesz (minden más 
sú
snál marad ugyanaz).

Nem rendezett végpontok esetén tehát kiszámítjuk a fül végpontjaiból a gyökérbe vezet®

út hosszát a piros és a kék fában, és a következ® értékeket (a 3.5. Algoritmus jelöléseivel):

c(P (T1, x)) + c(P (T2, y)) és c(P (T2, x)) + c(P (T1, y)), és ezek közül a kisebbikhez tartozó

részbenrendezést választjuk.
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3.8. Megjegyzés. Egy x 
sú
s c(P (Ti, x)) értkeit többféleképpen megkaphatjuk:

• vagy P (Ti, x) kiolvasásával, mikor szükségünk van az adott c(P (Ti, x)) értékre: ez

O(n) id® lekérdezésenként, azaz az algoritmus során összesen O(n2) id® és O(1) tár

(mivel O(n) darab fülkeresés történik, és egy fülnél legfeljebb 2 darab 
sú
sra kell

lekérdeznünk a c(P (Ti, x)) értéket);

• vagy az algoritmus fenntarthat minden x 
sú
sra cT1(x) = c(P (T1, x)), cT2(x) =

c(P (T2, x)) értékeket, ezek egy újonnan fedett 
sú
s esetén O(1) id®ben meghatároz-

hatók mindkét fára a fabeli szül® megfelel® értékéb®l, azaz összesen az algoritmus

során O(n) id® és O(n) tár.

Egyik sem módosít sem a futásid®re, sem a tárra tett be
slésünkön, így a pszeudokódban

az utak kiolvasását használó módszert láthatjuk.

3.9. Megjegyzés. Ugyan az 1.2.1. szakaszban a létezés bizonyítása 
sak rendezéssel m¶-

ködik, de mivel minden részbenrendezés kiegészíthet® teljes rendezéssé, amib®l mindig

képezhet® fapár, és a fák folytatásához 
sak a végpontok sorrendjére van szükség, ezért a

megszokott módon építhetjük itt is a fákat az algoritmus közben.

Az algoritmus módosított változata tehát a következ®.

3.10. Algoritmus (Legkisebb d2(v) heurisztika részbenrendezéssel).

1: Suurballe(G); ⊲ p útjelz®k kiszámítása a legrövidebb útpárokhoz, a végs® és a

Dijkstra által talált távolság
ímkék és a véglegesítési sorrend tárolása

2: for v ∈ V \{r} do

3: d2(v) kiszámítása (a Suurballe során eltárolt értékekb®l a 3.3. Megjegyzés alapján);

4: end for

5:

6: ⊲ Fülek keresése:

7: V ∗ := V − {r} sorbarendezése d2, és azon belül a Suurballe véglegesítési sorrendje

szerint; ⊲ fülfelbontás ini
ializálása

8: i := 0; ⊲ fülek indexe

9: while V ∗ 6= ∅ do

10: ⊲ Új fül:

11: v := V ∗
els® eleme; ⊲minimális d2 érték¶ (és azon belül aminimális d érték¶)

fedetlen 
sú
s választása

12: P ′
1(v) := P (T1, v) kiolvasva az els® (V − V ∗)-beli elemig, ami =: x;

13: P ′
2(v) := P (T2, v) kiolvasva az els® (V − V ∗)-beli elemig, ami =: y;

14: Pi := P ′
1(v) ∪ P ′

2(v) =: (x, . . . v . . . , y);

15:
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16: ⊲ jelöljük át Pi fül végpontjait a ≺ b-re (és a 2. és az utolsó el®tti 
sú
sot v
start

≺

v
end

-re):

17: if x ≺ y then

18: a := x; b := y;

19: v
start

:= v1; vend := vki ;

20: else

21: if y ≺ x: then

22: a := y; b := x;

23: v
start

:= vki ; vend := v1;

24: else ⊲ ha x és y nem állnak relá
ióban egymással

25: c1 := c(P (T1, x)) + c(P (T2, y)); ⊲ az úthosszak kiszámítása O(n) id®

26: c2 := c(P (T2, x)) + c(P (T1, y));

27: if c1 < c2 then

28: a := x; b := y;

29: v
start

:= v1; vend := vki ;

30: else

31: a := y; b := x;

32: v
start

:= vki ; vend := v1;

33: end if

34: end if

35: end if

36:

37: ⊲ Részbenrendezés építése:

38: a ≺ · · · ≺ v ≺ · · · ≺ b; ⊲ itt 
sak a b-hez képest rendezzük ®ket

39:

40: ⊲ Fák építése:

41: T1 := T1 ∪ (a, . . . , v, . . . , v
end

); ⊲ b nin
s benne

42: T2 := T2 ∪ (v
start

, . . . , v, . . . , b); ⊲ a nin
s benne

43:

44: V ∗ := V ∗ − {u ∈ Pi};

45: Gf := Gf ∪ Pi;

46: i := i+ 1;

47: end while

Futásid®: A kritikus rész az, hogy mind az O(n) darab fülválasztás után az irányítás

meghatározásához meg kell vizsgálnunk, hogy az x, y végpontok között van-e valamelyik

irányba irányított út a már felépített fülfelbontásban. Mivel egy olyan fülfelbontás, amiben

nem szerepelnek 1 hosszú fülek, az ritka (ha n′

sú
sa van, akkor < 2n′

éle van), ezért O(n)

id®ben eldönthet®, hogy van-e két pont között irányított út (pl. mélységi kereséssel). Tehát
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a futásid® O(n2).

3.2.2. BR algoritmus

Egy másik megközelítés, amit Balasubramanian és Ramasubramanian 2006-os algorit-

musa használ [1℄ (ami az el®bb bemutatott heurisztikákat is inspirálta), hogy a következ®

fület úgy keressük minden lépésben, hogy a fül súlya, és a már megépített részfákon a fülnek

a gyökérig való meghosszabbítása együtt legyen minimális. Ez ugyan általában valamivel

jobb megoldást ad, mint a 3.2.1. szakaszbeli algoritmusok, de sokkal lassabb: O(n2(D))

idej¶, így nagy gráfokra használhatatlan. (Ez a heurisztika nem használja a Suurballe al-

goritmust, 
sak a Dijkstra-t.)

A soronkövetkez® fül választása a következ® módon történik. Minden lehetséges x, y

már fedett 
sú
spárra (amib®l van kimen® fedetlen él) meghatározzuk az ®ket összeköt®

minimális fedetlen utat. Az új fül legyen ezek közül az, amire x és y rendezését®l függ®en

cT1(x) + c(legrövidebb x-y fül) + cT2(y), vagy cT2(x) + c(legrövidebb x-y fül) + cT1(y)

minimális (ahol cTi
(x) = c(P (Ti, x))).

Mivel szükségünk lesz cTi
(x) értékekre, így a 3.10 Algoritmusnál a 3.8. Megjegyzéshez

hasonlóan itt is dönthetünk:

• vagy minden cTi
(x) lekérdezéskor kiolvassuk P (Ti, x) utat és összeadjuk az élsúlyokat:

ez O(n) id® lekérdezésenként, azaz az algoritmus során összesen O(n3) id® és O(1)

tár (mivel O(n) fülkeresés történik, és minden fülkereséskor O(n) darab 
sú
sra kell

lekérdeznünk a cTi
(x) értéket);

• vagy az algoritmus fenntarthat (az s-t rendezésen és a T1, T2 kezd®-részfákon kívül)

minden 
sú
sra cT1(x), cT2(x) értékeket is. Ezek egy újonnan fedett 
sú
s esetén

O(1) id®ben meghatározhatók mindkét fára a fabeli szül® megfelel® értékéb®l, azaz

az ilyen típusú értékek lekérdezése az algoritmus során összesen O(n) id®be és O(n)

tárba kerül.

Tehát ennél az algoritmusnál már általában érdemes az értékek számontartását választani

(bár a futásid® be
slésén egyik sem változtat), ezért a pszeudokódban is feltüntettem ezen

értékek frissítését.

3.11. Algoritmus (BR algoritmus).

1: V ∗ := V ; ⊲ fedetlen 
sú
sok halmazának ini
ializálása

2: Gf := {r}; ⊲ fülfelbontás ini
ializálása

3: cT1(r) := 0; cT2(r) := 0;

4:

5: ⊲ Az els® fül:

6: P0 := (r, v1, . . . , vk0 , r) := a legrövidebb, r-et tartalmazó kör;



3.2. Heurisztikák 45

7: (jelölés: v0 := r; vk0+1 := r;)

8: ⊲ Rendezés építése:

9: r ≺ v1 ≺ · · · ≺ vk0 ;

10: ⊲ Fák építése:

11: T1 := T1 ∪ (r, v1, . . . , vk0);

12: T2 := T2 ∪ (v1, . . . , vk0 , r);

13: ⊲ A fül 
sú
saira cT1(vj), cT2(vj) értékek kiszámítása:

14: for j = 1 . . . ki do

15: cT1(vj) := cT1(vj−1) + c(vj−1vj);

16: end for

17: for j = ki . . . 1 do

18: cT2(vj) := cT2(vj+1) + c(vj+1vj);

19: end for

20: V ∗ := V ∗ − {u ∈ P0};

21: Gf := Gf ∪ P0;

22:

23: ⊲ Fülek keresése:

24: i := 1; ⊲ fülek indexe

25: while V ∗ 6= ∅ do

26: ⊲ Új fül keresése:

27: for all a, b ∈ V (Gf ) do ⊲ fedett 
sú
sokra

28: d(a, b) := min{c(P ) : P út, P − {a, b} ⊆ V ∗};

29: P (a, b) := argmin{c(P ) : P út, P − {a, b} ⊆ V ∗};

30: end for

31: x, y := argmina≺b{cT1(a) + d(a, b) + cT2(b)}; ⊲ emiatt x ≺ y

32: Pi =: (x, v1, . . . , vki , y) := P (x, y);

33:

34: ⊲ most x ≺ y

35: ⊲ Rendezés építése:

36: x′ := az x rákövetkez®je ≺ szerint;

37: x ≺ v1 ≺ · · · ≺ vki ≺ x′;

38: ⊲ Fák építése:

39: T1 := T1 ∪ (x, v1, . . . , vki);

40: T2 := T2 ∪ (v1, . . . , vki , y);

41: ⊲ A fül 
sú
saira cT1(vj), cT2(vj) értékek kiszámítása:

42: for j = 1 . . . ki do

43: cT1(vj) := cT1(vj−1) + c(vj−1vj);

44: end for
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45: for j = ki . . . 1 do

46: cT2(vj) := cT2(vj+1) + c(vj+1vj);

47: end for

48: V ∗ := V ∗ − {u ∈ Pi};

49: Gf := Gf ∪ Pi;

50: i := i+ 1;

51: end while

Futásid®: a lényeges lépés minden fül választásánál a legrövidebb utak kiszámítása, pél-

dául O(n) darab Dijkstra algoritmussal. A fülkeresések száma O(n), így kapjuk az O(n2D)

futásid®t.

3.12. Megjegyzés. Az algoritmus elején a legrövidebb r-et tartalmazó kör számítását

például a következ®képpen végezhetjük.

Az r-re illeszked® minden rw élre végezzük el a következ®t: keressünk a G − {rw}

gráfban legrövidebb r-w utat, és ehhez az úthoz vegyük hozzá rw élet.

Az így kapott körök közül a legkisebb összsúlyút válasszuk.

Ez összesen O(D · N(r)), ahol N(r) = O(n) a gyökér szomszádainak a száma, azaz

O(D · n) < O(n2D). Tehát ez nem változtat a futásid® be
slésén.

3.13. Megjegyzés. Természetesen ez az algoritus is továbbfejleszthet® részbenrendezés

használatával a 3.2. szakaszbelivel analóg módon.

3.2.3. A heurisztikák összehasonlítása két példán

A heurisztikák értékeléséhez bevezetjük a következ® fogalmat:

Gap′(T1, T2) :=
c(T1, T2)

∑

v∈V \{r} d2(v)

ahol T1, T2 az adott heurisztika által talált fapár lesz.

Ezen kívül vizsgálni fogjuk a MaxGap(T1, T2) értéket is a példákban.

A BR és a minimális d2 választó heurisztikák összehasonlítására most bemutatunk két

példát: az egyikben az egyik, a másikban a másik teljesít egyértelm¶en jobban, amib®l az

is következik, hogy egyik sem ad mindig optimális fapárt.

Mérések alapján [10℄ általában az a jellemz®, hogy ugyan a BR teljesít jobban, de a

részbenrendezéses módszer eredménye már nem marad le jelent®sen a BR-éhez képest,

és random generált síkgráfokon és kisvilág-tulajdonságú gráfokon (400 
sú
sig vizsgálva)

pedig szinte megegyez® eredményt ad. Futásid®ben viszont a d2 heurisztikák sokkal jobbak.

Egy példa, ahol a d2 heurisztika jobb fapárt ad, mint a BR algoritmus

A 3.2. ábrán látható gráfot úgy súlyoztuk, hogy három él kivételével minden élsúly 0:

c(u0v0) = M , c(v0v1) = M +1, és c(vk−1vk) = 2M (ahol M konstans, k-t pedig növeljük).
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r

v0 v1 v2 ... vk w

u0 u1 u2 u3

M

M + 1 0 . . . 0 2M

(a) Súlyozás (a jelöletlen élek súlya 0).

r

v0 v1 v2 ... vk w

u0 u1 u2 u3

(b) Minimális d2 heurisztikával kapott fapár

r

v0 v1 v2 ... vk w

u0 u1 u2 u3

(
) BR algoritmussal kapott fapár

3.2. ábra. Példa, ahol BR rosszabbul teljesít: BR-nél limk→∞Gap′ = 4, d2-nél

limk→∞Gap′ = 2.

Tehát a legrövidebb útpárok összege a gráfban

∑

v∈V \{r}

d2(v) = M + k(M + 1) + 2M = k(M + 1) + 3M .

A d2 heurisztikával kapott fákra (részbenrendezés használata esetén is ugyanez):

c(T1, T2) = M + k(2M + 1) + 4M + 1 = k(2M + 1) + 5M + 1

tehát

lim
k→∞

Gap′(T1, T2) = lim
k→∞

k(2M + 1) + 5M + 1

k(M + 1) + 3M
= 2.

A BR algoritmus esetén pedig:

c(T1, T2) = M + 2M + (k − 1)(4M + 1) = k(4M + 1)−M − 1
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tehát

lim
k→∞

Gap′(T1, T2) = lim
k→∞

k(4M + 1) −M − 1

k(M + 1) + 3M
= 4

azaz itt a BR heurisztika rosszabbul teljesít.

A legrosszabbul járó 
sú
s szemszögéb®l (a MaxGap(T1, T2) 
élfüggvénnyel) hasonló a

helyzet:

a d2 heurisztikánál

MaxGap(T1, T2) = GapT1,T2(w) =
4M + 1

2M
≈ 2

a BR algoritmusnál pedig

MaxGap(T1, T2) = GapT1,T2(v1) =
4M + 1

M + 1
≈ 4

tehát eszerint is 2-szer jobb a d2 heurisztika.

Egy példa, ahol a BR algoritmus teljesít jobban, mint a d2 heurisztika

Érdekes, hogy a minimális d2 érték¶ 
sú
shoz tartozó fület hozzávev® heurisztikánál a

mérések során soha nem haladta meg a 1,3-at a Gap′ érték, s®t a részbenrendezést hasz-

náló változatnál a 1,15-öt sem, pedig elméletben tetsz®legesen nagy lehet (és hasonlóan a

MaxGap érték is, pedig a mérések során az sem haladta meg az 1,5-öt, s®t a részbenren-

dezést használó változatnál a 1,19-et sem.)

Például tekintsük a 3.3. ábrát, ahol az 1.3.1 szakaszban már látott "Lép
s®" gráfot sú-

lyozzuk, de most úgy, hogy vi−1vi él költsége M+iε (∀i = 1 . . . k-ra). Itt a d2 heurisztikánál

Gap′(T1, T2) =
M k(k+1)

2 + ε ·O(k3)

Mk + ε ·O(k2)
>

k

2

tehát ha M tetsz®leges konstans, k értékét növeljük, és ε < 1
k3
, akkor

lim
k→∞

Gap′(T1, T2) = ∞.

Ugyanezen a gráf
saládon a BR algoritmus esetén páratlan k-ra minden 
sú
s útja

legfeljebb ε-nal lehet hosszabb a legrövidebb útpárnál, tehát ha M tetsz®leges konstans, k

értékét növeljük a páratlan számokon, és ε < 1
k3
, akkor

lim
k→∞

Gap′(T1, T2) < lim
k→∞

Mk + ε ·O(k2) + εk

Mk + ε ·O(k2)
= 1

ráadásul páratlan k-ra optimális fapárt talál.

A MaxGap(T1, T2) 
élfüggvény is hasonló eredményt mutat:

a d2 heurisztikánál

lim
k→∞

MaxGap(T1, T2) = lim
k→∞

GapT1,T2(vk) = lim
k→∞

kM + εk(k + 1)/2

M + εk
= ∞

a BR algoritmusnál pedig

lim
k→∞

MaxGap(T1, T2) = lim
k→∞

GapT1,T2(v2) = lim
k→∞

M + 2ε

M + 3ε
= 1

tehát itt is ugyanazt kaptuk.
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r

v0 u1 u2 ... uk

v1 v2 ... vk

M + ε

M + 2ε
. . .

M + kε

(a) "Lép
s®" gráf M + iε súlyozással (a jelöletlen élek

súlya 0).

r

v0 u1 u2 ... uk

v1 v2 ... vk

(b) Minimális d2 heurisztikával kapott fapár

r

v0

v1 v2 v3 v4 v5 ... vk

u1 u2 u3 u4 u5 ... uk

(
) BR algoritmussal kapott fapár (páratlan k-ra)

3.3. ábra. A minimális d2 heurisztikával tetsz®legesen nagy lehet Gap′(T1, T2) > k/2 (ha

M konstans, k nagy, ε < 1
k2

ki
si).
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