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Bevezetés

A szakdolgozatban az egyik legelterjedtebb és bizonyitottan biztonsagos tit-
kositasi eljarasrol, a One Time Padrdl adok bevezetést, illetve az ehhez sziik-
séges nagy mennyiségi véletlen bit generdldsdhoz egy technikat. Ennek to-
vabbfejlesztése és elemzése sajat munka, melyben nem bitekkel, hanem tet-
sz6leges m-szimbolumokkal dolgozok. Bevezetést adok a kvadratikus mara-
dékokon alapuld pszeudovéletlen sorozatok generdlasaba, egy sajat bizonyi-
tassal. Leirast adok a linearis komplexitas fogalmarol. A pszeudovéletlen
sorozatokat el6allito, azok linearis komplexitasat, eloszlasi, normalitasi, kor-
relacié és kombinalt mértékeit kiszamito program sajat munka és a szakdol-

gozat melléklete.

Egyszer hasznalatos kulcs

1917-ben talélta fel, majd 1919-ben szabadalmaztatta Gilbert Vernam. A
telegrafokon bitenként kiildott adatok véletlenszertien vélasztott bitjeinek
megvaltoztatasaval titkosithato a kiildott iizenet. Ha a lehallgat6 nem is-
meri, mely biteket valtoztatta meg a kiild6 (tehat nem ismeri a véletlen
vagy pszeudovéletlen kulcsot), az iizenet tartalmarol semmivel sem tud t6bb
informéaciot szerezni, mint az iizenet hossza. A titkositott {izenet a kulcs is-
meretében elolvashato, ha a megvaltoztatott biteket visszavaltoztatjuk. Ez
az egyetlen (Claude Shannon &ltal) bizonyitottan biztonsagos rejtjelzés, ugy-
nevezett ,tokéletesen biztonsagos titkositas”. A titkositas nehézsége, hogy

el kell allitani véletlen biteket, kommunikacio elGtt a feleknek rendelkezniiik



kozos kulccsal, ezeket titokban kell tartani, a felhasznélt biteket meg kell
semmisiteni, ha az Osszes rendelkezésre allo bitet elhasznéaltak a felek, a to-
vabbi kommunikiciéhoz 0j kulcsot kell generalni és eljuttatni a feleknek. A
One Time Pad alkalmas tgynevezett szuper titkositésra, azaz méar titkositott
iizenetek ismételt titkositasara, nyilt szoveg mas titkositasalgoritmussal tor-
ténd titkositasa el6tti titkositasara illetve tobb kiilonb6z6 kulcs szerinti One
Time Pad titkositasra feltéve, hogy minden One Time Pad kulcsa minden
mastol fiiggetlen. A One Time Pad titkositas ,nem ronthat” el mas titkosita-
sokat, ismételt alkalmazasa biztonsdgosabbé teszi a kommunikaciét gyengébb
véletlen kulcsok esetén is, de kizarolag csak akkor, ha a kulcsok fiiggetlenek
és valoban csak egyszer hasznaltdk fel. Ehhez célszer szem el6tt tartani,
hogy titkositas/fejtés utan a kulcsot azonnal meg kell semmisiteni, hogy ne

kévethessiink el a két kulesos lada modellhez hasonlé hibakat.

Entropia: € valoszintiségi valtozo pp, p, ... > 0 valészintiséggel veszi fel kii-

16nb6z6 lehetséges értékeit. Ekkor & entropidja

— " pilog, ;.

Mivel p; pozitiv valoszintségek, p; log, p;-k nem pozitiv szamok, ezek Ossze-
gének ellentettje tehat nemnegativ. Mivel Y p; = 1, az entropia legfeljebb 1
lehet. Az entropia akkor és csak akkor 1, ha a valosziniiségi valtoz6 a nem
nulla valészintiséggel felvett értékeit egyenlet eloszlas szerint veszi fel, 0, ha

egy értéket 1 valoszintiséggel vesz fel.



Neumann fehérités

Ez a fejezet Neumann Janos 1951-es Various techniques used in connection

with random digits!'” munkajan alapul.

Tegyiik fel, rendelkezéstinkre allnak &;,&s, ... nem feltétleniil 1 entropiaja,
fiiggetlen, azonos eloszlasu valosziniségi valtozok. Képezziik «; valészintiségi

valtozok sorozatat a kovetkezSképpen:

® {1 = 0,8, = 1 esetén a soron kovetkez6 a; = 0

® &1 = 1,&; = 0 esetén a soron kovetkezs o = 1

Tehat ha &1 = &2, azokat elvetjiik, és a soron kovetkezs oj-t a kovetkezd

€941, €00 PAT szerint valasztjuk.
Allitas: o entropidja 1
Bizonyitas: Szarmazzon o a &1, &y valoszintiségi valtozokbol. Mivel o

definialt, &o;_1 # &o;. Mivel &1 és & fliggetlen és azonos eloszlasu

Paj=0)=P(§i1=0& =1)=P(§1=0)-P(&i=1) =

=P ({u-1=1)-P(&i=0)=P ({1 =1,&&;=0)=P (aj =1)

Ez a modszer lehet6vé teszi a One Time Pad hasznélatat abban az esetben is,
ha nem tudunk egyenletes eloszlassal véletlen biteket generdlni. Barmilyen

nem konstans eloszlés alkalmas, azonban kisebb entropiaju & valoszintiségi

v,

Allitas: Ha a &, ..., &, valészintiségi valtozok entropidja 0 < x = —plog, p —

(1 —p)log, (1 —p) < 1, akkor a teljes &1, . .., &, sorozat entropidja nz, mely-
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« e,

generalunk.

Bizonyitas: Az 1 entropiat az imént belattuk, csak a varhato elemszamot
kell bizonyitanunk. Mivel elemparokhoz rendeliink o; elemeket, eleve legfel-
jebb feleannyi lesz. Raadésul csak akkor irunk le ténylegesen egy o;-t, ha
§2i-1, §2i kiilonboz6. Mivel P (&y-1 # &2i) = 2p (1 — p) és § valtozo-parunk
van, varhaté értékben np (1 — p) kiilonbo6zé lesz koztiik.

Lathatjuk tehat, hogy a Neumann fehérités soran csokkentjiik a sorozat ent-
ropiajat. Ha & 50 —50%-kal vesz fel 0— 1 értékeket, ugy 1/4-ére csokkentettiik
az entropiat, s6t minél inkabb eltérnek a & valtozok az egyenletes eloszlastol,
annal nagyobb aranyban csokken az elkészitett sorozat entropidja (hiszen
egyre tipikusabb lesz a két egyforma). J6 hir azonban, hogy ez az arany
nem ,szall el”, példaul p = 107% esetén is csak 20-adara csdkken az entropia,
igy a gyakorlatban szélsGséges esetben is hatékonyan hasznalhatd. Az ent-
ropia csokkenés aranyat (€ entropidjanak fiiggvényében) az alabbi grafikon

szemlélteti.
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Tetsz6leges m-elemi értékkészletd valoszintiségi valtozok

fehéritése

Elempéarok helyett elem m-eseket vegyiink. Ha el6fordul benne két egyforma

értéket felvevs &;, dobjuk el, ha a &gpan, - - -, Epmar-k csupa kiilonbozs értéket
vesznek fel, frjunk le o := &gpnir-et, tehat (a &-k altal felvett értékeket

értékeket 0. ..m szamjegyekkel jellve):



\
01234...m
02134...m

0m...4321)
S

12345...m

13245...m

Im.. .4320)
m01234 . ..

m...43210

Kérdés most, hogy hogyan valtozott a sorozat entropidja (azaz hany o;-t

irtunk le). Akkor irunk le egy oj-t, ha {pmi1 # ... # Ermam. Ennek az esélye

m
=1

ahol p; szokésosan a & valtozok altal felvett kiilonb6z6 értékek valdszintiségét

jeloli. Vegyiik észre, hogy egyenletes eloszlas esetén o leirdsanak esélyére

m)!

mm



adodik, ezt Osszevetve azzal, hogy most valtoz6 m-esekkel dolgozunk adodik,

hogy az entropia a fehérités soran legalabb

m)!

merl

-ed részére csOkken. Tovabba ha valamelyik értéket nagyon kis p; valoszi-
niséggel veszi fel, gy az entropia eleve kisebb kell legyen, mint ’;—' Ennek
javitasara szolgal az alabbi 6tlet: vegyiik a ¢ legnagyobb valészintiséggel elG-
fordulo értéket, tekintsiik a t! lehetséges permutaciot lexikografikus sorrend-
ben. Tegyiik fel, a soron kovetkezd Exiaq, . . ., Ekerr m-es szerepel ezen a listan,

mégpedig a o-adik helyen:

t!
1< o g{—J:&]—O
m
t! t!
1+ |— < o <2 \‘ J:>Oéj':1
| m | m
t! t!
I+i-|—| < o <(2+1)-{—J:>ozj:i
| m | m

p—
+
3
|
=
—
| =
| I
AN
Q

t!
<m-: {—J = a;=m-—1
m

|

t!
Egyéb esetekben (tehat 14+m- {—J < o < t!, vagy o nem is szerepel a listan),
m

Ekiat, - - -, Ekere-et eldobjuk, és vessziik a kovetkezd Epiivat, - - -y Eprrrre-t.
Mi a varhato értékben optimalis 7
Egyrészt vilagos, hogy t! > m kell, kiilénben a fenti egyenlGségek nem tel-

jestilhetnének, és nem irhatnank le egy a;-t sem. Ez utan ha hozzavesziink
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a soron kovetkez$ pp,q valoszintiséggel felvehets értéket, akkor egy felsl a
permutéciok k + 1 hossziak lesznek, igy az entrépia kiﬂ—ed részére csok-
ken. Mésfelsl eddig szerepelt egy pP 41 8zorz6 az entropidban (ugyanis ha a
Pry1 valoszintiségi bejott barmikor a k-asba, régton érvénytelen lett, ezutan
érvényes marad). Szerepel ugyan egy 1+ m - VE‘J < o < t! eset, de ezt
hanyagoljuk el. Igy az adodik, hogy a pj.1 valoszintiségi érték hozzavételével

az entropiavaltozas szorzoja:

k-
(k + 1) p]/zH

Tehat ha ez > 1, hozzavessziik, ha nem elutasithatjuk és megallunk, hiszen
a még valoszintitlenebb py-ek hozzavétele csak még rosszabb lenne (feltéve

az emlitett elhanyagolast).

Linearis komplexitas

(15]

Ez a fejezet a 2004-es Fundamentals of Cryptography!™ kurzuson alapul.

Definicio: LFSR (Linear Feedback Shift Register, Linedris Visszacsatoldsi
Regiszter): r19,...,m0 adott, m1; = Y «a;ri_1; ahol oj-k szintén adottak,
t >0, 1y = rkp_1,-1 ahol k1 > 0. Kimenetnek nevezzik az ry;-ket © > 0-ra.
Ugy érdemes rdagondolni, hogy rij-ben az v eqy sorszdm, j az idd, r19,...,Tno
kezdeti dllapot, minden kévetkezd iddpillanatban az egész ,rendszer” jobbra

tolodik, ezért a jobb szélsd kilokddik, a bal szélsd helyére pedig az eldzd dl-



lapot eqy linedris kombindcidja keril. Véletlenszam generdldsra haszndljuk,

tipikusan Zoy felett.
Definicié: LFSR hossza: a fenti definicioban szerepld n.

Definicio: Linedris komplezitds: egqy (véges vagy végtelen) szimsorozat line-
dris komplexitdsa n, ha az azt elddllito legrovidebb LFSR hossza n. Jeldlje
LC().

Példa:

1. z = 0 szdmsorozat az lires LFSR-rel generadlhato, linearis komplexitasa

0

2. x = lszdmsorozat az 119 = 1,3 = 1 egy tagi LF'SR-rel generalhato,

linearis komplexitasa 1

3. x1,x9,...,251 = 0,25, = 1 (esetleg néhanyszor vagy végtelenszer meg-
ismételve): r19,...,75-10 = 0,00,...,as = 0,r;0 = 1,a; = 1, linedris

komplexitasa s

Rekurzié megoldasa: jeldlje f (z) az alabbi m-ed fokt polinomot:

Z Oéi.Ti
i=0
Reciprocialis megoldés:
fr(z)=amf (7)) = Z a ™
=0

ahol o, = 1.
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Allitas: degf* (x) <degf (x), degf* (z) =degf (z) & ap =1

Allitas: h(z) = f(x)g(x) = h* (x) = f*(z) g* (2)
Definicio: Q (f) = ,,az dsszes m =degf hosszi szdmsorozat mintrig, ..., 7y, 0
folytatva [ «; egyiitthatoi dltal diktdlt szabdly szerint” halmaz, nevezzik f dl-

tal generdlt szamsorozatok halmazdnak.

Allitas: Q(f) m dimenzids vektortér

Allitas: ha egy S polinomot generdl f, akkor létezik egqy P polinom (degP <
m), hogy S = P/ f*

Allitas: Q(f) ={S = P/f*|degP < m}

Allitas: ha P € Q(f),S € Q(g), akkor P+ S € Q(h), ahol h = [f,g], azaz

a legkisebb kdzos tobbszoros.

Allitas: f|h=Q(f) CQ(h)

Definicio: [ € Zs [x] exponense a legkisebb e > 1 szam, melyre f (x) | ¢+ 1.
A kovetkezd f-ek (melyekben exponensrdl beszélink) legyenek Zs [x]-beliek.
Allitas: Q (f)-beli szdmsorozat periddusa osztja f exponensét

Allitas: f irreducibilis <minden nem-nulla Q (f)-beli szdmsorozat periddus-

hossza [ exponense
Definicié: f primitiv, ha exponense 2™ — 1
Allitas: primitiv polinom dltal generdlt szdmsorozat periddusa 2™ — 1

Allitas: egy szdmsorozat linedris komplexitdsa leqyen L

1. barmely legfeljebb L elemi részsorozata linedrisan fiiggetlen

2. barmely L-nél nagyobb elemszamai részsorozata linedrisan 0sszefiiggd

11



3. barmely legaldbb 2L elemd részsorozat egyértelmien meghatdrozza f-et.

Berlekamp—Massey-tétel: Ha eqy szdmsorozat elsd k elemét generdlo poli-

nom nem generdlja az elsé k + 1 elembdl dllo sorozatot, akkor

1. Az elsd k + 1 elem linedris komplezitisa Lg.y =max{Lg, k+1— Ly}

(ahol Ly, az elsé k elem linedris komplexitdsa)

2. forr (v) = a1 fy (x) 4 alwrrhrm=Lm £ (3), ahol f; az elsé j elemet

generdld polinom, m = max{i | L; < Ly}

12



Pszeudovéletlen mértékek

Ez a fejezet Gyarmati Katalin Measures of pseudorandomness!¥ cikkén ala-

pul.

Eloszlasi mérték

Legyen Ey egy N elemii £1 sorozat, és legyen U az a-adik, az a + b, az

a + 2b-edik stb. t + 1 elem részsorozat-Osszeg, azaz
t
U(En,t,a,b) = oo
=0

Maduit és Sarkozy vezette bel'] az eloszlasi mértéket, mely az Osszes szam-
tani sorozatot (felvett értékek: 1-t6l N-ig) vizsgalja: melyiken a legkiegyen-
litetlenebb a 4+1-ek szdma. A generalt sorozat akkor rossz, ha van benne egy
hosszu szamtani sorozat, amin a +1-ek aranya jelentésen eltér az 50%. Nyil-
van nem vehetjiik figyelembe a legkiegyenlitetlenebb aranyt, hiszen az egy
elemii részsorozatokban ez 0%. Végiilis a kiegyenlitetlenség és a hossz szor-
zata a legkézenfekvibb és legkdnnyebben kiszamithatd. Az eloszlas mértéket

igy az alabbi képlet definidlja:

t

E €a+jb

J=0

W (Eyn) = max |U (En,t,a,b)| = max

(l,b,t 7b7

13



Korrelacios mérték

Legyen V' az els6 M szorzat az 6sszege, melyeket egy D lyukkulesbél kapnénk

a kovetkezSképpen: adott egy ¢ elemtd D = dy, ..., d, szimhalmaz, mi pedig
egy racsos papircsik dq-edik, ds-edik, ..., dyp-edik racsat kilyukasztanank.

A lyukakban lathato elemeket Osszeszorozzuk: ez tehat —1, ha paratlan sok
—1 van a lyukak alatt, +1 egyébként. Ezt M-szer végezziik el: elGszor a
papircsik elejét az els6 elemre tessziik, aztdn a mésodikra, ..., végiil az M-
edikre. Akkor tapasztalunk rossz pszeudovéletlen tulajdonsagot, ha nem 50—
50% koriil alakul a +1 és —1 szorzatok aranya. Ez aldl felmentés, ha M tul
kicsi: példaul ha M = 1, akkor 0 — 100% lesz az arany. Végiilis az M értéke
és az arany szorzata ismét a legkézenfekvébb és legkonnyebben kiszamithato
formula:

M i=¢

V(Ex, M, D)= ] ensa

n=1 i=1
Vegyiik az 0sszes lehetséges £ elemti D halmazt (2° darab) és hozz az Osszes
lehetséges M-et (1 és N — d, kozottiek), és ezek maximumaként definialta

Maduit és Sarkozy'% az f-edrendii korrelaciés mértéket:

M =t

Ci (En) = max |V (Ex, M, D)| = %égzl ]1 Cnta

14



Kombinaciéos mérték

Az (-edrendii korrelacios mértéket (amikor a papircsik els6 mezdjét Ey el-
s6, masodik, ...,M-edik bitjére tettiik) és az eloszlasi mértéket (amikor
egy t + 1 elemii a kezd&értékd b differenciaju szamtani sorozattal dolgoz-
tunk) kombinalva jutunk Maduit és Sarkézy ') kombinacios mértékéhez.
gy kapjuk a kombunaciés mértéket, amikor a papircsikot a szamtani soro-
zat elemeinek megfelel§ helyekre kell lerakni, aztdn ugyanazt csindlni, mint
az f-edrendi korrelaciés mértéknél: venni a lyukak alatti szamok szorzatat
(paros/paratlan db —1-es), majd ennek a ¢ darab +1-nek az Osszegét. Az

(-edrendii kombinécié meérték (Qy) képlete:

t ¢
Z(En,a,b,t,D) = > | eatsbra,

=0 i=1

Q¢ (Ey) = max |Z (Ey,a,b,t, D)| = max

a,b,t,D a,b,t,D

E H €a+jb+d;

7=0 i=1

Normalitas mérték

Legyen X egy tetszéleges ¢ elemii +1 bitsorozat (gonduljunk ra szoként). Ezt
a szot fogjuk keresni Osszefiiggs részsorozatként Ex-ben (mint egy konyv-
ben). Adott X szora Ex konyvre és M limitre T' azt mutatja meg, hanyszor
fordul el az X sz6 a konyv elejében (csak az els§ M + ¢ bit szamit — tehat

ha az M + 1-edik bit az X sz6 els§ bitje, az még beleszamit). Képlettel:

T(En,M,X)=n:0<n<M (ent1,---,€ntr)-

15



Ennek segitségével definialjuk a normalitas mértéket, mely 7' legfurcsdbb az
osszes lehetséges 2¢ sz6 és az Osszes lehetséges 0 < M < N — ¢ kezdGsze-
letre. Jol lathatd, hogy ¢ értékére nem maximalizalhatunk, tovabba, hogy
T (En, M, X) varhato értéke

207
tehat az ettdl vett nagy eltérés szamit majd furcsdnak; a furcsasag nagysaga
pedig a kiilonbség (abszolutértékben). Igy kapjuk Maduit és Sarkozy!'% (-

edrendd normalitids mértékét:

M
Ny (En) = max T(En, M, X) = 5 |-

Kiilénb6z6 pszeudovéletlen mértékek

P f(x) n|S|WIN [Ny | N3 | Ci|Cy|Cs|Q|Qe]| Qs
T 1720 —87+3z5—14 (322000222 ]2|1]0
11729 —8x"+32°—14| 5|04 | 1] 2|1 1|4|4]3|4]3]|2
13729 —8x"+32°—14|6 25| 1| 1]0]|3|4|3]|5]4]|3
17729 —8x"+32>—14| 8 |1 | 7| 1|1 |1 |3|4|5]|7]6]|5
19| 7299 —Qx"+32°—14| 9 |1 8|0 | 2| 2|2 |7|3|8| 7|6
23 | 7280 — Q4"+ 35 —14 (11110 2 | 2| 2| 5|4 |7 [10]9]38
20 | 720 —8x"+32x°—14 140|132 |1 | 1|5 |7 |7 /|13]12]11
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Racsok

Ez a fejezet Gyarmati Katalin On finite pseudorandom binary lattices!'®!

cikkén alapul.

A sorozatok altalanositasa a racs, melyben nem csak egy dimenziosban (aq, as, as, . .

kovetik egymast elemek, hanem tetszdleges N dimenziéban (példaul 2 di-
menzioban a koordinata rendszer elsé siknegyedébe es racspontokon értel-
meziink elemeket). Ha pszeudovéletlen sorozatok helyett pszeudovéletlen ré-
csokra van sziikségiink, mas eljarassal kell ellendrizniink, kielégitGen vélet-
lennek tinik-e a generalt racs. Ehhez Hubert, Mauduit, Sarkozy defiidlta a

binaris racsokon értelmezett pszeudovéletlen mértékeket!®).

Definicio: n dimenzids N-rdcs:

[]%:{(xlﬂx%"'uxn):*%173:27--'7'%716 {071,,N}}

Azaz azokbol azn dimenzios vektorokbol dllo halmaz, melyek kordindtdi 0,1, ..., N.

n gyakran fizen 2 vagy 3: ha nyilvanvalo, gyakran elhagyjuk, és csak N-rdcsrol
beszéliink. Ez az N x N-es négyzetrics vagy N X N x N-es kockardcs. A
definicio kiterjeszthetd téglalaprdcsra/téglatestracsra, ilyenkor eqy M x N-es

téglalap esetén példdul (M, N)-rdcsként hivatkozunk rd.

Definicio: n dimenzios bindris N-rdcs:

n(xy,...,x) Iy — {—=1,+1}.

17
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Réviden bindris rdcs, tehdt eqy rdcson értelmezett bindris n fiigguény.

Definicio: n dimenzids N-tégla: adott u € {1,..., N}" vektor tébbszirisei,
amik beleesnek t € {0,..., N}" vektor dltal meghatdrozott (kifeszitett origo

csices tengelypdrhuzamos) n dimenzids tégldba.
Definici6 (Hubert—-Maudit—Sarkozy): n bindris hdld k-adrendd pszeu-

dorandom mértéke:

k
Qk0n=:ﬁg§§kzglln0z+da,

ahol dy, ... d; € {0,...,N}" és B olyan N-tégla, hogy

B+d, eIy Yi=1,...,k

Ez a sorozatokra értelmezett k-adrendd (Qp kombinéciés mérték altalanosi-

tasa.

Hubert, Maudit és Sarkozy megmutattal® 14 hogy
A /Nn

koriili, egész pontosan minden elég nagy N-re és elég kis 6 > 0-ra

P(Qk(n)>5\/m> >1—¢

és
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P (Qk (n) > \/31kN" log N"> <e

Nagyséagrendileg tehat vV N™ és \/N"knlog N k6zotti.
Egy aszimptotikusan jol korlatozhaté konstrukcié: legyen Fn-nek (mint vé-
ges testnek) kvadratikus karaktere «, és (mint I, feletti n dimenziés vektor-

térnek) egy bazisa v = vy, ..., v,. Ekkor ha n n dimenziés binaris p-racs

n(z) =~z v,

ahol p paratlan prim z € F}, - a skalarszorzat, v (0)-t pedig 1-gyel helyette-

sitsiik, akkor

Qr (n) < ky/q (1 +logp)”,

nagysagrendileg tehat
Qk(n) =0 (v Nk (log N)”) :

Definici6: Legyen A, B C Fpn (p prim). A+B-t P-tulajdonsdgnak mondjuk,

ha minden c € Fyn pdros sokféleképpen dll eld
a+b=c ac Abe B

alakban (beleértve a 0-féleképpent is).

Definicid: (k, 1, q)-t megengedett harmasnak mondjuk, ha minden olyan A, B C
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F, halmazra amelyre

Al = k<gq

Bl = 1<q

tudjuk, hogy A+ B P-tulajdonsdgi.

Altalanositsuk az el6z6 konstrukeiot: z - v-t behelyettesithetjiik egy tetszéle-
ges f(z-v), 0 <degf <p, feF,[x] polinomba. Ha minden r < deg f-re,
a pszeudovéletlen mérték k-jara, a véges test/vektortér g-jara (r, k,q) meg-
engedett harmas, akkor ezzel az altalanositott konstrukcioval nyert n racsok
aszimptotikusan jol korlatozhatd pszeudovéletlen mértékkek rendelkeznek;

tudjuk ugyanis, hogy

Qr (n) < Kkl (v/q(1+1logp)" +2)

azaz

Qi (n) = O (VN"kl (log N)")

Ebben az altalanositott konstrukcioban feltettiik, hogy (r, k, ¢) megengedett
harmas, de eddig nem adtunk receptet megengedett hirmasok készitésére,
sem egy gyorsan eldontheté kritériumot arra, hogy egy szamharmas megen-

gedett harmas-e. Kideriil azonban, hogy megengedett harmast késziteni igen
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konnyt; a kévetkezd két tipus megngedett harmas:

(1,2,q) ha [ < p, ahol ¢ = p"

(k,1,q) ha 4"+ < pahol g = p".

Pszeudovéletlenségi tesztek

Ez a fejezet Noga, Kohayakawa, Mauduit, Moreira, Rodl - Measures of pse-
udorandomness for finite sequences: Typical Values (2006)" munkajan, a
NIST (National Institute of Stadards and Technology) altalanosan hasznalt
pszeudovéletlen sorozat generator tesztjein alapul. A tesztek hivatalos out-
putja véletlen vagy nem véletlen, valojdban azonban mindig egy P értéket
szamolnak ki, azaz annak a valoszintiségét, hogy ha a sorozat véletlen lenne,
mennyi eséllyel mutatna a tesztelt tulajdonsagra a rossz pszeudogenerator
jellemzéit. Ha ez 1% ala megy, nem véletlennek, egyébként véletlennek mi-
nésiti a sorozatot. Igy az elséfaji hiba (valodi véletlen nem véletlennek
mindsitése) valoszintsége 1%. Természetesen a véletlenné mindsitésre nincs
semmilyen felsG korlat —s&t az sem egyértelmd, milyen valészintiségi mér-
téket kéne hasznalunk—, tehéat egy (a tesztelt tulajdonsag szempontjabol)
nagyon j6 pszeudovéletlen generatort minimalis eséllyel buktat le. S&t ké-
szithetiink kifejezetten a tesztelt tulajdonsagra szabott generatort is (mely
més szempontok alapjan akar b6ven megbukhatna), erre 100% is lehet a mé-
sodfaju hiba valoszintiség, azaz biztosan valodi véletlennek tippelné a teszt.

Ebbdl is latszik, hogy ezek a tesztek semmiféle értelemben bizonyitjak a so-

rozat ,yvéletlenségét” — melyet egyébként nem is definidlunk. Az azonban
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igaz, hogy az els6faju hibakorlatot névelve a masodfaja hibaknak csak egy
valodi részhalmazat tartjuk meg. Altalaban azonban elfogadjuk véletlennek

azokat, melyek ezeken a teszteken atmennek.

Ezek a tesztek nagyon gyakorlatiasak: a pszeudovéletlen generatorok tipikus
és kihasznélhato ,hibaira” fejlesztették ki, gyors futéasi idével. Vannak tesz-
tek, amik csak paraméterezésiikben kiilonboznek, tgy tiinhet, elég az egyi-
ket (erGsebbet) lefuttatni: a szerzék azonban un. kétmintas Kolmogorov—

Szmirnov-probaval (t-proba) sziirték ki a tulzottan korrelald teszteket.

Bar a bitek szokésos jelolése 0 és 1, most egyszertibb képletekhez jutunk,
ha +1-ekként gondolunk a bitekre. Mint el6revetitettiik, nem csak eldon-
teni szeretnénk, hogy egy sorozat véletlen-e vagy sem, hanem (a P érték
segitségével) mérni a véletlenségét.

A racs és a sorozat kozti 1ényegi kiilonbség az egyes elemek egymastol vett
tavolsaga. Ha egy sorozat teszt ezt nem hasznélja ki (tehat nem szamit,
hanyadik az adott elem, csak az egyes elemek darabszédma) az altalanositas

automatikus. A NIST ezt a tesztet Gyakorisag teszt néven vezeti bel'4l,

Gyakorisag teszt:

Leiras

Adott egy ey, eq, ..., e, £1 bitsorozat, kérdés, mennyivel tér el a bitek szima.
Ha ez az eltérés ,tul nagy”, a sorozatot egy rossz mindségi véletlen szam ge-
nerator eredményének tekintjiik, nem pedig valodi véletlen sorozatnak. Mivel

egy valodi véletlen sorozatban a +1 és —1 bitek egyenld gyakorisaggal érkez-

nek a sorozat elemeinek Gsszegének varhato értéke 0, szorasa (/n.
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Varhato érték

Szoras

o(54) -

i=1
Hosszabb bitsorozatokban varhato értékben nyilvan nagyobb szamot kapunk,
ezért norméalni fogunk a bitek Gsszegének szorasaval — ezt az értéket fogjuk

tesztstatisztikaként hasznalni.

D¢ ::Eiei
el =02 Vn

Mint véletlen bolyongast felfogva, a bitek 0sszegének eloszlasa a jol ismert

haranggorbét adja.
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34% | 34%

Statisztikdban szokasos médon, ha a kapott érték a ,haromszoros szérason”
tul helyezkedik el — pontosabban a haranggorbe alatti teriilet legkiilsé 1%-
aban —, til valoszintitlennek tartjuk, hogy a sorozat valodi véletlen eloszlas-
bol szdrmazzon, és nem tekintjiik véletlennek. Tudjuk, hogy valodi véletlen
sorozat esetén a sorozat elemeinek Gsszegének varhato értéke 0, szorasa \/n,

ahol n az elemszam.

A tesztstatisztika a £1-ek normaéalva a szorassal, azaz

Tesztstatisztika

4t

O &=

P-érték
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2 oo
ﬁ / e du

e
v

Ez a P-érték mutatja meg, mennyi annak az esélye, hogy a +1-ek Osszege

(abszoltut értékben) legalabb ilyen magas legyen véletlen inputra.

Példa

Input:

1,0,1,1,0,1,0,0,1,0,1,1,0, 1

Elemek Osszege:

FElemek szama:

Varhato érték:

Szoras:
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Tesztstatisztika:

Z €; 2
= ——~0,5345
vn o /14
P-érték:
2 o
= / e du = 0, 3985
T
e
N
Ko6vetkeztetés:

A P-érték nagyobb 1%-nal, tehat az ennél szélsGségesebb Osszegii bitsoro-
zatok ennél nagyobb részét (40%-at) adjak a haranggorbének, a sorozatot

véletlennek tekintjiik.

34% | 34%

]
99 %

Alkalmazasi feltétel

Legalabb 100 elemi mintara alkalmazzuk. n > 100
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Gyakorisag teszt racsokra:
Leiras

Adott egy

€31 €32 €33
€21 €22 €23

€11 €12 €13 - €1n

racs + és — bitekkel. Vizsgéaljuk meg a + és — bitek kiilonbségének és ezen

kiilonbség szorasanak aranyat. Ha ez az érték 3-nal nagyobb,

Z €;
1=1...n
7=1...n

> 3,

n

a sorozatot nem tekintjiik véletlennek, pontosabban, ha

e~ du < 1%.

\8

2
Jr

Ing|

€i

Varhat6 érték



Szoras

Tesztstatisztika

P-érték

2 oo
ﬁ / e du
>e

n

Ez a P-érték mutatja meg, mennyi annak az esélye, hogy a +1-ek Osszege

(abszolut értékben) legalabb ilyen magas legyen véletlen inputra.

Példa

Input:

Elemek Gsszege:
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Elemek szama:

n? =25
Varhato érték:
0
Szoras:
D=5
Tesztstatisztika:
; 1
e Lo
n 25
P-érték:
2 o
ﬁ/eu2du = 0, 9545
0,04
Ko6vetkeztetés:

A P-érték nagyobb 1%-néal, tehat a 0, 04-szeres szorasnal nagyobb kiilonbsé-
get ado racsok az Osszes lehetséges racsnak tobb mint 1%-at (95%-4t) adjak,

ezért ezt a racsot véletlennek tekintjiik.
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Alkalmazasi feltétel

Legaldbb 100 elemd mintara alkalmazzuk. n > 10

Futam

Egy bitsorozatban futamnak nevezziik a legb6vebb egymast kovets egyforma

biteket tartalmazo részsorozatokat, példaul

€1 :1,62:1,63:0764:1,6520

esetén a 3 futam:
€1, €2, €3 3 hosszu egyes futam,
e4 1 hossza nullas futam,

es 1 hosszu egyes futam.

110110001000 00001111100:010181

A NISTM 2 futam tesztje felteszi, hogy a sorozat atment a gyakorisag tesz-
ten. Ha bukja a gyakorisig tesztet (az ottani P érték < 1%), a futamhossz
teszt P értékét 0-nak definidlja. Ezt a konvenciot ne alkalmazzuk, ha nem
eldonteni szeretnénk egy sorozatrol, hogy véletlen-e vagy sem, hanem mérni

szeretnénk a véletlenségét.

Bar egy véletlen sorozatban varhato értékben a +1 bitek 0sszege 0, most csak
az S Osszegi sorozatokkal foglalkozunk. Eszerint a futamhosszak szamanak
varhato értéke 2 (S +n) (S —n) + 1. Az egyszertiség kedvéért a futamok

szama —1-gyel dolgozunk.
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11008111006 1818

0101001001111

A fenti képen jol latszik, a futamok szama —1, a piros-sarga szinatmenetek

szamaval egyezik meg.

A Futam tesztben szeretnénk meghatarozni, az inputban a bitek 6sszegének
varhato értéke O-e, azaz a +1-ek eldfordulasi esélye 50-50%-e. Errél onma-
gaban a tapasztalati varhato értékbsl nem kdvetkeztethetiink: az tipikusan
valamennyire el fog térni a 0-t6l. Ha csak kicsit tér el, az még nyilvan bele-
fér a véletlenbe, de ha nagyon, akkor mar nem fogjuk véletlennek tekinteni.
A kicsi” viszont nem fligghet az altalunk elképzelt varhato értéktsl (mit is
neveznénk a 0-hoz képest kicsinek vagy nagynak); a kicsit” az ugyanilyen
hosszi sorozatoknél ,szokasoshoz” képest kell érteni, ennek fliggvényében kell
a 0-tol vett eltérést meghatarozni. Emlékeztetiink: a varhato értéket szeret-
nénk becsiilni (pontosabban azt, hogy 0-e vagy sem). Akar valodi véletlen,
akar nem, akir 0 varhato értékd akar nem, hasznalhatjuk a szoras becslésére
vonatkozo képletet (mely feltételezi, hogy 0 varhato értékd inputot kap). Ha
a becslésként kapott szoras valoszinttleniil magas, akkor arra kovetkeztethe-
tlink, nem egy valodi véletlen sorozatrol van szo, ami (nagyon kis eséllyel)
mutathat ilyen magas empirikus szérast, hanem az input bitek egy nem 0 var-
hato értéki sorozatokat generald pszeudovéletlen generatorbol szarmaznak.
Azonban ahhoz, hogy szorast tudjunk becsiilni, tobb ,;mérésre”, tobb varhato

érték becslésre is sziikségiink van, de csak egy input sorozat 4ll rendelkezé-
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siinkre. Ezt tigy érjiik el, hogy az inputot blokkokra osztjuk, és mindegyikben

osszeadjuk a biteket (£1-eket).

Ha racsokra szeretnénk altalanositani ezeket a teszteket, sziikségiink van ra-
csokon értelmezett futamokra. Nevezziik futamnak a tovabb nem bévithetd

egyforma biteket tartalmazé Osszefiiggd téglalapokat, azaz

nullas futam: {((21,71), (G2, 72)) | (4, 5) = 0 Viy < <idpVijy < j < ja}

egyes futam: {((ll7jl> ’ (Z.27j2)) | (Z>j) =0 vh <1< 7:2vj1 < ] < jQ}

Az alabbi képen lathato egy 7 x T-es racs a 16 futam egy lehetséges ab-
razolasaval. Maguk a futamok nem meghatérozottak egyértelmiien, mégis
hasznalhatjuk ezt a definiciot. Vegyiik a racs Osszes lehetséges felosztésat fu-
tamokra, és vegyiik az 0sszes felosztas koziil azt, melyben a futamok szama
minimalis. Ez a szam, a minimumeérték, mar egyértelmiien definidlt az adott

racsra.
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Futam teszt:
Leiras
Szamoljuk le, hany futam van a sorozatunkban. Vegyiik észre ez éppen eggyel

kevesebb a kiilonb6z6 egymas utani bitparok szamanél, azaz azon 7 indexek

szaméanal, melyre

€ 7 €it1-

Definialjuk a bitsorozatra r (i) fiiggvényt i = 1...n — 1 értelmezési tartoma-

nyon a kovetkezGképp:

0 Lhae =e
r(i) =
1 hae # ey

Jelolje X a futamok szamat, ekkor

Jelolje a az egyesek aranyat, b a nullakét. Mivel a futam tesztet eleve csak
olyan bitsorozatokon értelmezziik, melyek dtmennek a gyakorisag teszten,

ezért

1

feltételnek biztosan teljesiilnie kell. Hogy kiszamithassuk a tesztstatisztikat,

szamitsuk ki X varhato értékét és szorasat.
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Varhato érték

E = 2nab
SzOras
D = 2v2nab
Tesztstatisztika
X —E|  |X —2nab|
D  2v2nab
P-érték .
2
ﬁ / €7UQdU
| X —2nab|
2v/2nab
Példa
Input: (e;)

1,0,1,1,0,0,0,1,1,0,1,0,0,1,1

Kiilénb6zd elempéarok: (r;)

1,1,0,1,0,0,1,0,1,1,1,0,1,0

Kiilonb6z6 elemparok szama (elemek Gsszege r;-ben):

X=>r=38
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Futamok szamas:

Elemek szama:

1-esek szama: (7)

0-asok szama:

n—m=
1-esek aranya: (a)
8
= —=0,53
TR
0-asok aranya: (b)
7
b=— ~0,47
15 ’

Futamok szamanak varhaté6 értéke:

E = 2nab ~ 7,47
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Szoras:

D =2v2nab~ 2,73

Tesztstatisztika:
X — 2nab
A~ 2nav 0,19
2/ 2nab
P-érték:
2 T,
ﬁ/eu dU/:O,79
0,19
Ko6vetkeztetés:

A P-érték nagyobb 1%-nél, tehat a 0, 2-szeres szérasnal nagyobb kiilonbséget
ado sorozatok az Osszes lehetséges racsnak tobb mint 1%-at (95%-4at) adjék,

ezért ezt a sorozatot véletlennek tekintjiik.

8 — 17,47 ~ 0,2
2,73

A kapott tesztstatisztika a szoras 20%-a.

Alkalmazasi feltétel

Legalabb 100 elemi mintara alkalmazzuk. n > 100

37



Alternativ futamteszt:

Ismét hasznaljuk ki, hogy a futamok szama a kiilonb6z6 bitszomszédok sza-
méanal eggyel nagyobb, de most induljunk ki abbol, hogy a n — 1 lehetséges

.szomszéd bit” varhato értékben fele lesz , kiilonbo6zd”. Képletben:

P (€i+1 7é ei) = 50%

Emiatt konnyen latszik a kiilonb6z6 bitparok varhato értéke:

n—1
2

Melybdél adodik a futamok szaméanak varhato értéke:

n+1
2

Az n — 1 szomszéd bit értékével szamoljunk 1-ként, ha kiilonb6z6, 0-ként ha

egyezl, azaz

0 ,hae =e
1 ,hae # e

Most legyen A; 0 varhaté értéki,

—0.5 s ha €, = €11
Ai =

0.5 s ha €; 7é €itr1
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Igy az atlagtol vett négyzetes eltérés, maga A2,

|

A2

Mint konstans fiiggvénynek, ennek az atlaga is i, innen a szoras és szoras-

négyzet:

D*A? =

DO | — | —

7

Tekintve, hogy

D? (¢ +¢) = D%
illetve

D(+c¢)=D¢

ezzel megkaptuk a kiillonboz6 bitparok szamanak és a futamok szaméanak

szOrasat is, hiszen mindezek egyenldk.

N | —
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Szamoljuk le, hany futam van a sorozatunkban és vonjunk le belSle 1-et.

Vegylik észre ez éppen 14#két egymast kovets kiilonb6z6 bit —1. Ez varhato

értékben "51, szorasa % Ebbél adodik a P érték

1T
- 7“d
2ﬁ/e u

n+1

ahol x a megfigyelt futamok szaménal eggyel kevesebb.

Példa

Input: (e;)

1,1,0,0,1,1,1,0,1,1,0,1,1

Kiilénb6zd elempéarok: (r;)

0,1,0,1,0,0,1,1,0,1,1,0

Kiilonb6z6 elemparok szama (elemek Gsszege r;-ben):

Z?”i:6

Futamok szama:

X=14+Y r="T

Elemek szama:
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n =13

Futamok szamanak varhato értéke:

E = 7
2
Szoras:
1
D= 5\/5 ~1,8
Tesztstatisztika:
X—-1- i
X-E i .
D % n
P-érték:
2 T,
ﬁ/eu du =1
0
Ko6vetkeztetés:

A kapott érték pontosan a varhato érték. Ezt semmilyen elséfaju hibakorlat

mellett sem utasitjuk el, a sorozatot valodi véletlennek tekintjiik.

Alkalmazasi feltétel

Legalabb 100 elemtd mintara alkalmazzuk. n > 100

Futam teszt racsokra:
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Leiras

Adott egy

en,l

€31 €32 €33

€21 €22 €23

€11 €12 €13

racs, és becsiiljiik meg benne a racsokra altalanositott futamok szamét, azaz

a csupa egyforma biteket tartalmazo téglalapokat. Masképp megfogalmazva:

a kérdés, legalabb hany darab csak 0 illetve 1 bitet tartalmazoé téglalapra van

sziikségiink, hogy lefedjiik a matrixot. Formalisan:

ti={a,a+1,...,0} x{c,c+1,...,d}

tengelyparhuzamos téglalapok, melyek bal also cstcsa (a,c) € {1,... ,n}2

jobb felss (b, d) € {1,...,n}>

A fed6 téglalapok szama k

t1 = {al,a1+1,...,b1} X {01,01+1,...

ty = {a,g,ag—f—l,...,bg} X {62,02+1,...

t, = {ak,ak+1,...,bk} X {Ck,ck—l—l,...
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tovabba ezen téglalapok csupa egyforma bitet tartalmaznak:

V1<i<kV(z,y),(z,w) €t €5y = €,

A racs minden eleme pontosan egyszeresen fedett, azaz

Viz,y)e{l,...,n}> N <i<k (z,9) €t;

A fedés pedig minimalis, azaz

Bt K <k

t, = {a,d +1,. .0} x{c,d+1,...,d}

ty = {ay,ay+1,... 00 x {cy,c5+1,...,d5}

t, = Hdap,ap+1,...,0} x{c,c+1,....d}

V1 <i<k'V(x,y),(z,w) €L exy = €su

Yz, y)e{l,...,n}> I <i<k (x,y) et

Ehhez elengedhetetlen, hogy maguk a fedd téglalapok maximélisak legyenek

tartalmazasra nézve:
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Vidt'={d,d +1,... .0} x{d,d+1,...,d} Dt

V(z,y), (z,w) €t ey = €sn

Eloszlas

A tesztstatisztikdhoz sziikségiink van a varhato értékre és a szorasra; becsiil-
jik meg egy n x k-as fiiggetlen azonos eloszlast §; ; valoszintiségi valtozokbol
szarmazo6 bitekkel feltoltott racs futamainak szaménak (x) eloszlasfiiggvé-

nyét. Szemléltetésiil az szélsGséges esetek:

2

Egyetlen futam Plx=1)= pI:
2

nk futam Plz=1)= I

Az egy dimenzios (véletlen sorozat) tesztnél lattuk, hogy a futamok szdma

helyett a kiilénb6z6 bitparok szadmat venni, igy ugyanis eggyel kisebb elem-
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szamra vonatkozé binomidlis eloszlast kapunk. Csakugyan: lerogzitjiik az

els6 bitet, a szomszédja pedig attol fiiggen ndveli a futamok szamét vagy

sem, hogy ugyanaz-e, mint az utolsé bit; ezt fejezi ki a kiilonb6z6 bit par

tulajdonsag. Ebbdl adodik azonban a becslés hibaja is.

1 futam | 2 futam | 3 futam | 4 futam | 5 futam
1 -féleképpen fordulhat el6 n = 1-re
1 1 -féleképpen fordulhat el6 n = 2-re
1 2 1 -féleképpen fordulhat el6 n = 3-re
1 3 3 1 -féleképpen fordulhat el6 n = 4-re
1 4 6 4 1 -féeleképpen fordulhat el6 n = 5-re

n elemre k + 1 futam tehét

-féleképpen fordulhat els, ami

P (n elem, k futam) =

valoszintséget jelent.

&)

n

Ismerjiik fel a Pascal-haromszoget: attol fiiggden, hogy az 0j bit noveli-e a

futamok szamat vagy sem, adodik hozza az alatta 1évs (ugyanannyi futam),

vagy a jobb also szomszédjihoz (eggyel tobb futam).
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Ha megszoritanank, hogy az n x k-as racsban csak 1 magassagu téglalapokkal
fediink, k darab binomidlis eloszlas Osszegét kapnank. Ez ismét binomidlis

eloszlasu lenne.

X; ~ B(n,50%)
> Xi ~ kB(n,50%)
> X; ~ B(kn,50%)

Vegyiik észre, hogy egy n X k-as és egy n x 1-es racs egyesitése utdn a futamok
szama akkor és csak akkor csokken az Gsszeghez képest, ha az n x k-as récs
érintkezé n X 1-es rdcsadban és az egyesitendG n x l-es racsban van egy-egy

egyforma futam pont egymas alatt. Tehat példaul

11011011

0(0|1]{0]0]0

Ebben a 6 x 2-es rdcsban 7 futam van, ami eggyel kevesebb, mint a fels6
6 x l-esben talalhato 5 futam és az alsoban talédlhato 3-é, hiszen pontosan
egy olyan futam van, ami ugyanabbol a bitbél all, ugyanannyiadik helyen

kezd&dik és fejez6dik be mindkét racsban.

Az alabbi ellenpéldakban latszik, hogy csak ezekben az esetekben csokken a

futamok szama.
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0/0]0[0]0/0

0[110]0 1|1

Ha az 4j n x 1-es racs éppen megegyezik az alatta levé n x 1-essel, akkor az
1j racs minden futamara kiterjeszthetjiik a régi futamait. Ekkor a futamok
szama annyi lesz, mint a régi n x k-asban, ez azt jelenti, hogy az 0sszeg akéar

az 1j n X l-esben 1év§ Osszes futam szdmaval is csokkenhet.

0/1/1/0(0|0

0/1{1/0(0/0
111111

Nyilvanval6éan nem lehet kevesebb a futamok széma az egyesitett n x k +
l-es racsban, mint barmelyik részében. Altalaban igaz tehat, hogy ha A
osszefligegd n' X k' részracsa B n X k-as racsnak, akkor A-ban nem lehet tobb

futam, mint B-ben, azaz

A < B = #futam (A) < #futam (B)

Indukcioval tegyiik fel, a n x k-as racsokon méar ismerjiik a futamok szaménak

eloszlasat, azaz a

47



futam# | 1 2 ... | nk

darab# | 2 | 2n2k2 | ... | 2

fliggvényt, és az (n 4+ 1) X k-as racs futamainak szamara vagyunk kivancsiak

(ugyanez a modszer miikodne az n x (k + 1)-asra is).

Tekintsiik az alabbi racsot

017101
01101
110111
0[1]0(0]0
0j0]1|1]|1

Alakitsuk ezt 4t a kovetkezd formaras:

o Az elsG elemet hagyjuk meg

e Az els6 oszlopban (az els6 elemet kivéve) irjunk - jelet (vizszintes fal),

ha nem egyezik meg az alatta levé bittel, hagyjuk iiresen egyébként

e A tobbi sorban irjunk | jelet (fiiggsleges fal), ha nem egyezik meg a téle

balra levd bittel, hagyjuk iiresen egyébként

Igy az alabbi atalakitott racshoz jutunk
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Hasznéljuk az indukcios feltevést, hogy a (n — 1) X k-as racsokon mar ismer-
jiik a futamok szdmanak eloszlasat, tehat ha az n x k-as racsok futamainak
szamanak eloszlasara vagyunk kivancsiak, deritsiik ki, hogyan valtozik az
eloszlas az n-edik sor hozzévételével. Jelen példadban a futamok szamanak

valtozasaban csak a nem *-ozott elemek jatszanak szerepet

Oszloponként haladva hatarozzuk meg, hany j futam keletkezik. Az elsé

oszlop kiilonleges, itt

+0 | +1

A t6bbi oszlopot mar négy lehetséges modon tolthetjiik ki:

+0 [ +0| 7| +1

A 7 eset altaldban +0-nak szdmit, kivéve, ha éppen ez az elsé kiilonbség az

also és a fels§ futam kozott, azaz
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fgy a masodik oszlop is kivételes: itt a ? egyértelmai:

+0 ] +0 | +1|+1

Az i-edik oszlopban pedig 7

() 3+ (1) + () o+ (3)

Erre alkalmazva a mértani sor Osszegképletét

Egyszertsitve

1 211'73
3 4

Hangstilyozzuk (ami a képletbdl is latszik):

Osszegezziik mindezt:

e Az 0j sor els6 mezejébe irt bit x; :=50% eséllyel noveli a futamok

szamat
e A masodik mez8be szintén x5 :=50%-kal
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e Innentdl kezdve viszont csak

x3 = 50% tovabbra is, de ¢ > 3-ra x; < 50%.
fgy adodik, hogy a k hosszt 1j sor hozzavétele a futamok szamat az alabbi

eloszlas szerint noveli

+0 +1 +2 53
+0 1_[» ] 0 %1_[»
=3 =1
1| Yox I v Il 0 iTioax, I »+310y
=3 i=3 i i=3 =31 _
i i :';:',E
2 Xox Iy II»
=1 i=1} =1
:'f_-:'lg
+3 ixi f[ v
=1 " i=1
:'7_-:'15
+k-2 Il
+k-1 0 Il
i= 3
+k 0 0 IIx PRIE:
i=3 =3

o1



Tablazatok

Ding, Helleseth és Shan megmutattal'®l, hogy

0 shap|i

végtelen 0-1 sorozat (i > 0) linearis komplexitasa:

1
p=-—1 mod 8 Z%
-1
p=1 mod 8 —
2
p=3 mod 8 P
p=-3 mod 8 p—1

Ha csak az els6 néhany (n) elemét vizsgaltam a fenti (s;) sorozatnak, p mod

8 értekeétdl fliggetleniil nagyjabol 3 linearis komplexitds adodott.

Az alabbi tablazatok a modulo p kvadratikus maradékokon alapuld n elemii

pszeudovéletlen sorozatok linearis komplexitasat elemzik. Ezek a sorozatok

() (42) (42) (42)

valamilyen f polinom pozitiv egész helyeken felvett értékeinek

Legendre-szimboluma modulo egy p primszam. Megjegyzés: valojaban
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0 — 1-ekre kodoljuk &t a Legendre szimboélumokat, és ha p | f (i) adodna,

ugy a Legendre-szimboélumot helyettesitjiik 1-gyel.

A tablazatokban a linearis komplexitas \_%j -t61 vett kiilonbséget adjuk meg

(S-sel jelolve).

Ha f az identitas, az els6 néhany 100-nal nagyobb p primre az igy elkészitett

p — 1 elemi sorozatok nagyon jo pszeudovéletlen tulajdonsidgot mutatnak:
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p | f(@)| n
101 | = | 100
103 | = |102
107 | = | 106
109 | = | 108
13| = |112
127 | = |126
131 | = |130
137 | = |136
139 | = |138
149 | = | 148
151 | = |150
157 | = | 156
163 | = |162
167 | = | 166
173 | = | 172
179 | = | 178
181 | = | 180
191 | = |190
193 | = |192
197 | = | 196
199 | = | 198

o4

p | f(x)| n
211 | = |210
223 |z |222
227 | = |226
229 |z |228
233 | x |232
239 | z |238
241 | = | 240
251 | = |250
257 | x| 256
263 | = |262
269 | = | 268
271 | x| 270
277 | x| 276
281 | = |280
283 | =z | 282
293 | x| 292




p | f(x)| n
307 | x | 306
311 =« | 310
313 x| 312
317 | x | 316
331 =z |330
337 | x | 336
347 | x| 346
349 | x| 348
353 | x| 352
359 | x| 358
367 | x| 366
373 | x| 372
379 | x| 378
383 | x| 382
389 | x| 388
397 | x| 396
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p | f(@)| n
401 | x| 400
409 | z | 408
419 | =z | 418
421 x| 420
431 x| 430
433 | x| 432
439 | x| 438
443 | x| 442
449 | x| 448
457 | x| 456
461 | x| 460
463 | x| 462
467 | x| 466
479 | x| 478
487 | x| 486
491 | 2 | 490
199 | x| 498




p | f(x)| n
503 | x| 502
509 | x| 508
521 | = | 520
523 | x| 522
541 | = | 540
547 | x| 546
557 | = | 556
563 | x| 562
569 | x| 568
571 x| 570
577 | x| 576
587 | x| 586
593 | x| 592
599 | x| 598

o6

p | f(z)] n
601 | = |600
607 | = |606
613 | = |612
617 | = |616
619 | = |618




Kezdgszeletek linearis komplexitasa kevésbé pontosan, de lényegében

..., 100 hosszu sorozatok lineéris komplexitasat.

szintén 7.
1,2,3,
p | fl@) | n|S
101 | 2241 1 |0
101 | 2241 ] 2 | -1
101 | 22+1] 3 | 1
101 | 2241 | 4 | -2
101 | 2241 5 | 0
101 | 2241 | 6 | -3
101 | 22+1| 7 | -1
101 | 2241 | 8 | -4
101 | 2241 ] 9 | -2
101 | 22+1 | 10 | -5
101 | 22+1 | 11| 3
101 | 2241 {12 | -6
101 | 2241 [ 13| 2
101 | 22+1 14| 6
101 | 2241 |15 | 1
101 | 2241 (16| 5
101 | 2241 | 17| 0O
101 | 22+1 | 18| 4
101 | 2241 19 | 1
101 | 2241 20| 3

57

Modulo 101 vizsgaltuk az 22 + 1 polinommal generalt

f(x)

101

x2+1

21

101

241

22

101

x2+1

23

101

241

24

101

x2+1

25

101

2241

26

101

x2+1

27

101

x2+1

28

101

x2+1

29

101

x2+1

30

101

x2+1

31

101

x2+1

32

101

241

33

101

x2+1

34

101

x2+1

35

101

x2+1

36

101

2241

37

101

x2+1

38

101

x2+1

39

101

241
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101

41

101

42

101

43

101

44

101

45

101

46

101

47

101

48

101

49

101

50

101

51

101

52

101

53

101

54

101

%)

101

96

101

57

101

28

101

29

101

60

o8

101

61

101

62

101

63

101

64

101

65

101

x2+1

66

101

x2+1

67

101

x2+1

68

101

241

69

101

x2+1

70

101

x2+1

71

101

x2+1

72

101

2241

73

101

x2+1

74

101

x2+1

I6)

101

241

76

101

x2+1

7

101

x2+1

78

101

x2+1

79

101

2241
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p | f(@)] n |85
101 | 22+1 | 81 | 0
101 [ 2241 | 82 | -2
101 | 22+1| 83 | 1
101 | 22+1 | 84 | -3
101 | 22+1 | 85 | 0
101 [ 22+1 | 86 | -4
101 | 2241 | 87 | -1
101 | 22+1 | 88 | -5
101 | 2241 | 89 | -2
101 | 2241 90 | 5
101 | 22+1 | 91 | -3
101 | 22+1{ 92 | 4
101 [ 2241 | 93 | -4
101 | 22+1| 94 | 3
101 | 2241 | 95 | 5
101 | 2241 | 96 | 2
101 | 22+1| 97 | 4
101 | 22+1] 98 | 1
101 | 2241 ] 99 | 3
101 | 2%+1 {100 | O
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f(z)-nek van t6bbszords gyoke (de nem teljes négyzet)

p f(z) n|S
101 |22 +222+2| 1 |0
101 | 22 +222+2 | 2 | -1
101 | 23+ 222 4+2 | 3 | -1
101 | 22 4+222+2| 4 | 1
101 | 22 +222+2| 5 | 2
101 |23 +222+2| 6 | O
101 | 22 4+222+2| 7 | 1
101 | 2®+222+2 | 8 | -1
101 |23 +222+2| 9 | 0
101 | 23 +22%+2 | 10| 1
101 | 22+ 222 +2 | 11 | -1
101 | 23 +222 +2 | 12| 0
101 | 22+ 222+ | 13 | -2
101 | 23+ 2224+ 2 | 14 | -1
101 | 22+ 222 +2 | 15 | -3
101 | 23 +22% +2 | 16 | -2
101 | 23 +22% +2 | 17 | -4
101 | 2+ 222 +2 | 18| 2
101 | 22 +222+2 |19 | -5
101 | 23 +22%+2 [ 20| 1

60

()

101

3+ 22+ x

21

101

422+

22

101

34202 +x

23

101

34202+ x

24

101

3+ 222+

25

101

422+

26

101

34222 +

27

101

3+ 222+ x

28

101

3+ 2%+

29

101

B4+ +x

30

101

34202+ x

31

101

3+ 222+

32

101

4+ +x

33

101

34202 +x

34

101

23+ 22+ x

35

101

3+ 202+

36

101

B4+ +x

37

101

34222 +

38

101

3+ 222+ x

39

101

3+ 22+
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()

101

3+ 202+

41

101

B+ +x

42

101

34222 +

43

101

3+ 222+ x

44

101

3+ 2%+

45

101

B+ +

46

101

34202 +

47

101

3+ 202+

48

101

422+

49

101

34202 +

20

101

3+ 222+ x

ol

101

3+ 202+

52

101

B4+ +x

23

101

34202+

o4

101

3+ 202+ x

)

101

3+ 202+

26

101

34202 +x

57

101

34202+

o8

101

3+ 202+

29

101

422+

60

61

()

101

3+ 202+

61

101

422+

62

101

34202 +

63

101

3+ 222+ x

64

101

3+ 22+

65

101

422+

66

101

34222 +

67

101

3+ 2202+

68

101

422+

69

101

34202 +x

70

101

3+ 22+ x

71

101

3+ 202+

72

101

B+ +x

73

101

34222+

74

101

3+ 222+ x

I6)

101

422+

76

101

34202 +x

7

101

34202+

78

101

3+ 222+

79

101

B+ +x
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P f() n | S
101 | 23 +222 + 2 | 81 | -2
101 [ 23 +222+2 | 82 | 0
101 | 23 +222+2 | 83 | 3
101 | 22 +222+2 | 84 | 0
101 [ 23 +222 +2 | 85 | 2
101 [ 23 +222+2 | 86 | 0
101 | a2+ 222 +2 | 87 | 1
101 [ 23 +222+2 | 88 | 0
101 [ 23 +222+2| 89 | 0
101 | 22+ 222 +2 | 90 |-1
101 [ 23 +222 +2 | 91 | -1
101 [ 23 +222+2| 92 | 1
101 [ 23 +222 +2 | 93 | -2
101 | 23 +222+2| 94 | O
101 [ 23 +222 +2 | 95 | -3
101 [ 23 +222+2| 96 | O
101 | 23 +222+2 | 97 | 4
101 | 22 +222+2| 98 | O
101 [ 23 +222+2| 99 | 3
101 | 23 +22% + 2 | 100 | -1
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2 nem primitiv gyok modulo p, f (z)-nek van t6bbszords gyoke, mégis jo

p f(z) n| S
127 | 22+ 222 42| 1 | 0O
127 | 22 + 22242 | 2 | -1
127 | 23+ 222 +2 | 3 | -1
127 | 23+ 2224+ 2 | 4 | -2
127 |23+ 222 +x | 5 | 2
127 | 22+ 222 +2x | 6 | -3
127 | 23+ 222+2 | 7 | 1
127 | 23 + 222 +2 | 8 | 3
127 | 23 +2224+2 | 9 | 0
127 | 22 + 2224+ 2 | 10 | 2
127 | 22+ 22242 | 11| 1
127 | 23 + 222+ 2 |12 | 1
127 | 23+ 222 +2 |13 ] 0
127 | 23+ 222 +2 | 14| 0
127 | 224+ 222 +2 | 15| 1
127 | 22+ 222+ 2 | 16 | -1
127 | 22+ 222 +2 | 17| 0
127 | 23+ 222+ 2 | 18 | -2
127 | 22+ 222+ 2| 19 | -1
127 | 22+ 222+ 2 | 20 | -3
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()

127

3+ 222+ x

21

127

3+ 22+

22

127

34202 +x

23

127

34202+

24

127

3+ 202+

25

127

422+

26

127

34222 +

27

127

3+ 222+ x

28

127

3+ 202+

29

127

B+ +x

30

127

34202+ x

31

127

3+ 202+

32

127

422+

33

127

34202 +x

34

127

23+ 22+ x

35

127

3+ 202+

36

127

B+ +x

37

127

34202 +

38

127

3+ 222+ x

39

127

3+ 22+
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()

127

3+ 202+

41

127

B+ +x

42

127

34222 +

43

127

3+ 222+ x

44

127

3+ 2%+

45

127

B+ +

46

127

34202 +

47

127

3+ 202+

48

127

422+

49

127

34202 +

20

127

3+ 222+ x

ol

127

3+ 202+

52

127

B4+ +x

23

127

34202+

o4

127

3+ 202+ x

)

127

3+ 202+

26

127

34202 +x

57

127

34202+

o8

127

3+ 202+

29

127

422+

60

64

()

127

3+ 202+

61

127

422+

62

127

34202 +

63

127

3+ 222+ x

64

127

3+ 22+

65

127

422+

66

127

34222 +

67

127

3+ 2202+

68

127

422+

69

127

34202 +x

70

127

3+ 22+ x

71

127

3+ 202+

72

127

B+ +x

73

127

34222+

74

127

3+ 222+ x

I6)

127

422+

76

127

34202 +x

7

127

34202+

78

127

3+ 222+

79

127

B+ +x
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p f(x) no|S
127 | 23 +222 + 2 | 81 | 2
127 | 23+ 222+ | 82 | -1
127 | 23+ 222+ | 83 | 1
127 | 23+ 222+ | 84 | 1
127 | 23 +22%+2 | 8 | 0
127 | 22 + 22242 | 86 | 0
127 | 22+ 222 +2 | 87 | 1
127 | 23+ 222 +2 | 88 | 0
127 | 22 + 22242 | 89 | 0
127 | 23+ 222+ | 90 | -1
127 | ¥+ 222 +2 | 91 | 1
127 | 23+ 222 + 2 | 92 | -2
127 | 22 + 222 42| 93 | 0
127 | 23+ 222 +2 | 94 | -3
127 | 23+ 222 +2 | 95 | -1
127 | 23+ 222 +2 | 96 | 3
127 | 23+ 222 42 | 97 | -2
127 | 22+ 222+ x| 98 | 2
127 | 23 +22% +2 | 99 | 3
127 | 23 +22% +2 | 100 | 1

65

p f(z) no| S
127 | 23 + 222 + 2 | 101 | 2
127 [ 23 +222 +2 | 102 | 0
127 | 22+ 222 +2 | 103 | 1
127 | 23 + 222 + 2 | 104 | -1
127 | 22 + 222 +2 | 105 | 0
127 | 23 +22% + 2 | 106 | -2
127 | 22+ 222+ 2 | 107 | -1
127 | 23 + 222 + 2 | 108 | 2
127 [ 23 + 222 + 2 | 109 | 2
127 | 23+ 222 +2 | 110 | 1
127 | a2+ 222 +2 | 111 | 1
127 | 2+ 222 +2 | 112 | 0
127 |22 + 222+ 2 | 113 | 0
127 | 22+ 222+ 2 | 114 | -1
127 |23 + 222 + 2 | 115 | -1
127 |23 + 222 + 2 | 116 | 1
127 | 23 + 222+ | 117 | -2
127 | 22+ 222 +2 | 118 | O
127 | 2 + 222+ 2 | 119 | -3
127 | 23 + 222 + 2 | 120 | -1




P f(z) n | S
127 |23 + 222 + 2 | 121 | 4
127 |23 + 222 + o | 122 | -2
127 | 22+ 222 +2 | 123 | -5
127 |22 + 222 42 | 124 | -3
127 |2 + 222 + 2 | 125 | -6
127 | 23 + 222 + 2 | 126 | -4
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A legnagyobb ismert primre is jo

P f@) | n|S
257885151 -1 $2 -1 1 0
257885151 -1 IQ -1 92 1
257885151 -1 ZL'2 -1 3 1
257885151 -1 x2 -1 4 0
257885151 -1 IQ -1 5 1
257885151 -1 x? -1 6 0
257885151 -1 1’2 -1 7 0
257885151 -1 ZIZ'Q -1 8 1
257885151 -1 132 -1 9 1
257885151 -1 1.2 -1 10 0
257885151 -1 1’2 -1 11 1
257885151 -1 LE2 -1 12 0
257885151 -1 1'2 -1 13 0
957885151 _ 1 | 42 1| 14 | -1
957885151 _ 1 | 22 _ 1|15 | -1
957885151 _ 1 | 22 _ 1| 16 | -2
957885151 _ 1 | 22 1| 17| -2
957885151 _ 1 | 42 _ 1 | 18 | -3
957885151 _ 1 | 42 _ 1|19 | -3
957885151 _ {1 | 22 1| 90 | -4
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D flz) | n|S
957885151 _ 1 | 42 _ 1| 921 | -4
257885151 _ 1 | 42 _11]92 | §
957885151 _ 1 | 42 _ 1123 | §
957885151 _ 1 | 42 _ 1|94 | 4
957885151 _ 1 | 2 _ 1| 925 | 4
957885151 _ 1 | 42 _ 1| 926 | 3
957885151 _ 1 | 42 _ 1127 | 3
957885151 __ 1 | 42 _ 11928 | 2
957885151 _ 1 | 42 _ 1 |929 | 2
257885151 _ 1 | 42 _ 1130 | 1
957885151 __ 1 | 42 1131 | 1
957885151 _ 1 | 2 _11(32| 0
957885151 _ 1 | 22 _ 1 (33| 1
957885151 _ 1 | 22 _1 (34| 0
957885151 _ 1 | 2 _1 (35| 0
957885151 _ 1 | 22 _ 1|36 | -1
957885151 _ 1 | 42 _ 1|37 | 2
957885151 _ 1 | 2 _ 1138 | 1
957885151 __ 1 | 42 _ 1139 | 1
957885151 _ 1 | 42 _ 1140 | 0




P f(x) | n|S
957885151 _ 1 | 42 1141 | 1
257885151 _ 1 | 42 _11(42 | 0O
957885151 _ 1 | 42 1|43 | 1
957885151 _ 1 | 22 _ 1|44 | 0
957885151 __ 1 | 22 1|45 | 1
957885151 _ 1 | 22 _ 1| 46 | 0
957885151 _ 1 | 22 _ 1147 | 1
957885151 _ 1 | 22 _ 1|48 | 0
957885151 _ 1 | 22 _ 1 {49 | 0
957885151 _ 1 | 42 _ 1|50 | -1
957885151 _ 1 | 42 _ 1| 51 | -1
957885151 _ 1 | 42 _ 1|52 | 2
957885151 _ 1 | 42 _ 1|53 | 2
957885151 _ 1 | 42 _ 1154 | 1
957885151 _ 1 | »2 _ 1| 55 | 1
957885151 _ 1 | 2 _ 1|56 | 0
957885151 _ 1 | 42 _ 1| 57| 1
957885151 _ 1 | 2 _ 1|58 | 0
957885151 _ 1 | 2 _ 1|59 | 1
957885151 _ 1 | 42 _ 1160 | 0
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J% flx) | n ]S
957885151 _ 1 | 22 _ 1|61 | 0
957885151 _ 1 | 22 _ 1|62 | -1
957885151 _ 1 | 42 _ 1 | 63 | -1
Q57885151 _ 1 | 42 _ 1|64 | 2
957885151 _ 1 | 42 _ 1165 | 2
957885151 _ 1 | 22 _ 1 |66 | 1
957885151 __ 1 | +2 _ 1167 | 1
957885151 _ 1 | 2 _ 1|68 | 0
957885151 _ 1 | 42 _ 1169 | 1
957885151 _ 1 | 42 _ 1170 | 0
957885151 _ 1 | 2 _ 1| 71| 1
957885151 _ 1 | 2 _ 1172 | 0O
957885151 _ 1 | 42 1 | 73| 1
257885151 _ 1 | 42 _ 1|74 | O
957885151 __ 1 | 42 _ 1 | 75 | 1
957885151 _ 1 | 2 _ 1|76 | 0
957885151 _ 1 | 22 _ 1| 77| 0
957885151 _ 1 | 42 _ 1| 78 | -1
957885151 _ 1 | 42 _ 1|79 | 2
957885151 _ 1 | 42 1180 | 1




P f(x) | n|S
Q57885151 _ 1 | 42 1|81 | 1
957885151 _ 1 | 22 _ 182 | 0
Q57885151 _ 1 | 42 _ 1 (83| 1
957885151 _ 1 | 2 _11(84 | 0
957885151 _ 1 | 42 _ 1|85 |
957885151 _ 1 | 22 _ 1| 86 | -1
957885151 _ 1 | 42 _ 1|87 | -1
957885151 _ 1 | 42 _ 1| 88 | 2
957885151 _ 1 | 42 _ 1|89 | 2
957885151 _ 1 | 42 _ 1190 1
Q57885151 _ 1 | 22 _ 1191 | 1
957885151 _ 1 | 2 _1192 | 0
957885151 _ 1 | 22 _ 1193 | 0
957885151 _ 1 | 42 _ 1|94 | -1
957885151 _ 1 | 42 1195 | -1
957885151 _ 1 | 42 _ 1|96 | 2
957885151 _ 1 | 22 _ 1 | 97| 2
957885151 _ 1 | 42 _11(198 | 1
957885151 _ 1 | 42 _1199 | 1
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P f(z) no|S
101 | 72 — 827 +32° — 14 | 100 | 0
103 | 720 — 827 + 325 — 14 | 102 | 0
107 | 7o' — 82" 4+ 32° — 14 | 106 | 1
109 | 720 — 827 +32° —14 | 108 | 0
113 | 729 — 827 +32° —14 | 112 | 0
127 | 7' — 827 +32° — 14 | 126 | 0
131 | 720 — 82" 4+ 32> —14 [ 130 | 1
137 | 729 — 82" + 32> — 14 | 136 | 1
139 | 720 — 827 +32° —14 | 138 | 0
149 | 7210 — 827 4+ 32° — 14 | 148 | 1
151 | 7210 — 827 +32° — 14 | 150 | 1
157 | 7219 — 82" +32° — 14 | 156 | 1
163 | 7210 — 827 + 325 —14 | 162 | 0
167 | 7210 — 827 +32° — 14 | 166 | 0
173 | 7219 — 82" + 32> — 14 | 172 | -3
179 | 721 — 827 +32° — 14 [ 178 | 0
181 | 721 — 82" +32° — 14 | 180 | 0
191 | 7219 — 8x" + 32> — 14 | 190 | 0
193 | 7219 — 82" + 32> —14 | 192 | 1
197 | 7' — 827 +32° — 14 | 196 | 0
199 | 720 — 827 +32° —14 | 198 | 0
211 | 7210 — 827 + 325 —14 | 210 | 0
223 | 720 — 827 +32° —14 [ 222 | 0
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p f(x) n | S
227 | T2'0 — 827 + 325 — 14 | 226 | -1
229 | T2l — 827 4+ 32° — 14 | 228 | -1
233 | 7ol — 827 + 325 —14 232 | 0
239 | 720 — 827 + 325 —14 | 238 | 0
241 | 7T2'0 — 827 +32° —14 | 240 | 1
251 | Tot0 — 827 4+ 32° — 14 | 250 | 0
257 | 7T2'% — 827 + 325 — 14 | 256 | 0
263 | 720 — 827 4 32° —14 | 262 | 1
269 | T2 — 82" + 325 —14 | 268 | 1
271 | 720 — 82" + 325 —14 | 270 | 1
277 | Tx'% — 827 + 325 — 14 | 276 | 0
281 | 729 — 827 4+ 32> —14 | 280 | 0
283 | T2 — 82" + 325 —-14 1282 | 0
293 | To10 — 827 + 325 — 14292 | 1
307 | 7' — 827 + 325 — 14 | 306 | -2
311 | 72 — 827 + 325 —14 | 310 | -1
313 | 720 — 82" +325—14 1312 | 0
317 | 720 — 827 4+ 32° — 14 | 316 | 0
331 | 720 — 827 4 32° —14 [ 330 | 3
337 | Tot0 — 827 4+ 32° — 14| 336 | 0
347 | 7ol — 827 + 325 — 14 | 346 | 1
349 | 7210 — 827 +32° — 14 | 348 | 1




P f(x) no|S
353 | 72'0 — 827 + 325 —14 | 352 | 1
359 | 7Tz'% — 827+ 325 —14 | 358 | 0
367 | To'0 — 827 4+ 32° — 14 | 366 | 0
373 | 7T2'0 — 827 + 325 —14 | 372 | 1
379 | 7ot — 827 4+ 32° — 14 | 378 | 3
383 | To'0 — 827 4+ 32° — 14| 382 | 0
389 | Tx' — 874+ 3z° — 14 | 388 | 0
397 | Tot0 — 827 4+ 32° — 14 | 396 | 0
401 | 721 — 827 + 32° — 14 | 400 | 2
409 | 7210 — 827 4+ 32° — 14 | 408 | 0
419 | 72" — 827 4+ 32° — 14 | 418 | 0
421 | 720 — 827 + 325 —14 | 420 | 0
431 | 72'% — 827 + 325 — 14 | 430 | 0
433 | 7210 — 82T + 325 —14 | 432 | 0
439 | 720 — 827 + 325 —14 | 438 | 1
443 | 7ol — 827 +32° — 14 | 442 | 0
449 | 72'0 — 827 + 325 — 14 | 448 | 0
A57 | T — 827 + 325 — 14 | 456 | 0
461 | 720 — 827 4+ 32° — 14 | 460 | 0
463 | 7ol — 827 +32° — 14 | 462 | 0
467 | T — 827 + 325 — 14 | 466 | -1
479 | 720 — 827 4+ 32° — 14 | 478 | 0
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p f(z) no|S
487 | 720 — 827 +32° — 14 | 486 | 0
491 | 7x'% — 8x" 4+ 32° — 14 | 490 | 0
499 | 720 — 87 + 325 — 14 | 498 | -1
503 | 720 — 82" + 325 —14 | 502 | 1
509 | 720 — 827 4 32° — 14 | 508 | 0
521 | 720 — 827 4+ 32° — 14 | 520 | 0
523 | 720 — 827 4 32° —14 | 522 | 0
541 | 7210 — 827 + 325 — 14 | 540 | 0
547 | Tot0 — 827 4 32° — 14 | 546 | 1
557 | 7o' — 827 + 32° — 14 | 556 | 1
563 | 72'0 — 827 + 325 — 14 | 562 | 0
569 | Tot0 — 827 4 32° — 14 | 568 | 1
571 | To'% — 827 +32° —14 | 570 | 1
577 | 7210 — 82" + 3% — 14 | 576 | -1
587 | 7wl — 827 4+ 32° — 14 | 586 | 0
593 | 7210 — 827 + 325 — 14 | 592 | -1
599 | 7x'0 — 827 + 325 — 14 | 598 | -1
601 | 720 — 827 4 32° — 14 | 600 | 0
607 | Tot0 — 827 4+ 32° — 14 | 606 | 1
613 | 7210 — 827 +32° — 14 | 612 | 3
617 | 7210 — 827 +32° — 14 | 616 | 1
619 | 72 — 827 + 325 — 14 | 618 | -1




p f(z) n | S
101 | 7219 — 82" + 32> — 14 | 50 | -2
103 | 72'° — 827 +32° —14 | 51 | 0
107 | 721° — 82" +32° —14 | 53 | 1
109 | 7210 — 827 +32° — 14 | 54 | 0
113 | 729 — 82"+ 32> —14 | 56 | O
127 | 7210 — 82" +32° — 14 | 63 | 1
131 | 720 — 82" +32°—14 | 65 | 1
137 | 720 — 827 +32° —14 | 68 | 0
139 | 7210 — 82" +32° —14 | 69 | 1
149 | 7219 — 82"+ 32> —14 | 74 | -1
151 | 720 — 82" 4+325—14 | 75 | 0
157 | 720 — 827 +32°—14 | 78 | 0
163 | 721 — 82" + 325 —14 | 81 | 1
167 | 721 — 82" +32° —14 | 83 | 1
173 | 729 — 827 +32° —14 | 8 | 0
179 | 7210 — 827 +32° — 14 | 89 | -1
181 | 7210 — 82" +32° —14 | 90 | 1
191 | 720 — 82" +32°—14 | 95 | 1
193 | 720 — 827 +32° — 14| 96 | 0
197 | 7210 — 82" +32° —14 | 98 | 1
199 | 7210 — 82" +32° —14 | 99 | 1
211 | 7210 — 827 +32° — 14 | 105 | 1
223 | 720 — 827 +32° — 14 | 111 | 1
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p f(z) no|S
227 | Tot? — 827 4+ 32° — 14 | 113 | 1
229 | 7T2'0 — 827+ 325 —14 | 114 | 0
233 | 720 — 827 + 325 —14 | 116 | 0
239 | T2 — 82" + 325 —14 | 119 | 1
241 | 720 — 827 + 325 —14 | 120 | 2
251 | 7T2'% — 827 +32° —14 | 125 | 1
257 | 720 — 827 + 325 — 14 | 128 | 2
263 | T2 — 82" + 325 —14 | 131 | 1
269 | 7ol — 82z + 325 —14 | 134 | 1
271 | 72'% — 827 + 325 — 14 | 135 | 2
277 | T2 — 82" + 325 —14 | 138 | 1
281 | 720 — 827 + 325 — 14 | 140 | -3
283 | 7x'0 — 827 + 325 — 14 | 141 | 0
293 | 720 — 827 + 325 — 14 | 146 | 3
307 | T2 — 82" + 325 —14 | 153 | 1
311 | 720 — 82" + 325 —14 | 155 | 1
313 | 720 — 827 + 325 — 14 | 156 | 0
317 | 720 — 827 + 325 — 14 | 158 | -1
331 | 720 — 82" + 325 — 14 | 165 | -2
337 | 7T2'% — 827 + 325 — 14 | 168 | -1
347 | Tx'0 — 827 + 325 — 14 | 173 | 1
349 | T2 — 82" + 325 —14 | 174 | 0
353 | T2 — 827 + 325 —14 | 176 | -1




p f(z) n | S
359 | 720 — 827 + 325 —14 | 179 | -2
367 | Tz'% — 8z + 325 — 14 | 183 | -1
373 | 720 — 827 + 325 — 14 | 186 | -1
379 | 720 — 827 + 325 —14 | 189 | 2
383 | 720 — 827 + 325 —14 | 191 | 1
389 | 7210 — 827 4+ 32° — 14 | 194 | 0
397 | 720 — 827 + 325 — 14 | 198 | 2
401 | 7210 — 827 4+ 32° — 14 | 200 | 3
409 | 721 — 827 +32° — 14| 204 | 1
419 | 720 — 827 + 325 — 14 | 209 | -3
421 | 7219 — 827 + 325 —14 | 210 | 0
431 | 7210 — 827+ 32° — 14 | 215 | 1
433 | Tz'0 — 827 + 325 — 14 | 216 | 1
439 | 7210 — 82T + 325 —14 {219 | 1
443 | Tot0 — 827 4+ 32° — 14| 221 | 0
449 | 7ol — 827 +32° — 14 224 | 0
457 | 72! — 827 + 325 — 14 | 228 | -1
461 | 720 — 827 +325—14 1230 | 0
463 | 7210 — 827 + 325 —14 | 231 | 0
467 | Tz'0 — 82T + 325 —14 | 233 | 0
479 | 7210 — 827 + 325 —14 {239 | 1
487 | Tx'0 — 827 + 325 — 14 243 | 1
491 | 72" — 82T +32° — 14 | 245 | 1
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P f(z) n | S
499 | 7210 — 827 + 32° — 14 | 249 | 3
503 | 7ol — 827 +32° — 14 | 251 | 1
509 | 7210 — 827 +32° —14 | 254 | 0
521 | 7210 — 82" + 325 — 14 | 260 | 1
523 | 720 — 827 + 325 —14 | 261 | 1
541 | 720 — 82" 4+ 32° — 14 | 270 | 1
547 | Ta'0 — 8x7 4+ 325 — 14 | 273 | -1
557 | 7210 — 827 4+ 32° — 14 | 278 | 0
563 | T — 87 + 325 —14 | 281 | 1
569 | To10 — 827 +32° — 14 | 284 | 2
571 | 7210 — 827 + 325 — 14 | 285 | 1
577 | 7210 — 82" + 325 — 14 | 288 | 1
587 | Tl — 827 4 32° — 14 | 293 | 2
593 | 7210 — 8x7 + 325 — 14 [ 296 | 0
599 | 7210 — 827 + 325 —14 | 299 | 1
601 | 720 — 827 4+ 32° — 14 | 300 | 0
607 | 72" — 8z + 325 — 14 [ 303 | 5
613 | 72'% — 827 +32° — 14 | 306 | 1
617 | 720 — 827 4+ 32° — 14 | 308 | 1
619 | 720 — 827 4+ 32° — 14 | 309 | 1




Ko6vetkeztetés:

Teljes négyzet vagy annak konstansszorosa nyilvan nem jo, hiszen ezek min-
dig kvadratikus maradékot (esetleg p tobbszorosét) adjak. Ezt leszamitva
minden polinom j6 pszeudovéletlen tulajdonsagot mutatott a teszteken min-
den vizsgalt primre és hosszra (hosszra, azaz a generalt bitek szaméara —
elképzelhetd, hogy egy hosszi bitsorozat linearis komplexitasa ugyan magas,
de valamely kezd@szeletéé alacsony; a vizsgalt esetekben szerencsére nem ez
a helyzet). Erdekes, hogy bar £3 modulo 8 alakt p primekre a linearis komp-
lexitas [16] alapjan p koriili, mégis az n hosszii kezdészeletekre csak 4 koriili

értékeket tapasztalunk (0 korili S).
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