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1. Bevezetés

1.1. Motivacio

Az utobbi évtizedekben jelentGsen kibéviiltek az emberi tulajdonsagok 6roklédé-
sével kapcsolatos ismereteink. A 20. szdzadban felfedezték a dezoxiribonukleinsavat,
roviden DNS-t, a ribonukleinsavat (RNS), illetve ezeken beliil t6bb kiilénb6z6 gént,
melyek a legfontosabb élettani tulajdonsagokat kodoljak. Felderitették a teljes embe-
ri génkészletet 2000-re, megkozelitSleg 3 millidrd alkotdelemet, 20000 — 25000 génen
beliil. Felfedeztek szdmos gént, ami Osszefiiggésbe hozhaté komolyabb betegségekkel.
Ezen tudoméanyos felfedezések kivetkeztében sokat fejlédott a technologia is, hiszen
megsziiletett az igény, hogy jobban megismerhessiik a génekben rejlé informaciot.
Jelenleg léteznek olyan robotok, amelyek egy kevés vérbdl képesek izolalni a DNS-t
és megadni a nukleinsavak pontos sorrendjét, azonban sajnos még komoly kéltségek
mellett. A kutatasok eredményeként sok betegséget az orvosok méar egyértelmiien
tudnak egy adott génhez kotni. Azonban a DNS-ben rengeteg informacioé rejlik, a
méar megismert betegségek mellett sok mas esetben is lehetne kockazati faktorokat,
hajlamokat meghatarozni. Dolgozatom célja olyan statisztikai mdédszerek bemuta-
tasa, amelyekkel koltséghatékonyan, kevés vizsgalat elvégzésével is van lehetGség
jelentGs elérelépést tenni valamilyen betegségre hajlamositd gének keresésében.

Tanulmanyaim soran egy orvosi csapattal dolgoztam egyiitt a Semmelweiss Ignac
Orvostudoményi Egyetemrdl. A terhességi cukorbetegség genetikai hatterét probal-
tuk felderiteni. A t6bb éves adatgyijtd munka eredményeképpen koriilbeliil 800 anya
és gyerekeik DNS-e keriilt analizélasra. A vizsgélatban részt vevs alanyok vérébdl az
orvosok megallapitottdk a vércukorszintet, tobbféle enzim szintjét, valamit rendel-
kezésiinkre allt az édesanyak terhesség el6tti testtomeg-indexe és életkora. Minden
anya esetében a vizsgal6 orvos a vércukorszintbél és egyéb lathato jelekbdl megélla-
pitotta, hogy egészséges, vagy cukorbeteg-e. A kutatasunk célja a rendelkezésiinkre
allo genetikai adatok és a betegség kozotti Osszefiiggés megéllapitasa valamint a
cukorbetegség legfGbb ismérve, a vércukorszint elGrejelzése.

Szakdolgozatomban a kutatas soran alkalmazott statisztikai modszereket fogom
bemutatni. ElGszor a linearis regresszié elméletét ismertetem, majd annak altala-
nositasait. Kozben emlitést teszek a modszerek miikodését garantald becslésekrol.
A dolgozat mésodik felében egy altalanosabb elméletet, a strukturalis egyenletek
modelljét mutatom be, a miikodés sziikséges és elégséges feltételeivel egyiitt. Ennek

segitségével egy olyan modellt készitek el, amelyben a genetikai valtozatok, életkor,



testtomeg-index és vércukorszint kozott felallitott struktiraban egyszerre magyaraz-
za meg a tényezbk kozotti kapcesolatot, dnmagaba foglalva az esetleges interakciokat
is. A dolgozat végén bemutatom a modellek konkrét alkalmazasat, kitérve a kutatas
soran felmeriil egyéb problémakra, mint példaul a "false discovery". Ezen mod-
szerek és algoritmusok ismerete mar jo kiindulasi alapot szolgdltathat mas tipust

genetikai vizsgalatok elvégzéséhez is.

1.2. Orvosi alapfogalmak

A genetikai vizsgalatok hatterében sok orvosi eredmény all, és hogy ezeket kellGen
tudjuk modellezni meg kell ismerniink néhany alapfogalmat. A vizsgalatok nagy
része a DNS koriil zajlik. A DNS négy kiilonb6z6 nukleinsav (adenin - A, guanin -
G, citozin - C, timin - T) kombinaciojaként all els. Kettds spiralba rendezédnek és
minden nukleinsavnak van egy 6t kiegészité parja. Igy a DNS egyértelmiien leirhato

az egyik szélon talalhato alkotok sorrendjével.

1. Abra. A DNS egy szakasza, kettGs spirdl szerkezet &dbrazolasaval és nukleinsav

parok feltiintetésével

Az 1. 4bra a DNS egy szakaszat mutatja be. Barmely két ember DNS-e 99 sza-
zalékban megegyezik, 4&m vannak bizonyos pontok, ahol tapasztalhatunk eltérést.

Single nucleotid polymorphysm-nak, roviden SNP-nek neveziink egy ilyen eltérést,



ha adott ponton a vizsgalt alany DNS-e eltér a populécioban gyakrabban elGfordu-
16t6l.

A DNS-ben a kromoszomak parban allnak és egyiittesen hatarozzdk meg a kii-
lonféle betegségekre kialakuld hajlamokat. Ezért nem elég, ha egy kromoszémaban
egy ponton valtozast tapasztalunk, meg kell vizsgalnunk, hogy a parjan, ugyanezen
a ponton is van-e valtozas. Ha csak egyik pont moédosult, akkor heterozigota vari-
ansnak nevezziik, ha pedig mindkettd, akkor homozigota varidnsnak.

Orvosilag bizonyitott, hogy bizonyos génvaltozatok kapcsolatban allnak beteg-
ségekkel. Ezeken a pontokon vizsgalt SNP-k kozelebbi képet adhatnak a hattérben
meghtizod6 hajlamositd tényezdkrsl. Mivel egy SNP harom kiilénb6z6 parositast

tartalmazhat, igy a hatasa is tobb tipusba sorolhato6.

e Dominans modellnek nevezziik azt, ha az SNP-ben megjelenik a ritkdbb val-
tozat és a hatas maris észlelhets, fliggetleniil attol, hogy heterozigota, vagy

homozigoéta modon hordozza az egyén.

e Recessziv modellt alkalmazunk, amikor a ritkdbb valtozat egyszeres hordozasa
lényegiben nem tér el attol, mintha a gyakorit hordozna az egyén heterozigota
modon, azaz egyszeresen. Csak akkor észlelhets eltérés, ha a kevésbé gyakori

valtozatbdél kettd is van.

e Additiv modell esetén minden hordozott ritkdbb valtozatnak azonos hatésa

van, igy a kétszeres hordozés kétszer akkora hatast fejt ki, mint az egyszeres.

e Multiplikativ modell hasznalatakor a heterozigéta varidnsa x, mig a homozi-

gota variansé z2.

Tovabbi modellek is elképzelhetdk, azonban a gyakorlatban ezek fordulnak el§ a leg-
gyakrabban, igy a génvaltozatok legnagyobb része feltételezhetGen ezeknek megfeleld

modon hat.

1.3. Matematikai alapfogalmak
1.3.1. Statisztika

1.1. Definicié. Legyen (Q, A, P) valdszindségi mezd. Fgy X : Q — R figgvényt
valdszintségi vdltozonak nevezink, ha {w € Q : X(w) < x} € A minden r € R

esetén.



Atfogalmazva X egy olyan véletlentdl fiiggé mennyiség, amelyrsl meghatarozha-
t0, hogy milyen valoszintiséggel vesz fel x-nél kisebb értéket. Meggondolhato, hogy ez

a tulajdonsag ekvivalens azzal, ha tetszGleges Borel-halmazbeli értéket vizsgalunk.

1.2. Definicid. Legyenek adottak X, X, ..., X, figgetlen azonos eloszldsi valo-
szintiségi vdltozok, tovabbd w € Q véletlen esemény. Ekkor Xi(w), Xa(w),. .., X, (w)

értékeket véletlen mintdnak nevezzik.

1.3. Definicid. Statisztikai mezdnek nevezzik azt az (Q, A,P) hdrmast, ahol (£, A)

eqy mérhetd tér, P pedig az A-n értelmezett valosziniségi mértékek eqy csalddja
1.4. Definici6. Statisztikinak nevezziik a minta eqy fligguényét.

1.5. Definicidé. Eqgy hipotézisvizsgdlati feladat esetén p-értéknek nevezzik azt a sta-
tisztikdt, amely a nullhipotézis mellett egyenletes eloszlast kovet (0, 1)-en és dltaldban
annak a valdszinidségét adja meg, hogy a nullhipotézist eqy nullhipotézisbeli minta
esetén tévesen elutasitjuk. A dintés mindségének ellendrzésére haszndlatos statisz-
tika. Haszndlata annyiban egyszerisiti a hipotézisvizsgdlati feladatot, hogy a (0,1)
intervallum eqy o mértékd, tetszdleges részhalmaza eqy o szintd probanak felel meg.
Optimdlis hipotézisvizsgdlati mddszer meghatdrozdsihoz a (0,1) olyan o hosszisdgu
részhalmazadt kell kiwdlasztani, amelybe a p érték, ha a minta H, szerinti, a lehetd

legnagyobb valosziniséggel esik.

1.6. Definicié. Eqy paraméter becslés sordn kapott érték dltaldban nem egyezik meg
pontosan a keresett eloszlds paraméterével. Adott o mellett konfidencia intervallum-
nak nevezziik a paramétertartomdny azon oOsszefiiggd részhalmazdt, amelyre igaz,

hogy a mainta alapjdin a becsiilt paramétert 1 — a valdszinidséggel tartalmazza.

1.3.2. Grafelmélet

A grafelméleti alapfogalmakat, mint graf, csics, él, iranyitott graf, osszefiiggs graf
ismertnek tekintem. Egy G graf esetén hagyoményosan V (vertex) jeloli a csticsok
halmazat, E (edge) pedig az élek halmazat. Iranyitott graf esetén az élek halmazat

D-vel szokés jel6lni az angol directed sz6 utéan.

1.7. Definici6. Egy n csicsu G grdfot vegyes grifnak neveziink, ha az élhalmazaban
szerepelnek irdnyitott és irdnyitatlan élek is. A vegyes grifot G = (V, D, B) alakban
szokds megadni, ahol V a csicsok, D az irdnyitott élek, B (bidirected) pedig az

wranyitatlan élek halmazdt jeldls.



1.8. Definicié. Legyen adott egy n csicsi G = (V, D) iranyitott grdf. Indexeljik
dt a csicsokal egy tetszéleges, olyan R : {1,2,...n} — {1,2,...n} figgvénnyel gy,
hogy ha (i — j) € D, akkor R(i) < R(j). A csicsok R-beli képét novekvden rendezve

kapjuk a csicsok topologikus sorrendjét.

A definiciobol latszik, hogy R leképezés nem feltétleniil egyértelmt, s6t nem
is biztos, hogy létezik. Ezért a topologikus sorrend sem létezik minden esetben és
a meghatarozasa sem mindig egyértelmd. A topologikus rendezés szemléletesen a
csicsoknak egy olyan sorrendjét hatidrozza meg, ahol egy csiicsbol mindig csak téle

nagyobb indext cstcs felé mutathat él.

1.9. Definicié. Ha egy G = (V, D) iranyitott grifban létezik az éleknek egy olyan
Uy, Usg, . ..U € D sorozata, hogy minden ©t = 1,..., k esetén u; végpontja megeqyezik
w11 kezddpontjdval, valamint uy végpontja és uy kezddpontja egybe esik, akkor azt
mondjuk, hogy G grdf kért tartalmaz.

Ha eqy G iranyitott grdaf nem tartalmaz kort, akkor aciklikusnak nevezzik.

1.10. Allitas. Egy G irdnyitott grdfban akkor és csak akkor létezik topologikus ren-

dezés, ha a grdf aciklikus.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy G-be létezik topologikus rendezés. Ha létezik kor, ak-
kor valasszuk ki azokat a pontokat, amelyeken a kor athalad. Vegyiik ebbdl a leg-
magasabb indextt. Innen mindenképpen kisebb indext csiics felé mutatna ¢l a kor
definici6ja miatt, ez viszont ellentmond a topologikus rendezettségnek.

Tegyiik fel, hogy az n csticst G grathan nincs kor. Kivalasztva egy tetszéleges
csucsot, iranyitott ¢leken elére lépkedve véges 1épés alatt eljutunk egy olyan csiicsba,
ahonnan mar nem fut ki él. Ez a csiics kapja az n indexet, majd toroljiik G-bél. Az
igy kapott G’ graf tovabbra is kdrmentes marad, és hasonlé modon kivalaszthato
beléle egy legmagasabb, n — 1 indext cstics. A 1épéseket folytatva meghatarozunk
egy olyan R bijektiv leképezést, amelyre teljesiil a topologikus rendezés definicioja,

igy G graf rendezhetd. O]

Mivel a bizonyitas sordn a csicsok valasztasa nem determinisztikus, innen is

lathato, hogy a topologikus sorrend nem feltétleniil egyértelmd.
1.11. Definicié. Legyen adott G irdnyitott grdf, i,5 € V. Ekkor

o i és g kozti sétanak nevezziik a csicsok és élek olyan v;, e1,va, . .., €x, Vpr1 SOTO-
zatdat, ahol a csucsok és élek felvdltva helyezkednek el, vi = i, v = 7, illetve

minden e; €l vy €s Vs csucsok k6zott fut.



o irdnyitott sétanak nevezzik azt a sétdat, amelyben minden eg él vs-bol fut vsiq

csucsba.
e utnak nevezzik azt a sétdt, amelyben nem szerepel kétszer ugyanaz a csiucs.

e irdanyitott utnak nevezziik azt az irdanyitott sétdt, amelyben nem szerepel kétszer

uUgyanaz a CSUCs.

A fenti definicio vegyes grafokra is ugyanigy fogalmazhato meg.



2. Linearis modellek

Tegyiik fel, hogy van két valészintiiségi valtozonk, X és Y. A modellalkotas elsd
és legegyszertibb megkozelitése, hogy a valosziniiségi valtozok kozott lineédris kapcso-
latot feltételeziink, azaz feltessziik, hogy Y = a- X + ¢ egyenlGség kozelitGen teljesiil.
Ez nem egy tilzottan szigoru feltétel, hiszen ha egy fiiggvény kellGen sima, akkor
lokalisan kozelithetd linearis fiiggvényekkel.

Vegytink egy N elemii mintat, (Y, X) valtozoparra vonatkozoan. A méréseket
vektorba rendezve Y = a - X + ¢ - 1 vektoregyenletet kell megoldanunk, ahol a és ¢
a keresett paraméterek valamint 1 az N-dimenzios egységvektort jeloli. Ha N > 3
akkor az egyenletrendszer tulhatarozott, igy valoszintileg nem kapunk megoldast,
csak kozelitésrdl beszélhetiink.

Tegyiik fel, hogy az Y valtoz6 magyardzatara tobb n > 2 valtozo all rendelkezés-
re, legyenek ezek X1, Xs, ..., X,,. Szeretnénk meghatarozni azon a, ¢ paramétereket,
amelyekre a Y = @’ - X + c linearis egyenlet a lehetd legkisebb hibaval teljesiil, azaz

a legpontosabban kozeliti linearis modon az Gsszefiiggést.

2.1. LineAaris regresszio

Célunk a folytonos valtozok (példaul vércukorszint, testmagassig) és a genetikai
adatok kozotti kapcesolat vizsgélata. Tételezziik fel, hogy a varidnsok hordozésa és
a vércukorszint kozott valamilyen linearis kapcsolat van. Ekkor lineéris regressziot
alkalmazhatunk.

Legyen Y a célvaltozo, Xi, Xs,..., X, pedig a magyaraz6 valtozok, melyeket
egy vektorvaltozoként X-el jeloliink. A szokvanyos, fiiggetlen valtozd megnevezés
megtéveszt§ lehet, ugyanis ezek a valtozok Osszefiigghetnek egymaéssal, vagy akar
Y -nal is, s6t, ez utdébbi kapcsolatot szeretnénk felderiteni.

Vegyiink egy N elemii mintat. Legyen Z az ismeretlen célvaltozobol kapott érté-
kek N hosszi vektora, és S az ismert magyarazo valtozokbol kapott N X n-es matrix.
Keressiik azt az n-dimenziés @ vektort és b szamot, amelyre Z = S-a+ b - 1. Ha
letezik ilyen @ vektor, akkor Y linearisan kifejezhets X segitségével. Ekkor @ vektor

koordinatait az X valtozokhoz tartozé egyiitthatoknak hivjuk. Részletesebben kifrva

Y:a1X1+a2X2+---+aan+b.

Ilyen vektor azonban a gyakorlatban nem létezik, ezért azt az a-t keressiik,

amelyre @’ X legjobban kozeliti Y-t. Igy tehat a korabbi egyenlet helyett most a

10



Z =S-a+b-1 + & megoldasat keressiik, ahol £ egy N dimenzi6s a hibavektor.
A megoldas soran -t minimalizalni szeretnénk, hogy a legjobban illeszked6 modellt
kapjuk. Ekkor:

Y= Xi+aXe+ - +a,X, +b+¢e"

ahol €* egy 4altalanos hibatag, minden megfigyelés esetén mas-mas lehet. A minta
alapjan @ és b értékeit meg tudjuk becsiilni kiilénb6z6 becsléselméleti modszerekkel,
amelyekrol késGbb lesz sz6.

Az egyszertiség kedvéért a becsiilt egyiitthatokat tovabbra is jeloljik aq, ..., a,,b

modon, hiszen a becsléssel kapjuk meg a legjobban illeszkeds egyenes egyiitthatoit.

2.1.1. Legkisebb négyzetek mddszere

A legkisebb négyzetek modszere egy adathalmazra legjobban illeszkedd egyenes
meghatarozasara alkalmas, tisztan algebrai eszkozokkel.

Legyen N darab megfigyelésiink xq,xs,...,2n €8 y1,¥2,...,ynv az (X,Y) valo-
szintiségi valtozoparra vonatkozdan. Az alapvets feladat, meghatarozni a pontok-
hoz legjobban illeszkedd egyenest. Szeretnénk talalni olyan a, b értékeket, amelyekre
y; = ax; + b fennall minden ¢ = 1... N esetén. Ekkor a valosziniiségi valtozok ko-
zott is Y = aX + b Osszefiiggésre kovetkeztetiink. Ha X és Y kozott nincs linearis
kapcsolat elméletileg sem varhatunk pontos eredményt, s6t a gyakorlatban mérési
hibaval is szdmolnunk kell.

Ha taldlnank olyan egyenest, amely pontosan illeszkedik a méréseinkre, akkor
yi—ax;—b = 0lenne: = 1... N-re. Egy jol illeszked§ egyenes esetén tehat azt varjuk,
hogy y; — ax; — b kicsi legyen minden ¢ = 1... N-re. A mddszer a négyzetes hibat
minimalizdlja, tehat olyan egyiitthatokat keres, hogy Zf\il(% — ax; — b)? minimalis
legyen. Azaz a nagyon kiugro értékeket jobban biinteti, mint az egyenestdl kézepesen
eltérd tobbi értéket.

A moddszer leirasa

Legyen E(a,b) = Zf\il(yt —ax; — b)? a kétvéltozos hibafiiggvény. Mivel a minta
elemei adottak, E(a,b) mindkét valtozojatol folytonosan fiigg, 0 egy also korlatja,
valamint differencialhato. Ha a, vagy b abszolit értékben tart végtelenhez, akkor
az egyenes egyre kevésbé fog illeszkedni, tehat a differencialéssal kapott szélsGérték

minimum lesz.

11
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g_f = 3" 2(y, — az; — b)(~ay)

i=1

N
a—E:Z ; —ax; — b)

Oldjuk meg a 5= BE = f = 0 egyenletet. A megoldasként kapott a és b értékek lesznek
a legjobban 111eszked()’ egyenes egyiitthatoi.

(yi —ar; — b)(_xi)

I
NE

1

.
I

Il
NE

(y; — ax; — b)
1

<.
Il

Atrendezve a kovetkezs egyenleteket kapjuk:

N

N N
=1 =1

N N -
i=1 i=1

A két egyenlet felithat6 az aldbbi 2 x 2-es matrix segitségével

A— vaﬂ a vaﬂ Li
Zz‘]\il Ly N

( Yl Yl ) ( a > _ < PPARE” ) |
Zij\il T N b Zivzl Yi

Ha az A maétrix determinansa nem nulla, a matrix inverzével mindkét oldalt
balrol megszorozva a jobb oldal csupa ismert elemeket tartalmaz, mig a bal oldalon

a keresett paraméterek jelennek meg. Ekkor

detA = N-

N N
x sz sz N - Z:z:f—zz:clx]

1 =1 =1 =1 =1 j=1

Mz

7

($7; — Zlfj)z Z 0.

WE
NE

=1 1

.
Il

Egyenlgség akkor all fenn, ha minden 4,j = 1... N esetén z; = z;. Ekkor a de-

terminans 0, igy nem tudunk invertalni. A megoldas az x; ponton atmen fiigg6leges
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egyenes lenne,ami azt jelenti, hogy X az Y érték magyarazatdhoz nem jarul hozza.
Minden mas esetben a métrix invertalhato és algebrai modszerekkel megkaphatok

azok az a, b értékek, amelyek a legjobban illeszkedd egyenest reprezentaljak.

A modszer altalanosithato, nem csak egyenest, hanem legjobban illeszkedd poli-
nomot is lehet keresni a segitségével. Bebizonyithat6, hogy a megoldhatosag feltétele
ekkor is az, hogy ne legyen minden ¢,7 € 1... N esetén x; = x;. A legkisebb négy-
zetek modszerével a [2] foglalkozik részletesebben.

Tovabbi altalanositas a tobbdimenzios eset, amikor m darab valoszintiségi valto-
z6hoz szeretnénk illeszteni [-dimenzios legjobban illeszked6 hipersikot, ahol [ < m.
Ekkor a matrix determinansa tobb esetben is lehet 0, igy az alkalmazas tovabbi

vizsgalatokat igényel.

2.1.2. Maximum-likelihood moédszer

Legyen adott X, Xs,..., X, egy F eloszlasbol vett fiiggetlen minta értéke. Le-
gyen az I’ eloszlas egy ismeretlen paramétere 6. Az xq,xs,...,x, minta alapjan
szeretnénk megbecsiilni, hogy mi lehet 6 értéke. Legjobb becslésnek tartjuk azt a
0y értéket, amelyre a lehetséges 0-k koziil a legnagyobb valoszintiséggel kapjuk az

X1, Xo, ..., T, koriili értékeket.

2.1. Definicié. Likelihood fiigguénynek nevezziik a 6 paraméter azon fiigguényét,

amely megadja annak a valosziniséget, hogy X1, X, ..., X, valosziniségi vailtozok
1, X9, ..., T, korili értéket vesznek fel. A fiiggetlenséget is felhaszndlva, folytonos

esetben az F striségfigguényét alkalmazva:
L) = P(Xy=x,Xo=29,...X,, =x,) folytonos esetben:

= f(z1,22,...,0,0) = Hf(xz,e)
i=1

A legjobb becslést tehat L(6) fiiggvény maximalizalasaval kaphatjuk. Amennyi-
ben a likelihood fiiggvény differencidlhato, analizisbél ismert okokboél a maximumbhe-
lye vagy az értelmezési tartomany hataran talalhato, vagy egy olyan pontban, ahol
a fliggvény derivaltja 0. Nem differencialhato fliggvény esetén ez a modszer nem
alkalmazhato.

A logaritmus fiiggvény szigori monotonitasat kihasznéalva tudjuk, hogy L(0) és
[(0) := log L(#) maximumhelyei ugyanott vannak. Ezért a derivalas megkonnyitése

érdekében gyakran [(0) fiiggvényt szokas maximalizalni.
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A modszer tovabbi el6nye, hogy tobb ismeretlen paraméter esetén is hasznalhato.

2.2. Definicid. Legyen X1, Xs, ... X, flggetlen azonos eloszldsbol szdrmazé minta,
melynek 01,04, ... 0, € Q) paraméterei ismeretlenek. A siridségfigguényt jeldljik f-el.
A likelihood fiigguény

n

L(61,6s,...6x) = [ [ f(21:61,62,...061).

i=1
Ha az

[ml(ml,xg, .. .$n>,m2<l‘1,x2, .. .:Cn), .. .mk(l'l,l'g, .. l‘n)]

vektor mazximalizdlja a likelihood fligguényt, akkor a paramétereket becsld fligguény

0 = mi(Xl, XQ, .. Xn)

(2

minden i = 1...k esetén.

A paraméterek mazximum likelihood (réviden ML) becslése
62' = mi(l'l,illg, R l’n),
ahol x1,xs,...2, a konkrét megfigyelés.

Az ML becslés definicidja utan vizsgaljuk meg a tulajdonsagait. Feltételezziik,
hogy a mérési hibak fiiggetlen, azonos eloszlasuak (altalaban normalis, de nem feltét-
leniil), tovabbé a likelihood fiiggvény logaritmusa, (réviden log-likelihood fiiggvény)
kétszer differencialhato.

A becslés tulajdonsagai az alabbiak.

e Ezen feltételek mellett bizonyithato, hogy az ML becslés egyértelmd.
e A becslés konzisztens, tehat ha 6* a becsiilt paraméter, akkor

lim P(|6" — 6] > ¢) =0

n—oo

minden € > (O-ra, ahol n a minta elemszdma.

e Aszimptotikusan torzitatlan, azaz E(0*) = 6, ha a minta elemszama végtelenbe

tart.

e A maximum likelihood becslés aszimptotikusan hatésos, azaz nincs olyan torzi-
tatlan becslés, aminek kisebb lenne a szérasa, ha az elemszammal a végtelenhez

tartunk.
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e Aszimptotikusan normalis eloszlasu.

A tulajdonsagok alapjan a maximum likelihood becslés idedlis aszimptotikus ér-
telemben, ezért a minta elemszamat nagyra kell valasztani, hogy jol hasznéilhato

becslést kapjunk.

2.2. Stepwise algoritmus

To6bbdimenzids linedris regresszio esetén nem egy egyenest, hanem egy hipersikot
keresiink. A tobbdimenzids regresszié elvégzése utan az eredmény egyiitthatoi kozt
gyakran van, amelyik nem szignifikins. Ez viszont nem feltétleniil jelenti azt, hogy
semmit nem tudunk mondani az adatainkro6l. Elgfordul, hogy a magyarazé valtozok
vektordbol csak néhany koordinata adatai miatt nem lesz szignifikins az eredmény.
Algoritmikus modszerekkel kivalaszthatok azok a valtozok, amelyek egylittesen tény-

legesen hatnak a célvaltozora.

2.2.1. Hatra fele haladoé

Els6 lépésben végezziik el a tobbdimenzios linearis regressziot. Ha az eredmé-
nyiink nem szignifikdns valasszuk ki a modellbél azt a valtozot, amelynek a legkisebb
a p-értéke. Ezt vegyiik ki a modellbdl és végezziik el Gjra a regressziot.

Minden vizsgalat utan két 1épés koziil valaszthatunk. Vagy kivessziik a modell-
bél a legkevésbé szignifikans valtozos, vagy bevessziik a modellbe a kordbban mér
kikeriiltek koziil a legszignifikinsabbat. A modellen beliil vett szignifikancia Gssze-
fiigg a tobbi vizsgalt valtozoval is, igy ha Gjonnan kiveszek egy valtozot, az nem lesz
automatikusan a legszignifikdnsabb az addig kivettek koziil.

Legyen L a likelihood fliggvény az aktuélis modellben szerepld valtozok mintaja

alapjan.

2.3. Definicio. Egy modell Akaike informdcids kritériumdnak nevezzik az
AIC =2-k—In(L)

szdmot, ahol k a modellben szerepld vdltozok szama.

Két modell osszehasonlithaté az Akaike kritérium segitségével. Amelyik esetén
kisebb az érték, az a modell szamit jobbnak. Egy modell likelihhood fiiggvénye egyre
nagyobb értékeket venne fel, ahogy tobb valtozot vizsgalok, azonban ekkor egyre
tobb lenne a kevésbé relevans valtozok szama is. Ezt korrigaljuk, hogy a kevesebb

valtozot tartalmazo modelleket preferaljuk.
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A stepwise algoritmus két 1épése koziil mindig azt hajtjuk végre, amelyik jobban
csokkenti az AIC' értéket. Amennyiben egyik 1épés sem csokkentené, akkor az algo-
ritmus ledll és az aktudlis modellt tartjuk a legjobbnak, azzal érdemes folytatni a

vizsgalatot.

2.2.2. ElGre fele halado

Kezdetben kiindulunk az 6nmagaban legszignifikinsabb valtozobol. Ez utan min-
den 1épésben a mar kordbban leirt két 1épés koziil valasztunk, vagy kivessziik a mo-
dellbél a legkevésbé szignifikans valtozot, vagy bevessziik a modellbe a korabban
mér kikeriiltek koziil a legszignifikdnsabbat. Itt is akkor all le az algoritmus, ha mér
nem tudunk javitani az Akaike informéciés kritériumon.

A két médszer nem biztos, hogy ugyanazt az eredményt adja, s6t, ha véletlen-
szertien valasztott valtozokbol indulunk ki elképzelhetd, hogy egy még tjabb modell
esetén all le az algoritmus. Azonban a leglényegesebb valtozokat mindegyik modell
tartalmazni fogja és Osszességében hasznos informéaciokat szolgaltat az Osszefiiggé-
sekral.

Teljes megoldas lenne, ha az 6sszes lehetséges modon kivalasztanank a valtozokat
és azt a modellt fogadnank el, amelynek globalisan a legjobb az informéci6 tartalma.
Ez azonban exponencidlis nagysagrendd lépés lenne, amit a mostani informatikai

eszkozokkel nem tudunk hatékonyan elvégezni.

2.3. Szimulacio

A linearis regresszié miikodését egy R-ben irt programmal szemléltetem. Legyen
X magyarazo valtozo, egyenletes eloszlasu (0,1)-en. Az Y célvaltozd ennek linea-
ris fiiggvénye lesz. Az Y = 5 - X 0Osszefiiggés alljon fenn. Vegyiink egy 100 elemt
mintat X eloszlasabol, legyen ez az x vektor. Szamitsuk ki az x-hez tartozo Y ér-
tékeket. Vegyiink tovabbé egy 100 elemi standard normélis eloszlasi hibavektort.
A célvaltozonk tapasztalati értékét jeloltjiik y-nal és értéke legyen az elméleti ér-
ték és a hibavektor osszege. Vizsgaljuk meg, hogy a linearis regresszi6 modszerével
felderithetd-e, hogy a célvaltozo elméletileg a magyarazod valtozd 5-szordse!

Az alabbi programmal elGallitjuk a mintakat és megkeressiik a legjobban illesz-

ked§ egyenest:

set.seed(521)
darab<-100
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x<-runif (darab,0,1)

eps<-rnorm(darab,0,1)

y<-bxx+eps

LM<-summary (1m(y~x))

plot(x,y, main="Az x é&s y valtozd kozotti lineadris Osszefiiggés",
xlab="Magyardz6 valtozé (x)", ylab="Célvaltozd (y)", las=1, pch=20)
abline (LM$coefficients[1,1] ,LM$coefficients[2,1],col="red")
LM$coefficients[1,1]

LM$coefficients[2,1]

LM$coefficients[2,4]

Az X és y valtozo kozotti linearis osszefiiggés

Célvaltozé (y)

0.0 02 04 06 0.8 1.0

Magyarazo valtoza (x)

2. abra. Y valtozo az X Otszorose, Y megfigyelésében standard normaélis eloszlasbol

szarmazo6 hibéaval, valamint a legjobban illeszkedd egyenes

A program alapjan az Y = 4.82- X — 0.077 a legjobban illeszked§ egyenes, ami
elég kozel all a valosdghoz. Tovabba a modell szignifikancidja p = 1.559 - 1072, azaz
annak a valészintiség, hogy X és Y fiiggetlen egymastol p. A statisztikaban 0, 05-nél
kisebb p értékre mar elfogadhatonak tekintjiik a modellt, igy a jelenlegi eredmény

nagyon erdsen bizonyitja, hogy a két valtozé kozott van Osszefiiggés, amit a példa
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konstrualasabol mi is latunk. A 2 abran lathato az Osszefiiggés grafikus abrazolésa.

Vizsgaljuk meg, hogy a modszer milyen eredményt ad, ha az elméleti osszefiiggés
Y = —X. Ekkor a hiba aranya nagyobb az elméleti értékhez képest, mint a korabbi
esetben. A programot lefuttatva Y = —1.33- X 4+0.248, ami nem annyira pontos, ha-
bar a szignifikancia lényegesen kisebb 0.05-nél: p = 0.0001668503, azaz felderitettiik,
hogy X és Y 0Osszefiigg, de kevésbé lehetiink biztosak, mint a korabbi esetben.

Ez az eredmény felveti a probléméat, hogy mit lehetne tenni, ha a két valtozo
kozotti Gsszefiiggés olyan kicsi, hogy a hiba miatt nem kapunk pontos, de még csak
szignifikdns eredményt sem. A megoldas az, hogy noveljiik a mintat, ha lehetséges.

Ez a jelenlegi szimulalt adatoknal nem okoz problémat, legyen a mintank 1000 elem{.

Az x és y valtozo kozotti linearis 6sszefiiggés Az x és y valtozd kdzotti linearis 6sszefiiggés

Célvaltozé (y)
Célvaltezé (y)

3. 4
T T T T T T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 06 0.8 1.0 0.0 02 0.4 06 08 1.0
Magyarazo valtozo (x) Magyarazo valtozo (x)
(a) 100 mintaelem (b) 1000 mintaelem

3. dbra. X és Y valtozok egymas ellentettjei, Y megfigyelésében standard normalis

eloszlasbol szarmazo hibaval, valamint a legjobban illeszkeds egyenes

A bévebb minta esetén, a 3 dbran lathaté modon a linearis regresszio a Y =
—0.986 - X — 0.0276 osszefiiggést talalta, p = 1.719 - 1078 szignifikancia mellett,
vagyis kijelenthetjiik, hogy ekkora mintara a modszer biztosan megfeleld modellt
ad. De mi a teendd, ha a modell nem j6, viszont a minta nagy mértéki névelése nem
lehetséges? Ilyen esetben a probléma gyakran az, hogy a két valoszintségi valtozo
kozotti kapesolat nem linearis, csak esetleg linearissal kozelithet$. Ekkor érdemes
mas, nemlinedris modszert keresni a modellalkotashoz, aminek elvégzéséhez a [12]

ad vazlatos attekintét.
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3. Altalanositott linearis modell

Ebben a fejezetben a linearis modell egy, gyakorlatban is sokat hasznalt altalano-
sitasat ismerhetjiik meg. Ehhez elGszor definidljuk az exponencialis eloszlascsaladot,
amelyre kiterjesztjiik a linedris modellt. A modell ismertetése utan az egyik tipusa-

val, a logisztikus regresszioval részletesen is foglalkozunk.

3.1. Exponencialis eloszlascsalad

Az exponencialis eloszlascsalad egy eltolas és skalaparaméteres eloszlashalmaz.
Legyenek a, b, ¢, d rogzitett, ismert fiiggvények. Ekkor az egy exponencidlis elosz-

lascsaladba tartozo eloszlas strtiségfiiggvényei

f(y;0) = exp{a(y)b(0) + c(0) + d(y)}

formaban irhatok fel. A stirtiségfiiggvényben 6 a paraméterek vektora. Ezek tetszéle-
gesen megvalaszthatok azzal a feltétellel, hogy f az y valtozo szerint siiriiségfiiggvény
legyen, azaz nemnegativ, és az integralja 1.

Egy eloszlast természetes paraméterezésiinek hivunk, ha a(y) = y. A tovabbiak-

ban természetes paraméterezési eloszlasokkal foglalkozunk, azaz

f(y) = exp{yb(0) + c(0) + d(y)}.

Az ismert eloszlasok nagy része valamilyen exponenciélis eloszlascsaladba tarto-
zik, vannak koztiik diszkrét és folytonos eloszlasok is. Ezért érdemes megvizsgalni
néhany specialis esetet, hogy b, ¢, d fiiggvények iigyes valasztasidval hogyan vezethet-
jiik vissza a striiségfiiggvényt a szokvanyos paraméterekre. Specialisan vizsgaljuk a

Poisson, Normalis és Binomialis eloszlasok esetén a b, ¢ és d paraméterfiiggvényeket.

b(0) c(0) d(y) Stirtiségfiiggvény
Poisson: | log(f) -6 —log(y!) Gy‘yﬁ*g
T—p 2
Normalis: 5 —4 — 1log(2mo?) —% —= ot
Binomialis: log(ﬁ) n-log(1—p) log(g) (%) cpYe (1 —p)nv

Az paraméterezés utan lathato, hogy a fenti eloszlasok valéban az exponencidlis
csaladba tartoznak. Az altalanos allitasok megfogalmazasahoz azonban nincs sziikség

ezekre az atalakitasokra.
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3.2. A modell miikodési elve

Az altalanositott linedris modell a lineéris regresszio, exponencialis eloszlascsa-
ladbol szarmazo6 célvaltozokra vett altaldnositésa. Legyenek adottak Xy, Xo..., X,
magyaraz6 valtozok és Y exponencidlis csaladbol szarmazo célvaltozo. Ekkor az YV
valtozo varhato értéke kifejezhet6 a magyarazo valtozok segitségével az alabbi mo-

don:

EY)=p= 971(2 XiBi),

a ¢ az agynevezett linkfliggvény, §;-k pedig az egyes valtozokhoz tartozéd egyiitt-
hatok.

A megfigyelésiink az alabbi striségfiiggvénybdl szarmazik

fy) = exply - b(0) + c(0) + d(y)}-

Ha ismert Y eloszlasa, meghatarozhato g linkfiiggvény. A meghatarozas sok eset-
ben nem trivialis, ezért itt nem részletezziik. A g(u) linkfiiggvény néhéany specialis

eloszlas esetén:

Gamma: i
Poisson: log(p)
Normélis: 7

Binomidlis: log(1£;)

A regresszio illesztése soran elGszor a gyakorlati probléma ismerete alapjan felté-
telezziik Y eloszlésat. Ez utan megadjuk a hozza tartozo linkfiiggvényt. A linkfiigg-
vény segitségével Y értékei helyett g(Y)-ra linearis regressziot alkalmazunk, mely-
nek soran maximum-likelihood vagy legkisebb négyzetek modszerének hasznalataval
megbecsiiljiik 8; paramétereket. Ez utan visszahelyettesitve ¢~ (> X ;) megadja a
legjobb modellt, amellyel Y varhato értékét megbecsiilhetjiik X;-k ismeretében.

3.3. Logisztikus regresszio

Legyen Y célviltozo, és X1, Xo, ..., X,, magyarazo valtozok. Tegyiik fel, hogy YV
binomialis eloszlast. Az X; valtozok ismeretében szeretnénk megbecsiilni Y para-
métereét.

Mivel a binomialis eloszlas az exponencialis eloszlascsaladba tartozik, alkalmaz-
hat6 az altalanositott lineéris regresszid. Binomidlis esetben a paraméter éppen a

varhato érték. Az agynevezett logit linkfiiggvényt alkalmazzuk
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T
1—=zx

g(x) = logit(z) = log(-——).

Ennek az inverze (@)
1 __erpx
g () 1+ exp(x)

Ezzel a legjobb kozelités a binomidlis eloszlas paraméterére

exp(a; X1+ -+ -+ a, X, + )
1+ exp(ar Xy + -+ ap X, +0)

pP=EY)=g a1 X1+ +a,X,+b) =

A feladat tehat megbecsiilni aq, . .. a,, b egyiitthatokat.

A minta ismeretében fel tudjuk irni a likelihood fiiggvényt, ahol Y kozelitését p*
adja. A loglikelihood fiiggvény minimalizalasaval megkapjuk a legjobb becsléseket
a; egylitthatokra.

Elképzelhets, hogy X; magyarazo valtozok diszkrét eloszlastak, ¢, ca, . .. cx érté-
keket vesznek fel. Ebben az esetben indikator valtozok bevezetésével hasznalhato a
modszer. Ezeket dummy-valtozoknak nevezziik és Dj-vel jeloljiik, ahol D; 1-et vesz

fel, ha X; = c;, egyébként pedig 0-t, minden j =1,2,... k.

3.3.1. Szimulacio

Legyen Y a fiiggd, X pedig a magyarazo valtozo. Legyen X egyenletes eloszlasi
(—=1,1)-en. A két valtozo kozott kapcesolat, hogy Y = 0, ha X < 0ésY =1, ha
X > 0. Az Osszefiiggésbe itt is vegyiink bele egy FE-vel jelolt N(0,0.5) normaélis
eloszlastu hibat. Igy tehat Y = I(X + E > 0).

A logisztikus regressziés modellben feltételezziik, hogy Y binomiélis eloszlast.
Rogzitett X esetén probaljuk megadni Y paraméterét, vagyis annak a valosziniiségét,
hogy Y = 1. Vegyiink egy x vektort és toltsiik fel 100 darab U(—1,1) eloszlasbol
szarmazé elemmel. Legyen eps a szintén 100 elemd N(0,0.5) normalis hibavektor.
Ezekbdl kiszamithatoak az y értékek. Az alabbi programmal logisztikus regresszios

modellt illesztiink:

set.seed(521)

darab<-100

x<-runif (darab,-1,1)
eps<-rnorm(darab,0,0.5)

y<-rep(0,darab)

y [x+teps>0]<-1

LOG<-summary (glm(y~x,family="binomial"))
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darab<-darab+*100
xx<-c(-darab:darab)/darab
or<-exp(LOG$coefficients[1,1]+L0G$coefficients[2,1]*xx)
plot(x,y, main="A logisztikus regresszi6é alkalmazisa,
x és y valtozdkra",xlab="Magyarazé valtozdo(x)",
ylab="Célvaltozd (y)'",las=1,pch=20)
lines(xx,or/(or+1), type="1", col="red")
lines(xx,rep(0.5,2*%darab+1), col="green")
abline(v=0)
max (xx [or/ (or+1)<0.5])

A logisztikus regresszié alkalmazasa, x és y valtozdkra

'1[] — -e - " maw SIS B ER D ME MR NI B
0.8
= 06 4
Nel
g
e
=
il e
0.2
0 | semmmes & = seoos s as o s mew . .
I I I I
-1.0 0.5 0.0 0.5 10

Magyarazo valtozo(x)

4. abra. A logisztikus regresszio szemléltetése szimulalt adatokon
Az 4. abra tartalmazza y vektort x fiiggvényében, piros vonallal jel6lve a modell

altal becsiilt valoszintiségeket arra vonatkozéan, hogy adott x érték esetén milyen

valoszintiséggel lesz y = 1, illetve az 50%-os valoszintiség vonalét.
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4. Modellezés strukturalis egyenletekkel

A strukturalis egyenletekkel valo modellezés (Structural equation modeling), ro-
viden SEM egy altaldnos tobbvaltozos modszer, amely specidlis esetként tartalmazza
tobbek kozott a linearis regresszio tipusait, vagy a faktor analizist. Alkalmas olyan
valtozok felderitésére is, amelyeket nem tudunk mérni, viszont kapcsolatban all-
nak mas, mérhet6 valtozokkal. Ezeket a nem mérhet6 valtozokat latens valtozoknak
szokds hivni. A SEM a meglévs adatokboél és egy kovariancia struktirabol olyan
egyiitthatokat ad vissza, melyek a megadott struktira szerint legjobban jellemzi a
valtozok linearis kapcsolatat. A modszer abban kiilénbozik a regresszids és faktor
analizist6l, hogy a valtozok egymésra hatasanak iranyat is kiilon kezeli, valamely
esetben fiiggetlenséget is feltételezhet. Ez a modszerben gy nyilvanul meg, hogy a
valtozokhoz egy graf struktirat rendeliink, ami segitségével fogunk majd szamolni.

A valtozok kozott kétféle kapcsolatot feltételezhetiink, korrelacidt, vagy reg-
resszios Osszefliggést. ElsG esetet iranyitatlan éllel abrazoljuk a grafon, mig méso-
dik esetben a magyarazo valtozo fel6l a magyarazottba futo iradnyitott éllel jelol-
jik az Osszefiiggést. A SEM-modellel vizsgalt valtozok kapcsolatardl készithets egy
G = (V, D, B) graf, ahol V' a cstcsok, D az iranyitott, B pedig az iranyitatlan élek.

4.1. Markov-ekvivalens modellek

A statisztikdban problémat okozhat, hogy a két valtozé esetén nem lehet megal-
lapitani a kovariancia alapjan, hogy melyik hat a masikra. Ennek a kévetkezménye,
hogy tobbféle graf is 1étezik, amelyek esetén az élek tipusa més, de az élek altal rep-
rezentalt kovariancia, vagy regresszi értéke megegyezik. Az ilyen modon kiilénb6z6

esetekben azonban a valtozok kozotti indirekt hatas megvaltozik.

4.1. Definicibé. Legyen adott eqy kovariancia struktira, Xq, Xs,..., X, kozott, és
legyen M a struktirdhoz kiszamolt modell. Azokat struktirdkat, amelyekben az élek
végpontjai megeqyeznek, de tipusai, vagy irdnya mds lehet, tovabbd az élekhez tartozo

kovariancia értékek megegyeznek eqy osztalyt alkotnak. Az igy kapott eltérd modelle-

ket Markov-ekvivalens modelleknek nevezzik.

Tegyiik fel el6szor, hogy a struktira csak regresszids kapcsolatokat tartalmaz,
azaz a graf csupa iranyitott élekbdl all. Adott M modellhez keresheté Markov-

ekvivalens modell az alabbi szabaly alapjan:

o Legyen X,Y € Vés (X —Y) e D. Haminden (Z — X) € D, Z € V esetén
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(Z =Y) € D, akkor X — Y él kicserélhets Y — X élre. Azaz az X-be vezets

cstucsokbol vezetnie kell élnek Y-ba is.

1. Megjegyzés. Eqy konkrét modell esetén lehet, hogy csak néhdany él fordithato meg
a szabdly alapjdin. Azonban a mddositott modellek esetén wjabb megfordithato élek
keletkezhetnek. Eqy ekvivalencia osztdlyba tartoznak tehdt azok a modellek, melyek a

fenti szabdly tobbszori eqymds utdni alkalmazdsdval eqgymdsba vihetdk.

Most vegyiink egy olyan M modellt, ahol a feltételezett kovariancia struktira
G = (V, D, B) graf altal meghatéarozott, azaz tartalmazhat iranyitatlan éleket is.

Ekkor a cserélési szabalyok a kdvetkezdk:

e Legyen XY € V és (X — Y) € D. Ha minden Z cstcs esetén Z — X € D
él csak akkor szerepel, ha Z — Y € D is, tovabba (Z, X) € B csak akkor
szerepel, ha (Z,Y) € B is, akkor (X — Y) € D él kicserélhets (X,Y) € B

élre.
e Legyen X,Y €V és (X — Y) € D. Ha minden olyan Z € V-re, amelyre

— (Z,X) € B, a G graf tartalmazza (Y — Z) € D élet,

— tovabba megforditva, minden olyan Z € V-re, amelyre (Z,Y) € B, a G
graf tartalmazza (X — Z) € D élet

— valamint minden Z € V-re, amelyre (7 - X) € D, (Z - Y) € D élis

szerepel a grafban,

akkor a (X — Y) € D él kicserélhets (Y — X) € D élre.

4.2. Alkalmazhatésag feltételeihez sziikséges alapok

Ebben az alfejezetben bevezetjiik azokat a definicidkat és jeloléseket, amelyekre a
tovabbiakban sziikségiink lesz. Ezek a definiciok a grafelmélet és lineéris algebra ide
vago teriileteit érintik. Az alfejezetben emlitett definiciok [8] és [9]-ben szerepelnek.

Tegyiik fel, hogy a (V, B) iranyitatlan részgraf egyszert, azaz nincsenek tobbszo-
ros és hurok élek. Ezen kiviil az iranyitott (V, D) részgraf legyen kormentes, vagy
mas néven aciklikus, amibdl kévetkezGen itt sem talalhatéo hurok él. A csicsokat
jeloljiik V' =1, ...,m indexekkel.

4.2. Definici6. Jelsljik RP -vel azon valds szamokon értelmezett m x m-es mdtrizok

halmazdt, amelyre az (i, j) koordindta 0, ha i — j €l nem szerepel D élhalmazban.
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4.3. Definicié. Jelsljik RY -gel azon A € RP-beli mdtrizok halmazdt, amelyre I — A

reg
invertdlhato.

2. Megjegyzés. Mivel (V, D) aciklikus, létezik a csicsoknak topologikus rendezé-
se. Ha eszerint indezeljik a csicsokat, akkor RP elemei szigori felsé hdromszig
mdtrizok lesznek. Ebbol adéddan minden A € RP esetén det(I — A) = 1, vagyis
invertdlhatd. Azaz RP = Rgg. Emellett I — A inverze sorba fejthetd, amely a szigo-
ri felsd hdromszog tulajdonsdgait felhaszndlva véges sor lesz. Ezért ®g polinomidlis

leképezés lesz.

4.4. Definici6. Jeloljik PD(B)-vel azon m X m-es pozitiv szemidefinit mdtrizok

halmazdt, amelyre az (i,7) koordindta 0, ha i és j kézott nem fut él B élhalmazban.

4.5. Definicié. Eqy G = (V, D, B) aciklikus vegyes grafhoz tartozd linedris struktu-

rdlis egyenlet modell egy N,,,(0,3) tobbvdltozds normdlis eloszldscsaldd, melyre
S=U-AN"TQU-AN",
ahol ¥ € R 65 Q € PD(B).

reg
Egy i cstcs sziileinek nevezziik azon j € V pontokat, melyekre (j — i) € D, és
ezek halmazat pa(i)-vel jeloljiik. Ennek segitségével felirhaté a linearis strukturalis

egyenletrendszer:

Y, = Z Ai,jYz‘ +¢&j.
iepal(i)

Itt € egy N(0,2) tobbdimenzios normalis eloszlasbol szarmazo véletlen hibavek-
tor. Ekkor Yi,...,Y,, jol definidlt megoldasat adja az egyenletrendszernek, valamint
N, (0,3) tobbdimenzios normalis eloszlast kovet.

Egy statisztikai elemzés soran X lesz az, amit ki tudunk szamolni. Ennek segit-
ségével szeretnénk meghatarozni A, és () matrixokat. A matrixok elemeibdl felirhato

a strukturilis egyenletrendszer, amibd6l megkaphatjuk a valtozok kozotti Osszefiiggé-

seket. A matrixok meghatarozasa akkor lehetséges egyértelmien, ha

Pg: (AQ) = (T —-AN)TQU - A
leképezés injektiv.
4.6. Definici6. Egy irdnyitott (V, D) grdfot faszeriien konvergensnek nevezink, ha
élei eqy fat alkotnak és létezik egy olyan t pontja, hogy minden 7 € V pontra igaz, hogy
létezik 5 — 1 4t a D éleken haladva. Mdsképpen forditott fenydnek, vagy befenydnek
is nevezik (V, D) grifot, illetve fogalmazhatunk gy, hogy a grdf tartalmaz globdlis

nyeld csicsot.
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4.2.1. Injektivitasi feltétel

Bar még konkrét feltételt nem ismeriink a modszer alkalmazhatosagara, hogyan
lehetne mégis egyszertsiteni G graf esetén a O injektivitasdra vonatkozo feltételt?

Erre a kérdésre kapunk valaszt a [8]-ban.

4.7. Lemma. Teqgyiik fel, hogy a G vegyes grdfhoz tartozo @ leképezés injektiv.

Ekkor G egyszerd grdf és minden H részgrifjara ®p is injektiv.

Bizonyitds. Legyen H = (V' D', B’), a G = (V, D, B) részgrafja, ahol V' C V|
D' C D és B' C B. Vegyiink egy A € RY  ¢s Q € PD(B') megfelels matrixot
Oy leképezéshez. Terjessziik ki Gket A* € Rfeg, és QO € PD(B) matrixokka gy,
hogy a H-n kiviili élekhez tartoz6 érték mindeniitt 0 legyen. Ebbdl latszik, hogy
® 4 akkor és csak akkor injektiv, ha @ is injektiv a A*, és Q* pontokat tartalmazé
részhalmazon.

Ha G nem egyszertd graf, akkor 1étezik i, j pont, hogy tobb él is fut kozottiik. Ha G
graf csak ebbdl a két pontbol all, akkor R}} x PD(B) legaldbb 4 dimenzios, mivel
a két él két szabad paraméter, valamint a pozitiv szemidefinit matrixok fGatlojaban
ujabb két érték megvalaszthatd (megkotéssel ugyan, de ez nem csokkenti a dimenzi-
Ot). Az élekhez tartozo paraméterek a regresszios, vagy kovariancia paraméterei, mig
a féatloban a szorasparaméterek talalhatoak. & képe azonban a 2 - 2-es matrixok
3 dimenzids, pozitiv szemidefinit kipja, igy a leképezés nem lehet injektiv. Ha G
tobb pontbol all, akkor nézhetjiik ¢ és j altal generalt részgrafjat és az allitas igy is
fennall. O

4.2.2. Stepwise inverzid

Ebben a részfejezetben egy olyan algoritmust ismertetek, amelynek segitségébdl
tetszGleges G graf esetén, tetszGleges kovariancia matrixbol kiszdmolhatok a modell
egyiitthatoi, vagy a szamolas sordn megkapjuk a megoldhatésidgot korlatozo tulaj-
donsagot.

Tegyiik fel, hogy G aciklikus vegyes graf, m csiccesal. Szeretnénk egy olyan elja-
rast, amely ismert 3 = ®g(A, Q) esetén megadja a paraméter matrixokat (ha nem
egyértelmii, akkor egy tetszéleges (A, ) méatrix part, amire teljesiil). Technikailag
itt @ fiiggvény inverzét szeretnénk meghatarozni adott pontban. Ezt 1épésenként

fogjuk elvégezni, egyre tobb csiucsot figyelembe véve.

4.8. Definicié. Minden i < m — 1-re P(i) jelentse azon j < i csicsok halmazit,

amelybdl irdnyitott €l fut i + 1-be, nevezziik ezeket az i + 1-edik csics szileinek S(7)
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pedig azokat a j < 1 csucsokat, melyek irdnyitatlan éllel kapcsolodnak i + 1-hez, ezek

a csucs testveéres.

Az algoritmus
Y=I-AN"TQUI —-A)""

egyenletben szeretnénk megkapni A és {2 értékeit, ha ismerjiik X-t. Topologikusan
rendezziik a csicsokat, én eszerint irjuk fel az egyenletet, ekkor o1, = w;; r6gton
adodik, tovabba mivel A szigort felsé haromszog, az elsé oszlopa csupa 0. Igy a A
és () méatrixok bal fels6 eleme megkaphato. Induktivan tegyiik fel, hogy egy ¢ > 1
esetén a bal fels6 ¢ x i-s részmétrixot mar ismerjiik. Nézziik meg, hogy az 7+ 1 cstcs

bevonésaval mit tudunk kiszamitani.

I =\
(I = N)pig),fit1) = < 01 )

\J w
Qi) fivy = ( ra )
i+1,i41

Ahol ' és ¥ a mar ismert ¢ X ¢ méretd részmatrixok. Ebbdl felirhato > egyenlete

az i + 1 x 71+ 1 méretd bal fels§ részmatrixra:

r-Tyr-t LT A+ T Tw )

2 i =
[i+1],[i+1] ( (F_T\PF_lA + F_TCU)T Wi+1,i+1 + /\TF_T\I/F_lA + 2CL)TF_1>\

Ebbdl a felirdsbol latszik, hogy A és w a jobb fels6 helyen all6 vektorban szerepel.
Igy A és w akkor és csak akkor lesz egyértelmi, ha a S 41y = I 7UT A+ T 7w
egyenletnek egyértelmii megoldésa létezik.

A X vektorban azokhoz a csticsokhoz tartozé élek szerepelnek nem 0 értékkel,
melyekkel az i + 1-edek cstics Gssze van kotve. A topologikus rendezés miatt ezek
csupan a sziil§ csucsai lehetnek. Az w vektorban hasonlé allitas igaz az ¢ + 1-edik

cstics testvéreire. Igy az egyenlet atirhato

-T —1 —1 T
Xl ity = (F \Ijr[i],P(i)))\P(i) + (P[i],S(z‘)) Ws(i)
alakba. Azokat a sorokat nem tiintettiik fel a matrixokban, amelyek, amugy sem

befolyasolndk az eredményt. Ebbdl azt kapjuk, hogy egyértelmi megoldasuk akkor

lesz, ha
_ _ _ T
(F T\Ijr[i]}P(i) (F[’L]TS(Z)) )
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matrix teljes rangi lesz. Ez az érték a vektorok hosszénak Osszege, vagyis ¢ + 1-edik
csucesal valamilyen modon sszekotott csicsok szamanak Gsszege, azaz P(i) + S(i)
elemszama.

A feltételt szebb alakra hozhatjuk, ha balrol megszorozzuk I'" matrixszal, mi-
vel ez egy fels§ haromszog matrix, a diagondlisdban csupa 1l-essel, igy nem fogja

megvaltoztatni a rangot. Ekkor a vizsgalt métrix:

(YT e Tdisa)

Mivel a jobb oldali blokk egy egységmétrix része, igy a rangfeltétel atfogalmaz-
hato ugy, hogy a bal oldali blokk megfelels \Il[,-]\s(i),[i]l“[;ﬁp(i) részének a rangja legyen
P(i).

Ha ez teljesiil, akkor \ és w egyértelmiien meghatarozhato, és a segitségiikkel
Wit14+1 18 megkaphato, ha ¥ jobb als6 elemére felirt 6sszefiiggést alkalmazzuk. Mivel
Q) pozitiv szemidefinit kell, hogy legyen, ezért tovabbi sziikséges feltétel, hogy a
kapott w;;1,+1 nemnegativ legyen.

AX = (I —-A)"TQ( — A)~! képletben Q méatrix konjugalva van (I — A)~'-zel.
A konjugalés azonban nem valtoztatja meg a determinans értékét. Igy mivel ¥ és
annak minden f6minorja is pozitiv szemidefinit, 2 is az kell, hogy legyen. Ez azt
eredményezi, hogy ha X korrelaciéo méatrix, akkor az algoritmus minden 1épésében az
adott w;; nemnegativ lesz, és a végss (2 matrix is szintén pozitiv szemidefinit.

Amennyiben a rangfeltétel nem teljesiil, igy szabad paraméterek allnak rendel-
kezésiinkre, ezeket tetszdllegesen valasztva az algoritmus tovabb folytathato, de a

végsd megoldasunk nem lesz egyértelmi.

4.9. Lemma. Legyen G = (V, D, B) aciklikus vegyes grdf, topologikusan rendezett

csucsokkal. A ®q injektiv akkor és csak akkor, ha

rang(Quipse. (I — Migpe) = 1P
fenndll minden i € 1,..m — 1-re, A € RP-re és Q € PD(B)-re.

Bizonyitds. Az algoritmus lépéseit hasznalva az egyértelmiiséghez az kell, hogy a
matrix teljes rangi legyen. Ezért a rangfeltétel teljesiilése esetén a leképezés injektiv
lesz. Tegyiik fel, hogy a rangfeltétel nem teljesiil egy 7+ < m — 1 csics esetén. Az
algoritmussal kapott matrixok legyenek A és Q. Ha i = m — 1 akkor ®(A,2) pont
legalabb egy dimenzios részhalmaz képeként elGall, igy @4 nem injektiv. Az i < m—1
esetekben az indukalt részmétrixot véve hasonlo allitast kapunk ®4 megszoritasara,

amibdl kovetkezik az injektivitas hianya a korédbbi lemma alapjan. O]
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Ha egy adott G graf, és hozz4 tartoz6 ¥ kovariancia matrix esetén, a rangfeltétel
nem teljesiil, igy A és () matrixokat nem lehet egyértelmten kiszamitani, még létezhet

olyan masik >* kovariancia méatrix, melyre mégis egyértelmi a feladat megoldasa.

1. Példa. Az aldbbi példdban azt a 4 csiucsi teljes vegyes grafot vizsgdlom, melyben
az iranyitott élek 1 — 2,2 — 4;3 — 4, a tobbi €l pedig irdnyitatlan. Valasszuk
mdtrizot a csupa 1 mdtriznak. A grdf struktirdja miatt Q és A mdtrizok a kovetke-

zoféleképpen néznek ki.

dl 0 W1 Wo 0 )\1 0 O
0 d 0 0 0 0 A
0= 2 W3 A— 2
w; wg dz 0 0 0 0 X
wy 0 0 dy 0 0 0 0

A feladat megoldhatdsdiga X mdtrizon milik, ami most leqyen:

1 1 11

1 111
Y=

1 111

1 111

A mdtriz determindnsa 0 és minden fominor > 0 igy pozitiv szemidefinit, azaz el-
képzelheld, hogy ezt kapjuk kovariancia mdtrizként. Vizsgdljuk meg, hogy milyen

eredményre jutunk a lépésenkénti algoritmus sordn.

o 1. lépés

d1 =011 = 1
o 2. [épés

11 1 A
= ") amibst egyértelmien ldtszik, hogy Ay = 1 és dy = 1.
11 A1 ds

o 3. I[épés

Itt a A-bol szdrmazo eqyiitthatok mind 0-k, igy a megfeleld mellékszdmitdsok

elvégzésével:

1 11 0 11 w1
1 1 1 0 01 W3
amibdl wy = 0 és wy = 1 eredmény kaphato. Tovabbd d3 = 1 a harmadik lépés

utolso egyenletének megolddsa.
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o /. lépés

Irjuk fel a szamitdsokhoz sziikséges segédmdtrizokat:

1
r-for-t=1 1
1

—_ = =
—_ = =

100
r”=1 110
00 1

A wvektoregyenlet a kivetkezdéképpen alakul:

1 1 11 0 1 00 w3
1 =111 ]| X |+]110]- 0
1 1 11 A3 0 01 0

Itt most © = 3 lépésnél jarunk, azaz a 4. csucsot vizsgdaljuk. Ennek szomszédja
az 1. csics, szilei a 2. és 3. csucs. A sziuldk szama tehdt 2, amibdl kévetkezik,

hogy rang(Ssp s, (L — A)[gip(g)) = 2 egyenldségnek kellene teljesiilnie.

)

Ldthato, hogy a sorok dsszefiiggnek, igy a rang csak 1, azaz nem teljesil a feltétel.

1

) 01 1
Va5 (1 = M) pz) = ( 011 ) |
0

_ O O

Az algoritmus lépését végrehajtva azt kapjuk, hogy Ao szabad paraméter, \3 = 1 — Ag,

wy =0, dy =0. Azaz a A madtriz tényleg nem eqgyértelmd.

10 00 010 0
01 10 000 A
Q: A: 2
01 10 000 1—2X
0000 000 0

4.2.3. A graf-feltétel sziikségessége

A |8]-ben targyalt {6 tétel egy sziikséges és elégséges feltételt ad a graf struktura-
jat tekintve arra, hogy mikor lehet minden > kovariancia matrix esetén egyértelmiien
meghatarozni A és ) matrixokat. Ez a feltétel nem azt jelenti, hogy hibas struktara-
ju grafok esetén nem kaphatunk egyértelmid megoldast, csak azt, hogy ilyen esetben

valamely ¥ esetén nem oldhatoé meg a feladat.

4.10. Tétel. Egy aciklikus vegyes G = (V, D, B) grdf dltal meghatdrozott ¢ leképe-
z€s nem injektiv akkor és csak akkor, ha létezik G-nek eqy G 4o részgrdfia, amelynek

az wrdnyitott része faszeriien konvergens, irdnyitatlan része pedig dsszefiiggd.
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Graf-feltételnek nevezziik azt, hogy ha a fenti tétel feltétele nem teljesiil. Meg-
gondolhato, hogy legfeljebb harom ponta gréfokra a graf-feltétel mindig teljesiil,
mert ha az irdnyitott rész fa, akkor az iranyitatlan nem lehet Gsszefiiggs.

A tétel bizonyitasat a kdvetkezé lemmék adjak.

4.11. Lemma. Legyen G = (V, D, B) egy m+1 csicsi aciklikus vegyes grdf, aminek
a cstucsait topologikusan rendeztik. Ha az iranyitott rész faszerien konvergdl az m~+1-

edik csicshoz, az irdnyitatlan rész pedig eqy feszitd fa, akkor léteznek olyan A € RP
és Q) € PD(B) mdtrizok, hogy

1
Qpap\sm),m) (L= A gl pmy

magtere nem ures.

Ha egy G = (V, D, B) graf ilyen, akkor a hozza tartoz6 ®; nem injektiv. Ha egy
részgrafra teljesiilnek ezek a feltételek, akkor a részgraf és graf kozti 6sszefiiggést leird
lemma miatt szintén nem lehet injektiv. Az &llitas bizonyitasahoz a tovabbiakban
leirt két lemmat hasznélja fel a [8] cikk.

Legyen L(A) C RP az (I — A)[_ﬂi] p(my MAtIix oszlopai altal generalt linearis altér.

4.12. Lemma. Ha (V,D) egy m + 1 csiicsi, faszerden konvergdld irdnyitott grdf,
amelynek nyeldje az m + 1-es csics, akkor a A € RP mdtrizokhoz tartozé L(A)

linedris alterek unidja tartalmazza az (R\{0})™ halmazt.

R(m)-mel definialjuk azokat a csticsokat, amelyek az m-edik csticsnak nem test-
vérei, azaz R(m) = [m]\S(m).

4.13. Lemma. Legyen (V, B) egqy m+ 1 csicsi fa. Ekkor létezik olyan Q2 € PD(B)

mdtriz, amelyre Qrm) m) magtere tartalmazza az egységuektort.

Vegyiik a legsziikebb olyan G’ részgrafot vessziik, amelyre teljesiilnek a tétel
feltételei. Ezek teljesitik a fenti két lemma feltételét is. Valaszthato egy olyan €2,
mely az egységvektort a 0-ba viszi. Mivel (R\{0})™ halmaz része az iranyitott rész

matrixanak oszlopai altal kifeszitett linearis térnek, valaszthato egy olyan A, melyre

Q) i) (1d — A)

[m],P(m)

matrix az egységvektort a 0-ba viszi, azaz a magtere nem iires. Ekkor pedig ®4 nem
lesz injektiv. Mivel egy részgrafra & nem injektiv, igy az eredeti G graf esetén sem

lesz @4 injektiv.
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4.2.4. A graf-feltétel elégségessége

Most belatjuk, hogy ha G = (V, D, B) grathoz tartozé @ leképezés injektiv,
akkor teljesiilnie kell a graf-feltételnek. Itt tehat feltessziik, hogy ®4 nem injektiv
és belatjuk, hogy egy részgrafjara teljesiilnie kell a graf-feltételnek.

4.14. Allitas. Legyen G = (V, D, B) egy m+1 csticsi aciklikus vegyes graf, melynek
csticsait topologikusan rendeztik. Legyen A € RP, Q € PD(B) valamint oo € RF(™)
nem nulla vektor ugy, hogy

Qr(m),m(Id — A>[_7r}],P(m)Oé =0.
Teqyiik fel, hogy a grdf irdnyitott része nem tartalmaz forditott fenydt. Legyen A azon
v; € V' esucsok halmaza, melyekbdl iranyitott vuton elérheld az vy,y1, tovdbbd legyen

még vmi1 € A. Ekkor A C'V és @, nem injektiv.

4.15. Allitas. Legyen G = (V. D, B) eqy m+1 csicsi aciklikus vegyes grdf, melynek
csiicsait topologikusan rendeztiik. Legyen A € R, Q € PD(B) valamint o € RIP(™)

nem nulla vektor gy, hogy

Qi fm)(Ld = A) ) py@ =0

Teqgyiik fel, hogy a grdf irdnyitatlan része nem dsszefiiggd. Legyen A azon csicsok
halmaza, melyek osszefliggnek m—+1-gyel, ebbe beleértjik magdt az m+1-edik csicsot

is. Ekkor A C'V és ®q, nem injektiv.

Az allitasok szerint ha talalunk egy olyan a vektort, amelyre igaz, hogy benne
van Qpg(m),m)(Id — A)[_ml} P(m) magterében, akkor taladlunk egy olyan részgrafot is,

amelyre ® nem lesz injektiv, s6t meg is adhato, hogy hogyan.

4.16. Allitas. Ha G = (V, D, B) grdf nem tartalmaz irdnyitott befenydt, valamint az
wrdnyitatlan része nem 0sszefiiggd, viszont ®g nem injektiv, akkor létezik eqy olyan

A részgrifja, melyre ® 4 nem injektiv.

Mivel egy véges grafnak csak véges szami részgrafja lehet, a tétel alapjan létezik
egy olyan részgraf, amelyre méar igaz, hogy iranyitott befeny6t feszit ki, valamint
irdnyitatlan értelemben Osszefiiggs. Tehat ha nem injektiv @, akkor valamely rész-

grafja biztosan nem teljesiti a graf-feltételt.
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4.2.5. Ciklikus graf esete

Egy G = (V, D, B) graf elképzelhets, hogy tartalmaz iranyitott kort. Ebben az
esetben a korabbi tétel nem alkalmazhato, viszont megfogalmazhaté egy egyszertibb

allitas:
4.17. Tétel. Ha eqy G vegyes graf tartalmaz kort, akkor &5 nem injektiv.

4.18. Lemma. Legyen G = (V, D, B) grif egy n < 3 cstcsi irdnyitott kér. Legyen
A € RE ¢ésQ € PD(B). Ekkor ¥ = ®(A, Q) mdtrizhoz pontosan még egy olyan

reg

(A*, Q%) # (A, Q) mdtriz pdr, amelyre ¥ = ®(A*, Q) is teljesiil.

A lemma kovetkezménye, hogy ®¢ nem injektiv. Igy ha egy H graf nem aciklikus,
akkor részgrafként tartalmaz egy H' kort, melyre ® 5 nem injektiv, és igy egy korabbi

lemma miatt @5 sem lehet az.

4.3. Half-trek kritérium

Az el6z6 alfejezetben olyan feltételt sikertilt taldlni, amely egy G grafrol eldonti,
hogy minden kovariancia matrix esetén alkalmazhaté-e a SEM modell, 1éteznek-e
a feltételezett egyiitthatok. Azonban a gyakorlatban, nem tul specialis kovariancia
méatrixok esetén egy altalanosabb grafosztalyon is megoldhat6 a probléma. Ezzel a
témaval a [9] foglalkozik részletesen.

Legyen O := Rﬁg x PD(B) az 6sszes lehetséges regresszios és korrelacios struk-
tarat leird métrixok halmaza. Legyen G egy n csicsi graf, &g : © — R™" pedig az
el6z6 fejezetben mar bevezetett leképezés, amely a lehetséges kovariancia matrixok
halmazaba képez.

Amennyiben ®¢ nem injektiv, de azok a kivételes (A, Q) parok, amelyeknek tobb
6sképiik is lenne, egy nullmértékd halmazt alkotnak, a feladat majdnem mindeniitt
megoldhato. Mivel &4 raciondlis leképezés, egy ilyen kivételes halmaz egy algebrai

részhalmaz lehet.

4.19. Definicié. Legyen S a © halmazon értelmezett R-be képezd polinomfiiggvények
halmaza, tovdbbd leqyen tetszdleges T C S. Ekkor

V(T)=1{0€0|f(0)=0, ha f€T}
halmazt © eqy algebrai részhalmazdnak nevezzik.

4.20. Definici6é. A G vegyes grdfot dltalanosan azonosithatonak nevezzik, ha ®g

injektiv ©O\V halmazon, ahol V' C © egy algebrai részhalmaz.
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4.21. Definicié. Eqy vegyes G grif raciondlisan azonosithato, ha létezik eqy algebrai
V' C © részhalmaz és egy raciondlis U leképezés, hogy Wodg(A, Q) = (A, Q) minden
(A, Q) € O\V esetén.

Az altalanosabb grafosztaly tehat az altalanosan azonosithatd és a racionalisan

azonosithato grafok. Ezek vizsgélatdhoz tovabbi grafelméleti fogalmak kovetkeznek.

4.22. Definicié. Legyen G = (V, D, B) egy vegyes grdf. Legyen v;,v; € V olyan,
hogy létezik v; és v; kozott v; = vo, V1, Ve, . .., Vk_1, Uk = V; S€ta, mely irdnyitott vagy

wranyitatlan élet is tartalmazhat, valamint a kdvetkezdk egyike dall fenn:

o Létezik egy olyan 0 < s < k index, hogy minden | < s esetén vy, vy kbzott
vie1 — v iranyitott él szerepel, tovdbbd minden | > s esetén vi_q1,v; kézétt

vi_1 — v €l fut.

o Létezik egy olyan 0 < s, s+ 1 < k pdr, hogy vs, vsi1 kdzott iranyitatlan €l fut,
valamint minden | < s esetén v, v kozott v — v irdnyitotl él szerepel,

tovdbbd minden | > s+ 1 esetén v;_1,v; kozott vi_1 — v €l fut.
Az ilyen i, 7 pontpdr kézt futd sétdt trek-nek nevezziik.

Néhany példa trek-re:

OFENOENOENG

D—Q@—®-©®
D—Q—B—®

Néhéany példa olyan sétara, amely nem trek:

FEENC)ENG) PRI ()
DFEENG) JNG) PR ()

Személetesen ezt gy lehet megfogalmaz, hogy ha taldlunk ¢ és j kozott egy sétat
ugy, hogy ha az iranyitatlan élet kétiranyinak tekintve semelyik pontba nem fut be

egyszerre két él, akkor trek-rél beszéliink.

4.23. Definicié. Half-treknek nevezzik azt a trek-et, amennyiben a definicicban

szerepld s = 1 vagy v;-bél régton iranyitatlan élen indulunk.

Példak half-trek-re:

D—Q@ -0 -
DPEENG) SN G) N
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3. Megjegyzés. Half-trek vigy keletkezhet, ha i-nek eqyik szildjébol, vagy testvérébdl
irdnyitott dton elérhetd j. Ertelemszeriien a definicid dgy is dll, ha j-re teljesiil ez a

feltétel, hiszen akkor a pontokat felcserélve visszakapjuk az eredeti definiciot.

Egy adott 7 trek esetén az iranyitatlan éltél (amennyiben nem tartalmaz ilyet,
akkor a definiciobeli s-edik csticstol) balra esé cstucsokat L(7) a jobbra ess cstucsokat
pedig R(m)-vel jeldljiik.

Egy alternativ definici6 a half-trek tulajdonsagra, hogy olyan 7 trek, melyben
L(r) = 1.

4.24. Definicié. Legyen X = x1,29,...7; €5 Y = y1,v2,...,Y; csucshalmazok.
Trek rendszernek nevezziik azon m, 7o, ..., m; trek-ek halmazdt, melyekre igaz, hogy

minden j = 1,2,...,1 esetén m; x; €sy; kozotti trek.

Amennyiben a halmazok kozt fut6 trek-ek half trekek, akkor egy half trek rend-

szerr8l beszéliink.

4.25. Definicid. FEqy trek rendszerre azt mondjuk, hogy nincs oldalsé metszdpontja,
ha minden m;, m; esetén L(m;) N L(mj) =0 és R(m;) N R(m;) = 0.

4.26. Definici6é. Fgy Y C V csiucshalmaz teljesiti a half-trek kritériumot, a v € V

csucesra nézve, ha
o [Y]=[pa(v)],
o Y nem tartalmazza v-t és v testvéreit sem,

o [étezik egy olyan half-trek rendszer Y és pa(v) kézott, amelyben nincs oldalsdé

metszdpont.

Jeloljiik htr(v)-vel azon csicsok halmazat, melybdl létezik half trek v-be. A trek

kritérium felhasznalasaval a kovetkezs tételek teljesiilnek.

4.27. Tétel. Legyen G = (V, D, B) egy vegyes grdf, (Y, : v € V) pedig a csicsokon

értelmezett részhalmazok eqy csalddja. Ha
e minden v € V csicsra Y, teljesiti a half trek kritériumot,

o [étezik a csiucsokon egy olyan teljes rendezés, hogy v < z akkor és csak akkor,

ha v eY, N htr(z)

akkor G raciondlisan azonosithato.
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4.28. Definicié. Amennyiben eqy G grifhoz tartozo ®g leképezés esetén minden
képpont végtelen sok (A, Q) mdtrizpdr esetén megkaphatd, akkor azt mondjuk, hogy

G-ben dltaldnosan végtelen jut egyre.

4.29. Tétel. Legyen G = (V,D,B) egy vegyes grif. Ha minden (Y, : v € V)

csucsokon értelmezett részhalmazok csalddjdban
o [étezik olyan v € V csics, amelyre Y, nem teljesiti a half trek kritériumot v-re,
e vagy létezik olyan Y,,Y,, pdr, melyre w € Y, ésv €Y,

akkor G-ben dltaldnosan végtelen jut egyre.

Osszefoglalva [9] ad egy olyan bévebb grafosztalyt, amelyre majdnem mindig
alkalmazhaté a SEM modell, illetve megad egy masikat, amelyrél bizonyitja, hogy
semmilyen koriilmények kozott nem kaphatunk egyértelmii megoldast. A két osztaly

nem fedi le az Osszes grafot, igy létezhetnek ennél pontosabb kritériumok is.

4.4. A graf-feltétel és a Markov-ekvivalens modellek

A fejezet elején definidltuk a Markov-ekvivalens modszereket. Egy ekvivalencia
osztaly meghatarozasahoz egy konkrét G grafbol indultunk ki és kicserélési szabalyok
hasznalataval 4j grafokat kapunk. A G altal meghatarozott rendszer statisztikailag
egyértelmien meghatarozhatd. Vajon az ekvivalencia osztdly minden elemére igaz,
hogy egyértelmien megadhato hozza A és Q7

Ennek megvélaszolasahoz a ellenérizziik a graf-feltételt a modositott grafon. Le-
gven G = (V, D, B) egyszerii aciklikus graf, melyre teljesiil a graf-feltétel.

Els6 esetben G’ legyen az a graf, amelyben egy feltételnek megfelels X — Y élet
megforditunk. Ekkor definicié szerint X testvérei Y gyerekei, Y testvérei egyben
X gyerekei, tovabba X sziilei egyben Y sziilei is. Tegyiik fel, hogy nem teljesiil
G'-re a graf-feltétel. Az irdnyitatlan élek G’-ben Osszefiiggs részgrafot kell, hogy
alkossanak, A&m mivel a csere soran az irdnyitatlan élek nem valtoztak, mar G-ben
is Osszefiiggének kellett lennie. G’ tehat akkor nem teljesiti a feltételt, ha létezik
benne globéalis nyels gy, hogy kozben G-rél tudjuk, hogy benne nem volt. Mivel az
irAnyitatlan rész Osszefiiggs, X-nek és Y-nak is van testvére, ami a cserélési szabaly
alapjan azt jeleni, hogy X-nek is és Y-nak is van gyereke. Y és X testvérei kdzott
nem lehet kozds, mert ha S kozos testvér lenne, egyben kozos gyerek is lenne, azaz
(X, S) kozott iranyitott és iranyitatlan él is futna, igy a graf nem lenne egyszert.

Legyen X egyik gyereke K, Y egyik gyereke pedig L. Tegyiik fel, hogy létezik G’-ben
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forditott fenys. Mivel G-ben még nem volt, ez csak agy lehet, ha éppen Y — X éllel
keletkezett forditott fenys. Ekkor az Y biztosan nem a fenyé csicsa. Ha X a feny6
cstcsa, akkor vegyiik hozza X — K élet is a fahoz. Igy mindenképpen keletkezett
egy kor. A kor at kell, hogy menjen Y — X élen, kiilonben mér G-ben is lett volna
kor. Ekkor azonban Y — X él eltavolitdsaval egy tjabb forditott feny6t kapunk,
melynek csticsa Y, és csupa olyan éleket hasznal, amelyek mar G-ben is megvoltak,
ami ellentmondas. Ha nem X a csiics, akkor Y — X csiics helyett Y — L élet bevéve
kapnank egy masik forditott feny6t, ami szintén csak G-beli éleket hasznal, ez szintén
ellentmondas. Vagyis ezzel az élcserével tovabbra is megfelel§ grafot kapunk.

A mésodik tipust csere, amikor X — Y helyett (X,Y) € B élet veszem be.
Mivel az irdnyitott élek csak csokkennek, ha volt forditott fenyd, akkor annak méar
G-ben is meg kellett lennie. Tehat a feltétel azért romolhat el, mert az irdnyitatlan
rész Osszefiiggs lett. A cserélési feltétel alapjan azonban X és Y testvérei kozosek.
gy az tjonnan megjelend iranyitatlan él G egyazon komponensén beliil van, igy ha
G’ nem 6sszefiiggs, akkor t6bb olyan komponensbdl all, melyek mar G-ben is kiilon
komponensek voltak. Ekkor azonban méar G megsértette volna a graf-feltételt, ami
ellentmondas.

Tehat ha G-re teljesiil a feltétel, akkor egy bel6le szabélyos élcserével kapott
grafra is, amennyiben az 0j graf aciklikus. Ha kort tartalmazo grafot kapunk, az
alkalmazhatosagi tétel feltételei nem teljesiilnek, azonban ebben az esetben tudjuk,
hogy nem egyértelmi A és () matrix.

Ebbdl kovetkezik, hogy az azonos ekvivalencia osztalyba tartozo aciklikus grafok

egyszerre teljesitik a graf-feltételt, vagy egyszerre nem teljesitik azt.
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5. Alkalmazasok genetikai kutatasban

A dolgozatban leirt modszereket a Semmelweis Ignac Orvostudomanyi Egyetem,
I1. szamu belgyogyaszati klinikdjan egy kutato csapatban, genetikai kutatas soran
alkalmaztam. A csapat célja a terhességi cukorbetegség, mas néven a Gestational
Diabates Mellitus kialakuldsanak hatterének megismerése volt, els6sorban genetikai
és élettani adatok szerinti elemzése volt. Ez a betegség terhes nék esetén alakulhat
ki a terhesség soran, az anyan a cukorbetegség tiinetei figyelhetGek meg. Megfelel
kezelés esetén a sziilés utan problémamentesen elmulik, azonban bizonyitott, hogy
koze lehet a 2-es tipusi cukorbetegséghez, igy ezek a nék az életiik folyaman késGbb
ismét megbetegedhetnek.

Magyarorszagon mar bevett gyakorlat a terhes nék sziirése, igynevezett ter-
heléses vizsgalattal. Megmérik az anya vércukorszintjét reggel, éhgyomorra, majd
tomény cukrozott vizet itatnak meg vele. Két 6raval késébb ismét megmérik a vér-
cukorszintet. Ha a két érték koziil valamelyik elér egy kiiszobértéket, akkor az anyat
betegnek nyilvanitjak, ellenkezé esetben egészséges. Kiilfoldi korhazakban a terhelés
utan egy oraval mért értéket is figyelembe szoktak venni. Speciélis esetekben a vizs-
galo orvos mas tényezGk alapjan is betegnek, vagy veszélyeztetettnek nyilvanithatja
az anyat. A vérvizsgalat utan igy harom kiilonb6z6 adatot kapunk az anyarol, a
terhelés el6tti (orvosi szakszoval élve éhomi) vércukorszintet, a 120 perces terhelt

értéket és a klasszifikaciot, hogy beteg, vagy egészséges-e.

5.1. Adatok

A cukorbetegség mas tipusaival kordbban mar nagyon sok vizsgalatot végeztek.
Meghataroztak sok olyan SNP-t, amelyek Gsszefliggésbe hozhatoak a megbetegedés-
sel. Mivel a terhességi cukorbetegség is kapcsolatban all mas cukorbetegségekkel,
feltételeztiik, hogy a kialakulast elGsegité SNP-k kozott is lehet atfedés. Ezért orvosi
szempontok alapjan kivalasztottunk 100 SNP-t, melyeket a vizsgalt alanyoknél figye-
lembe vettiink. A késGbbi analizis soran kideriilt, hogy ezek koziil 23 polimorfizmus
annyira ritkan valtozik meg, hogy a vizsgalt alanyok k6z6tt mindenkiben azonos volt,
igy csak 77 valtozd maradt, amiket figyelemmel kisértiink. Minden SN P esetén két
konkrét nukleinsav allhat az adott poziciéban, egyszeres, vagy kétszeres formaban.
Az emberiségben gyakrabban el6fordulé véltozat kétszeres hordozasat 0-val kodol-
tam, egy gyakori és egy ritkdbb allél esetén 1, két ritka allél esetén pedig 2-es szam
keriilt a tablazatba. Ez egy additiv modellt feltételezé adatbazis.
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2. Példa. Egy specidlis SNP helyen Adenin (A) vagy Citozin (C) fordul eld. A
gyakoribb vdltozat az A. Ekkor ha eqy alany AA-t hordoz, 0 ha AC-t, akkor 1, CC
esetén pedig 2 besoroldst kap.

T6bb betegség a hordozés esetén mar kifejti hatasat, azaz domindns modon hat,
ezért tovabbi hasznos megkozelités, ha csak azt vizsgaljuk, hogy az alany hordoz-e
a ritkdbb valtozatbol. Ez egy tjabb adatsort eredményez.

Végiil elképzelhetd, hogy az egyszeres hordozdsnak még nincs semmilyen haté-
sa, viszont a kétszeres megbetegedéshez vezet, vagyis recessziv moédon hat. Ekkor
elegend§ azokat az alanyokat megkiilonboztetniink a tobbitél, akik kétszeresen hor-
dozzak a ritkdbb varidnst.

A multiplikativ modellt nem vizsgaltuk, mivel olyan kicsi értékeket vartunk, hogy
nem lett volna lényeges eltérés valamely masik modellt6l.

Ezeket az adathalmazokat kozvetleniil elallithatjuk az eredeti 0, 1, 2 értékid adat-
sorbol, Dummy valtozok segitségével, és ezek iigyes hasznalataval a modellek is fel-
irhatok. Egy X SNP-bdl készitsiik el X; és Xy valtozot, ahol X; = I(X = 1) és
Xy = I(X = 2). Ekkor a kiilonb6z6 modellek az alabbi modon kaphatok:

e Dominans: X; + X,
e Recessziv: X5

e Additiv: X1 +2- X2

5.2. Logisztikus regresszi6

A vizsgélat els6 szempontja az volt, hogy hatarozzuk meg melyek azok a génvari-
ansok, amelyek hatassal vannak a terhességi cukorbetegség kialakulasara. A betegség
egy 0, 1 kodolasu logikai valtozo, jeloljiik Y-nal. A génvaridnsok mindig harom ér-
téket vehettek fel. Attol fiiggden, hogy hanyszorosan hordozzék az adott ponton
ritkabb valtozatot 0,1 vagy 2 értéket rendeltem hozza. A vizsgalat soran az éppen
aktualisan hasznélt SNP valtozojat jeloljiik X-szel. A betegség vagy kialakul, vagy
nem, igy feltételezhetd, hogy binomialis eloszlast kovet az azonos genetikaval rendel-
kez6 emberek kozott. Ezért a logisztikus regresszié hasznalata mellett dontottem.

Az adatokat a be nevii tombbe olvastam be, és k-val jeloltem a génvaridnsok
szamat, ami jelen esetben 77. Az egyes SNP-k és a betegség vektorat az alabbi

algoritmussal hasonlitottam Ossze:
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#Génvariansok szama, lényeges adatok kigylijtése, inicializdlés
y<-be$Dg.Kod . WHO . ANYA
g<-matrix(0,k,2)
rownames (g) <-colnames (be) [1:k]
colnames(g)<-c("koeff", "p érték")
#SNP-k egyenkénti vizsgdlata
for(j in 1:k){
x<-bel[, j]
M <- glm(y 7 x, family=binomial(logit))
S<-summary (M)
w<-S$coef
glj,l1<-c(wl2,1],w[2,4])}
#szignifikéns adatok
round(glgl,2]1<0.05,],6)
#szignifikansak Odds Ratio-ja
exp(glgl,21<0.05,1[,11)

Eredményiil 8 szignifikins varianst kaptam, amik befolyasoljak a terhességi cu-
korbetegség kialakulasanak valoszintiségét.

A fenti analizis az additiv modell esetét vizsgalta. Azonban mivel a génvariansok
konkrét viselkedése még nem ismert, nem tudjuk meghatarozni, hogy melyik modell
a helyes. A vizsgélatot elvégeztem dominéns és recessziv modell esetén is. Az analizis
itt is a logisztikus regresszio modszerével, a mar ismertetett algoritmussal tortént.

Ezek utén el kellett donteni, hogy az adott SNP viselkedését a fenti modellek
koziil melyik irja le a legjobban. Ehhez dummy valtozokka alakitottam az SNP-ket
az adatbazisban. Igy meg tudtam vizsgalni minden varians esetén, hogy az els6 és a
masodik hordozott valtozat milyen hatast fej ki. Amennyiben csak az els6nek volt
0-t6l lényegesen eltérd hatasa, akkor dominédns modellt feltételeztem. Amennyiben
a méasodiknak is koriilbeliil annyi volt, mint az elsének, akkor additiv, mig ha csak
a méasodiknak volt hatasa, akkor recessziv tulajdonsaginak tekintettem. Volt olyan
eset, amikor a masodik varidns hatésa ellentétes volt, ekkor az SNP egyik ismert
modellbe sem fért volna bele, igy ha valoban szignifikinsnak talaltuk volna, akkor
orvosi szempontbo6l is tovabbi vizsgalatot igényelt volna. Azonban ilyen valtozat
nem volt, igy a felmeriil§ eltérések a minta egyediségébdl szarmaztak. Igy minden

SNP-r6l sikeriilt eldonteni, hogy melyik tipusit modell adja ra a legjobb becslést.
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A kovetkezd probléméat az jelenti, hogy genetikai vizsgélatok alkalméval nem csak
az SNP-k ismertek. A vizsgalt személyekrsl vérvétel soran vércukorszintet, kiillonbo-
z6 enzimek szintjét lehet megéllapitani, valamint az életkor, testsily, és egyéb testi
értékek is rendelkezésre allnak. Egy ilyen soktényez6s betegségnél, mint a cukorbe-
tegség, nem tehetjiik meg, hogy ezeket figyelmen kiviil hagyjuk. A mi esetiinkben a
vércukorszint rendelkezésiinkre allt, azonban mivel kozvetleniil ebbdl lett klasszifi-
kalva a beteg csoport, gy dontottiink, hogy nem mint okoz6 tényezd, hanem mint
maga a célvaltozo tekintiink ra és egy késébbi vizsgaltban foglalkozunk vele. Ezen
kiviil az életkor (jeloljiikk A-val a valtozot) és a testtomegindex (jeloljik B-vel) mu-
tatott Osszefiiggést a betegséggel, igy ezeket kellett figyelembe venniink.

Az analizishez ezeket is vektorba rendeztem és tobbvaltozos logisztikus regresszi-
ot alkalmaztam. Igy a logit(Y) = co+ci-A+cy-B+cs- X egyenlet egyiitthatoit kellett
megbecsiilni. Ebb6l is elsGsorban c3 volt fontos szamunkra. Orvosi értelemben igy
megkaptam azt az értéket, ami a génvarians hajlamositoé kockazatat jellemzi, abban
az esetben, hogyha mind az életkort, mind a testtémegindexet szem el6tt tartjuk.

Az igy kapott c3 értéknek exponencialisat véve Odds Ratio-t kaptam:
OR = e

Az Odds Ratio-bdl kiszamithatd a betegség kialakulasanak valosziniisége, ha egy
alanyrol csak annyit tudunk, hogy milyen forméban hordozza az adott génvarianst.
Az additiv, dominans és recessziv modellek esetén ez az érték kiilénbo6z6, valamint
az SNP-rél is mas-mas ismeretek sziikségesek. Dominans modell esetén példaul elég,
ha tudjuk, hogy az alany hordozza a varianst, és megadhat6 a megbetegedés valo-
szintisége, mig additiv modell esetén magasabb kockazati valoszintiség tarsul ahhoz,
aki kétszeresen hordoz, mint ahhoz, aki csak egyszeresen.

Tegyiik fel, hogy c3 egyiitthatot dominans modell alapjan szamoltuk, ekkor hor-
doz6 ember esetén a megbetegedés valoszintisége:

OR

P=0ORrR+1

Ezeket a valoszintiségeket egyenként szamoltuk ki, azonban az emberre egyszer-
re tobb is hatéassal van. Ha az SNP-k fiiggetlenek, akkor a hozzajuk tartoz6 Odds
Ratio-k 6sszeszorzodnak és egyiittesen hatarozzak meg a fenti képlet alapjan az alany
megbetegedésének valdszintiségét. A tapasztalatok azonban azt mutatjak, hogy ezek
a hatésok jelentGsen befolyasoljak egymaést is, ezért a konkrét értékek meghataroza-

sdhoz a kés6bbiekben tobbdimenzids vizsgalatra lesz sziikség.
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5.3. P-korrekcio

A statisztikdban ritkdn ugyan, de el6fordulnak véletlen eredmények, amelyek ha-
mis kovetkeztetésre vezetnek. Példaul ha 100 kiilonb6z6 probat végzek el egyszerre,
ahol mindegyik esetben 5% esély van arra, hogy hibasan vetem el a nullhipotézist, és
mindegyikben olyan eredményt kapok, hogy el kell vetnem, akkor varhatoéan lesz 5
eset, amikor hibasan fogadtam el az ellenhipotézist. Fz a mi esetiinkben azt jelenti,
hogy felmeriilhet olyan SNP, amelyet mi szignifikdnsnak deklaraltunk, de valojaban
csak a véletlen mitive, hogy épp olyan embereket vizsgaltunk, akik esetén felmeriilhet
ez a kovetkeztetés. Az ilyen eseteket false discovery-nek nevezziik.

Az egyiitthatok kiszamitasa utan a kovetkezd feladatunk a false discovery esélyé-
nek lecsokkentése volt. Mivel a statisztikdkat 0,05 szinten szoktak elvégezni, mert
ez még az elfogadhato hibahatar, els§ 6tletként gondolhatunk arra, hogy az egész
vizsgalat hibahatarat vigyiik 0,05 al4, azaz ez annak a valoszintisége legyen, hogy
a vizsgalat soran lesz egyéltalan egy olyan valtozonk, ami hamis pozitiv. Mivel 77
génvaltozatot analizaltunk, ha egy SNP szignifikancidja p < O% = 0,00065, akkor
biztosan megfelel a kovetelményeknek, és elfogadhatjuk, mint jelentGsen befolyasold
tényez6t. A modszer kidolgozésa Bonferroni nevéhez ftiz6dik.

Sajnos azonban hidba &allt rendelkezésiinkre nagy adathalmaz, csupén egy SNP
p-értéke csokkent a megfeleld kiiszdbszint alad. Ennek az oka, hogy a Bonferroni mod-
szer nagyon szigorti. Ahhoz, hogy az egész vizsgalat szignifikanciajat 0, 05 ala vigyiik,
nem kell minden egyes p-értéket ennyire alacsonyra venni. Egy masik, megengedGbb
modszert dolgozott ki Benjamini és Hochberg.

A moédszer elve az, hogy sorba rendezhetjiik a valtozokat szignifikancia szerint
névekvs sorrendben. Ekkor a sor elején allo valtozo valoban csak 0,00065 alatt te-
kinthetd ténylegesen szignifikdnsnak, azonban a masodik valtozora mar tekinthetiink
ugy, mint a megmaradt 76 koziil a legszignifikdnsabb, igy p < % = 0,00066 alatt
elfogadhatjuk. A tovabbi valtozoknal ez a kiiszob index egyre novekszik. Végiil meg-
nézziik, hogy melyik volt a legnagyobb szignifikancidju elfogadott valtozo és az Gsszes
t6le balra 1évét elfogadottnak tekintjiik.

Ez a moédszer sokat nem javit ugyan, viszont ha tobb lényeges SNP-t felderi-
tiink, amelyek 6nmagukban a 0,00065-6s hatart nem érik el, de a legnagyobb mégis

elfogadasra keriil, akkor a tobbi eredményiinket sem kell elvetni.
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5.4. Folytonos valtozok

A genetikai valtozok mellett rendelkezésiinkre alltak méas élettani adatok is, pél-
daul a terhes nék vércukorszintje cukorterhelés el6tt és utan. Mivel maga a diagnozis
90%-ban ezeken az értékeken alapul, érdemes megvizsgalni, hogy hogyan hatnak a
génvaltozatok kiilon-kiilon a terhelés elGtti és a 120 perces cukorértékekre. Ehhez a
linearis regresszio modszere alkalmazhato. Ttt is célszertd figyelembe venni, hogy az
életkor és a testtomegindex az elsddleges befolyasoloja a vércukorszintnek, igy csak
az altaluk megmagyarazatlan rész osszefiiggését kell vizsgalni a génvariansokkal. Az
aldbbi programmal szamoltam ki az egyes SNP-khez tartozd regresszios egyiittha-

tokat:

#BMI-vel és életkorral vald korrigdldshoz a segédszamitasok
korr<-1m(X120. kor+BMI,be) $res
ages<-1m(X120. kor,be) $res

g<-matrix(0,k,4)
rownames (g) <-colnames (be) [1:k]

colnames(g)<-c("koeff","p érték","korrigalt", "power")

#Az ires sorok ne keriiljek szamitésba,

csak ahol mindeniitt lényeges adat &all
f<-(!is.na(be$BMI)&!is.na(be$kor)&!'!is.na(be$X120.))
f1<-(!is.na(be$BMI)&!is.na(be$kor)

&'!'is.na(be$X120.)&!is.na(be$Dg.Kod.WHO.ANYA))

y<-rep(NA,n=dim(be) [1])
darab<-sum(f)
y[f]1<-korr
z<-rep(NA,n=dim(be) [1])
z[f1]1<-y[f1]

y<—z

for(j in 1:k){
x<-bel[, j]
M <- 1m(y ~ x)

S<-summary (M)
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w<-S$coef
pow<-pwr.t.test(d=w[2,1] ,n=darab,sig.level=0.10,
type="one.sample" ,alternative="two.sided")
glj,1<-cwl2,1],w[2,4],p.adjust(w[2,4],"BH",77) ,pow$power)
}
index<-g[,2]<0.05
glindex,]

A programom mar tartalmazza a kordbban ismertetett Benjamini-Hochberg féle
p korrekcios eljarast is, valamint az SNP-knek a testtomeg-indexen és életkoron feliili
hatasat vizsgalja csak.

Habér ez a modszer sok szempontot fegyelembe vesz, mégis felmeriilhetnek hié-
nyossagai. Léteznek olyan valtozatok, amelyek hatnak a betegségre és az elhizasra
is, igy kozvetve a BMI-n keresztiil is kifejtik hatasukat. Az ilyen esetekben a kapott
eredmény kisebb lehet, mint a valo6di hatas. Ahhoz, hogy még pontosabb, minden
Osszefiiggést pontosan felderité modellt kapjunk nem elég az SNP-ket kiilon vizsgal-

ni, hanem Gsszetettebb modszert kell alkalmazni.

5.5. SEM-modell

Ahhoz, hogy a strukturalis egyenletek modelljét hasznalhassuk el6szor ki kell
valasztani a fontos SNP-ket, majd el kell késziteniink a felhasznalt valtozok kozotti
Osszefliggségi grafot. A génvariansok kivalasztésanal segitségiinkre lehet a korabbi
vizsgalat, amelybél a legszignifikansabb és abszolut értékben legnagyobb hatast ki-
fejtd, de még szignifikdns valtozokat érdemes hasznélni. Ezek a valtozok a 0 perces
és a terhelt vércukorszintre, illetve a BMI-re is hathatnak. Itt is a korabbi eredmé-
nyekre tamaszkodhatunk, hogy melyik Osszefiiggést érdemes feltételezniink. Tovabbé
nyilvanval6an az életkor és a testtomeg-index hatnak a cukorértékekre, valamint a
terheletlentdl jelentGsen fiigg a 120 perces érték. Az igy kialakitott graf fogja alkot-
ni a modell alapjat. A graf struktaraja elég egyszeri, igy latszik, hogy kielégiti a
graf-feltételt, azaz alkalmazhatjuk a SEM-modellt.

Az adatbazisom alapjan 8 lényeges SNP-t taldltam, amelyeket bevettem a mo-
dellbe. Az adatok torzulasat elkeriilendGen csak olyan egyének adatait vizsgaltam,
ahol nem hidnyzott az anya betegségét vagy egészségességét meghatarozo adat. A
felépitett modell nem volt szignifikins, ezért a korabbi fejezetben leirt modszerrel

elkezdtem kitorolni a graf csicsait, mig végiil az alabbi eredményre jutottam:
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f<-(!is.na(be$Dg.K6d.WHO.ANYA))

ter<-be$X120. [f]

alap<-be$X0. [f]

kor<-be$kor [f]

BMI<-be$BMI [f]

AI<-be$AI[f]

AN<-be$AN[f]

AZ<-be$AZ[f]

BL<-be$BL[f]

F<-be$F[f]

K<-be$K[f]

V<-be$V[£]

Z<-be$Z[f]

adatok<-matrix(c(AI,AN,AZ,BL,F,K,V,Z,BMI, kor,alap,ter),820,12)

colnames (adatok)<-c("AI","AN",6"AZ","BL","F",
MK", Uy, Mz, UBMIM, "kor", "alap", "ter")

#Lépésenkénti elhagydssal a legjobbnak taldlt modell

model<-’

BMI“K

BMI™AI

ter~alap

ter "BMI

ter~“kor

ter~AI

ter”BL

ter”F

alap™BMI

alap~kor

alap™AI

alap”F

ter™1

)

MTX<-cov(adatok, use="pairwise.complete.obs")

illesztett<-sem(model,data=adatok, sample.cov=MTX, fixed.x=FALSE)

summary(illesztett)
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Ez a modell 4 fontos génvarians, életkor, testtomeg-index, valamint egyszeri terhe-
lés nélkiili vércukorérték ismeretében jo kozelitést ad a terhelt érték nagysagara.
A segitségével id6ben ki lehet sziirni azokat az édesanyakat, akik hajlamosabbak a
betegségre, korabban megvizsgalni 6ket, és ha sziikséges, korabban elkezdeni a ke-
zelésiiket, ami lényeges segitség az orvosok szaméra, hogy megelézzék a komolyabb
problémékat, szovGdményeket. Tovabba a modell bizonyitja, hogy sziikség van a
genetikai vizsgédlatokra is, hiszen csak ennek a 4 varidnsnak akkora hatéasa lehet,

mintha valaki 20 évvel kés6bb vallalna gyereket.
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6. Osszefoglald

A dolgozatomban ismertettem a génkutatasban leggyakrabban hasznalhato mod-
szereket. A linearis regresszioval folytonos valtozékkal valoé kapcsolatot kerestem.
Additiv modellt hasznélva taladltam 6 olyan valtozot, melyek lényeges Osszefiiggést
mutatnak az éhomi vércukorszinttel és 5 olyat, melyek a 120 perces terhelt érték-
kel allnak kapcsolatban. Dominans modellel 3, illetve 5 valtozot sikeriilt felderiteni,
amelyek egy része a korabbitdl eltérs volt.

Logisztikus regressziot haszndltam a diszkrét értékd valtozok magyardzasara.
Ezzel a modszerrel 8 illetve 9 olyan SNP-t sikeriilt észlelni, amelyek nagy mértékben
beleszolnak a betegség kialakulasaba. Ezek koziil 2 olyan volt, hogy a Benjamini-
Hochberg féle korrigélt p-érték mellett is megallta a helyét. Sajnos a mintaelemszam
alacsony volt, ezért tobb ennyire szignifikins valtozot nem sikeriilt talalni, azonban
az eredmény jo iranyvonalat adott a késébbi kutatésokhoz.

Az altalanosabb modell kidolgozasahoz strukturalis egyenleteket hasznaltam. A
modszer sikerességérdl taniuskodik, hogy 4 olyan SNP-t sikeriilt beépiteni, melyek
mind kiilonb6z6 génen helyezkednek el, és ezek a gének az orvosok szerint nagyban
befolyasolhatjak a vércukorszinttel kapcsolatos megbetegedéseket.

A konkrét modellek mellett tobb olyan felmeriilé probléméarél is szot ejtettem,
amelyekkel részletesebben is érdekes lehet foglalkozni. Ezekkel a problémakkal a
kutatas soran talalkoztam is és sikeresen alkalmaztam a dolgozatban leirt megoldéa-
sokat.

Osszefoglalva, a dolgozatban leirtam egy eredményes genetikai kutatas menetét
és matematikai hatterét, mintat és modszereket nyijtva egy késébbi hasonlé tipusi

analizishez.
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Abrak jegyzéke

1.

A DNS egy szakasza, kettds spirdl szerkezet abrézolasaval és nuklein-
sav parok feltiintetésével . . . . . . . . . ... ... ... ...
Y valtozo az X 6tszorose, Y megfigyelésében standard normélis elosz-
lasbol szarmazo6 hibaval, valamint a legjobban illeszked§ egyenes . . .
X és Y valtozok egymés ellentettjei, Y megfigyelésében standard nor-
mélis eloszlasbol szarmazo6 hibaval, valamint a legjobban illeszkedd
EEVEIES . & v o v e e e e e e e e

A logisztikus regresszio szemléltetése szimulalt adatokon . . . . . . .
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