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1. fejezet

Bevezetés

Ha egy bank elad egy pénziigyi terméket az iigyfélnek, akkor igyekszik megszabadulni min-
den kockazattol, amely az adott termékbdl szarmazik, azaz megprobalja fedezni a pozicidjat.
Ehhez tobbnyire dinamikus fedezeti stratégia hasznalhaté, amihez sziikség van a pénziigyi
eszkozOk piaci paraméterekre valé érzékenységét méré mennyiségek, az tn. Gorogok isme-
retére. Matematikailag a Gorogok a pénziigyi eszkozok arat megadd funkcional parcialis de-
rivaltja a piaci paraméterek szerint. A szarmaztatott pénziigyi eszkozok arat megadd funk-
ciondl tipikusan egy varhaté érték, amely fiigg a piaci paraméterektél. A Gorogok numeri-
kus moédszerekkel vald kozelitésébdl kétféle hiba adodhat, egyrészt a derivalasbol, masrészt a
véarhato érték kozelitésébél adédd pontatlansag. Utdbbi kezelésére a [5] cikkben ismertetett,
Malliavin-kalkuluson alapulé moédszer alkalmazhato.

Ebben a dolgozatban egy id6-inhomogén Lévy-folyamattal meghajtott hataridés kamatlab-
modellel foglalkozunk, amelyet Ernst Eberlein és Fehmi Ozkan dolgoztak ki a [4] cikkben. Az
idé-inhomogén Lévy-folyamat lehet6vé teszi a modell a rugalmas kalibralhatésagat.

A 2. fejezetben bemutatjuk a Poisson-pontfolyamatra vonatkozé Malliavin-kalkulus alapveto
fogalmait, és azok néhany kovetkezményét.

A 3. fejezetben ismertetjiikk a hataridés kamatlab-modell felépitéséhez sziikséges alapveto
pénziigyi fogalmakat, a modell konstrukciéjat és egy gyakran el6forduld pénziigyi eszkoz, a
caplet kapcsan felmeriilé érzékenységvizsgalati feladatot, és annak megoldasat.



2. fejezet

Malliavin-kalkulus

Poisson-pontfolyamatra

Ebben a fejezetben a Poisson-pontfolyamatra vonatkozé Malliavin-kalkulus keriil bemutatésra.
El6szor ismertetjiik a Poisson-pontfolyamat definiciéjat. Ezutan a Poisson-pontfolyamat sze-
rinti tObbszoros integrél definicidja kovetkezik, amelyet tobb lépésben ismertetiink. Kezdetben
egyszeribb valdszintiségi valtozokra definialjuk az integralt, amelyet fokozatosan kiterjesztiink
altalanosabb valésziniiségi valtozokra. Végiil az integralas adjungdltjat, a Skorohod-integralt
definialjuk.

A fejezet szerkezete, tovabbd az emlitésre keriil6 definicidk és tételek megfogalmazasa, valamint
a bizonyitasok Prokaj Vilmos utmutatasai alapjan lettek felépitve.

2.1. Poisson-pontfolyamat

Legyen (Q, F,P) valészintiségi mezo.

2.1.1. Tétel. Ha (E, B, u) o-véges mértéktér, akkor az (0, F,P) valdszinidségi mezén megad-
hatd valdsziniiségi vdltozdk olyan {N(A)|A € B} csalddja, ami teljesiti a kivetkezdket:

(i) ha A € B véges pu-mértékd, akkor N(A) Poisson-eloszlasi, és E (N(A)) = u(A);

(i) ha Ay,..., A, pdronként diszjunkt, véges p-mértékd halmazok, akkor az N(Ay),..., N(A,)
valosziniséqgi valtozok fiiggetlenek.

(iii) az A — N(A) leképezés (A € B) egy valdsziniiséggel o-véges mérték.
Bizonyitas. Legyen {Hk‘k € Nt} az E egy véges p-mértékii halmazokbdl 4ll6 particidja.
Minden Hj halmazhoz vegytlink egy N(Hj) Poisson-eloszldsi valészintiségi valtozdt, melynek

véarhaté értéke p(Hy) gy, hogy az {N(H k)|k: € N} valdszintiségi valtozok fliggetlenek legye-
nek. Ezek utdn minden Hj, halmazbdl valasszunk ki egymédstél, és a tobbi N (H;) (7 € NT\{k})
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véltoz6tdl fiiggetleniil N (Hy) pontot véletlenszertien a Pr(A) = %

A € B. Legyen A € B véges p-mértékii. Jelolje N(A) azon pontok szdmat, amelyek lefedhet6k

eloszlas szerint, ahol

A-val. Vegyiik észre, hogy igy nem keriiliink ellentmondésba az N (Hy) korabbi definiciéjaval.
Az aldbbiakban igazoljuk, hogy az {N (A)}A € B} valészintiségi valtozok kielégiti a tételben
megfogalmazott kovetelményeket. Legyen {Ai,..., A,} a Hjy egy particiéja. Ha (Zl)fi(lH ®)

jeloli a Hi-bol a Py, eloszlas szerint valasztott pontok sorozatat, akkor az

Vi = (Lzeany - Yzeany)

N(Hg)
=1

1=

jeloléssel, az N(Ay),..., N(A,) egylittes eloszlasa megegyezik a > Y; véletlen tagszamu
Osszeg eloszlasaval. Az N(Ay), ..., N(A,) valosziniiségi valtozok egyiittes eloszlasanak karak-

terisztikus fliggvényére teljesiil, hogy

Gt (91t ) = exp {mﬂk) (Z Pk<AJ~>e“f> } = [T expluta) fexpfits} - 1),

ahol Gn(m,) jeloli az N(Hj) generdtorfiiggvényét. Tehat az N(A;) valésziniiségi valtozék
fiiggetlenek, és u(A;) varhaté értéki Poisson-eloszldsiak, ahol I = 1,...,n. Ha A;,..., A, € B
paronként diszjunkt véges p-mértékii halmazok, akkor az

{N(ANH)|[l=1,...,né ke N}

valtozdk teljesen fliggetlenek és Poisson-eloszlasiak a megfeleld paraméterrel, ezért mindharom
tulajdonsdg megmarad az N(4;) = > ;- N(A; N Hy) 6sszegek képzése utdn is. O

A tételben felsorolt tulajdonségokkal rendelkezd N = {N(A)|A € B} folyamatot Poisson-
pontfolyamatnak, a p mértéket a folyamat karakterisztikus, vagy intenzitas mértékének ne-
vezziik.

2.1.2. Megjegyzés. Legyen E = [0,00) és pu(dt) = Adt, ahol A > 0. Ezzel a szereposztéssal
t > 0esetén az N; = N([0,1)) fliggetlen és staciondrius ndvekményti folyamat, tovabbd minden
0 < s < tesetén N;— N eloszldsa \(t — s)-paraméterti Poisson-eloszlas. Az (N;);>o folyamatot
A-intenzitasi homogén Poisson-folyamatnak nevezziik.

2.1.3. Definicié. Ha N Poisson-pontfolyamat az (E, B, u) o-véges mértéktér felett, akkor az
N = N — p folyamatot kompenzalt Poisson-pontfolyamatnak nevezziik.

2.2. Integralas Poisson-pontfolyamat szerint

Ebben a fejezetben bevezetjiik a Poisson-pontfolyamat szerinti integralt. Legyen (2, F,P)
valésziniiségi mez6, és legyen N Poisson-pontfolyamat a T = (F,B,u) o-véges mértéktér
felett. Ekkor N = N — 1 a kompenzalt Poisson-pontfolyamat. Tegytik fel, hogy u atommentes.



Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket:
LP(Q)=L*(,F={X:Q— ]R|X F-mérhet6 és E(X?) < oo},

L*(EP) ={f : E” — R|f Borel-mérhet§ és f2(t)dt < oo}, ahol p € N*.
EP

Az N kompenzalt Poisson-pontfolyamat szerinti integrélt eloszor az atlékat nem metszo,
mérheto téglak félgytirijén definialjuk, majd az igy kapott integral operatort fokozatosan
kiterjesztjik.

2.2.1. Definicié. Paronként diszjunkt A,,..., A, € B véges p-mértékli halmazok esetén le-
gyen

L(La,x.xa,) = N(Ay)--- N(A,) € L*(Q,9). (2.1)
Az Ay x - x A, =TT, N (A;) leképezés egy véletlen, el6jeles mérték, ami egy d-gytirtin van

értelmezve. Az eszerinti (k6zonséges) integraldst a kompenzalt Poisson-pontfolyamat szerinti
p-szeres integralnak nevezziik.

2.2.2. Definicio. Egy fiiggvényt egyszeriinek neveziink, ha eloall atlokat nem metsz6é mérheto
téglak indikatorainak linedris kombindcidjaként. Jelolje €, az egyszerii fliggvények halmazat,
azaz legyen

n
8p = E ak:]-Ak’lX--'XAk’p

k=1

neNt ay €Rési+#jesetén Ap; NAg; =0, hak = ,...,n}.

Mivel I, végesen additiv a p-dimenzids, atlokat nem metsz6, mérhetd téglak félgytiriijén, ezért
kiterjeszthet6 az egyszert fliggvényekre.

2.2.3. Lemma. Minden p € Nt esetén &, C L*(EP) siri.

Bizonyitas. Jelolje &, az &, topologikus lezértjat L?(EP)-ben. Tekintsiik a kovetkezd hal-
mazrendszereket:

C={A; x---xA,CEP|Ay,...,A, € B},
D ={AecB(T")|14 € &,}.

Megmutathaté, hogy C egy m-rendszer, és D egy A-rendszer. Az alabbiakban igazoljuk, hogy
C C D, és ekkor a monoton-osztély tétel alapjan o(C) C D, azaz

B(T?) = o(C) C D C B(T?)

fgy azt kapjuk, hogy D = B(TP), {gy &, = L*(EP).



A € C D reléci6 igazoldsdhoz azt kell megmutatnunk, hogy minden p-dimenziés (mérheto)
tégla indikatora kozelitheté €,-beli fliggvényekkel. Legyenek A;,..., A, € B tetszoleges hal-
mazok, és legyen {q; ‘Z € I} az F alaphalmaz egy véges p-mértékii halmazokbdl 4116 particidja,
ahol [I| <oo. Ha A, =a;NA; (ie€lésj=1,...,p), akkor

1A1><~~~><Ap - Z 1AU(1),1><"'XAU(p),p'
o{l,...p}—=I
A fenti Osszeg azon tagjai, amelyeknél o : {1,...,p} — I bijekcid, benne vannak &,-ben.

Mivel i atommentes, igy a particié finomitasaval elérhet6, hogy azon tagok hozadéka, amelyek
nincsenek €,-ben, akarmilyen kicsik legyenek, tehat € C D. [

2.2.4. Definicié. Ha f : EP — R fliggvény, akkor f szimmetrikus valtozata

~ 1
f(tlu s 7tp) = H Z f(t0(1)7 s 7t0'(p))7 (tla s 7tp) € Ep?

" oESy

ahol S, jeldli a p-edfoku szimmetrikus csoportot.

2.2.5. Lemma. (A t6bbszoros integrdl folytonossaga) Ha f € €, és g € &, akkor

0 ha p # q,

ahol fv, illetve g az f, illetve a g szimmetrikus vdltozata.

Bizonyitas. Mivel a bizonyitandé egyenloség mindkét oldala bilinearis, ezért elegendo azt
az esetet igazolni, amikor A = {A4;,..., A, } paronként diszjunkt véges p-mértékii halmazok
rendszere, valamint {A; ,..., 4; } CAés {A;,...,A; } C A tovibba

f= 1Ai1><-~~><A¢p>

g - 1Aj1><"'><qu'

Feltehetd, hogy minden i € {1,...,n} esetén p(A;) # 0. Ekkor

L(f) = N(A;) - N(A,),
I,(9) = N(A;,) - N(4;,)
Vezessik be a kovetkezd indexhalmazokat:
o = {il,...,ip},
B=1{j1,Jq}-

A fenti jelolésekkel:



ahol 7, = Lkeay + Lirepy. Mivel az {N(Ak)‘k € aU p} fliggetlen val6szintiségi véltozdk, ezért

E[L,( = [] EN(A)™).

keaups

A jobb oldalon &ll6 szorzat pontosan akkor nem-nulla, ha minden ry értéke 0 vagy 2. Ez csak
akkor teljesiilhet, ha p = ¢, tovabba {i,...,15,} = {J1, ..., j,}. Ekkor

E[L,( Z/ftl,..., (to(1)s - - - > togp))dty - - - dt, =

oSy
—p‘/ftl,..., tl,...,tp)dtl"'dtp:
_p‘/ftl,..., tl,...,tp)dtl"'dtp.

O

2.2.6. Kovetkezmény. Vegyiik észre, hogy minden f € &, esetén I,(f) = [p(f). Ebbél
adddik 1, folytonossaga:

17, (F)lli20) = ELL(£))*) = p! /E [ < p! / [F@rdt = I o)

tehat I, : L*(EP) D &, — L*(Q,F) folytonos és linedris operator, {gy kiterjesztheté L?(EP)-re
folytonos és linedris operatorként.

Ha p = 0, akkor legyen I, = Iy = idg. A tovdbbiakban I, (p € Nj) jeloli a kiterjesztett
integrélt, azaz I, : L*(EP) — L*(Q, F).

2.2.7. Definicié. (Wiener-It6-kdosz) A kompenzalt Poisson-pontfolyamat szerinti p-edik
(p € N§) Wiener-Ito-kdosz H, = {I,(f)|f € L*(EP)} C L*(, F).

2.2.8. Tétel. Mindenp € NJ esetén H, C L*(Q,F) zdrt, és ha q € NZ\{p}, akkor 3¢, L H,.

Bizonyitas. A 2.2.6. Kovetkezmény alapjan teljesiil az alabbi izometria. Minden f € L?*(EP)

w7

esetén

1 f)

adli

L2(Q) L2(Ep)

amibél adddik, hogy H, C L*(Q, F) zért.
A 3, és H, (p # q) alterek ortogonalitdsa a 2.2.5. Lemma kévetkezménye. [0



2.3. Kaosz felbontas

Legyen A € B véges p-mértékii. Jelolje suppN = {z € E‘N({x}) > 1} a kompenzélatlan
Poisson-pontfolyamat tartéjat. Ekkor A NsuppN egy valdszinliséggel véges, és a kompenzalt
Poisson-pontfolyamat szerinti integral mintajara definialhatjuk a kompenzalatlan Poisson-
pontfolyamat szerinti integralt. Vezessiik be a kovetkezo jelolést: tetszoleges H halmaz esetén
jelolje H*P a HP azon elemeit, amelyek kiilonbozoek, azaz H*P a H-beli, azonos elemeket nem
tartalmazé p-hosszi sorozatok halmaza.

2.3.1. Definicié. Paronként diszjunkt A;,..., A, C A halmazok esetén legyen
I£(1A1><---><Ap) :N(Al)N(Ap) = Z ]-A1><---><Ap(x) € LQ(Q,?) (22)
z€(suppN)*p

Az Ay x -+ x Ay TT7_, N(4;) leképezés egy véletlen mérték EP mérhetd részhalmazain.
Az eszerinti (kozonséges) integralast a kompenzélatlan Poisson-pontfolyamat szerinti p-szeres
integralnak nevezzik.

Ha Ay,..., A, C A paronként diszjunkt halmazok, és f = 14,x..xa,, akkor (2.1) dtirhat6 a
kovetkezo alakra:

W)=Y, (=1 Yoo Loy = Y (FLPRI (), (2.3)

a:aC{l,...,p} xz€(suppN)*lal a:aC{l,...,p}

ahol f, az a fiiggvény, amit f-bol az a-ban nem szereplo koordinatak p-szerinti kiintegralasaval
kapunk. Mindkét oldal linedris f-ben, ezért igaz marad azon egyszeri fliggvényekre, amelyek
tartéja lefedheté AP-vel. Vezessiik be a kovetkezo jelolést:

L*(EP|AP) = {f € L*(E?) : suppf C A"}

Ha f € LQ(EI’|A1’), akkor 1étezik olyan egyszerti fiiggvényekbdl 4116 ( f ("))Zozl fiiggvénysorozat,
hogy f™ — f, ha n — 0o, és minden n € NT esetén |f(”)} < |f]. Erre fé") — [, 18 teljesiil
p®P=lel_m m. ha n — oo, igy (2.3) érvényben marad erre az esetre is. Azt kaptuk, hogy
minden f € L?(EP|AP) esetén

SN = D (=PI (fa).
a:aC{l,...,p}

Legyen o C {1,...,p}. A fenti Ssszefiiggés felirhaté f, € L2(E°! ‘A"”) esetén is

Loj(fa) = > (1) VI (f5).

B:BCa

Ekkor viszont a Mobius-féle inverzids formula szerint

Ioy(fa) = Y Tai(fs)- (2.4)

B:fCa

10



Valéban, az X, = Ijo(f), és Yo, = I (f) jeloléssel

|al

Yo Xg= > (Z (_1)|/3\VIYV> _

B:pCa B:BCa \v:yCp
- Z Y’y( Z (_1)6\v> —
vy Ca BiyCBCa
- Z Y, (1 — 1)l =
Y Ca
=Y,

Az el6z6 szamolas specialis eseteként azt is megkapjuk, hogy

ac{l,...,p}
L) = >, (10" (fa),
ac{l,...,p}

sOt, ha f = fszimmetrikus, akkor

L(f) = i (f) L(f), (2.5)

r=0

b =Y (7)),

r=0

ahol f, = fr1,. . Masképpen fogalmazva

D F(A) =) H(A),
ahol
H,(A) = {L,(f)|f € L*(EP|A")} és TG (A) = {L)(f)|f € L*(E"|AP)}.

A {3,(A)|p € NI} alterek, és a {HO(A)|p € N§} alterek linedris burka megegyezik, tovébba

p+q

°(NH1g) € 3 %, (2.6)

sot igazolhatd, hogy az alabbi szorzat formula is teljestil

B0 = 91 = S 1(7) () P 27)

r
r=0

ahol ®" nem a szokéasos kontraktiv tenzor szorzat, hanem

(f & §)(a,a',a") = fla,a')g(z,2"),

11



ahol v € A", ' € AP7" és x" € AT,

Legyen F € L*(Q, F) olyan val6sziniiségi véltozot, amely mérhetd az F4 = o({N(B)|B C A})

o-algebrara nézve. Mivel p(A) < oo, ezért egy valdsziniiséggel N(A) < oo, és a valdszintiségi

mezd esetleges bévitésével felteheté hogy léteznek {Yz|z € NT} fiiggetlen és azonos £ ;(L.(FX)‘)

eloszlasu véletlen elemek A-bol, gy, hogy minden B C A esetén
N(B)=#{1<i< N(A)|Y; € B}.

Itt valéjaban az torténik, hogy a véletlenszertien kisorsolt pontok koziil taldlomra valasztunk
egyet, ez lesz Y7, a megmaradt pontok koziil az el6z6 valasztastol fiiggetleniil valasztunk egyet,
ez lesz Y3, és igy tovdbb, majd az Y1, ..., Yn(a) sorozatot kiegészitjiik egy fliggetlen és azonos
eloszlast valészintiségi valtozokbdl all6 végtelen sorozattd. Legyen G, az (V) valészintiségi
véaltozok altal generalt o-algebra, ahol n € N*. Ekkor § = (G,),,cn+ filtrdcid. Tekintsiik a

Snvuy ={B € F|Vne N": BN{N(A) <n} € §,}

megéllitott o-algebrat. Mivel F' ~ F4 C Gy (4), ezért minden n € N7 esetén Flinay=ny ~ Gn,
és megadhaté egy f, : E" — R mérhetd fiiggvény tgy, hogy az {N(A) = n} eseményen
F = f.(Y1,...,Y,). Mivel F nem fiigg az Y; (i € NT) val6szinfiségi valtozdk sorrendjétél,
ezért minden n € Nt esetén f,, szimmetrikus fiiggvény, amely csak p®"-m.m. egyértelmii.

Tetszoleges F' ~ F 4 valoszinliségi valtozo felirhatd a kovetkezo alakban

= 1
F= Zl{N(m:n}g > Zl{N —n} L (fn). (2.8)
n=0 " ze(suppN)*"

2.3.2. Tétel. A {3, |p € NJ} alterek linedris burka siri L*? (Q,0(N))-ben, ahol

L*(Q,0(N)) = {X : Q = R|X o(N)-mérheté és E(X?) < oo}

Bizonyitds. A (2.8) dsszefiiggés jobb oldaldn taldlhaté fuggvénysorban, az Lin(ay=n3 L (fn)
tagok koziil pontosan egy nem nulla, ezért ha F € L?(Q), akkor a sor L*(Q2)-ben is konver-
gens. Ebbdl adéddéan elegendé megmutatni, hogy minden n-re 1yay=n}p(f2) a @,2, I
lezartjaban van. Minden n € N* esetén az 1{y(a)=n) indikdtorra teljesiil, hogy

e = S0 (P) () = S () S,

p=n p=n
ezért
0o . (p 1
s 20 = S0 (1) S 25, 29)
p=n

Itt I0(140)I0(fn) € @45 Hy a (2.6) alapjén, igy elég megmutatni, hogy ez a sor L2(Q2)-ban
konvergens. A (2.5) Osszefiiggés, és a H, alterek ortogonalitdsa alapjan megbecsiiljikk egy
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altaldnos tag L?(£) norm4jét.

2
(A, 1®(P—7")
WAL 5

) W2 (A)(p — )P (A) < pl(1+ u(A)).

I
i)

o

<=

A tagok L%(2) norméja

v (7) Sasca

ami elég gyorsan tart nulldhoz, igy a fenti sor L?(2)-ban is konvergens. Ha |f,| < K, akkor

|
<V

vy~ Al — 1)) (1 + u(A))P,

(2.7) alapjan
<

B < 320 () () s =
<D (]D <Z) (p+mn =)L+ p(A)r.
r=0

Ha |f,| < K, akkor a (2.9) eldéllitasdban szerepld tagok L?(€2) norm4ja legfeljebb

,Zp (7)o =i+ e

ami elég gyorsan tart nulldhoz ahhoz, hogy 6sszegezhet6 legyen, és ezért

n 70

% (1®(P+nfr))
p+n—r

1

[CRUR THEWITS

L?(Q)

1{N(A)=n}12(fn1(|fn|§[<)) € @ .

Mivel iy I2(fn) 8z Linep I0(ful(( 1. <k)) sorozat L?(Q2)-beli limesze, ezért 1iny—n I(f,) és
Fis @, H,-ben van.

Legyen (A,)>", véges p-mértékii halmazok olyan sorozata, amelyre minden n € N* esetén
A, C Apyr, 68 U2 A, = B, tovabbd E(F|F4,) — F L*(Q)-ban, ha n — oo. Minden n € N*
esetén B(F[Fa,) € B,~, Iy, ezért a limesz is ilyen. [

2.4. Derivalas a p-edik Wiener-1t6-kaoszon
Vezessiik be a kovetkezo jelolést:

L2(Q><E):{f:QXE—>R

f F ® B-mérheto és E (/ f2(t)dt) < oo} .
E

Ha f € L*(EP), akkor jelolje f;, € L*(EP~!) azt a fiiggvényt, amely az (yi,...,y,-1) € EP~*
helyen az f(y1,...,%i—1,2,Yi, ..., Yp—1) €rtéket veszi fel.
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2.4.1. Definicié. Ha f € L*(EP), akkor az I,(f) € L*(Q2,F) valészintiségi véltozé derivaltja
az xr € F pontban

Z ~1(fiz) = pLp—1 (f(;ﬂﬂ)),

ahol f az f szimmetrizaltja. Minden p € N esetén DI,(f) = (DoIp(f)),cp 3z E elemeivel
paraméterezett folyamat.

2.4.2. Tétel. Ha f € &,, akkor
E ( /E |Dx1p(f)l2n<dx)) DL e = Pl e

Bizonyitas. Legyen f € L?(TP). Ekkor

B ([ IDs0Pua) = [ 1D gyutan) -

—/;Epzulp1<f(-,£L‘))H%2(Q)Iu(dx)_
- /Epz(p— DU FCo )22y pe(der) =

=P PUIFILer) =PI ()| L2

ahol elso 1épésben a derivélt definicidjanak szimmetrizalt valtozatat, majd az izometriat, majd
a norma definiciéjat, végiil Gjra az izometriat hasznéaltuk. [

Legyen J, : L*(Q) — 3(, a merdleges vetités. Mivel L*(Q) = @2 I, ezért L*(Q x E) =
B,2 (3, ® L*(E)). Hasznljuk a J, jelolést az J, : L*(Q x E) — 3, ® L*(E) merSleges
vetftésre is. Ekkor, ha F € 3, akkor DF € 3,1 ® L*(E) és | DF |72 = 2 I1Fll72(0)
2.4.3. Tétel. (D lezarhaté operator) A 3, terek linedris burkdn értelmezett D operdtor
lezdrhatd, azaz ha F, € 372203, és F, — 0 L*(Q)-ban, valamint DF,, — ¢ L*(Q x E)-ben,
akkor ¢ = 0.

Bizonyitas. F, = Z F,,, ahol F, , = J,F,, az F,, H,-be es6 komponense. Mivel DF,, —
V, ezért J,DF, — Jy mmden p-re, és a linearitas miatt J,DF,, = DJy; 1 F. Ugyanakkor D a
Hp1-en folytonos, igy J,u = limy, oo DJpy1 F,, = 0. Tehét, a ¢ = Z;O:o Jptp sorfejtés minden
tagja nulla, igy v is az. [

Ezutan a Malliavin-derivaltat a D lezartjaként definialjuk.

2.4.4. Definicié. (Malliavin-derivalt) Legyen

D2 = {F € L*(Q)

o0
F, € P H,, lim [|Fy — Fllpag) =06 lim | DF, — DFullp2qup) = o} :
p=0 ’

Ha F' € D2, akkor legyen F), olyan sorozat ami ezt tantsitja és DF = lim,_,., DF,. Tehét,
a Malliavin-derivalt egy D*? — L?*(Q) x E) operdtor.
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2.5. Skorohod-integral

A ¢ divergencia operatort a D Malliavin-derivalt adjungaltjaként definidljuk. A ¢ operator
értelmezési tartomanya

Dom(d) = {1/1 € L*(Q x E)|3c > 0, melyre VF € D'*: (DE, ) p20xm)| < € ||F||L2(Q)} .
A fenti definiciéban taldlhaté ¢ konstans értéke 1-t6l fiigg. Minden ¢ € Dom(d) esetén
DY 3 F = (¢, DF) 2y € R (2.10)

funkcional folytonos linedris. Mivel D'? C L?(Q) siir{i, ezért a (2.10)-ben definidlt funkciondl
egyértelmtien kiterjesztheté L?(Q2)-ra. Emlékeztetsil, J, : L*(Q x E) — H, ® L*(E) jeloli a
meroleges vetitést. Mivel D’HP : H, — H,—1 ® L*(E) folytonos leképezés, azért az adjungaltja
H, 1 @ L*(E) — 3, folytonos leképezés. Més szavakkal, H, ® L?*(FE) C Dom(¢), minden p €
Ng esetén. A § operatort Skorohod-integrdlnak nevezziik. Végiil mutatunk egy osszefiiggést,
amely segitségével bizonyos esetekben egyszertibben szamolhaté a Skorohod-integral.

2.5.1. Lemma. Ha u € Dom(6), akkor §J,u = J,116u, és

weDom(®) & Y 6L < oo
p=0

tovdabbd H(S(JPU)Hiz(Q) <(p+1) H‘]PuHi?(QxE)'

Bizonyitas. Legyen F' € D%?. Ekkor
(F, Jp+15(u)>L2(Q) = (DJpiF, u>L2(Q><E) -
= (DF, Jpu) 12 (ox
= (L] 5(qu)>L2(Q) )

) =

ezért,

(F' Jp+15(u)>L2(Q) = <F75(‘]pu)>L2(Q)

minden F' € D2 esetén, tehdt J,.10(u) = §(J,u). Vegyiik észre, hogy Jod(u) = 0. Tehdt, a
d(u) Wiener-Ito-kdosz szerinti felbontdsa » 2 §(J,u), amibdl adddik a feltétel sziikségessége.
Ha >~ ||§(qu)||ig(m < 00, akkor mivel G = > §(Jpu) 1étezik, és minden F' € D"? esetén

(DF, u>L2(Q><E) = Z (DF, JPU>L2(Q><E) =
0

S
I

I
WK

(F, 5(qu)>L2(Q) -

3
I
o

|
=

) G>L2(Q) 9



tehat G = §(u). Végiil azt kapjuk, hogy

2
<DF7 qu>L2(Q><E)> <

16Tyl = sup
PR 1El 20

FEJ’CPJ,_LF#O

Feg{p+1,F7é0

2
||DF||L2(Q><E)) o

< || Jul)? sup
PEIEA) 1F 720

= (p+ 1) [ Jpull 12 -

[
Igazolhat6, hogy ha F' € D2 és ¢ € L*(E), akkor F ® ¢ € Dom(9), és

§(F® @) =FN(p) = (DF, ) o5,

Ha f € L*(EP™"), akkor u = (I,(f(-,))),.p € Dom(d) és 6(u) = L1 (f)-
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3. fejezet

Lévy-féle hataridos kamatlab-modell

Ebben a fejezetben egy id6-inhomogén Lévy-folyamattal meghajtott hataridés kamatlab-modellt
mutatunk be, majd megvizsgaljuk a caplet aranak a piaci paraméterekre vonatkozoé érzékenységét.
A fejezet felépitése elsésorban a [2] és [3] cikkeket, valamint a [7] dolgozatot koveti.

3.1. Pénziigyi alapfogalmak

A modellt a [0, T*] véges id6horizonton definidljuk, ahol T* > 0 tetszéleges valds szam. Legyen
(2, F = (F)eep,r+, P) filtralt valoszintiségi mezd, és tegyiik fel, hogy az J filtracié
(i) jobbrdl folytonos, azaz Vt € [0,T*) esetén Fp = Mics<r+Fs,

(ii) teljes, azaz Vt € [0,T*] esetén A € Fy-re, ha P(A) =0 és B C A, akkor B € F.

Tekintsiik az egyik legalapvetobb pénziigyi eszkoz definicidjat.

3.1.1. Definicié. Kotvénynek nevezziik az olyan pénziigyi termékeket, amely egységnyi pénzt
fizet a tulajdonosdnak a T € [0,7*] id6pontban, az un. lejarati idépontban. Tetszbleges
t € [0,7%] esetén jelolje B(t,T) a kotvény arat. Ekkor a ¢t — B(t,T) (t € [0,7*]) leképezés
egy nemnegativ folyamat, amely adaptalt az F filtraciéhoz, és B(T,T) = 1 egy val6sziniiséggel.

Ugy is gondolhatunk B(t,T')-re, mint a T-ben fizetett egységnyi Gsszegii pénz t-beli értékére.
A tovébbiakban feltessziik, hogy tetszbleges T' € [0, T™| esetén létezik T lejarati idejii kotvény.
3.1.2. Definicié. Az azonnali hataridés kamatlab f;r = —% log B(t,T), amennyiben a de-

rivalt 1étezik.

A tovabbiakban feltessziik, hogy tetszéleges u € [t,T*] esetén az f;, hataridés kamatlab
étezik, tovabbd B(t, T) = exp{— [, fr..du}.

3.1.3. Definicié. Az r; = f;; mennyiséget rovid kamatlabnak nevezziik.
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A rovid kamatlabra gondolhatunk gy is, mint egy kockazatmentes befektetésre, ezért a
bankszamla t-beli értékének definiciéja

t
B, = exp {/ rudu} , ahol t € [0,T7],
0
amennyiben létezik a rovid kamatlab.

3.1.4. Definicié. A hataridés kamatlab-folyamat definicidja:

B(t,T
t — F(t, T, U) = % e e_ ftT ftvudu+.j;U ft,udu — e— frzg ftyudu’

ahol 0 <t < T <U < T

3.1.5. Definicié. Az (Q,F = (F})cjo,r+, P) filtralt valészintiségi mezén definialt P* mértéket
kockazatsemleges mértéknek, vagy ekvivalens martingal mértéknek nevezziik, ha

(i) P* ~ P, azaz P* ckvivalens PP-vel,

(ii) minden T € [0, T™] esetén t %;T) martingal P* alatt az F filtraciéban, ahol 0 < ¢ < T.

Vegyiik észre, hogy ekkor minden 0 <t < 7T < T esetén

B(t,T) B (L 3%) |

B, Br
3.2. Id6-inhomogén Lévy-folyamatok

ahol Ep« jeloli a P* szerint vett varhato értéket.

3.2.1. Definicié. Az (L;);>o folyamatot (id6-homogén) Lévy-folyamatnak nevezziik, ha fiigget-
len és stacionarius novekményti és sztochasztikusan folytonos.

Az id6-inhomogén Lévy-folyamat abban kiilonbozik az idé-homogén Lévy-folyamattol, hogy
nem kovetlejiik meg a névekmények stacionaritdsat.

3.2.2. Definicidé. Az (L;);>o folyamatot idé-inhomogén Lévy-folyamatnak nevezziik, ha fiigget-
len novekményti és sztochasztikusan folytonos.

3.2.3. Tétel. ([6] Theorem 13.1) Legyen (L;)i>o idd-inhomogén Lévy-folyamat. Ekkor az
(Lt)i>0 folyamatnak létezik cadlag modifikdcidja.

A tovabbiakban olyan id6-inhomogén Lévy-folyamatokat vizsgalunk, amelyekhez taldlhato
olyan (b, ¢, F') = (b, ct, Fy)i>0, melyre minden ¢ > 0 esetén

: t 1 :
E (e”‘Lf) = exp/ (iubS — §u2cs +/ (e“”“" -1- iux1|x|§1) Fs(dx)> ds,
0 R
ahol (b, ¢, F') = (b, 1, Fy)i>o-ra teljesiil, hogy
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(i) minden t > 0 esetén F;({0}) =0,

(ii) minden ¢ > 0 esetén

/Ot <|bs| + |es) + /R (Jz[* A1) Fs(dx)> ds < oo,

A (b,c, F) = (b, ¢, Fy)e>0 hdrmast lokélis karakterisztikanak nevezziik.

3.3. Sztochasztikus differencialegyenletek megoldasanak

regularitasa

Tekintstik a kdvetkez6 sztochasztikus differencidlegyenletet:

t ¢ t _
S, — Sy = / b(s, Ss_)ds —i—/ o(s, Ss_)dW, +/ / o(s,Ss—,2)N(ds,dz),
0 0 0 JR\{0}

SOZZE,

ahol x € R, (Wy)o<i<r egy m-dimenziés standard Wiener-folyamat, N kompenzalt Poisson-
pontmérték a [0,7] x (R\ {0}) szorzattéren, melynek karakterisztikus mértéke p;(dz)dt. A
fenti egyenletben szerepld egyiitthaték: b : RT x R =+ R, 0 : Rt x R — R™™ és ¢ : Rt x
R x R — R a térvaltozo szerint folytonosan differencidlhaté leképezések korlatos derivalttal,
tovabba a (fu)ejo,r)-re teljesiil, hogy

[ ([, U et at < o s puttop) =0

Tegyiik fel, hogy létezik olyan C' > 0 konstans, melyre minden ¢ € [0,7] és x € R esetén

bt, )| + o (t, )" + /R\{ } lp(t,x,2)" u(dz) < C(1+ [af)
0

teljestil. Tegyiik fel, hogy 1étezik olyan o : R — R fiiggvény, melyre
(i) SUPg<t<T fR\{O} |Q(z)|2,ut<dz> < 00, €s
(ii) létezik olyan K > 0 konstans, melyre minden t € [0,7], z,y € R és z € R\ {0} esetén

|(10(t7x72) - (p(taya Z)‘ < KlQ(Z)‘ ‘x - y‘ :

3.3.1. Tétel. ([9] Theorem 17.4) Legyen (S;)icpor o fenti differencidlegyenlet megolddsa.
Ekkor minden t € [0,T] esetén Sy € D2, tovdbbd, ha D, jeloli a Wiener-folyamat szerinti
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Malliavin-derivdldst, akkor

ob
DS, = /am(uS _)D,oSy—du+o(r,S,—) +

+ aU(uS )D,.0S,_dW, +

+ / / (u, Su_,y)D T,OSU,N(du,dy), ha 0 <r<t
R\ {0} 393

D,oS: = 0, hat<r<T.

3.4. A hataridos kamatlab-modell konstrukcigja

Legyen (2,F = (F})icpo,r+, P) a szokdsos feltételeket teljesitd filtralt valdszintiségi mezo.
Tegyiik fel, hogy az azonnali hataridés kamatlab fejlodését az alabbi sztochasztikus diffe-
renciadlegyenlet irja le:

dfyr = at,T)dt — o(t, T)dL]",

ahol T € [0,T*] és t € [0, T]. A fenti definiciéban szereplé a : [0,T*]> = R, o : [0,T*]*> - R
determinisztikus fiiggvények, valamint (L] );epo,r+ id6-inhomogén Lévy-folyamat. Tegyiik fel,
hogy minden ¢ > T esetén a(t,T) = 0és o(t,T) = 0. Az -t driftnek, a o-t pedig volatilitdsnak
szokas nevezni.

3.4.1. Tétel. A kotvény diszkontdlt drdat az alabbi formuldval kaphatjuk meg:

B(;’tT) = B(0,T) exp {—/OtA(s,T)ds + /OtE(s,T)dLST*}, (3.1)
ahol
A(s, T) = /SATToz(s,u)du és (s, T) = /SjTU(s,u)du.

Bizonyitas. A bizonyitds [7] Proposition (A.1) alapjan torténik. Legyen T' € [0, T*] rogzitett
idopont. Az azonnali hataridos kamatlab fejlodését definidld sztochasztikus differencidlegyenlet
alapjan minden ¢ € [0, 7] és u € [0, t] esetén

t t
tu — u y ds — 5 dLZ* 3.2
. fo,+/0a(8u)8 /Ocr(su) (3.2)

Ha a (3.2)-t u-szerint integréljuk a [¢,T]-n, akkor
T T Tt T i
/ fradu = / foudu +/ / a(s,u)dsdu —/ / o(s,u)dLT du. (3.3)
¢ ¢ ¢ Jo t Jo
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Ha a (3.2)-ben t = u, majd az igy kapott egyenletet u-szerint integraljuk a [0, t]-n, akkor

t t t U t U
/ fundu :/ fo,udu+/ / a(s,u)dsdu —/ / U(s,u)dLST*du.
0 0 0o Jo 0o Jo

Mivel s > u esetén a(s,u) =0, és o(s,u) =0, igy (3.3) a kovetkez alakban irhato:

t ¢ t ot t et
/ fuudu :/ fovudu—l—/ / a(s,u)dsdu —/ / o(s,u)dL! du. (3.4)
0 0 0 Jo 0 Jo

A (3.3) és (3.4) egyenleteket Gsszeadva azt kapjuk, hogy

T t T Tt T
/ ft,udu%—/ fuudu :/ foﬁudu—k/ / a(s,u)dsdu —/ / o(s,u)dLT du.
¢ 0 0 o Jo o Jo

A sztochasztikus Fubini-tétel alapjan a kettds integrédlokban az integraldsok sorrendje fel-
cserélheto, igy

T t T t T t T )
/ ft’udu+/ fuudu :/ fomdu—i—/ / a(s,u)duds —/ / o(s,u)dudL?”.
¢ 0 0 0 Jo 0 Jo

Mivel B(t,T) = exp{— ftT frudu} és B, = exp{ [ fuudu}, ezért az

T

A(s,fm:/f a(s, u)du és z(s,T):/ o (s, u)du

AT SAT

valasztassal azt kapjuk, hogy
t t .
—log B(t,T) +log B; = —log B(0,T) +/ A(s,T)ds —/ N(s, T)dLT".
0 0

O

3.4.2. Feltétel. Létezik M,e > 0, hogy
(i) Yu e [—(1+¢e)M, (1 +)M] esetén
T )
/ / exp(uz)F}l (dz)dt < oo,
0o J{e>1}

(i) minden 0 < s < T < T* esetén |S(s,T)| < M.

3.4.3. Tétel. ([8] Proposition 1.9) Legyen T € [0, 7], ést € [0,T]. Ha az f : R, — C
fligguényre minden x € Ry esetén |Rf(x)| < M, akkor

E (exp {/tT f(s)dLT}) — exp{/tT 0, (f(s))ds}.
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3.4.4. Tétel. A 3./.2. Feltétel teljesiilése mellett, ha minden 0 < s < T < T™ esetén
A(s, T) = 04(2(s,T)),

teljesul, akkor a diszkontdlt kotvény drak martingalok, tehat a P mérték kockdzatsemleges.
Bizonyitas. Rogzitett ¢ € [0, T7] esetén legyen
t *
X, = / N(s, T)dLT".
0

Mivel (L] )iejo,r+) fiiggetlen névekményt, és ¥ determinisztikus, ezért (X)iep,r+) is fliggetlen
novekményti. A 3.4.2. Feltétel esetén ¢ +— % (t € [0,77]) martingdl F-ben P alatt, igy
alkalmazhaté a 3.4.3. Tétel, tehat

t
E(e¢) = exp {/ HS(E(S,T))ds} |
0
Ekkor a
t t .
t — exp {—/ 0,(X(s,T))ds +/ Y(s, T)dLE } (t €[0,77)
0 0
leképezés martingal F-ben P alatt. Azt kaptuk, hogy ha

A(S7 T) = 08(2(87 T))

minden 0 < s < T < T*-ra, akkor <_B<t»T>

5 > martingal F-ben P alatt, tehat a P mérték
t te[0,7*]

kockazatsemleges. [
A tovabbiakban tegyiik fel, hogy minden 0 < s < T < T* esetén A(s,T) = 05(3(s,T)).

3.4.5. Definicié. Legyen T € [0,T*] tetszdleges idépont. A Pr valdszintliségi mértéket a T
idoponthoz tartozd kockazatsemleges mértéknek nevezziik, ha

dPy 1
dP ~ ByB(0,T)

3.4.6. Megjegyzés. Legyen T" € [0,T] rogzitett idopont. Ha a T"-ben lejaré kotvény ara a
t idépontban B(t,T")/B(t,T) (t € [0,T"]), akkor ezen arak diszkontélt véltozatai martingdlok
P alatt.

A tovabbiakban legyen (Lf*)te[O,T*] 0-bdl indulé idé-inhomogén Lévy-folyamat, melynek lokalis
karakterisztikdja (by, ct, I} )iejo,r+). Ekkor

t t t
Lr :/ bl ds —|—/ Ve dw!” +/ /m(u— v (ds, dz),
0 0 0 JR
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ahol (W' )epo,r+] Brown-mozgds Pr- alatt, és p—v’" az LT véletlen ugrdsainak P-kompenzalt
valtozata, tovabba 1T (dt,dz) = FI (dx)dt a p mérték P-kompenzatora. Tetszlleges t €
[0, 7%] esetén legyen 6; az LI™ kumuldns generdlé fiiggvénye, azaz

2

0,(2) = 2b] + %Ct + /(em —1— z2)F" (dz),
R

ahol z € C.

Legyen T € [0,T*] rogzitett idopont, és jelolje Py a T' idéponthoz tartozé kockézatsemleges
mértéket. A kockazatsemleges mérték. és a (3.1) egyenlet alapjan

dPr _ ! = /TA( T)d +/Tz:( )L™
P - BrB0.T) = exp ; s, S ; s, s .

Minden t € [0,T] esetén, a fenti egyenletet az F; o-algebrara megszoritva kapjuk, hogy

dB;
dP

1 _ B(t,T)
BrB(0,T) - B,B(0,T)

= exp{—/OtA(s,T)der/otz(s,T)de*}.

3.4.7. Tétel. ([7] Corollary 3.1) Ha Py jelsli a T € [0,T*] id6hiz tartozo kockdzatsemleges
mértéket, akkor az (L{ )i+ folyamat lokdlis karakterisztikdja Pr alatt:

= Ep

t

Ty

b = b e 2(s,T) + / 20T — DYFT (da),
R

C = Gy,
FT(dz) = &ZEDrpT™(dg),

tovdbbd Pr alatt Wy, = WI — fg V&S (s, T*)ds, ahol (W])sepo.r+) Brown-mozgds Py alatt.

A Lévy-féle hataridos kamatlab-modellben feltessziik, hogy a piacon n > 0 kotvény érheto el.
A kotvények lejarati idopontjai legyenek a 0 < 177 < --- < T,, = T* diszkrét idépontok, és
a jelolések egyszertisitése végett legyen Ty = 0. Jelolje 0p = Tryq1 — T a rogzitett idépontok
kozott eltelt idét, ahol £ = 0,1,...,n—1. Jeldlje B(t,T;) a T; idépontban lejaré kotvény arat
t-ben, ahol t € [0,T;] és i =1,2,...,n.

A hatéaridés kamatlab-modell Lévy-féle modelljében az

B(t,T;
F<t7ﬂ7ﬂ+1) = (—7)7
B(tv Ti-&-l)
folyamatot modellezziik, ahol i = 1,2,... ,n — 1, és rogzitett i esetén t € [0,T;].

Legyen (L] )icjor+ 0-bdl indulé id6-inhomogén Lévy-folyamat az (Q, F, Pp.) valdsziniiségi
mez6n, és tegyiik fel, hogy a lokalis karakterisztikdja (b, ct, FY' )iefo.r+-
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Az F(t,T,1,T*) (t € [0,T,,_1]) folyamatot modellezziik

t
F(t,T_1,T*) = F(0,Ty,_1,T") exp {/ )\(s,Tn_l)dLsT*}
0

alakban, ahol a A(-,7,,_1) determinisztikus folytonos fiiggvény. Célunk olyan Pr ., mérték
konstrudldsa, amely alatt a ¢ — F(t,T,-1,T,) (t € [0,T,-1]) leképezés martingdl F-ben Pr, |
alatt.

Ezutan a T™ idoponthoz tartozé kockazatsemleges mértéket kicseréljiik a 7T,,_1-hez tartozoéra,
és az F(t,T,_o,T,-1) (t € [0,T,_2]) folyamatot modellezziik

t
F(t, Tn_g, Tn—l) = F(O, Tn_g, Tn—l) exp {/ /\(S, Tn_Q)sz"71 }
0

alakban. A fenti egyenletben (Lf"‘l)te[oyT*} 0-bdl indulé idé-inhomogén Lévy-folyamat, amely
az (LT )10+ folyamattdl csak a driftben killonbozik. Az (L™ *),cpr+ folyamatban a driftet
ugy kell megvélasztanunk, hogy F(t,T,_2,T,—1) (t € [0,T,_2]) martingdl legyen a T,,_;-hez
tartozo kockazatsemleges mérték alatt. Ezutan a fenti konstrukciot iteraljuk.

3.4.8. Feltétel. Létezik M,c > 0, hogy

(i) Yu e [—(1+e)M, (1 +e)M] esetén
T )
/ / exp(uz)F (dz)dt < oo,
0 {Jz|>1}

(ii) « B(0,7;) >0 (i=0,1,...,n—1) értékek adottak,

(iii) minden T; (i = 1,2,...,n) lejdrati idéponthoz adott eqgy A(-,T;) : [0,T7*] — R determi-
nisztikus folytonos fiigguény, melyekre teljesil, hogy

<M,

Z)\(S,Tn_]’)
j=1
ahol s € [0,T*] ési=1,2,...,n— 1.

Feltehetd, hogy minden i = 1,2,...,n — 1 esetén \(s,T;) =0, ha s > T;.

Ha a fenti feltételek teljestilnek, akkor (L] )icjo,r+) olyan szemimartingdl, melynek kanonikus
reprezentacioja

t t t
LT = / bl ds +/ Ve, dw!” +/ /x(,u —v77)(ds, dx).
0 0 0o JR
A folyamat konstrukcidjat kezdjik a legtavolabbi lejarati idéponttal, és tegyiik fel, hogy
t
F(t,T, 1, T*) = F(0,T,,_1,T*) exp {/ /\(S,Tn_l)dLsT*}.
0
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Annak érdekében, hogy az F(-,T,,_1,T*) folyamat martingdl legyen F-ben Pr. alatt, ugy kell
megvalasztanunk (bg’*)tem’p]—t, hogy teljesiiljon az aldbbi egyenléség:

t
/ (s, T )b ds =
0

I ! .
= —5/ csA?(s,Ty,—1)ds — / / (e“(S’T’H) —-1- a:)\(s,Tn,l)) v (ds, dx).
0 0o Jr

Ha a T™*-hoz tartozé kockazatsemleges mértéket kicseréljiik a T,,_q-hez tartozora, akkor az
(LT )iepor+) folyamat lokélis karakterisztikdja megvaltozik. Ekkor P, , mérték alatt minden
t € 0,7 esetén

¢ t t
L :/ b5d3+/ \/c_deg”1+/ /m(,u—yT”l)(ds,dx),
0 0 0o JR
ahol
) t
Wt / VEN(s, Ty )ds,
0
tovabba

vIn=1(ds, dz) = eV F (dg),

és végil (b)icjor+ a drift. Az F(t,T,—2,T,,—1) (t € [0,T},—5]) folyamatot modellezziik az
t
F(t, Tn_g, Tn—l) = F(O, Tn—?a Tn—l) exp {/ )\(S, Tn_2)dLZn—1 }
0

alakban, ahol (LtT"*l)te[(],T*] 0-bdl indulé idé-inhomogén Lévy-folyamat, amely csupan a drift-
ben kiilonbozik az (L] )ejor+ folyamattél. Annak érdekében, hogy az F(-,T,_,T—1) fo-
lyamat martingal legyen JF-ben P, | alatt, ugy kell megvalasztanunk (bf“‘l)te[oj*]—t, hogy
teljesiiljon az alabbi egyenloség:

¢
/ (s, T_o)bln—1ds =
0

I !
= —5/ csA? (s, Ty, _5)ds — / / (e‘”A(S’T"‘Q) —1—xA(s, Tn,g)) vn-1(ds, dz).
0 0o Jr

Ezutén a fenti konstrukciét iteraljuk. Azt kapjuk, hogy tetszdleges i = 1,2,...,n — 1 esetén

t *
F(t,T;, Tiya) = F(0,T;, Tiv1) exp {/ /\(S,Tz)dLSTM} .
0

A Pr,,, mérték alatt
t t t
LZ“¢+1 :/ bsTi+1dS+/ \/adWSTiqu_i_/ /x(M_VTile)(ds’dx)’
0 0 0 JR
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ahol

¢ 7
Wth'+1 — WtT* _A \/az )\(S,Tn—j)dsa (35)
j=1

VTH'l(dS,dl’) — exp{xZ)\(S,Tn_j)}VT*(d(S,dl’),

Jj=1

a (thM)te[o,T*] driftre teljesiil, hogy

t
/ (s, T;)bl+1d =
0

1 t t
= —5/ A2 (s, T)ds — / / (e“(s’T") —1—zX(s,T;)) v+ (ds, dz),
0 0o Jr

és végiil

Flit1(dz) = exp {x Z A(s, Tnj)} Fy(dz).

j=1

A 3.4.2. Feltétel miatt minden i = 1,2,...,n — 1 esetén

> A Tusy)| < M,
j=1

ahol s € [0,T™], ezért

Tit1 i
/ / |z| exp {Z a:)\(s,Tn_j)} Fy(dz)ds < 0.
0 |z|>1

Jj=1

3.5. Erzékenységvizsgélat

Ebben a fejezetben megvizsgédljuk, hogy a Lévy-féle hataridos kamatlab-modellben a caplet
ara mennyire érzékeny a LIBOR kamatlab megvaltozéasara.

Mivel a floor ara a put-call paritas segitségével kiszamithaté a cap arabol, és viszont, igy
elegendo az egyiket meghatarozni. A cap a LIBOR kamatldbra vonatkozé call opcidk sorozata,

amelyeket caplet-nek neveziink. Legyen K a rogzitett kamatlab, és T; a caplet lejarati ideje.
Legyen 0; = T;11 — T;, ahol i € {0,1,...,n — 1}. Ekkor a kifizetési fiiggvény

51(L(T'Z, Tl) - K)+7

ahol a kifizetés a T;;1 id6pontban torténik, és a fenti képletben 1évé L(T;,T;) mennyiség a
LIBOR kamatlab. A LIBOR kamatlab definiciéja, és a hataridés kamatlabbal val6 kapcsolata:

L(t.T) = 51 (P4 T, Tiy) — 1) = 51 (% - 1> |
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Jelolje C(T;, K) a caplet érét. Ekkor
C(TZ7 K) = B(Ov E)EPTZ-+1 (L(Tlv Tl) - K>+) :
A hataridos kamatlab és a LIBOR kamatldb kozott fennalld 6sszefiiggés alapjan a caplet éra

~ \ +
C(EuK) = 5iB<07ﬂ)EPTi+1 |:<F(7—;,7,I1177—:L+1) - Kz) ‘| )

ahol K; = 1 + §,K.

Legyen i € {1,...,n — 1} rogzitett index, és tekintsiik az (F'(t,T;, Ti+1))
matlab-folyamatot. A tovdbbiakban jelolje

te[0,73)] hataridés ka-

o alF(t7ﬂ7E+1)
B alF(O7naﬂ+1)

Y(ta T'ia TziJrl)

az un. variaciés folyamatot, ahol ¢ € [0, T;].
3.5.1. Tétel. Az (F(t,T;,Ti+1)) oz, hatdridds kamatldb-folyamatra teljesil, hogy tetszéleges
t € [0, T;] esetén F(t,T;,Tiy1) € DY2, és a Malliavin-derivdlt hatdsa

DT,0F<t7ﬂaﬂ+l> - Y(t7ﬂ7ﬂ+l)y(r_7ﬂ7ﬂ+1)_1F<T_7ﬂ7E+I)A(T7E>\/C_Tl{7’§t}‘

Bizonyitas. A tétel a [9] Theorem 17.4 kévetkezménye. [

Jelolje C(T;, K) az €l6z6 szakaszban latott caplet arat. A an. Delta definiciéja

0.C(T;, K)

A(F(0,T;, Tir)) = OF 0,1y, Tip1)

Ebbol mar megkaphat6 a LIBOR kamatlab szerinti derivalt is, azaz

ATy = ST -

aIF(07 ﬂ? EJrl) _

= A(F(0,T},Tiy)) B.L(0, T7)

= 57,A (F(Oaz_zi)j—%-i-l)))
hiszen

Tekintsiik a TZ fliggvényosztalyt, melynek definicidja:

[t = }

T, = {hi € L*([0,T:])

Vezessiik be a kovetkezo jelolést:

ahol i € {1,...,n —1}.

27



3.5.2. Tétel. Tetszoleges h; € i esetén

B(0,Ti1)
A(F(0,T;,Tiyr)) = F(OT—-%H)EPT

T T
exp (/ A" (s)dLT” —/ QS(A”_HI(S))ds) X
0 0

(] st = [ 5ty ) |
Veu

Bizonyitas. A tételt altalanosabb kifizetés-fiiggvényekre bizonyitjuk. Legyen H : R — R

~ 1\t
(F(T. T Ti) — i)

X

X

lokalisan integralhato fliggvény, amelyre teljesiil, hogy
e, [H (F(T,T;, Ti1))"] < oo.

Vezessiik be a kovetkezo jelolést:

OEp,  [H (F(T,,T;,Ti+1))]
i+1
alF(Oaﬂ)E-l-l) .

AIi (F(Oaﬂ7ﬂ+l>) -

El6szor tegyiik fel, hogy H folytonosan differencidlhaté, és kompakt tartéji. Ebben az esetben
a derivalas és a varhato érték felcserélheto, igy

alF(EJE7E+1)
aF(OaﬂyiTi+l>
= E [H/ (F<ﬂ7ﬂaﬂ+l)>y(ﬂaﬂaﬂ+l)] .

PTH—I

At (FO.TT)) = oy, | (F(T T3 Ti)

A 3.5.1. Tétel alapjan, minden h; € T, fliggvény esetén

hi(U)Y(U—, T;, Tz‘+1)
F(U,—, j—zia T;_;,_l))\(u, E—&-l)\/@

A ldnc-szabéaly ([10] Proposition 4.8) alapjan azt kapjuk, hogy

du.

T;
YT, T, i) = / DuoF (T T, Tonn)
0

e h(u)Y(u— T, T; 1)
_E H' (F(T,, T:, Tisr)) DuoF (T;, T, T, ’ S —du| =
PTH—l _/0‘ ( ( s Ly +1)) 0 ( s Ly +1) X F(u_,ﬂ’ﬂJrl))\(u,E)\/a “
[T hi(w)Y (u—,T;, Tiy1)
— DuoH (F(T;,T,, T, : ST =] =
Pry 1 /0 o (F( 1)) F(U_;Ti,TiJrl))‘(uaTi)\/a !

hi(u)Y(U—,Tz‘;Tﬂ-l)
u—, ﬂ7 CFH’l)/\<u7 E)\/a

T;
= Ep;,, /0 /RDu,xH (F(T3, T, Tiga)) x F( 5o(dx)du],

ahol dy jeloli a 0-ra koncentralt Dirac-mértéket. A Skorohod-integral definicidja alapjan

hi()Y (=, T3, Ti41)d0 () )}
F(= T, Ti) A Ti)ve ) |

Aw (F(0,T, Tir) = B, _ [H (F(T T, o)) 5 (
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Mivel

< hi()Y (=, T3, Tis1)d0(+) )
F('_aTz‘a THI))‘('; Tz)\/E 0<u<T;
elérejelezheto folyamat, igy a Skorohod-integrél egybeesik az Ito-integréllal, tehat
T Tit1
Chi(w)Y (u—, Ty, Ty ) AWy,
H(F(Ti,ﬂ,ml))/ )Y (u, T T}V
0 F<u_7E7E+I)A(u7E)\/E

A [9] Lemma 12.28 alapjan a fenti Osszefiiggés igaz minden olyan lokélisan integralhaté H

Ay (F(0,T;,Tit1)) = Epy, |

fiiggvényre, melyre
Ee,, ., [H (F(T;, T, T;11))?] < oo,
Ha a H fliggvény megegyezik a caplet kifizetési fliggvényével, azaz
~\+
H (F(T3, Ty, Tig)) = B0, Tot) (F(T T To) = K3)

akkor a caplet aranak, tehét a C(T;, K) varhaté értékének a derivaltja, az F'(0, T;, T;11) kezdeti
érték mellett

A(F<Oaﬂyﬂ+l)) =

\+ [T h(u)Y(u— T TA+1)dW3—‘i+1
= B0 Tiu1)Es,,,, | (F(T, T, Ti) - K / i |
( +1> PTi+1 ( +1) o F(u—77—;77—;+1))\(u’ﬂ)\/6

Mivel

Flu— 71“/172

V(T T) = LT liet)

F(O7ﬂaﬂ+1>

ezért

B(07 ,I‘i-l-l)

A(F(0,T;,Ti1)) = m Pr,

Nt T () d
(FemTi) - R) [ W]

A (3.5) Osszefliggés alapjén

t
WtTi+1 — WtT* _/ A”_i(s)\/c_sds,

0
ezért

dPy, o . e ‘
— I — exp / AP () dLT — / B, (A" 1(s)) ds ¢,

tehat azt kapjuk, hogy

B(0,T;
A(F(0,T;,Tiyy)) = ﬁEPT

~ \ +
F(T, T, T, —KZ-) x
F(0,T;, Tiy1) ( ( +)

X exp< OT* A (S)dLT — OT* QS(A“H(S))ds> X
([ s ) |
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