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Bevezetés

Szakdolgozatom témadja a jarvanyterjedési folyamatok modellezése véletlen grafmodel-
lekben.

Az elsé fejezetben egy attekint6 képet adok a napjainkig megalkotott véletlen graf-
modellekrdl és ismertetem azokat az eredményeket, melyek a jarvanyterjedés modelle-
zése szempontjabol meghatdrozoak. Igyekszem az alapvetd és régebbi, amde a matema-
tikai kutatds irdnyat meghataroz6 modellekt6l kezdve a legtijabb modellekig bemutatni
a véletlen grafokat. Napjainkban egyre fontosabb a hatalmas hal6zatok, péld4ul szocia-
lis hdlézataink vizsgdlata, ezért igen gyakori és hasznos az tGjabb és Gijabb matematikai
modellek megalkotasa és elemzése.

A masodik fejezetben a jarvanyterjedés folyamatat leir6 modelleket targyalom, koz-
pontban a kontakt folyamat modellel. Ebben a fejezetben a f6bb eredmények bemuta-
tasan keresztiil arra is ravilagitok, hogy milyen fontosak a jarvanyterjedés matematikai
modellje szempontjdbél a véletlen grafokkal kapcsolatos eredmények.

A harmadik fejezet egy édltalam készitett szimulaciorél szol. A szimulécié a duplika-
cids véletlen grafmodellben sorsolt grafokon torténd jarvanyterjedést modellezi, és koz-
ponti kérdése a jarvanyterjedési folyamat viselkedésének jellemzése a graf paramétere-
inek fliggvényében. A szimuldci6 soran készitett abrdk szemléltetik a kisorsolt grafok

tulajdonsagait és a rajtuk terjedd jarvanyterjedési folyamat viselkedését.



1. fejezet

Véletlen grafmodellek

A véletlen grafmodellek vizsgalata és elemzése napjainkban nagy jelentdséggel bir, alkal-
mazdasuk szertedgazo lehet a kiilonféle halozatok korében — példaul szocidlis halézatok
feltérképezésére haszndlhatéak. A matematikai szemszogbdl torténé kutatdsok kezdete
az 1950-es és 1960-as évekre tehetd és Erd6s Pél és Rényi Alfréd nevéhez kothetd, akik
el6szor fontos eredményeket bizonyitottak a késébb réluk elnevezett véletlen grafmo-
dellrdl ([1] p. 47 , p. 153., [2]). Az6ta szdmos Gj modell sziiletett, hiszen a hal6zatok em-
pirikus vizsgélata sordn szdmos olyan tulajdonsagot figyeltek meg, amelyeket a kordbbi
véletlen grafmodellek — igy példaul az Erd6s—Rényi véletlen grafmodell — nem teljesitet-
tek.

A statikus modellek helyett, melyek egy adott, nagy méretii graf kapcsolddasait mo-
dellezik, 1étrejottek a dinamikus modellek, melyek mar a graf méretének novekedésével
egylitt magyardzzdk a kapcsolatok alakuldsat. Az elsd ilyen kés6bb sokat tanulményo-
zott modell Barabdsi Albert-Laszl6 és Albert Réka éltal javasolt verzidjat ([3]) kés6bb
Bollobas Béla és Oliver Riordan definidlta matematikailag preciz médon ([4]). Egy ma-
sik nagy csoportja a dinamikus modelleknek a duplikdciés modellek, melyek csticsok
megkettéz8désével fejlédnek és alapjuk a kapcsolatok "6roklddése” ezen megkett6z6dés
soran.

A véletlen grafmodellek segitségével valoszintiségi moédszerekkel kovetkeztethetiink
az altaluk eldéllitott hatalmas méret(i graf tulajdonsagaira — ha ezek a tulajdonsdgok
valédi halézatokban is a megfigyelések alapjan tapasztalhatéak, akkor ezeken kisérle-
tezhetiink az informaciéterjedés, jarvanyterjedés modellezésével. Els6ként tehat azokrol
a tulajdonsagokrol irok, amelyeket egy véletlen grafmodell esetében vizsgalhatunk és
amelyeknek az eddigi kutatdsok alapjan szerepe van, vagy kés6bbiekben szerepe lehet a
jarvanyterjedés modellezése szempontjab6l. A szakdolgozatom nagy részében irdnyitat-

lan grafokat vizsgalok, ahol mégsem ott ezt kiilon jelzem.



1.1. Skalafiiggetlenség

A skalaftiggetlen jelenség egy olyan jellemzéje lehet bizonyos val6di hdlézatnak, illetve
azok grafreprezentacidjanak, mely azt mutatja, hogy a fokszdamok jelent&s valtozékony-
sdgot mutatnak. Pontosabban fogalmazva az alacsony fokszamatlag ellenére is léteznek
igen nagy fokszamu cstcsok a grafban. ([1], p.7.) A matematikailag precizebb definicié

felépitéséhez el8szor sziikség van az aldbbi jelolésekre és definicidkra ([1] pp.12-13.) :

e Legyen (G, ),>1 egy olyan gréfsorozat, melyre G, = (V,, E,), vagyis G, egy n csu-
csu graf, V, = {v1,...,v,} acsucsok halmaza, E, C {(v,w),v € V,,w € V,,,v # w}

pedig az élek halmaza.

e Jelolje P,f”) a pontosan k foku csticsok ardnydt G,-ben.

n
Y Lo o (1.1)

ahol dl(n) a v; csucs fokszama G,-ben.

Altalaban véve egy véletlen grafmodell egy (G, ),>0 grafsorozatot 4llit el6, melynek
egy—egy tagja, egy—egy G, véletlen gréf tulajdonképpen egy—egy grafértékli valoszinfi-

ségi véltozo, az élek és a esetlegesen a csticsok halmaza is fiigg a véletlentdl.

1.1.1. Definicié. (Ritka grifsorozat). [1] p.12.
(Gn)u>1 grdfsorozat ritka grafsorozat, ha

lim P\ = py, Yk >0 (1.2)

n—oo

teljestil, valamilyen determinisztikus (py)x>o valdsziniiségi eloszldsra.
Ha (Gy,) véletlen grdfok sorozata, akkor Pk(") valdsziniiségi vdltozot jelol, tehdt a limesz szto-
chasztikus, eloszlasbeli vagy éppen 1 valoszintiségli konvergencidt jelol, (py)x>o marad deter-

minisztikus.

Ertelmezhetnénk py-t nem determinisztikusként is, ez azonban a gyakorlatban nem
igazan fordul el8. Val6jaban py azért valoszintiségi eloszlas, mert a k fokt csticsok ardnyé-
nak k-ra osszegezve 1-et kell adnia: } ;- px = 1. Mivel py a k foka csticsok relativ gyako-
risdga Gy,-ben, ezért a fenti definici6 helyett a kovetkez6t is mondhatndnk: Legyen X egy
diszkrét valdszintiségi valtozo (py ). eloszlassal, X, pedig egy véletlenszertien valasztott
csucs fokszama G,-ben. Ekkor G, ritka, ha X, "Z% X eloszlasban. Ezt a konvergenciét
lecserélhetjiik sztochasztikus, vagy 1 valdszintiségii konvergencidra. A Barabasi-Albert-
modellben a leger6sebb, 1 valoszintiségi konvergencia is igazolhat6 az[1.1.1] definiciéban

szereplo mennyisegekKre, errol KiCsit bovepbben az|l.of alfejezetoen 1esz Szo.
Pl yiségekre, errdl kicsit bévebb Ifejezetben 1 5
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Mivel (pk)k>o valdszintiségi eloszlas a természetes szdmokon, ezért ) ;> ; pr = 1, tehdt
sziikségszertien py 20, vagyis tetsz6leges elég nagy méret(i grafot vizsgélva a csticsok
nagy része korlatos fokszdmmal rendelkezik, ez indokolja az elnevezést. Legyen F(k) =

Y | p: a fokszameloszlas hatéreloszlasanak eloszlasfiiggvénye.

1.1.2. Definici6 (Skalafiiggetlen grafsorozat). [1/] p.13.
Egy (Gn)n>1 grdfsorozat skalaftiggetlen, ha ritka grafsorozat, valamint valamely T valés

szdmra teljesiil, hogy

a)
i 1B F )
k—oo log %

VAGY egy gyengébb értelemben:

b)

lim log plk =T
k—oo log %

Mivel )} pr = 1 < oo, ezért sziikségszertien T > 1 teljestil.

k
Az definici6 értelmében

log px k—so0
ou ] =T1+0(1), (o(1) = 0)
08 %

melybdl atrendezéssel kapjuk, hogy

logpr = (t+0(1)) -logk™' = tlogk ! +0(1)logk™! = tlogk™! +0(1)logk™! (1.3)
= —71logk + o(logk) (1.4)
pe = kT - eologk), (1.5)

Az[L.5 alapjan az aldbbi mondhato:
PlIos) 2% 0 oy C kT, (16)
ahol ~ asszimtotikus egyenl6séget jeldl,

Pk k— o0
1.
Ckt

Abban a specidlis esetben, ha az o(log k) tag konstans (jelolje ezt a konstanst c), akkor
az alabbi alakra hozhat6:

log px = —7logk +c. (1.7)
pp=C kT (1.8)
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Ebbdl az alakbdl az latszik, hogy log k fliggvényében dbrdzolva a log py értékeket (k
pozitiv egész), az adott pontok egy negativ meredekségti egyenesen helyezkednek el.
Az[l.6|egyenletet, vagy szigorubb értelemben az[1.8 egyenletet is szokas hatvdnytorvény-
ként nevezni.

Val6di hélozatok esetében persze py-t és F(k)-t nem tudjuk kozvetleniil megfigyel-
ni, hiszen tipikusan nagyon nagy, de mégis csak véges méret(i hdlézatok, vagy grafok
allnak rendelkezésiinkre. Ha azonban elég nagy n méretti grafokat vizsgélunk, akkor a
hatvanytorvény teljesiilését szokas tigy vizsgalni, hogy vajon a megfigyelhetd P,fn) érté-
kekre teljestil-e az egyenlet. Ha tudjuk, vagy feltételezziik, hogy a graf skalafiigget-

len, akkor mivel P]Sn) e Pk, ezért azt varjuk, hogy ha logk figgvényében dbrazolva

a megfigyelt log Pk(n)

értékeket, egy egyenest kapunk, akkor a hatarértékeloszlas (px)i>0
is hatvanyrendben cseng le. Ezért szokasos az alabbi, matematikalag nem preciz felirdst

vizsgalni:

log Pk(”) ~ —Tlogk +c. (1.9)

Fontos megjegyezni azonban, hogy itt ~ egy kozelitést jelol, mely mogott nincs mindig
preciz matematikai 4llitas ([1] p. 7.). Hasonl6 egyenlet felirhat6 fix n esetén a k fokt cst-
csok szamara ([1] p. 7.).

Legyen Nj s |{i|d£n> =k}| = nPk(n), ekkor:

log NIS") ~ —Tlogk + cy, (1.10)

ahol ¢, = ¢ —logn, hiszen
log N,E") = log nPIE") = logn +log P, (1.11)

ezért egyenletbe behelyettesitve (1.11) eredményét és atrendezve az egyenletet,
visszakapjuk (1.9)-et.

Kivételes eset a k = 0 eset, ugyanis ekkor logk nem értelmezhet, vagyis az (1.7),
(1.9), kifejezések k = 0 esetben semmiképpen nem teljesiilhetnek. Ettél azonban
eltekinthetiink, mivel a skalaftiggetlenség aszimptotikus tulajdonsag. Az definici6
azt koveteli meg, hogy a tapasztalati fokszameloszlas konvergaljon egy olyan diszkrét
val6szintiségi eloszlashoz, mely aszimptotikusan hatvdnyfiigguény lecsengésii - ezért véges
sok kis k értékre elhanyagolhat6 a fokszdmeloszlas-fliggvény viselkedése.

Sok valddi halézatra, illetve az azok alapjan meghatarozott grafokra azonban éppen a
kisebb és kozepes k értékekre figyelhet meg a hatvanytorvényt kovetd fokszdmeloszlas,
nagyon nagy k értékekre azonban mar nem. Ez rendszerint akkor figyelhet6 meg, ha a
nagyobb fokszdmu cstcsok létrejotte nagy id6 vagy pénzbeli koltséggel is jarna — példaul

egy nagy szocidlis hdl6 fenntartasa és miikodtetése, vagy egy kutat6 tobb emberrel k6zos
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publikéciéja. Ekkor nem szdmithatunk olyan mértékii valtozékonysdgra, mint amilyet
a hatvanytorvény alapjan varnank. Ezért egy masik alkalmazhat6 eloszlasfajta ezekre a

halézatokra a hatvanytorvényt kovets eloszlas exponencidlis levdgdsssal ([1]p.15.) :

prx = const - k" - ek k>1.

Itt A tipikusan nagy érték, A-hoz képest kis k értékekre az eloszlds hatvanyrendben
csokken, mig az A-hoz viszonyitva nagy k értékekre az exponencialis tag legydzi a hat-
vanyrendytit, és az eloszlds exponencialis lecsengésti lesz.

A valédi halézatok korében igen csak gyakorinak tlinnek a hatvanytorvényt telje-
sit6 fokszameloszlasok. Példaként hozhat6 exponencidlis levagasu hatvanytorvényt tel-
jesitd fokszameloszldsra az Internet Movie Data base alapjan a filmszinészeket modellez6
graf tapasztalati fokszameloszlasa, melyben a kapcsolatot a kozos filmben val6 szereplés
jelenti.([1] pp.28-30.). Vitathat6éan, de egyes feltételezések szerint az Internet is — példa-
ul ha a routereket tekintjiik a graf cstcsainak — hatvanytorvényt teljesité fokszdmelosz-
lassal rendelkezik, itt azonban felmeriilt, hogy a fokszammérések modszere (traceroute-
mérések) a felel6sek a tapasztalt hatvanytorvényért, nem pedig az Internet valédi fok-
szameloszlasa. ([1] pp. 8-10., pp.44-45.)

Erdekesség tovébbd, hogy a hatvanytorvényt legelsé forméjaban Zipf (1929) fogal-
mazta meg, aki a szavak relativ gyakorisagat vizsgalta, és azt talalta, hogy a k. leggyako-
ribb sz6 relativ gyakoriséga, f (k) = const - k™7, és ebben az esetben T értéke 1-hez kozeli.
Lotka torvénye, mely kémikusok korében vizsgdlta, hogy hany olyan tudds van, akinek
nevéhez k = 2,3, ... tudomanyos mfii kapcsolédik, és megéllapitotta, hogy ez is hatvany-
torvényt kovet, itt a T paraméter 2-hoz kozeli értéket vesz fel([1] p.43.), a Barabasi—Albert-
graf esetén pedig T = 3 + £ (ld. tétel).

Miért ilyen gyakori a skdlafiiggetlen jelenség a tapasztalati megfigyelések alapjin? Erre ma-
gyardzatot adhat példaul a Barabasi—Albert-modell fejl6dési szabdlya, melyet az al-
fejezetben targyalok.

Skalafiiggetlenség véletlen grafmoddellekre vonatkozéan

Altalaban véve egy véletlen grafmodell egy (G;)i>o grafsorozatot 4llit els, melynek egy—
egy tagja, egy—egy G; véletlen graf tulajdonképpen egy—egy grafértékii valdszintiségi val-
tozo. Itt t pozitiv egész szdmot jelol, mégis az n helyett t-vel valé indexelést az indokolja,
hogy a graf mérete az id6 elérehaladtaval novekszik, mint ahogyan a valédi hal6zatok
mérete is az id6 el6rehaladtdval nd, Gj csticsok és élek keletkeznek, bizonyosak pedig el-
tinhetnek. Vannak természetesen olyan véletlen grafmodellek is, melyek egy n csticst
graf éleinek alakuldsat kozvetleniil, nem induktivan definidljdk, a kapcsolatok itt is meg-

hatdrozott szabdlyok szerint a véletlentdl fliggenek (ilyen példdul az Erd6s—Rényi vélet-
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len grafmodell). Az altalam vizsgélt grafmodellek a graf novekedését is modellezik (di-
namikus modellek), tehat az id6ben val6 fejlédésre is utal az index. Szakdolgozatomban
csak diszkrét idejti grafsorozatokra szoritkozom, ahol az id6 paraméter tulajdonképpen
a graf csticsainak a szdma.

Legyen G; = (V4, E;) egy a fenti értelemben vett véletlen graf, ahol V; = {v4,...,v;:} a
csucsok halmaza, E; C {(v,w),v € V;,w € V;,v # w} pedig az élek halmaza. Ha a graf-
modellre jellemz6, hogy Vi1 C V; és E;_1 C E; teljesiil Vt € ZT-ra, akkor ez azt jelenti,
hogy sem a csticsok, sem az élek nem torlédnek G;_; csticsai és élei koziil a graf fejlddése
sordn. Ilyen példaul a Barabdsi-Albert-modell az altalanositasaival, a parcidlis duplikaci-
6s modell és az altalanositott duplikéciés modell is (ezekrsl a modellekrsl b6vebben [1.3]
és az(1.5] fejezetekben lesz sz6), de nem teljesiil eme tulajdonsag a Thornblad—féle modell
esetén, ahol G;_; éleinek torlésére is sor keriilhet. (A Thornblad-féle modell leirasat 1d.
[51)

Mint mér korabban is szerepelt, az definiciéban a konvergencia véletlen grafok
esetén eloszlasbeli, sztochasztikus vagy 1 valdszinfiségii konvergenciat jelol. A véletlen
grafmodelleket targyal6 irodalomban azonban az definicié némiképp eltérs valto-

zatai kertilnek emlitésre ([6]], [7]), a kovetkezbképpen.

Vezessiink be néhéany tj jelolést: legyen F;(G;) = Fi(t) = Yi_ I 40— ahol ahol dl(t) a
v; csucs fokszdma Gi-ben. Jelolje Fy(f) ezek varhato értékét, fi(f) pedig a k foku cstcsok
aranyanak a vérhato6 értékét. (F; (t) tehat a korabbi ngn) megfelelGje, fi(t) pedig IE(Pk("))

megfelelGje.)

F(t) = E(F(t)) = E(an@:k), fi(t) =

i=1 !

d
Vegytik most a varhato értékek limeszét t — oo esetén: fj ) tlim fr(f). Azt mondjuk,
—»00

hogy egy véletlen grafmodellben igaz a hatvanytorvény, ha

fo = <1+o(11()> ek

valamely b kitevdvel és ¢ konstanssal ([6] p. 242.). Ennél gyengébb definicioként haszna-
latos ([7] p. 6.):
fim fi = e
A fenti definicidk azért keriiltek kiilon megemlitésre, mert nem egyeznek meg az-

zal, hogy az definiciéban L!-beli hatarértéket vesziink, csak abban az esetben, ha a

hatarérték és a varhatoérték képzése felcserélhetd.
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1.2. Klaszteresedés

A grafokban a csoportosuldasok megfigyelésére szolgalé mennyiség az un. klaszteresedési
egyiitthat6. Ez a mennyiség azt méri egy grafban, hogy a csticsok szomszédai milyen
mértékben szomszédai egymadsnak is.

Szocialis hal6zatainkra példdul nagy mértékben jellemz8, hiszen ismerdseink tobb-
nyire egymast is ismerik. Ha a hal6zatban igaz, hogy egy cstics két szomszédja nagy
val6szintiséggel egymdsnak is szomszédja, akkor az azt jelenti, hogy a grafra jellemz&ek

a csoportosuldsok.

1.2.1. Definici6. Klaszteresedési egyiitthato ([1] p.17-18., [8])
Legyen G egy n csticsii grdf.
Legyen

Ac= Y. Tapaioenes) =6 2o o000 000eE) = O
1<i,jk<n 1<i,jk<n
i<j<k
ahol h a hdromszogek szdma G-ben.

Legyen

Wo= ). Leo@oen =2 Y Lo @oer =20,
1<i,j,k<n 1<i,j,k<n
j<k
ahol w a G-ben taldlhato cseresznyék, mdsnéven 2 hosszii utak szdma.

Ekkor a klaszteresedési egyiitthatd

A 3h
CCq = Wz =

Az definicié nem értelmezett azokra a grafokra, ahol minden cstics foka legfel-
jebb 1 (hiszen ekkor a nevezé értéke 0 lenne). Mivel ezek a grafok pontosan azok a grafok,
melyek izolalt cstcsok és élek diszjunkt unioi, és ez a gyakorlatban a valés hal6zatoknal
meglehetSsen ritkan fordul el§, ezért ez a megszoritas nem jelent talzott korlatozast. ([8]]).

Ez a CCg szam felfoghat6 tigy, mint annak a valészintisége, hogy G-ben az illeszked$
élparok koziil egyenletesen kivéalasztva egy élpart, 6k egy haromszoget alkotnak.

Fontos azonban, hogy ez nem egyezik meg azzal a valdészintiséggel, hogy egy vé-
letlenszer{ien kivalasztott cstics szomszédai koziil szintén egyenletesen kivalasztunk két
kiilonboz6 szomszédot, akkor azok mekkora valészintiséggel ismerik egymadst. Ez a va-
16szintiség a klaszteresedési egytitthat6 egy masik definicijahoz vezet, mely korabbrol
szarmazik, mint az altalam els6ként ismertetett, definicié.

A klaszteresedési egytitthat6t lokdlisan, egy csticsra nézve is definidlhatjuk.
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1.2.2. Definicié. Lokilis klaszteresedési egyiitthato ([1] p.17-18.), [8])
Rogzitett i-re, v; csiicsra tegyiik fel,hogy d; > 1.

L Ti(o,0)),(0i,00), (0,00 €E)

. 1<j,k<n 1
CCG(Z): = Z I i,07),(vi,0x),(vj, 0k ) EE
1§],,Zk§n]I((Ui/Uj)/('Ui/Uk)EE) di-(di—1) 1<ijk<n (@i @i (030 <)
def

Ha d; <1, akkor CCg(i) = 0.

CCq(i) tehat az a valoszintiség, hogy v; szomszédai koziil véletlenszertien kivalasztva

két kiillonboz6t, ket is é1 koti Ossze.

1.2.3. Definicié. Klaszteresedési egyiitthato 2. verzio

cc? :% Y CCql(i)

1<i<n
Ez pontosan annak az eseménynek a valdsziniisége, hogy ey véletlenszerfien kivdlasztott

csiics tovdbbi két, véletlenszertien kivdlasztott szomszédja kozott is él fut.

Létezik azonban olyan definici6 is, mely csak a legaldbb 2 foku csticsokra végzi a lo-
kalis klaszteresedési egyiitthatok atlagképzését. Kérdéses, mennyire jogos a definicidban,
hogy 1 foku csticsok 0 sullyal jarulnak hozza a klaszteresedési egytitthatéhoz, ezért érde-
mes a globalis klaszteresedési egytitthat6 els6ként ismertetett, definicidjdra tAmasz-

kodni ([8]]). A szakdolgozat tovabbi fejezeteiben tehat én is ezt a definiciét hasznalom.
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1.3. Barabasi—Albert-modell

Egy lehetséges magyardzat a skalafiiggetlen tulajdonsag kialakuldséra szocidlis és egyéb
halézatok esetén az el6szor Barabdsi Albert-Laszl6 és Albert Réka altal megfogalmazott
preferencia-kapcsoloddsi szabidly (preferential attachment) [3], melynek lényege, hogy a ha-
16zathoz csatlakoz6 tj cstics hajlamos a kordbbi cstcsok koziil a nagy fokszammal ren-
delkezokkel kapcsolatba 1épni. Ez sok hal6zat esetében megfigyelhetd jelenség, hiszen
példaul egy szocidlisan aktiv személllyel, akinek sok barétja van, konnyebben megismer-
kedhet egy 1j személy.

A Barabéasi—Albert-graf attord tjdonsdga a kordbbi grafmodellekhez képest, hogy azt
probélja megragadni, miként jott 1étre egy hatalmas méretii graf, mely teljesiti a skélafiig-
getlenséget, vagyis milyen fejl6dési szabédly lehet a felel6s ezen tulajdonsédg kialakuldsa-
ért. Az Erd6s—-Rényi véletlen grafmodell (ezen modellt és tulajdonsagait e dolgozatban
nem targyalom) egy fix n csticst grafr6l mondja meg, mekkora valészintiséggel alljanak
az egyes elemek kapcsolatban — barmely két elemet, egymdstol fliggetlentil p valoszinfi-
séggel él kot ossze ([1], p. 47.). Az igy 1étrejovd, (ER,(p))n>2 grafsorozat nem skalafiigget-
len grafsorozatot 4llit el6, bar skilafiiggetlenné tehet6. Méas modellek is sziilettek, melyek
nagy n-re fokszameloszlés tekintetében j6l kovetik az empirikusan megfigyelt tulajdon-
sdgait az egyes hédl6zatoknak. Annak megértését azonban, hogy egy graf miként valtozik
egy Uj cstcs felvételével, milyen szabalyok szerint fejlédik, a Barabasi—Albert-modell, il-
letve a duplikdciés modellek segitik, ezért dolgozatomban leginkdbb ezen modelleket
targyalom.

A tovabbiakban a mar kordbban bevezetett (G;);>0 jelolést hasznalom az adott vélet-
len grafmodell altal el6allitott grafsorozatra, ahol G; egy t csticsui grafot jell, t nemnega-
tiv egész szam. Hal6zatok esetében az id6 el6rehaladtaval Gj elem/személy kapcsolodik
be a halézatba, mely a régiekkel 4j kapcsolatokat épit ki, ez indokolja a méretben egyre
ndvekedd grafsorozatok vizsgalatat.

A Barabasi—Albert-modell a preferencia kapcsol6ddsi szabalyt alapul véve azt model-
lezi, hogy G;_1-b6l milyen médon jon létre Gy, az Gj cstics mekkora valdszintiséggel keriil
kapcsolatba a korabbi csticsokkal. A preferencia-kapcsolédasi szabély lényege, hogy az
4j t. csticsbol nagyobb valdszintiséggel hizunk élt olyan, mar meglévd, G;_1-beli cstics-
hoz, melynek mar sok szomszédja van — még pontosabban fogalmazva fokszam-aranyos
val6szintiséggel htizunk éleket a mar meglévé csticsokhoz. Ez a kapcesolddasi szabaly bi-
zonyos értelemben tényleg val6saghti, hiszen ha val6di hdlézatokra gondolunk, akkor
egy 4j pont (Gj felhaszndlo, egy 14j személy, vagy akdr egy 1j szinész) nagyobb valdszi-
niiséggel kertil 0sszekottetésbe olyan régi tagokkal, akinek mar sok kapcsolatuk van. Itt
érdemes megjegyezni, hogy a Barabasi-Albert-modellben a régebbi csticsok kozotti kap-

csolat nem viltozik. Ez azért is reédlis feltételezés, mert szdmos hal6zatban, mint példaul a
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tudomanyos hivatkozdsok kapcsolatrendszere, vagy a szocidlis hal6zatok, emberi isme-
retségek hal6zata sordn példal elmondhat6, hogy ezek ha egyszer létrejottek, nem sziin-
nek meg. Az 1j cstcsok specidlis szabdlyok alapjan kapcsolédnak a régiekhez. Ez persze
szdmos hal6zatra — mint példdul a facebook szocidlis hdldjdra — nem teljestil, hiszen ott

lehet6ség van a kordbbi kapcsolatok vagy akar a korabbi csticsok torlésére is.

1.3.1. Modell (Barabasi-Albert-modell). [4]

A G!, grifot induktiv médon definidljuk. A paraméterek jelentése: t a grdf csiicsainak szdma,
m pedig eqy a grdf fejlédése sordn rogzitett, pozitiv egész, minden 1ij csiics keletkezése sordn a
beldle ijonnan hiizott élek szdma m.

A G} grdfot akivetkezd médon definidljuk: Kezdetben kiindulhatunk GY-bol, az iires grifbdl,
vagy G1-b6l, amely egy darab vy csiicsot és egy hurokélt tartalmaz. (Az ezutdn kivetkez rekurzid
alapjdn ugyanis az el6bbibsl 1 valdszintiséggel 1étrejon az utébbi.) Minden t. lépésben G\~ '-hez

hozzdvesziink egy 1ij, vy csiicsot, és egy 1ij (vt, v;) élt, ahol i-t az aldbbi eloszlds szerint vdlasztjuk:

d — (Us)
) 7(;5; T s<t-—1
P(i=s) = - (1.12)

ﬁ s=1t,
ahol dg(v;) a v; csiics G-beli fokszdmit jeloli.

Tehat a korébbi csticsokhoz fokszdmukkal ardnyos valészintiséggel htizunk 4j élt. Az
4j cstics, vy fokszamat mér az 1j él behtizdsa el6tt is 1-nek tekintjiik, hiszen az 1j él bizto-
san ebbdl a cstcsbol indul ki, {gy az 6sszfokszam, (ha az Gj él kiinduldsat még beleszé-
mitjuk, de az él "masik végét" még nem), 2t — 1 hiszen minden t. 1épés utan t darab éle
van a grafnak. Nyilvanval6, hogy G!-ben létrejohetnek hurokélek, de nem johetnek létre
tobbszoros élek.

Ezen rekurzié alapjin kisorsolunk egy mt csiicsi, G grifot, melynek igy mt darab éle is van,
majd ezeket m-es csoportokban 0sszehiizzuk egy—egy ponttd, igy egy t csiicsii grifot kapunk. Tehdt

1 1

ha G csiicsai v},03, ..., 0

, Uy, akkor az 1ij, Gt -vel jelolt grif csiicsait (v, v, ..., v}") pedig 1igy

1 1
(i—D)m+17 7 Yjm

Direkt médon is definidlhatjuk G}"-et. Induljunk ki egy csiicsbél és m darab hurokélbol. Az iij,

kapjuk, hogy vj"* csiicsba fut az dsszes, v csticsba futd él.
vy csticsbol m darab élt hiizunk a kordbbi vy, . . ., vs_1 csiicsokhoz. Fontos azonban, hogy egyesé-
vel hiizzuk ezeket az éleket, és minden él behiizdsa utdn frissitjiik a fokszamokat. Ez azt jelenti,

hogy ha a k-adik él behiizdsa kovetkezik, és az eddig behiizott élek egyik végpontja vy, a mdsik pedig
wy ... wy, akkor az -ben d i (vs)-et helyettesitse

dcifl(vs) = del (Us) +#{1 <i<k-1 \wi = wk}.
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1.3.2. Megjegyzés. Az (1.12) eqyenletben megadott eloszlds valéban egy diszkrét valdszinfiségi
vdltozo eloszldsa.

Jelolje dGi—l (vs)-et az egyszertiség kedvéért ds. Gi~'-ben az élek szdma t — 1.

t—1

ds +1

Lo _2t-D 4121
2t—1  2t—1 2t—1

Az el6bbi modellnek kétféle dltaldnositasat fogom a tovabbiakban bemutatni.

1.3.3. Modell (Altaldnositott Barabasi—-Albert-modell). [1] pp.279-282.

Az modellhez hozzdvesziink egy & > —m paramétert. Ismét, el6szor a G grdfot konst-
rudljuk meg, vagyis az m = 1 esetet nézziik. Ekkor feltehetd, hogy 6 > —1.

Az 1ij él mdsik végpontjdnak eloszldsdt ( egyenlet) az aldbbiak szerint modositjuk:

B A
P(i=s) = (246)(t—1)+(1+0) = (1.13)
@ = b
Ebbdl az is ldtszik, hogy az "1ij” csiicsbél minden "régi”, v, csiicshoz dc{*] (o) T 0 szdmmal ard-
nyos valdsziniiséggel hiizunk élt.

Jelilje az igy kisorsolt grifot G} (8). Tekintsiik most az m > 1 esetet. Az eredeti & paraméterre,
mely a modellt jellemzi, csak & > —m dll fenn. Konstrudljuk meg az el6bb ismertetett szabdly
alapjian G (L) grdfot, ez megtehetd, hiszen & > —1. Ez azt is jelenti, hogy minden régi csiicshoz
a régi fokszdma + % -mel ardnyos valdszintiséggel hiizunk élt.

Ezutdn hasonldan az modellben leirtakhoz, m-es csoportokat képezve a csiicsokbol, hiiz-
zuk dssze GI" (£ )-et eqy t csiicsii griffd, igy kisorsoltuk a G, (5) grfot. A § = 0 esetben vissza-
kapjuk a Barabdsi-Albert-modellt (1.3.1).

Ugyaniigy, mint a Barabdsi-Albert-modellben, direkt médon is definidlhatndnk a G, grdfot,
nem pedig visszavezetve az m = 1 esetre. Ekkor kezdetben 1 csticsbdl és m darab hurokélbdl kell ki-
indulnunk. Az 1ij, t. csiicsbol m darab 1ij élt hiizunk egyesével, és mindig frissitjiik a fokszdmokat.
Jelolje a k. €l behiizdsa el6tt d; az aktudlis fokszdmdt v;-nek. Minden k. 1ij él behizdsdndl minden
kordbbi, v; csiicshoz d; + d-val ardnyos valdsziniiséggel élt hiizunk, kivéve az i = t esetet, mert
vi-hez dy + 1+ ],‘11—5 -mel ardnyos valdsziniiséggel hiizunk élt. Fontos, hogy az m él behiizdsa sordn,
minden egyes él behiizdsa utdn frissitjik a fokszamokat, vagyis az éppen aktudlis fokszdmokhoz

alakitjuk a valdszintiségeket.

1.3.4. Megjegyzés. Az -ben valdban egy diszkrét valdsziniiségi viltozo eloszldsa szerepel.
Jelolje ismét dci—l (vs)-et ds. Mivel G} konstrudldsa sordn egy csiicsbdl és egy hurokélb6l indu-
lunk ki, ezért kezdetben igaz az a feltevés, miszerint minden fokszdm legaldbb 1. Minden lépésben

1 élt vesziink a grdfba, mely az 1ij csiicsbol indul ki, tehdt minden 1ij csiics foka legaldbb 1 lesz.
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Eleket nem torliink. Teljes indukciot haszndlva igy ldthatd, hogy minden fokszdm legaldbb 1 lesz.
Az Osszehiizds sordn a fokszdmok nem csokkenhetnek, tehdt minden 1 < s < t—1-reds > 1,

vagyis
dG§71 (Us) + (5 Z O,

ha 6 > —1, valamint az -ben tényleg valdsziniiségi eloszldst definidltunk:

t—1

Lo It (104146 2(t—1)+t0+1

Q+O(t—1)+1+6  Q2+0)(t—-1)+145 20— +(t—1d+1+0

Az modellnek még tovabbi két modositott valtozata is ismert ([1] p.281-282. mo-
dell (b), modell (c)), azonban arra, hogy teljesen kizarjuk a hurokélek megjelenését, a

kovetkezs definicié alkalmas [9].

1.3.5. Modell (Hurokél nélkiili Barabasi—-Albert-modell). [9].

Legyen m > 2 egész és 0 < a < 1 rogzitett. Kiindulunk egyetlen csiicsbol és 0 darab élbdl,
vagyis G1 = ({v1}, D), vagy két csiicsbol, melyeket m darab él kit dssze, Gy = ({v1,v2}, Ea),
ahol E, tartalmazza m-szer a {v1,v2} pdrt. (A grif novekedési szabdlya miatt Gy1-b6l csak Gy
johet létre.)

A definicid ismét induktiv, G;_1 segitségével definidljuk Gi-t. G;_1-hez hozzdvesziink egy 1ij
vy csticsot és beldle kiindulé m darab 1j élt. Az 1ij vy csiics m darab szomszédjdt, wy, wo, ..., Wy
csticsokat egymdst kovetden sorsoljuk. Lehetnek koztiik megegyezd csiicsok (hiszen tobbszoros éle-
ket meg akarunk engedni a grdfban).

Az els6 szomszéd, wy sorsoldsdnak szabdlya:
o « valdsziniiséggel egyenletesen vilasztjuk wy-et a {v1,...,vi_1 } halmazbol;

o 1 — w valdszintiséggel a preferenciakapcsolodds szerint: V(1 <s <t —1)-re

thfl(vs) =1
P(w; = vs) = 7 Z= (dcr—l(vi)) =2m(t—2).

Il
=

i
A k. szomszéd, wy sorsoldsdnak szabdlya::

e « valdsziniiséggel egyenletesen vdlasztjuk wy-t a {v1, ..., vs_1} halmazbdl
o 1 — « valdszintiséggel a preferenciakapcsolodds szerint: ¥ (1 < s < t —1)-re

— jGt—l (vs) 7

P(wy = vs) A

ahol JGH(US) =dg, ,(vs) +#{1 <i <k—1|w; = w}.
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Az altalanositott Barabasi-Albert-modell skdlafiiggetlen véletlen grafsorozatot allit els.
Ennek bizonyitdsdhoz el6szor is be kell 1atni, hogy fokszdmeloszlasdnak van hatarelosz-

lasa, vagyis a kisorsolt grafsorozot ritka grafsorozat.

1.3.1. Allitas. [1]] p.284. (8.2.4.)
Az dlaldnositott Barabdsi—Albert-modellre modell)

0 0<k<m-1

Pk = T(k+0)T (m+2+6+2)

5 (1.14)
(2+35) T(m+8)T (k+3+6+2)

k>m,

ahol py azonos az definiciéban szerepl6 hatdreloszldssal, vagyis a k fokii csiicsok ardnydnak

sztochasztikus értelemben vett hatdrértéke, I pedig a szokdsos T'-fiiggvény.

Az allitas bionyitasat 1d. [1] pp.286-303. Mint mér az definiciénal is emli-
tettem, a Barabasi—Albert-modell esetén a k fokt csticsok ardnyara nem csak a sztochasz-
tikus, hanem az er8sebb, 1 valdszintiségti konvergencia is teljestil, ez kovetkezik [10] f6
tételébdl. Tehat a Barabési—Albert-modell ritka grdfsorozatot 4llit eld.

A specidlis 6 = 0 esetben, k > m -re a hatareloszlas az aldbbi alakra hozhat6:
[1] (8.4.4.)

_ 2m(m+1)
PE= kk+ D) (k+2)°

m = 1 esetben pedig py = m, nem mds, mint a Barabasi-Albert-fa esetén a hatar-
eloszlas [11]. A Barabéasi—Albert-fa az modell m = 1,a = 0 esete. Az tehat, hogy a
grafban megengediink-e hurokéleket, vagy sem, a hatareloszlast nem befolyésolja.

Mivel tudjuk, hogy

r(k 3?:351 5= OB (1+0(p))

ezért egyenletbdl adodik az alabbi tétel. ([1] pp. 284-286.)

1.3.2. Tétel. Az dltaldnositott Barabdsi—Albert-modellben modell) a fokszdmeloszlds ha-

tdrértékeére teljesiil:

T(m+2+56+2)
I'(m+9)

1
pk=<l+O(k>>~Cm/5-kT, T=346>2, Cm,s =

Tehat az altalanositott Barabasi—Albert-modell valéban skalafiiggetlen grafsorozatot
allitels, T = 34 0 > 2 kitevével.
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1.4. Kitekintés tovabbfejlesztett preferencia—kapcsolédason ala-

pulé modellekre

A preferencia-kapcsol6ddstt modelleknek rendkiviil sok tovdbbgondolésa, elemzése és
alkalmazdsa jelent meg, melyek koziil csak parat igyekszem bemutatni, példdkat adva az

ebbdl indul6 bonyolultabb modellek megalkotasara.

1.4.1. Versengés és preferencia-kapcsolédas

Az modellt veszi alapul példaul az a modell [12], melynek az altalam eddig be-
mutatott modellekhez képest Gj eleme, hogy a csticsoknak tobbféle tipusa is lehet, és a
tipusok fejlodését a graf fejlédésével egyiitt modellezi. A tipusokat a matematikai mo-
dellben szinekkel is azonosithatjuk, minden cstics kap egy szint. A modell szemléletes
jelentése lehet példaul az, hogy a piacon felbukkand 4j termékrél, vagy egy adott nézet-
r6l eltérd vélemények sziiletnek, és az alapjan, amit az ismer8seinkt6l hallunk, mi is egy-
egy allaspontra helyezkediink. Ez mér azon tjdonsagok kozé tartozik, melyet a szerzék
hangstlyoznak is, hogy a tipusok kialakuladsét a graf fejlédésével parhuzamosan, vagyis
dinamikusan modellezzék. Hasonl6an egy jarvanyterjedési folyamatnak a graf fejlodé-
sével parhuzamos modellezése is a legfrissebb modellek kozé tartozik, errsl bévebben
a[2.3] alfejezetben irok.

A most kdvetkez6 modellben a csticsoknak m féle tipusa van, minden csticshoz pon-
tosan egy tipus tartozik. A gréf fejlédésével pdrhuzamosan zaijlik a tipusfejlédés is. Tehat a
hurokél nélkiili Barabasi—Albert-modellbe beépitjiik a tipusok alakulasat is, szintén mint
egy véletlen folyamatot. A tovdbbiakban tegyiik fel, hogy 2 tipus van (kék és piros). Ki-
indulunk egy Go grafbdl, amely csticsainak tipusa is adott. A Gg grafbdl az modell-
ben leirtak szerint, a tipusszammal megyegyezd, m paraméterrel, valamint egy masik,
rogzitett « paraméterrel fejlédik a graf. Minden 4j cstics hozzavételekor azonban a tipu-
sat is sorsoljuk. Az m él behtizdsa utan, ha a kisorsolt m szomszéd koziil k darab piros
(1 < k < m), akkor py valoszintiséggel az j cstcs piros, 1 — py valoszintiséggel pedig
kék, ahol p; € (0,1) a modell el6re megadott paramétere minden k-ra (1 < k < m).

A modell linedris vdltozatdban p, = % Vk-ra, tehat a val6szintiségek megegyeznek
azzal, hogy a kisorsolt szomszédok kozott milyen ardnyban van jelen a kék és piros tipus.
Ellenkez6 esetben a modell nemlinedris.

A legfébb kérdés mindkét modellben n — oo esetén a piros és a kék csticsok ardnya-
nak hatdrértéke a grafban. Legyenek ezek az ardnyok egy konkrét n cstcsu grafban a, és
by.

A linedris modellben, ha a kiindulasi grafban piros és kék csticsok is vannak, akkor a,

1 val6szintiséggel konvergens, legyen a hatdrértéke a. Tovabba a eloszldsanak tartdja a
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teljes [0, 1] intervallum, nem atomos (minden z-re P(a = z) = 0), ahola = 7}1_1}{}0 a, és csak
m-t6l és a kezdeti piros—kék aranytdl fligg. ([12] Theorem 1.1)

A nemlinedris esetben a, pozitiv, vagy nulla valészinfiséggel tart az alabbi P polinom
[0, 1]-beli gyokeihez attol fliggGen, hogy P hogyan viselkedik a gyokhelyek kornyezeté-
ben. ([12] Theorem 1.2 —1.5.)

- E G-

k=0
A P polinom a lineéris esetben a nullpolinom, tehat [0,1] € Z, = {z|P(z) = 0}, miga
nemlinedris esetben Z,, atomos, ebb6l adodik a két modell kozti kiilonbség. A nemlinearis

modellre vonatkoz¢ 4llitds bizonyitdsdhoz [12] szerzdi tin. sztochasztikus kozelitd folya-

matokat hasznélnak, mely bizonyos értelemben jol kozeliti a kozonséges dil(tt) = P(z(t))
differencidlegyenlet (z;);>o megoldas trajektoriait.

A modell m tipusra is altaldnosithatd, errdl és az arra vonatkozé eredményekrsl bo-
vebben 1d. [12]. A modell elénye, mely a {6 eredményekbdl, m = 2 esetben is lathato,
hogy szamos paraméterbedllitds mellett, az egyes tipusok ardnya a grafban nem tart 1-

hez, és nem is hal ki egyik tipus sem. Ez egy valosdghti jelenséget tiikroz.

1.4.2. Fitness

A Barabési—-Albert-modellcsalddra jellemz6, hogy tipikusan a régebbi csticsok nagyobb
fokszdmmal rendelkeznek. Bizonyitott, hogy a maximalis fokszdmmal rendelkez6 cstics
a fejlédés egy bizonyos pontjan til maximalis marad [13], [14]. Ez azonban nem mindig
felel meg a valésdgnak azokban a hal6zatokban, melyeket modellezni kivanunk, ezért
a preferencia-kapcsolédason alapulé modelleknek egy 1j dga sziilett. A legkordbbi és
legegyszertibb modell a Barabasi-Albert-modellen végez bizonyos médositdsokat, a ko-
vetkezdképpen:

Rogzitstink egy p valoszintiségi eloszlast, és minden mar meglevé vagy valamikor
létrejovd v; csticshoz tartozzon egy F; valdszintiségi véltozé. Minden i-re F; egymastol
fiiggetlen és u eloszlasi. Ezek a graf fejlddése sordn mar nem vdltoznak. Minden tj cstics
létrejottekor 1 élt htizunk a mar meglevé cstcsokhoz, F; - di-1-vel ardnyos valészinti-
ségekkel. Ebben a modellben ismert, hogy ha a csticsokat a fokszdmukkal ardnyosan va-
lasztjuk ki a G; grafbol, akkor a hozzajuk tartozo fitness értékek hatdreloszldsa t — oo ese-
tén vagy abszolut folytonos p-re ("fit get richer phase"), vagy van egy szinguldris kompo-
nense, mely esssupp p-re koncentralédik ("condensation/Bose-Einstein phase”)[13], [15].
Altalaban feltehetjiik, hogy 1 kopmakt tartéjti, mert az ellenkez6 eset valéjaban [15] sze-

rint érdektelen.
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1.5. Duplikaciés modellek

A duplikdciés modellek tobbségében a bioldgiai hdlézatok, példdul fehérjék kozti kol-
csonhatasok leirdsanak céljabdl jottek létre. Erre a modellcsalddra is jellemzd, mint a
Barabasi—Albert-grafra és 4ltalanositdsaira, hogy a grafot, mint egy bonyolult sztochasz-
tikus folyamatot irjdk le, tehat a graf novekedését magyarazzak.

Ezen modellcsaldd alapja, hogy az id6 el6rehaladtaval egy véletlenszer(ien valasz-
tott cstics (esetleg csak bizonyos valészintiséggel) megkett6z6dik és az igy létrejott, Gj
cstics a lemasolt cstics szomszédsagat is 6rokli, am az igy "6rokolt" szomszédsagban vé-
letlenszerti médositasokat végziink. Eppen ezért a duplikéciés modellben is igaz, hogy a
nagyobb foku csticsok egy 1j cstics keletkezésekor nagyobb valészintiséggel kapnak élt,
hiszen tobb szomszédjuk van, ezért nagyobb az esély rd, hogy valamelyik szomszédjuk
lemasolasaval keletkezett az 4j cstcs, és igy jO eséllyel a szomszédsdg az Gj cstcsra is

oroklédott.

1.5.1. Modell (Parcidlis duplikaciés véletlen graf). [7] p.3.

Rogzitett eqy 0 < q < 1 valésziniiség. Kiindulunk egy tetszbleges Gy, = (Vi,, Et,) grdfbol,
Vi = {v1,..., 04} a csiicsok halmaza, Ey; C {(v,w),v € Vi), w € V4, v # w}. Tehdt ebben a
modellben nem engediink meg hurokéleket.

Definidljuk a véletlen grdf fejlédési folyamatdt a kovetkez6képpen:

Legyen t > to. Egyenletes eloszlds szerint az {1,2,...t — 1} halmazbdl kisorsolva i-t, a
v; € Vi_q csicsot lemdsoljuk, vagyis keletkezik eqy 1ij vy ¢ Vi1 csiics. Vi = Vi_q U {v:}.
Ami az élek halmazdt illeti, E,_1 C E;. Az 1ij csiics a lemdsolt csiics szomszédait orokli, majd
egymdstél fiiggetleniil q valdsziniiséggel mégis tordljiik az 1ij csiicsbol hozzdjuk hiizott éleket.
Vagyis ha (v;,v;) € E;_1, akkor 1 — q valdsziniiséggel (vt,v;) € E;. (Tehdt tulajdonképpen csak
1 — q valészintiséggel mdsoljuk le az éleket.)
fgy induktiv médon definidltuk a Gy véletlen grifot G;_q segitségével: Gy aef (Vi, Et), ha(t >

t).

Altaldban feltessziik, hogy G, 6sszefliggd véges graf. Abban a specidlis esetben, ha
g = 0, vagyis minden élet biztosan dtmdsolunk, akkor Osszefiigg6 is marad és egy-egy
cstics pont olyan valdszintiséggel (a fokszdmaval ardnyos valdszintiséggel) kapcsolodik
az 1j csticshoz, mint a preferencia-kapcsolédas esetén. Az egyiittes eloszlas azonban még-
is kiilonboz6 lesz a két modellben, hiszen a Barabasi—Albert-grafban mindig m darab élet
htizunk be, itt viszont a lemdsolt cstics fokszdmaval azonos szamu élet htizunk be.

A parcialis duplikdciés modell (PD-modell) altal definialt véletlengraf egy olyan gra-
fot eredményez, melyben lehetnek izollt csticsok és Osszefiiggd komponensek. Ha azon-

ban feltessziik, hogy nem keletkeznek izolalt csticsok, akkor g — 1 esetén hatarértékként
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a preferencia-kapcsolédason alapul6 grafmodellt kapjuk vissza. Ennek oka, hogy ha na-
gyon nagy valészintiséggel toroljiik a lemésolt éleket, akkor varhatdan legfeljebb 1 élet
masolunk le. Ha feltessziik, hogy nem keletkeznek izolalt csticsok, akkor pontosan 1 élet
masolunk le. Ebben az esetben minden csticshoz a fokszadmaival ardnyos val6szintiséggel
kapja meg az 1j élet, hiszen erre akkor van esélye, ha az egyik szomszédjat mésoljuk le.
([7] p-4. Remark 2.5.(2) )

Fontos megjegyezni tovabb4, hogy itt a kisorsolt v; cstics, valamint a "mésolata”, vagy-
is v, kozott nem fut él. Ennek koszonhetd, hogy ha egy m osztdlya gratbol indulunk ki,
akkor a duplikdciés modellben a grafsorozat barmely tagja tovébbra is m osztalya graf
marad. ([7]. pp. 4-5. Remark 2.4,2.5.)

1.5.2. Modell (Altaldnos duplikiciés modell, médositasokkal). [6]

Részben visszanyiilunk az[1.5.1] modell definicidjdhoz, tehdt kiindulunk egy Gy, = (Viy, Et,)
grdfbol. Rogzitjitk 0 < q < 1és0 < r < 1 valdszintiségeket. Ezutdin a grdf novekedése a
kovetkezOk szerint alakul:

A t. [épésben a mdr meglevs Gy_q grdf egy egyenletesen vidlasztott csiicsdt megkettozziik, igy
jon létre a t. csiics. Az 1ij csiics a lemdsolt csiics szomszédait is 0rokli G;_1 -bl, majd az ide vezetd
éleket mégis q valdszintiséggel toroljiik, 1 — q valdsziniiséggel megtartjuk. (Tehdt eddig ugyanazt
a fejlodési szabdlyt definidltuk, csak mds jelolésekkel, ¢ = 1 — p-vel, mint a PD-modellben.)

Ezutdn két verzid szerint jarhatunk el. Attdl fiiggBen, hogy az aldbbi két mddositds koziil
melyiket vdlasztjuk, a duplikdcids modell kétféle modositott viltozatit kapjuk.

Modositdsok:

1. Rogzitiink eqy ay szdmot, és ha az élek torlése utdn az 1j csiics O foki lett, akkor a; darab
csiiccsal dsszekotjiik, melyeket visszatevés nélkiil, egyenletesen vdlasztunk a t — 1 csiics

koziil.

2. Rogzitiink egy ap szdmot, és az 1ij csiicsot mindenképpen 0sszekotjiik ay darab visszatevés

nélkiil, egyenletesen vdlasztott csiiccsal.

Ezt kovetben a lemdsolt csiics G;_1-beli nem-szomszédaihoz kiilon-kiilon, eqymdstdl fiiggetle-

r
niil 7 valdsziniiséggel élt hiizunk.

A [6] altal megadott definiciéban nincs kimondva, hogy a médositdsok soran vissza-
tevés nélkiil valasztjuk a cstcsokat. Az dltalam definidlt modell, a visszatevés nélkiili
sorsolds kovetkeztében nem tartalmaz tobbszoros éleket. Fontos tovabba kiemelni, hogy
a moédositdsokban ismertetett 1épésekre a véletlenszertien kivélasztott cstics lemdsoldsa,
valamint "6rokolt" éleinek esetleges torlése utin, azonban a nem-szomszédok koziili sor-
solds eldtt kertil sor, igy biztosithat6, hogy Osszefiiggd grafot kapjunk. Ha r = 0 és egyik

modositast sem alkalmazzuk, akkor tiszta duplikdciés modellrdl beszéliink, ha vagy az r

25



paraméter pozitiv, vagy valamelyik modositast beépitjiik a modellbe (akar mindkett6t is
beépithetjiik), akkor nevezziik [6] alapjdn a modellt dltaldnositott duplikdciés modellnek. A
modositasok nélkiili valtozatat a modellnek mar [7] is ismerteti.

Az éltalanos duplikédciés modellben sem fut a kivélasztott cstics és masolata kozott él.
Kovetkezének egy olyan modellt mutatok be, melyben a mésolat 6sszekottetésbe kertiil a
lemadsolt csticcsal.

Az[1.5.] és az[1.5.2] modellek tovédbbgondoldsaként dolgozhatunk olyan modellben

is, ahol a megkett6zott csticsot nem egyenletesen valasztjuk G;_; csticsai koziil, hanem

példaul a preferencia—kapcsol6ddsi szabédly mintédjara a fokszdmukkal ardnyos valészi-
niiséggel. Ez tehat valamiféleképpen a duplikdciés modellek és a Barabasi—-Albert-modell

otvozése.

1.5.3. Modell (Preferencialis duplikaciés modell). [16]
Kiindulunk egy 0sszefiiggd, véges G, grafbol.
A Gy grifot (t € N, t > ng) induktivan Gy_q segitségével definidljuk:

A régi csiicsok koziil fokszdmardnyos valdsziniiséggel kisorsolunk egyet: V (1 < s <t —1)-re
. A6, 1 (o) =
Pli=s)= =23 2= (4 0))
]:

Az 1lj, v csiics v; lemdsoldsdval keletkezik. Az éleket eqymadstol fiiggetleniil, p valdszinfiség-
gel megtartjuk, 1igy, mint a PD-modellben ): ha (v;,v;) € E;_1, akkor p valdszintiséggel
d
(Ut, U]) S Et. Gt éf (‘/t/ Et)
Valédi iker—vdltozat: 1 valésziniiséggel (vt,v;) € Ey.

Hamis iker-vdltozat: (v;,v;) ¢ Ej.

A csticsmdsolds nem csak egyesével torténhet. Egy olyan modellt is bemutatok, mely-
ben egyszerre sok duplikacios 1épés egy idében torténik. Minden cstics egyidejtileg meg-

kett6z6dik, vagyis "gyereke sziiletik".

1.5.4. Modell. Szimultin duplikdciés modell [17]

Kiindulunk egy Gy, grdfbdl és minden lépésben minden csiics megkett6z6dik, a lemdsolt csii-
csokat sziil6knek, a mdsolatukat a gyerekeiknek nevezziik. (A tovdbbiakban ezt a széhaszndlatot
kovetem, a sziilo és gyerek alatt csiicsokat értek). Tehdt Gi-bdl Go; fejlodik egy lépés alatt, a meg-
kettdzbdések eqy id6ben torténnek (t > to) pozitiv egész).

o G csiicsait és éleit vdltozatlanul lemdsoljuk. A sziil6k kozott 1ij élek nem keletkeznek, a régi

élek meg0Orzddnek.

e Minden gyereket eqymdstdl fiiggetleniil B valdsziniiséggel él kot Ossze a sajdt sziilGjével.
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Minden gyereket eqymadstdl fiiggetleniil 7y valdsziniiséggel él kot dssze mds sziilovel, ha az

a sajdt sziilojének szomszédja volt G4-ben.

Bdrmely két gyereket is a tobbiektdl fiiggetleniil o valdszintiséggel él kot dssze, ha a sziileik

is szomszédosak voltak Gs-ben.

Az modellnek tehat harom paramétere van: &, B,y. A paraméterek fliggvényé-

ben a kisorsolt grafok fokszdmeloszlasaroél az alabbi tételek ismertek [17]:

1.5.1.

1.5.2.

(a)

(a)

Tétel. Legyen f = 0.

Ha (1+v)(a + ) < 1, akkor annak a valésziniisége, hogy egy egyenletesen kivdlasztott
cstics Gy-ben izoldlt csiics, tart 1-hez, amidén n — oo, a 0 fokui csiicsok ardnya G-ben tart

1-hez, 1 valdsziniiséggel.

Ha (1+v)(a+ ) > 1, akkor annak a valdsziniisége, hogy egy egyenletesen kivdlasztott

cstics Gy-ben izoldlt csiics, tart q-hoz, amidén n — oo, ahol q < 1.
Tétel. Legyen p > 0

Ha (1+)(a + ) < 1, akkor az modell dltal elbdllitott véletlen grdfsorozat ritka
grdfsorozat, ahol az definiciéban egyenldségben 1 valdsziniiségii hatdrértéket
vesziink.

A hatdreloszlds,(p) k>0 ey olyan X valdszinfiségi vdltozo eloszldsa (vagyis P(X = k) =
px), melynek véges p-edik momentuma van, ha (1 + a)?P + (a 4 y)P < 2 és nem véges a
p-edik momentuma, ha (1 + a)? + (a 4+ y)P > 2.

Ha (14 v)(a+ ) > 1, akkor (1.2) egyenldségben szintén 1 valdszinfiségli hatdrértéket

véve py = 0 minden k-ra.

Fontos kovetkezménye az (a) pontjanak, hogy az modell véletlen graf-
sorozata skdlafiiggetlen gréfsorozatot allit el6 az definici6 értelmében, T = p —1
kitev6vivel, ahol p teljesiti a (1 + a)? + (a + )P = 2 egyenlGséget. Az (a) pontja

alapjan tudjuk erre a p-re, hogy minden q < p-re létezik a g-adik momentum, g > p-re

viszont nem létezik. Ehhez az kell, hogy Y pik7 < 00 & (g < p) teljestiljon, ehhez pedig
k>0

pont az kell, hogy pi ~ Ck~(P*1) igaz legyen.
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2. fejezet
A jarvanyterjedés modellezése

A jarvanyterjedés, egy adott grafon, vagy egy éppen fejlddé grafon végbemend szto-
chasztikus folyamat. Alkalmazdasa egy konkrét betegségtdl kezdve az internetes viruso-

kon at akdrmilyen informdciéterjedésként értelmezhet folyamatra torténhet.

2.1. Kontakt folyamat és jarvanyterjedési kiiszob

A kontakt folyamat a SIS (susceptible-infected-susceptible) modellek csaladjaba tartozik.
Ez azt jelenti, hogy a graf cstcsainak két allapota van, fert6zott és egészséges allapot.
Egy adott t id6pillanatban két csoportra oszthatéak a csticsok allapotaik szerint; beteg
és egészséges csticsok halmaza. Az idd véltozasaval az egészséges csticsok halmazabdl
el6szor vagy ujra a beteg csticsok halmazdba keriilhetnek a csticsok, a fert6zottek pedig
meggyogyulhatnak, vagyis dtkeriilhetnek az egészségesek halmazaba.

A kontakt folyamat egy olyan jarvanyterjedési modell, melyben a megbetegedett csii-
csok meggyogyuldsaig eltelt id6 exponencidlis eloszlast, 1 paraméterrel, tehat atlagosan
1 id6egység mulva bekovetkezik a gyogyulds. Ekkor azt mondjuk, hogy a meggyo6gyu-
las ratdja 1. Az egészséges csticsok ugyancsak exponencidlis eloszlas szerinti id6 elteltével
fert6z6dnek meg, de a beteg szomszédaik szdmaval ardnyos paraméteri exponencidlis
eloszlast kovetve. Ez az ardnyossagi tényez6 egy rogzitett A valds szam, mely a jarvany-
terjedés egészére jellemz6 paraméter, minden csticsra minden ¢ id6pillanatban allandé.
Tehat a megfert6z6dés rataja A|N(v)|, ahol N(v) a v cstcs beteg szomszédainak halmaza
a grafban.

A legkdnnyebben elképzelhet6 példa egy kontakt folyamattal leirt terjedésre egy in-
ternetes virus terjedése. A szamitégépeken lev virusirté szofterek idérdl idére kisztirik
a virust, azonban nem 6vjak meg a szamitégépet attdl, hogy djra megtamadja ugyanaz a

virus, és a kdvetkezd ellendrzésig megint fert6zotté valhat.[9]
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2.1.1. Definicié (Kontakt folyamat). [9] p.7.

Adott eqy G = (V,E) grdf, V a csiicsok, E az élek halmaza, valamint egy A paraméter.
A kontakt folyamat egy n; folytonos paraméterii Markov-folyamat, mely Yv € V csiicshoz a
t id6pillanatban 0 vagy 1 értéket rendel. (Igy az egész grdfhoz hozzdrendel egy |V| dimenzids
0/1 vektort.) Ha v csiics egészséges, akkor 1;(v) = 0, ha fertdzott, akkor n;(v) = 1. Igy u;
tulajdonképpen az A = {v € V|ni(v) = 1} halmaz dltal egyértelmiien meghatdrozott. Az A
halmaz tehdt a fert6zott csiicsok halmaza, V' \ A az egészséges csiicsokat tartalmazza.
A— A\{v} VoeA 1 rdtdval

Az dtmeneti rdtdk:
A—AU{v} Yo¢g A A - |N(v)| rdtdval

A kontakt folyamat tehat értelmezhets egy vektorértékii, vagy egy halmazérték (A;)
sztochasztikus folyamatként is.

Belathato, hogy véges grafokban 1 valdszintiséggel kihal a kontakt folyamat altal mo-
dellezett fert6zés. Ennek az az oka, hogy egy rogzitett N csticsbol dll6 grafban annak a
val6szintisége, hogy minden cstics meggyodgyul, és egy élen sem terjed tovébb a fert6zés,
akarmilyen kis At intervallumra pozitiv, hiszen kiilon-kiilon egy csticsra és egy élre a
gyogyulasnak, illetve a nem fert6zésnek a valdszintisége pozitiv, valamint a csticsok egy-
mastol fliggetlentil gyogyulnak, az élek egymdstol fiiggetleniil fert6znek. Ezért egy fix, N
csticsu gréafra a At intervallumon bleiili kihalds valészintisége alulrél becsiilhetd egy csak
N-t6l fiiggd konstanssal. Ezért 1 val6szintiséggel valamely elég nagy t-re bekovetkezik a
kihalas. Vagyis ha T elég nagy, akkor AT = @, a T id6pillanatban a fert6zott csticsok hal-
maza tires. A kihalds utdn mér nincs él, amely fert6zott és nem fert6zott csticsok kozott
megy, tehat a fert6zés nem tud tovabb terjedni, azt mondjuk, hogy a fert6zés kihal. (Ez
forditva nem igaz, ha az 0sszes cstcs fert6zott, akkor is 1 ratdval meggyogyulnak.) Ezért
véges grafok esetében a betegség kihaldsashoz sziikséges id6intervallum hosszat szokés
vizsgalni. Ha egy adott betegség terjed a grafban és a kihaldsdig eltelt id6 valamilyen
exponencidlis fiigguénye a csticsszamnak, akkor azt mondjuk, hogy a betegség exponenci-
alis sebeséggel halt ki. Mivel a jarvanyterjedés egy véletlentdl fiigg6 folyamat, ezért ha
egy konkrét kimenetele esetén a kihaldsig eltelt id6 exponencidlis a csticsok szdmaban
(vagy esetleg még ennél nagyobb nagysagrendti), akkor a betegségbdl jarvany alakult ki.
Masképp fogalmazva, ha a kihalds szuper-polinomidlis fliggvénye a csticsok szamanak,
akkor beszélhetiink jarvanyrél ([9] p.2.,7). Ennek alapjan vizsgélhatjuk azt az egyes graf-

modellekben, mennyi annak valészintisége annak, hogy egy betegség jarvannyd alakul.

2.1.2. Definicié (Jarvanykiiszob véges grafokra, kontakt folyamatra). A jdrvinyterjedési
kiiszob az a A. szdm, melyre teljesiil, hogy minden A > A. paraméterii kontakt folyamatra igaz,

hogy pozitiv valdszintiséggel a kihalds a szuperpolinomidlis sebességii a csiicsok szdmdban.

Ha a fert6z6dés ratdja nagyobb, akkor a megfert6z6déshez sziikséges varhat6 iddtar-
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tam csokken, hamarabb fert6z6dik meg az egészséges cstics, vagyis nagyobb a fert6zés
val6szintisége. Tehat minél nagyobb a A paraméter értéke, anndl hamarabb fert6z6dnek
meg az egészséges csticsok, Tehat minél nagyobb a A értéke, annal tobb id6t vesz igény-
be, hogy az dsszes cstics meggyodgyuljon és kihaljon a jarvany. Egyrészt ez indokolja azt,
hogy legalidbb exponencidlis gyorsasdggal n6jon a kihaldshoz sziikséges id6, tehat minél
gyorsabban nd ez a fliggvény a csticsok szamaban, anndl lassabban hal ki a fert6zés.
Masrészt ezek alapjan kereshetjiik azt a kritikus A értéket, melynél nagyobb paraméte-
r(i kontakt folyamatra legaldbb exponencialis nagysagrendben n6 a csticsok szaméval a
kihaldshoz sziikséges id6. Ebbdl lathato, hogy a definici6 val6ban értelmes.

Mivel az sok valédi hélézatra jellemzé a skélafiiggetlenség (1.1.2]), ezért természetes
kérdés az, hogy vajon hogyan viselkedik a kontakt folyamat skalafiiggetlen grafokra.
[9] f6 eredménye szerint, melyet részeletesebben a kovetkezd részben ismertetek,
barmely n-re létezik egy olyan A, kiiszobszam, hogy nagy valdszinfiséggel barmely A >
Ay fertézési rataval terjed6 kontakt folyamat konstans, pozitiv valészintiséggel jarvannya
alakul és A, 0.

Mivel a skalafiiggetlen grafok egyben ritka grafok is (1.1.I), vagyis a csticsok nagy
része korlatos fokszammal rendelkezik, ha n elég nagy, ezért el6szor érdemes megvizs-

gélni, hogyan viselkedik a kontakt folyamat egy korlatos fokszdmu grafban.

2.1.3. Allitas. [9] Lemma.5.1.

Ha G egy olyan grif, amelyben a csiicsok maximdlis fokszdma d, akkor annak a valdszintisége,
hogy valamikor is k-ndl tobb csiics lesz fertézott a grdfban, ¥ k-ra feliilr6l becsiilhets (41d)
értékkel.

Bizonyitas.

Feltehets, hogy Ad < 1, hiszen ellekez§ esetben (4Ad)* > 1 és mivel egy valdszini-
ségre adunk fels6 becslést, trividlis az 4llits.

Jelolje X = |A| a fert6zott cstucsok szamat barmely id6pillanatban. A kontakt folya-
mat esetében 0 annak a valészintisége, hogy egyszerre tobb esemény is bekovetkezzen a
csticsok gyogyuldsa és megfert6zédése koziil ugyanabban az idopillanatban. Ezért X is egy

exponencialis eloszldst id6kozonként valtozo folyamat, az aldbbi dtmeneti ratakkal:

X—=X-1 X rataval (2.1)
X—=X+1 AMc(A, A)| rataval (2.2)

Minden cstics gydgyuldsanak idépontja 1 paraméterti exponencidlis, ezért az X da-

rab cstcs egyikének gyogyuldsa (X csokken 1-gyel) exponencidlis eloszldsok minimuma,
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tehat szintén exponencidlis, a paraméterek pedig 6sszeadddnak, ezért X a rata. Ugyanez-
zel az érveléssel A|c(A, A)| paraméterti exponencialis eloszldsti annak az eseménynek a
bekovetkezési id6pontja, hogy az X cstics koziil az egyik megfert6ddzik (X + 1 eset). Itt
c(A, A) a fertézott és nem fertézott csticsok kozott mend dsszes él szama.

Mivel minden cstics foka legfeljebb d, ezért |c(A, A)| < Xd. Annak a val6szinfisége,
hogy X csokkenése kovetkezik be hamarabb,

Ale(A, A Ad
A|c(|A(,A)] ﬁx = Tad <M

Jelolje tovabba pys, azt a valdszintiséget, hogy X novekedése kovetkezik be hamarabb.

(Annak a valészintisége, hogy egyszerre kovetkezik be a két esemény, 0.)

Ahhoz, hogy X legalabb k legyen valamelyik idépillanatban, feltéve, hogy egyetlen
egy fert6zott cstcsbol indulunk ki, legaldbb k novekedés sziikséges az els6 2k 1épésben
(ellenkezd esetben az els6 2k 1épésben kihalt a folyamat, dgy, hogy X értéke sosem volt

k +1). Jeloljiik ezt az eseményt E-vel.

ko7 2k _ ko7 2k 22k
P(E) < lzo<l+k)<m>k“pﬁéésmd>k- 3 (,25) = 0 < @

O

Skalafiiggetlen grafok esetében a kovetkez6 allitds alapozta meg a tovabbi okfejtése-

ket [9], mely arrél szdl, hogyan viselkedik a kontakt folyamat egy csillagban.

2.1.4. Allitas. ([9])
Legyen G egy csillag, x a csillag kozéppontja, levelei pedig y1, . . . yi. Legyen t idGpillanatban
a fert6zott csiicsok halmaza Ay. Tegyiik fel, hogy Ao = x. Ekkor 3 C konstans, hogy

]P(Aexp(CkM) #©) =1-o(k).

Tehat egy csillagban nagy val6szintiséggel a csticsok szdmdban exponencialis ideig

talél a fert6zést.

2.2. Kontakt folyamat a Barabasi—Albert-modellben

A Barabasi—Albert-modellben kisorsolt grafokra igazolt az a meglepd tény, miszerint még
a legkisebb fert6zési ratdval rendelkez6 kontakt folyamat is pozitiv valdszintiséggel jar-
vannyéd alakulhat [9]. Fontos leszdgezni, hogy ez a fejezet a hurokél nélkiili Barabési-
Albert-modellben sorsolt grafon értelmezett kontakt folyamatrél szol, de a graf a
modell m{ikddési szabdlya szerint sorsolt grafot rogziti a jarvanyterjedés el6tt, és az a
kontakt folyamat soran mar nem vdltozik. Feltessziik tovabba, hogy t = 0 id6pillanatban

egyetlen egy cstcs fert6zott, jelolje r, ez a gyokér.
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2.2.1. Tétel. ([9] p. 5. Theorem 2.1.) Minden A > O paraméterre létezik egy olyan N kiiszob-
szdm, hogy ha eqy n > N méretil Barabdsi—Albert-grdfot vesziink és egyenletesen kivilasztunk
egy v csticsot ebbdl a grdfbél, akkor 1 — O(A?) valdsziniiségge v-re igaz, hogy egy v gyokerii

kontakt folyamat jarvinnyd alakuldsinak valdszintisége alulrdl becsiilhetd a

o (1)
/\ loglog ( % )
értékkel és feliilrdl becsiilhetd a
CZ log ( % )
/\ loglog ( % )

értékkel, ahol a konstansok nem fiiggnek A és n értékétdl.

2.2.2. Tétel. ([9p. 5. Theorem 2.2.) Minden A > O paraméterre létezik egy olyan N kiiszobszdm,
hogy ha egy n > N méretil, tipikus skdlafiiggetlen grifot vesziink, egyenletesen kivdlasztunk egy
v csticsot ebbdl a grifbél, akkor eqy v gyokerii kontakt folyamat jarvinnyd alakuldsdnak valdszi-
niisége alulrél becsiilhetd a A%-mal és feliilr6l becsiilhetd A“+-gyel.

Osszefoglalva a két tétel allitasat a kovetkezket mondhatjuk: A csticsok nagy részé-

log(/\’l)
loglog(A—1)

re, vagyis O(A%n) cstcs kivételével igaz, hogy P(J,) ~ /\®< ), ahol |, azt az ese-
ményt jeloli, hogy v csticsbél indulé kontakt folyamat szerint terjedd fert6zés jarvannya
alakul. A figyelmen kiviil hagyott O(A%n) szamt cstcs hatdsa az 4tlagos tulélés vals-
szintiségére jelentds, P(Jo)atlag ~ A, ahol P(],) atlag €ppen az a valdszintiség, hogy
egyenletesen valasztva egy v csticsot a betegségbdl jarvany fejlodik.

A két tétel kozti jelentds kiilonbség mogott az all, hogy ha egy A ~2-nél nagyobb fok-
szamu csucsbodl indul a fert6zés, akkor nagy valdszinfiséggel jarvannya alakul, viszont ha
A~1-nél jelent6sen kisebb fokszdmmal rendelkezé csticsbol, akkor nagyon gyorsan kihal

a fert6zés. ([9], p.3.)

2.2.3. Kovetkezmény. A Barabdsi—Albert-modellben sorsolt grdfokra a kontakt folyamatra vo-
natkozo jarvdnykiiszob, A, = 0. A ésa tételek kovetkezményeképp a jarviny kialaku-
ldsdnak valdsziniiségére also és felsd becslés adhatd A fiiggényében (A a szokdsos médon a kontakt
folyamatra jellemz0 paraméter). Az alsé becslés mutatja, hogy a jarvdny kialakuldsdnak valdszi-

niisége minden A > 0 esetén szigoriian pozitiv.

Az eredmények azért kotddnek a Barabasi—Albert-modellhez, mert a Barabasi—Albert-

grafra alkalmazhat6 Pélya-urna reprezentacié segitségével nagysdgrendileg megallapit-

hat6 egy cstics kornyezetében a maximalis fokszam, melyet a[2.2.1] és a[2.2.2] tételek bi-

zonyitdsahoz elengedhetetlenek. A bizonyitasrél, valamint a Pélya-urna reprezentéciérol
bévebben 1d.[9].
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A Pélya-urna reprezentdcié lényege, hogy minden urnaban az eddig ott lev golydk
szdma Nj, u pedig egy el6re rogzitett paraméter, akkor az Gj goly6 i. urndba val6 elhe-
lyezésének valdszinfisége ardanyos N; + u-val. Ezzel ismét ekvivalens az, ha minden ur-
ndhoz rendeliink egy p; paramétert, akkor az Gj goly6, az el6z6 1épésektdl fliggetlentil p;
valdszintiséggel keriil az i. urdnba. Pélya azt is meghatérozta, hogy u és { N;} fiiggvényé-
ben a hatdreloszlas milyen paraméteri  eloszlds. A Plya-urna reprezentdcié kapcsolata
a Barabdasi—-Albert-modellel a kovetkez6: minden 4j él behtizdsa az utébbiban megfelel
egy 1j goly6 i. urnaba val6 behelyezésével. A Pélya-urna reprezentécio segiségével egy
formalis definici6 is adhat6, mely ekvivalens az modell definici6javal és alapjdul

szolgédl a jarvanyterjedésrél sz616 6 eredmények bizonyitdsahoz [9].

2.3. Kontakt folyamat és skalafiiggetlen graf parhuzamos fejls-

dése

Egy tjabb és még fejlédésben 1évd teriilete a jarvanyterjedés matematikai tanulményo-
zasdnak azon modellek megalkotésa és vizsgdlata, melyek a jarvanyterjedési folyamatot
és a graf fejlédésének folyamatat parhuzamosan zajl6 folyamatként kezelik. Ebben a fe-
jezetben egy ilyen modellt, és egy jarvanyterjedéssel kapcsolatos eredményt ismertetek,
[18] alapjéan.

A graf fejlédése a most kovetkezd modellben graf éleinek behtizdsara, illetve torlésé-
re korlatozodik, tehdt nem a graf méretének novekedésével parhuzamosan vizsgalandé
a kontakt folyamat, hanem a kapcsolatok alakuldsaval. Ezt azért fontos hangstlyozni,
mert az 1. fejezetben ismertetett modellekben a kapcsolatok a graf novekedésével pér-
huzamosan fejlédtek, a graf méretének novekedésével parhuzamosan jottek létre Gj élek.
Most azonban rogzitjiik a graf méretét, és csak az élek valtozasa jelenti a graf fejlédését.

A modellalkotas sordn [18] harom feltételezéssel él, melyek alapjaiban meghatéroz-

zak a modellt.

o Az graf élhdlozatanak fejlédése fliggetlen a kontakt folyamattol
o Az élek fejlédése és a kontakt folyamat azonos iddskdlin mozog

e A cstucsoknak van egy hierarchidja, tin. er6ssége, mely az id6 soran nem véltozik.
Ezt az erdsséget hatdrozza meg a csticsok cimkézése; az alacsonyabb cimke erésebb
csticsot jeldl, bel6le nagyobb valészintiséggel htizunk élt. Tehat a cimke bizonyos
értelemben hasonlit az részben szerepld fitness értékhez, hiszen iddben nem
vdltozik és befolyasolja a kés6bbi élek csatlakozésat az adott csticshoz. (De a fitness

érték minél nagyobb, anndl nagyobb valészintiséggel csatlakozik él a csticshoz.)
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2.3.1. Modell. Legyen (G;)¢>0 egy olyan grdfsorozat amelyre Gy = (V, E;), V a csiicsok halma-
za, Ey pedig az élek halmaza (t egy folytonos id6 paraméter). A csiicsok halmaza tehdt fix, ¥V t-re
azonos, az idd elérehaladtdval se nem nd, se nem csokken a csiicsok szdma. A csiicsokat cimkékkel
latjukel, V.= {1, ... N}. A cimkézés szintén vdltozatlan a grdf fejlédése sorin, nem fiigg t-t6l. Az
élek halmaza, E;, viszont az idG elteltével a véletlentdl fiiggd mddon vdltozik. Rogzitsiik tovdbbd
B >06és1> v > 0 paramétereket.

At = 0 esetben Gy = (V, Ey) véletlen grdf, amelyre az élek eloszldsa a kovetkezGképpen

alakul; ¥ {x,y} C V rendezetlen csiicspdr kozott a tobbi a tobbi csiicspdrtdl fiiggetleniil py,

27—1
pxy:min{ﬁN ,1}.
5 x’Yy’Y

At > 0 esetben a Gy grif éleinek fejlodése a kovetkezo szabdly szerint alakul: minden csiics

valdsziniiséggel fut él, ahol

egymdstdl fiiggetleniil k rdtdval frissiti a szomszédait. Az x cimkével elldtott csiicsbdl a frissités
esetén V'y € V '\ {x} csiicshoz egymdstol py., valdszintiség valésziniiséggel hiizunk élt; fiigget-

leniil egymdstdl és az addig jelenlevd élektdl.

A grifon az eldbb leirt fejlédési folyamattol fuggetlenil eqy fert6zés a kontakt folyamat
a definicidja szerint zajlik, jelolje ezt 1;.

Korabbi munkak alapjdn Go fokszdmeloszlasa hatvanyrendben cseng le, T = 1 + %
kitevével, s6t a hatvanytorvény V G; grafra teljesiil ugyanazzal a T-val [18], [19].

Ugyantgy, mint a nem fejl6d6 grafon végbemend kontakt folyamat esetén, ebben a
modellben is elmondhaté, hogy ha N < oo, akkor a kontakt folyamat 1 valészintiség-
gel kihal; vagyis 1 valdszintiséggel V v cstuicsra 17;(v) = 0, ha t elég nagy. Ezért itt is azt
érdemes vizsgalni, hogy a kihalds mikor kovetkezik be, jelolje ezt az id6pontot a tovab-
biakban T,y;.

A 6 eredmény, mely a kontakt folyamatrél ismeretes a modellben, azt mondja
ki, hogy ha v > %, akkor barmilyen A paraméterti kontakt folyamat legaldbb exponencia-
lis ideig fennmarad a grafban. Ha azonban y < 3, akkor megfelelden kicsi A paraméterti
kontakt folyamatra a kihalas legfeljebb N 2 nagysagrendi idén beliil bekovetkezik. Mivel
a7y < % feltétel ekvivalens azzal, hogy T > 4, ezért a modell szerint létrejovs skalafiig-

getlen graf hatvanykitevjével is megfogalmazhat6 a tétel. [18].

2.3.1. Tétel. A modellben tegyiik fel, hogy t = 0 id0pillanatban minden csiics fertozott;
7i(x) =1V1 < x < N-re.

(a) v > %((:) T < 4) és tetszbleges B, A pozitiv paraméterek vdlasztdsa esetén 3 C konstans,
hogy VN > 0-ra teljesiil:
P(Toxt < eCN) <e N (2.3)

34



(b) v < %(@ T > 4) esetén 3 A. > 0, hogy ¥V A < A paraméterti kontakt folyamatra 3C
konstans, hogy
E(T.xt) < CVN.

Ahelyett, hogy konkrét kimenetelekr&l dllapitjuk meg, hogy egy betegség jarvannya
alakult-e vagy sem, érdemesebb ennek az eseménynek a val6szintiségét vizsgalni, mint
azt mar az el6z06 alfejezetben is tettiik. Bevezetek ezért egy altalanos definiciét, mely szto-
chasztikus értelemben definidlja, mit jelent az, hogy egy eseményrendszer bekovetkezése

exponencidlis ideig teljestil.

2.3.2. Definici6. Egy (At)i>0 eseményrendszer bekovetkezése exponencidlis idejil, ha 3 ¢ > 0

univerzdlis konstans, hogy V N-re

IP< N As> >1—e N, (2.4)

SSECN

A (2.4). egyenlettel ekvivalens:

1—]P< N As>:]l°<ﬂ As)zlP< U As> <e N (2.5)
s<ecN s<ecN s<ecN
Legyen most A; = {Jv € V|n(v) = 1}, vagyis az az esemény, hogy a t idépontban
még nem halt ki a jarvany. Ekkor A; azt az eseményt jel6li, hogy a t. id6pontban mar
kihalt a jarvany. Vagyis az egyenlet bal oldaldn pontosan annak a val6szintisége all,
hogy T = ¢V id6 el6tt kihal a jarvény.

2.3.3. Kévetkezmény. Tétel (a) rész < v > (< T < 4) és tetszbleges B, A pozitiv
paraméterek vdlasztdsa esetén a kontakt folyamat a modellben exponencidlis ideig fennmarad
(nem hal ki).

2.4. Kitekintés mas jarvanyterjedési modellre

A kontakt folyamat, mint jarvanyterjedési modell meglehet6sen bonyolult és a model-
lezés szempontjabél nem kényelmes, mert a jarvanyterjedést folytonos paraméterti fo-
lyamatként kezeli. Ezért vagy valamilyen értelemben a diszkretizéltjat vessziik ennek
a folyamatnak (Id. a 3. fejezetben), vagy egyszertibb, diszkrét id6ben fejl6ds jarvany-
terjedési modelleket vizsgalunk. Diszkrét paraméterti jarvanyterjedési modellre példa a
Reed-Frost-modell, illetve annak egy moédositott véltozata nem homogén populdciora.
Ez a modell azért kapott itt helyet, mert a klaszteresedési egyiitthat6 és a jarvanyterje-
dés kapcsolatot elsd izben vizsgaltdk ebben a modellben, mely a 3. fejezetben taldlhat6

szimulaci6 egyik kozponti kérdése.
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2.4.1. Modell (Reed-Frost inhomogén populaciéban). [20] Jelolje (¢;)i>0 a Reed-Frost-féle
diszkrét idejti jarvanyterjedési folyamatot, ahol t nemnegativ egész. Adott eqy G = (V, E) grdf,
V a csiicsok, E az élek halmaza. Hasonléan a kontakt folyamathoz, &(v) = 1, ha v € G fertbzott,
¢i(v) = 0, ha v egészséges és legyen &i(v) = —1, ha immunis, vagyis tobbet nem fert6z6dhet
meg. Ha egy csiics immunissd vdlik, akkor tulajdonképpen kilép a jarvdinyterjedési folyamatbol.
A t + 1. lépésben minden v beteg csiics, eqymdstol fiiggetleniil, p valdsziniiséggel adja to-
vdbb a fertdzést a még nem fertdzott szomszédainak, majd kilép a jarvdnyterjedési folyamatbol

(immunissd vdlik.) Vagyis ¥ {v,u} € E csiicspdrra egymdstdl fiiggetleniil:

&1(v) = 1,8(u) = 0= P(Ga(u) =1) = p,
valamint ¥ v-re, amelyre §y(v) = 1, arra &1(v) = Gr42(v) = ... = —1, vagyis a v csiics

immunissd vilik a fert0zésre.

Ez a modell az el6z6ektdl eltéréen egy SIR-modell, mert a csticsoknak harom élla-
pota is lehetséges, fert6zott, egészséges és immunis. A folyamatbodl valé kilépés miatt
legfeljebb |G| 1épésben véget ér a jarvanyterjedési folyamat; vagy minden cstics meggyo-
gyul, vagy csak fert6zott csticsok maradnak a folyamatban. Tehat azt mondjuk, a jar-
vanyterjedési folyamat véget ér, ha vagy csak egészséges és immunis, vagy csak fert6zott
és immunis csticsok maradnak. Fontos, hogy mig az el6bbi esetben a teljes graf meggyo-
gyul, addig az utébbiban a grafnak egy pozitiv hinyada valt fert6zotté, hiszen bizonyos
csticsok immunissa valtak a fert6zésre. Ezért a jarvanyterjedési kiiszob definicidja
itt nem értelmes. Ezért ebben a jarvanyterjedési kiiszob helyett azt az Ry értéket szokds
vizsgdalni, mely a varhat6 értéke annak, hogy egy egyenletesen valasztott cstics ha meg-
fert6z6dik, hany cstcsnak adja at a fertézést. Nagy jdrvinykitorésnek pedig az felel meg, ha
|G| — oo esetén egy tobbé-kevésbé determinisztikus pozitiv hanyada kert6z6dik meg a
graf csicsainak, melyre rdrakédhat egy kis rendti Gauss-zaj. Tétel mondja ki, hogy nagy
jarvanykitorésnek akkor és csak akkor pozitiv a valészintisége, ha Ry > 1 [21].

Vegyiik most a Reed-Frost-modellt. Tegyiik fel, hogy kezdetben 1 véletlenszeriien vd-
lasztott csiics fertdzott. Rogzitsiink tovabbd egy n csticsti grafot. Ekkor az els6 1épésben a

megfert6zott csticsok szamdnak varhato6 értéke kifejezhetd a kdvetkezdképpen:

Ry = ) di (2.6)

Ha egy adott véletlen grafmodellben dolgozunk és 1 i d; csak a modell paramétereinek
figgvénye, akkor értelmes kérdés lehet, hogy rt')gzitze:t’g paraméterek esetén melyik az a
legkisebb p valészintiség, melyre Ry > 1. (Vagy ha nincs legkisebb ilyen p érték, akkor
ezek infimumat vizsgalhatjuk, vagyis azt, hogy melyik az a legkisebb p érték, melyre mar

nem teljestil.) A tovabbiakban ezt a kiiszobot nevezem jarvanykitorési kiiszobnek.
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A jarvéanyterjedés és a klaszteresedési egyiitthaté kapcsolatat [20] szerzdi egy olyan
véletlen grafmodellben vizsgaltdk, melyben egy G, graf n darab csticsdnak mindegyikére
egyforman teljesiil, hogy mind az m csoportnak egymastdl fiiggetleniil r valoszintiséggel
tagja. Itt m = |Bn"| és ahhoz, hogy a klaszteresedési egyiitthat6 kalibralhat6 legyen a
modellben, « = 1-et feltételeznek.

Jelolje ¢ = V}l_r}r.}o cy, ahol ¢, a fenti véletlengraf modellben egy n méreti grafban azt
a feltételes valészintiséget, hogy két cstcs kozott él fut, feltéve, hogy van legaldabb egy
kozds szomszéduk. Ez tulajdonképpen egyfajta elméleti klaszteresedési egyiitthato, de
az definici6tél abban kiilonbozik, hogy nem a konkrét, kisorsolt n méretii grafok
klaszteresedési egyiitthatdja, hanem a modell alapjdn kénnyen szdmolhaté elméleti va-
16szinfiség, a kisorsolt graf figyelembevétele nélkiil. A konkrét modellben & = 1 esetén
c= ﬁ

A [20] &ltal ismertetett modellnek tehét 2 szabad paramétere van,  és -y, Ezekkel
Ro és c kifejezhetd. A szerz6k egy cstcs fokszamanak aszimptotikus véarhaté értékét is
rogzitik, By?. Mindezen feltételezések mellett a kovetkezd llitast fogalmazzak meg: az
aszimptotikus klaszteresedési egyiitthat6 (c) novelésével Ry értéke is nd, tobb kiilonbo-
z6 p paraméterti Reed—Frost-féle jarvanyterjedés esetén ([20], p.13. fels6 abra). Ebbdl vi-
szont (2.6). alapjan az kovetkezik, hogy egy rogzitett n cstcst grafban p kiiszobértéke, a
jarvanykitorési kiiszob csokken.

A jelenség heurisztikus igazolasaképp a kovetkezd magyardzat adhaté: ([20] p. 14.)
a klaszteresedési egytitthaté novekedése ebben a konkrét modellben azt vonja maga utan,
hogy a csticsok kevesebb, de nagyobb csoportok tagjai. Ebbdl viszont az kovetkezik, hogy
kisebb valoszintiséggel kertilik el a fert6zést, vagyis a jarvany konnyebben elterjed [20].
Tehat egy nagyobb paramétertartomanyra kell teljesiilnie, hogy pozitiv valészintiséggel
jarvany tor ki. Kovetkezésképpen a jarvanykitorési kiiszob csokken.

Ez ut6ébbi eredmények aldtdmasztjak, hogy érdemes a klaszteresedési egytitthato fiigg-

vényében vizsgalni a jarvanyterjedési folyamatot, mely a kovetkez6 fejezetben ismerte-

i=1

n
tett szimuldci6 egyik célja. A 2.6 egyenletben szerepld % ). d; mennyiség pont az élstir{i-
ség, melynek rogzitése a szimuldcié soran is felmeriil majd.
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3. fejezet

Szimulacio - jarvanyterjedés a

duplikacios modellben

A duplikéaciés modellben sorsolt grafokon valé jarvanyterjedésrél nem sziilettek még el-
méleti eredmények, ezért itt volt helye a szimulaci6 elkészitésének, amelynek segitsé-
gével azt reméltiik, képet kaphatunk arrdl, miként befolyasoljdk a duplikdciés modell
paraméterei, vagy a kisorsolt graf paraméterei a jarvanyterjedés folyamatat.

A f6 cél a grafban taldlhaté csoportosuldsoktdl valo fliggés vizsgalata volt, ezért esett
a vélasztas a duplikaciés modell szimulacidjanak elkészitésére, melynek sorsoldsi szaba-

lya el6segiti a klikkek kialakuldsat a véletlen gratban.

3.1. Az altalanos duplikaciés modell szimuldciéja

Az modell szimul4cidja sordn els6ként ki kellett valasztani, mi legyen a kiindulési
graf, Go. Az dltalam megval6sitott szimuldciéban egy haromszogbdél indulok ki, tehéat az
els6 harom cstics automatikusan 0ssze van kotve a maésik kettével. Tehdt tg = 3, Gy, =
(V3,{v1,v2},E3), ahol V3 = {v1,vp,v3}, E3 = {{v1,v2},{v1,v2}} és t > 4-re alkalmazom
a duplikaciés modell fejlédési szabalyat.

A mésik felmeriil6 kérdés, hogy az a; illetve a; véletlenszertien egyenletes eloszlas
szerint valasztott csticsot vajon visszatevéssel, vagy visszatevés nélkiil valasztjuk-e. Méas-
képpen fogalmazva, megengediink-e a grafban tobbszoros éleket? Ezt a kérdést tulajdon-
képpen maér az definici6 kimondasaval tisztaztam, inkabb csak még egyszer hang-
stilyozom. Az altalam megvaldsitott szimuldciéban, mely az els6 médositast alkalmazza
csak, ezeket a csticsokat visszatevés nélkiil valasztom, tehat nem engedek meg tobbszo-
r0s éleket. S6t, az altalanos duplikdciés modell dltalam ismertetett definicidja alapjan hu-
rokélek sem fordulhatnak el6 a grafban, mivel a ¢. cstics szomszédai kizérdlag az el6z06,

t — 1 cstcs kozil keriilnek ki.
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Tovéabbi problémaként felmeriilt, hogy t < a; illetve t < a; esetén, visszatevés nélkiil
nem tudok egyenletes eloszlas szerint elegend6 szamu cstcsot vélasztani; ekkor az alta-
lam készitett szimuldciéban az 1. médositas beépitésével az esetleg 1étrejové izoldlt cstics
az sszes kordbbival dsszekottetésbe kertil.

A duplikaciés modell és az ennek segitségével kisorsolt grafokon valo jarvanyterjedés
szimulacidjat R-ben készitettem.

A program harom {6 részre tagolodik:

o A véletlen gréf sorsoldsa a duplikdciés modell szerint

o A grafra jellemz{ élstir(iség és klaszteresedési egyiitthaté kiszdmolasa
e A jarvanyterjedés szimuldcidja

(A forraskod megtaldlhat6 az |Alfliggelékben.)

3.1.1. A véletlen graf sorsolasa — a duplication fiiggvény

A grafot szomszédsagi lista segitségével tarolom. Egy G grafot egy olyan lista jellemez,
melynek az i. eleme szintén egy lista, mégpedig az i. cstics szomszédainak listéja. Alta-
laban a keletkezett grafok szomszédsagi matrixa egy jellemz&en elég ritka matrix, ezért
volt optimalisabb listdkat hasznalni.

Az els6 harom lépést kivéve (legydrtom a haromszognek megfelel éllistat), a 4. 1é-
péstdl kezdve a program minden 1épésben meghivja a duplication fiiggvényt. Ennek a
fiiggvénynek 5 paramétere van: X a graf szomszédsagi listaja, q, r és a; a duplikaciés
modell definiciéban szereplé paraméterei, valamint t, a graf aktudlis mérete.

A duplication figgvény ismételt meghivasaval a véletlen graf fejlédése modellezhetd.
A forraskédban a lepes véltozoé jeldli a graf maximalis méretét, vagyis azt, hogy hany
csticsu grafot sorsolunk ki a duplikdciés modell segitségével.

Osszefoglalva tehat a végleges, kisorsolt graf 4 paramétertdl fiigg, melyeket az alabbi

moédon vélaszthatunk meg:

e a g ésr paraméterek, melyek valdszintiségeket jelolnek, tehat g, 7 € [0,1] valos érté-
kek

e N € INés N > 4,a graf végs6 mérete

e 11 € IN, érdemes N-hez képest kicsinek véalasztani

G (g,7,a1,N) az éltaldnos duplikaciés modell definicidja szerint sorsolt véletlen
graf.

39



3.1.2. A médositas szerepe

Annak érdekében, hogy ne keletkezzen til nagy szdmban izoldlt cstcs, sziikség volt
az definiciéban szerepld |1} médositas beépitésére a szimuldcidban.

A fokszamok eloszlasa

40 50
|

Cslcsok szama
30
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10

o 20 40 &0 20 100

Fokszam
3.1. dbra. Egy médositas beépitése nélkiil sorsolt graf fokszameloszlasa

A 3.1} oszlopdiagram egy, a program segitségével sorsolt 500 csticst graf fokszdmel-
oszlasat mutatja. A vizszintes tengelyen latahatoak az el6fordulé fokszamok, a fliggole-
ges tengelyen pedig az, hogy adott fokszamu csticsbdl hany darab taldlhat6 a kisorsolt
grafban.

A szimuldaci6 elkészitése sordn az elsd kit(izott cél az volt, hogy a program segitsé-
gével olyan gréfot tudjunk sorsolni, amelyben létrejonnek csoportosuldsok a grafban, hi-
szen majd kés6bb ezek hatdsat szeretnénk megfigyelni a jarvanyterjedésre vonatkozoéan.
A csoportosuldsok megfigyelésére szolgalé mennyiség az tn. klaszteresedési egytitthato,
melynek az szerinti definicidjaval fogok dolgozni. Kiemelendd, hogy a klaszterese-
dési egyiitthaté c = 3, ahol h a grafban taldlhaté haromszogek szama w pedig a cseresz-
nyék szama és ez a ¢ szdm annak a val6szintisége, hogy két véletlenszertien kivalasztott
illeszked? él egy haromszoget alkot.

Valédi halézatok (pl. biolégiai és szadmitdgépes halozatok, repiil6térhalézatok) klasz-
teresedési egyiitthat6jarol [8] tartalmaz adatokat. Figyelembe véve ezeket a tapasztalati
értékeket a kitlizott cél az volt, hogy a sorsolt graf klaszteresedési egyiitthatéja 0.1 és 0.3
kozé essen és igy a valédi hadl6zatok esetében tapasztalt értékekkel azonos nagysdgrendii

legyen.
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Mig a duplikdciés modell médositds nélkiili valtozatdban a nagyon kicsi g és r para-
méter sem vezetett célra, a klaszteresedési egytitthaté mar egy 500 csticsti grafban is joval

0.1 ala csokkent, és ott is maradt, ez lathat6 a abran.

Klaszteresedés

1.0

o8
1

0.6
1

Klaszteresedési egytthatd

0.2
1

oo
1

T T T T T T
0 100 200 300 400 500

Iddigraf mérete
(a) Médositas beépitése nélkiil

Klaszteresedés

1.0

0.8

Klaszteresedési egytthatd

0 100 200 300 400 500

Iddigraf mérete
(b) Médositas beépitése, a; = 10,4 = 0.2,r = 0.8

3.2. dbra. Klaszteresedési egyiitthat6 az id6 fliggvényében

Ahhoz, hogy a klaszteresedési egyiitthaté 1000 csticsti graf esetén és 0.1 és 0.3 kozé
essen, sziikség volt az definiciéban szerepl6 médositdsok valamelyikének beépitésé-
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re; én az 1. szdmu modositast valasztottam. A moédositds beépitésével mar elérhetd, hogy
a klaszteresedési egytitthat6 a kivant értékek kozott maradjon, kis g, de nagy r paramé-
ter valasztdsa esetén. Az &ltalam kiprobalt esetek koziil g = 0.2 és r = 0.8 paraméterek
valasztdsa esetén a klaszteresedési egytitthat6 az 500 cstcsu grafok vizsgalata sordn 0.1
felett maradt, 5-b6l 4 graf esetén, és az egy kivételes esetben is csak kicsivel ment a 0.1
szint ala, ezt szemlélteti a[3.2b] 4bra.

A fent dbréazolt esetekben mind egy 500 cstcsu grafot kaptunk a sorsoldssal. Felme-
riilhet a kérdés, hogy mivel lathatjuk, hogy a klaszteresedési egyiitthato a graf méretének
novekedésével egyre lassabban, de folyamatosan csokken, vajon megfelelé méretti grafo-
kat sorsoltunk-e a valédi hdl6zatok modellezéséhez. [8] alapjan az ott szerepl6 halézatok
élszdma 10° és 10% nagysagrendek kozé esik, ezért célszer(i ellen6rizni, hogy a kisorsolt
500 csticst grafok élszama megfelel6 nagysagrendii-e.

A program gyorsitasa utan ezt ellendriztem és 1000 darab kiilonb6z6, egymastol fiig-
getleniil véletlenszertien sorsolt 500 cstics graf esetén azt tapasztaltam, hogy az élek sz&-
ma 10* nagysagrend(i volt (4tlagos élszdm a grafokra: 6033.92), valamint ezekre a végle-
ges klaszteresedési egyiitthat6 is tobbségében 0.1 és 0.3 kozé esett (klaszteresedési egyiitt-
hatok atlaga: 0.1393997). A és a abrak alapjan az is latszik, hogy a klaszterese-
dési egyiitthat6 az id6 el6rehaladtaval egyre kevésbé csokken.

Tehat mondhatjuk azt, hogy a valos halézatokra [8] alapjan jellemz6 klaszteresedési
egytitthat6t tudunk elérni a sorsolt grafokban a médositott duplikdciés modell szimulé-
cidjanak segitségével.

A Kklaszteresedési egyiitthatd kiszamitasdnak gyorsitdsdban kulcsszerepet jatszott a
mapply és az intersect fliggvények hasznalata. A clustering figgvény a hdromszogek és a
cseresznyék Osszeszamoldsaért felel. A haromszogszamoldsnél végigmegy minden cstics-
nak minden szomszédjén, igy ezekre a csticspdrokra kiilon kiilon a szomszédlistak met-
szetével noveli a haromszogek szdmat tartalmazoé véltozot (itt hasznaljuk az intersect
fiigguényt). Igy a hdaromszogek szdmanak haromszorosat kapjuk, pont ez szerepel a klasz-
teresedési egyiitthatoban. A cseresznyék szama a tapasztalati fokszdmeloszlds-vektorbol
(minden cstics szomszédainak szamat tartalmazza), melyet a fokszameloszlas fiiggvény al-
tal megkapunk, mar egyszer(ibb, e kett6b6l pedig megkaphat6 a klaszteresedési egytitt-
hato.

A mapply figgvény segitségével tobb, esetemben 1000 graf klaszteresedési egyiittha-
téja konnyen és gyorsan kiszdmithatd. Az 1000 graf szomszédsagi listajat tarolva egy
Gjabb listdban, valamint ezek fokszameloszlds-vektorait egy masikban, a hdrom fiigg-
vényt, clustering, elszam, elsuruseg fliggvényeket ezen listak paronként megfelel elemeire
kell alkalmazni. Ez a mapply fiiggvény segitségével igen gyorsan lefut. Az eredményeket

egy 1j, 1000 elemii vektorban kapjuk.
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3.1.1. Megjegyzés. A klaszteresedési egyiitthaté idObeni vdltozdsdnak vizsgdlatihoz minden Ié-
pésben a program ijraszdmolta a klaszteresedési egyiitthatot, ez hosszil futdsidot eredményezett.
(Igaz, a dinamikus médon valé szdmitds csokkenthette volna a futdsidlt, az intersecct fliggvény
alkalmazdsdval egyiitt.) A mddositds szerepének vizsgdlatakor, valamint a megfeleld paraméter-
bedllitdsok kereséséhez tehdt, amikor még az iddbeni vdltozdst is figyelni kellett, csak viszonylag
kevés, ot grdfot vizsgdltam eqyszerre. A modositds sziikségességére azonban mdr kevés adatbol is
fény deriilt. Ha azonban mdr csak a grif végleges klaszteresedési eqyiitthatdjdt akarom ellendrizni,

azt mdr 1000 grdfra is konnyen elvégzi a program.

Tovéabbi érdekességként elkészitettem egyetlen, az altaldnositott duplikdciés modell
altal g = 0.1 és r = 0.9 paraméterbedllitidsok mellett sorsolt 500 csticst grafora az
alfejezetben targyalt mennyiségekre a tapasztalati fokszameloszlds log-log dbrajat; log k
fiiggvényében dbrazoltam a log Ny mennyiséget, ahol N a k fokszu cstcsok szdma a graf-

ban.

Log-log plot a médositott altalanos duplikaciés modelire
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3.3. dbra. Log-log plot a duplikdciés modellben
A abra alapjan a kisorsolt graf nem tfinik sem ritka, sem pedig skalaftiggetlen

grafnak, hiszen nagy ardnyban vannak jelen a nagy foku csticsok és az dbra nem kozelit

egy egyeneshez sem.
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3.2. A jarvanyterjedés modellezése

A duplikaciés modell alapjan kisorsolt grafokon az aldbbi jarvanyterjedési modellt szi-
mulaltam.

A jarvanyterjedés koronként zajlik, vagyis diszkrét paraméterti sztochasztikus folya-
mat, jelolje y¢, ahol t pozitiv egész, u; pedig a fert6zott csticsok halmaza altal egyértelmi-
en meghatarozott diszkrét paraméterti Markov-folyamat (hasonléan, mint a defini-
ciéban 74, a modellben ;). Ha egy v cstics fert6zott, akkor p;(v) = 1, ha v egészsé-
ges, akkor y;(v) = 0. Minden korben egy fert6zott cstcs a tobbitdl fliggetlentil, rogzitett
p valoszintiséggel meggyodgyul és a graf minden élén, mely egy fert6zott cstcsot egy
egészséges csuccsal kot Ossze, szintén egymadstdl fiiggetlentil, s valoszintiséggel terjed
tovabb a fert6zés. fgy tehat az, hogy egy fert6zott cstics melyik korben fog meggyo6gyul-
ni, geometriai eloszlast lesz p paraméterrel. Egy egészséges cstics pedig minden korben
1 — (1 — s)Ni valészintiséggel betegszik meg, ahol az N; szdm az egészséges cstcs ferts-
z0tt szomszédainak szamat jeloli. Ez a paraméter tehdt koronként modosul, hiszen tGjabb
csticsok fert6zodnek meg, az egészségesek pedig meggyodgyulhatnak, ezédltal koronként
véltozik a csticsok fert6zott szomszédainak szama, ellentétben a gyogyulasra jellemz6 p

paraméterrel, amely alland6. Formélisan:

p (3.1)
s (3.2)

ue (o)

1= P(pt11(v) =0)
pe(v) =1, pe(u) = 0= P(pea(u) =

1)

Ebben a jarvanyterjedési modellben a terjedési folyamat egy diszkrét idej(i folyamat.

Minden élen egymadstol fliggetlentiil egy elére rogzitett valészintiséggel terjed a ferts-
zés, ha az él beteg és egészséges cstics kozott fut, tehdt bizonyos szempontb6l hasonlit a
Reed-Frost modellre (2.4.1). Fontos kiilonbség azonban, hogy ez a modell egy SIS tipust
modell, a csticsoknak két allapota és a csticsok nem vélnak immunisséd a gyogyulds utén,
djra megfert6zédhetnek. Masrészt az is megkiilonbozteti a modelltd], hogy a beteg
csticsok minden korben csak egy bizonyos el6re rogzitett p valdszintiséggel gyoégyulnak
meg, mig a Reed—Frost modellben biztosan meggyo6gyulnak és ki is 1épnek a folyamatbol.

A kontakt folyamattal pedig az koti 6ssze ezt a modellt, hogy a geometriai eloszlas
az exponencidlis eloszlas diszkretizaltjaként is felfoghato, tehat bizonyos értelemben a
kontakt folyamat diszkretizaltjarol beszéliink. Bar a kontakt folyamat esetében 0 annak a
val6szintisége, hogy barmely két esemény (a gydgyuldsok és a fert6zések koziil) egy id6-
ben torténne, addig itt igen sok esemény torténik egy idépillanatban. Azonban a kontakt
folyamatra igaz az, hogy egy kis id6intervallum alatt mar nagyon sok esemény bekovet-
kezhet.

A jarvanyterjedés szimulacidjat némiképp lasstiva teszi, hogy a fert6zott szomszédok

szamat minden korben minden csticsra vonatkozoéan tjra kell szamitania a programnak.
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A forraskédban szerepld jarvanyterjedes_idoben fiiggvény a megadott p, s paraméte-
rek mellett egy tetszbleges L korbol 4ll6 jarvanyterjedési folyamatot szimuldl egy mar
meglev6é G grafon, mely szomszédsagi listaval adott. Ez a fliggvény a jarvanyterjedés
minden korében meghivija a foksz_fert fliggvényt, mert kiszdmitja és egy vektorban té-
rolja, hogy az egyes csticsoknak hany darab fert6zott szomszédja van. Ehhez egy masik,
bindris vektorban koronként azt is szdmon kell tartani, hogy épp melyik cstcs fert6zott,

melyik nem.

3.3. A klaszteresedési egyiitthato és a jarvanyterjedés kapcsolata-

nak vizsgalata

Az els6 kisérlet sordn 5 kiilonb6z6, a duplikaciés modell altal sorsolt grafon vizsgaltam
ajarvanyterjedési folyamat els6 100 korét. Minden egyes korre vonatkozéan eltaroltam a
beteg csticsok ardnyat a grafban.

Mivel a f6 célunk a klaszteresedési egyiitthat6 szerepének meghatarozasa, ezért 5 kii-
16nbo6z6 klaszteresedési egytitthat6ju grafot vélasztottam ki. A klaszteresedési egytitha-
tok kozott nagysagrendileg kiilonbozdk is voltak, a legnagyobb egytitthat6 értéke 0.321
a legkisebb pedig 0.033 volt.

Jarvanyterjedés
R AU AL A AV AROA S
$3-
Klaszteresedési egyitthatok
0.321 0.135 0107 0.062

T T T T T T
0 20 40 60 80 100

|dé / Lépésszam

3.4. dbra. Jarvanyterjedés p = 0,5 s = 0.9 paraméterekkel
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A dbran lathat6 ennek az elsd kisérletnek az eredménye. A vizszintes tengelyen
abrazoltam a jarvanyterjedés koreit (vagy masképpen a jarvanyterjedés id6beni el6re-
haladasat), a fliggbleges tengelyen pedig az aktuélis kdrben/id8pillanatban a betegek
aranyéat a grafban. A kiilonboz6 szinti gorbék kiillonboz6 grafokon futtatott jarvanyterje-
déseknek felelnek meg.

A abra alapjan tgy tlinik, hogy a betegek ardnya egy id6 utan nem fiigg a klaszte-
resedési egytitthat6tol, de a jarvany gyorsabban elterjed a nagyobb klaszteresedési egytitt-
hat6ja grafokban (a[3.4] dbran a fekete gorbe éri el a legmagasabb szintet a legels6 korok-
ben), mig a kisebb egyiitthatoja grafban (sarga gorbe) mintha lassabban néne a betegek
aranya a jarvanyterjedés soran. Az is lathat6, hogy ezen az 6t grafon a betegek ardnya

fiiggetlentil a klaszteresedési egyiitthat6tol ugyanarra a szintre all be.

3.3.1. Az élsiirliség és a klaszteresedési egyiitthaté kiilonvalasztasa

F& célom arra fényt deriteni, hogy a klaszteresedési egyiitthatotél hogyan fiigg a jarvany-
terjedés folyamata.

Mivel értelemszertien nagyobb élstirtiségti grafokhoz nagyobb klaszteresedési egytitt-
hato fog tartozni a grafokban, ezért ahhoz, hogy pusztdn a klaszteresedési egytitthato, és

2

ne az élstiriség hatasat figyeljiik meg a jarvanyterjedésre vonatkozoan, el6szor sziikség
lenne azonos élstiriiségii, de kiilonbozo klaszteresedési egyiitthatojii grafokra.

A kovetkez6 cél tehdt azonos élstirtiségti, de kiilonboz6 klaszteresedési egytitthatéval
biré grafok el6allitasa volt a duplikdcios modell segitségével. Ez azért nehézkes, mert
pusztan a duplikdciés modell sorsoldsi szabélyaval nem lehet azonos élstirtiségi grafokat
sorsolni.

Ennek érdekében a graf paramétereit is sorsoltam. A g paramétert egyenletes eloszlas
szerint a [0,0.5] intervallumbdl, az r paramétert pedig szintén egyenletes eloszlas szerint
a [0.5,1] intervallumbdl. (Azt a motivaciét megdrizve, hogy a klaszteresedési egytitthatd
ne legyen nagyon alacsony, ez pedig jellemz&en a kisebb g paraméter valasztdsa mel-
lett teljesiilt.) Majd a véletlen paraméterekkel a duplikdciés modell segitségével dsszesen
100 kiilonboz6, 500 cstcst grafot sorsoltam. Ezekre a grafokra a program segitségével
kiszamitottam az élstirtiség és a klaszteresedési egytitthat6 értékét. A abra ezen 100
graf élstiriségének fliggvényében dbrazolja a hozzajuk tartozo klaszteresedési egyiittha-
tot (tehdt minden pont egy gréfnak felel meg, vizszintes koordinétdja az élstirtiség, fiig-
gbleges koordinataja a klaszteresedési egytitthato). A3.5abran egy linedris regresszi6val
késziilt egyenes is lathat6, melyre az R?% = 0.9722 érték igen nagy, tehat er6s linedris kap-

csolatra utal. Vagyis a klaszteresedési egyiitthat6 linedrisan novekszik az élstirtiséggel,

LA gorbe megnevezés nem teljesen indokolt, hiszen a jarvanyterjedés egy diszkrét id6ben zajl6 folyamat,

mindazonaltal a jol lathat6sdg érdekében dbrazoltam folytonos gorbékkel a jarvanyterjedést.
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s6t, egy-két kivételtdl eltekintve nagyjdbol azonos értékeket vesz fel a két mennyiség.
Innen azon természetes Otlet alapjdn indultam tovabb, hogy megnéztem, mely g és r
paraméterek esetén volt a klaszteresedési egyiitthat6 és az élstirtiség kiilonbségének ab-
szolutértéke a legnagyobb (4ltaldban az el6bbi a kisebb mennyiség). Ehhez a g ~ 0.04 és
r ~ 0.92 paraméterértékek tartoztak. Itt érdemes megjegyezni azt is, hogy talan még al-
kalmasabb lett volna azt vizsgalni, hogy a két mennyiség hdnyadosa mikor a legnagyobb,
illetve legkisebb. Erre azt taldltam, hogy az g ~ 0.4 és az r ~ 0.86 paraméterek esetén a
legnagyobb az eltérés ardnya. Ezekkel a paraméterekkel sorsolva a grafokat azonban a
klaszteresedési egyiitthatok 0.03 és 0.08 koriil mozogtak. Mivel ezek az értékek nem fe-
lelnek meg a valds hal6zatoktdl elvart kellden nagy értéknek, ezért nem lenne célszeri

ezekkel tovabb dolgozni.

Klaszteresedési egyiitthatd az élsiiriiség fiiggvényében
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3.5. dbra. Az élstirfiség és a klaszteresedési egyiitthato kapcsolata

sorsolt véletlen grafparaméterek (g,7) esetén

Mivel g = 0.04 és r = 0.92 paraméterek mellett volt a legnagyobb az abszoltt eltérése
a két vizsgalt mennyiségnek (az élstirliség és a klaszteresedési egytitthato), ezért alkal-
masnak tlint ehhez kozeli paraméterekkel sorsolni a grafokat, majd 0sszehasonlitani az

élstirliségiiket a klaszteresedési egyiitthatokkal.
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3.3.2. Klaszteresedési egyiitthat6 és a jarvanyterjedés paraméterei kozotti kap-

csolat

Klaszteresedési egyiitthaté az élsiiriiséq fliggvényében

Klaszteresedési egyltthatd

0.0

| 1 | | |
0.15 0.20 0.25 0.30 0.35

Elsiiriiség
3.6. abra. Eltér élstirliség és klaszteresedés, g = 0.1,7 = 0.9

A tovébbiakban tehat mar fix, g = 0.1 és r = 0.9 paraméterekkel Gjabb 100 graf sor-
soldsa utan ismét megvizsgdltam a klaszteresedési egyiitthatd és az élstirliség egydittes
viselkedését. A abréan szintén az élstirtiség fliggvényében abrazoltam sorsolt grafok
klaszteresedési egyiitthat6ja. Az dbran lathaté egyenes linedris regresszival késziilt, az
R? értéke azt mutatja, hogy a linearis kapcsolat nem kifejezetten erés a két mennyiség
kozott (ellentétben az el6z6 esettel, abra).

Tehat mig nagyobb skélan jol 1atszik a linedris kapcsolat, addig lesztikitve a paramé-
tereketa g = 0.1 és r = 0.9 esetre, mdr csak egy véletlen zaj figyelhet6 meg. Az a ab-
rarol is leolvashato, hogy ezen rogzitett paraméterek mellett kapunk azonos élstirtiségfi,
de igen eltér6 klaszteresedési egytitthatéval bird grafokat, tehdt ez a paraméterbedllitas
megfelel a célnak.

Ezt kovetben kivalasztottam egy olyan grafcsoportot, amelyeknek az élstirtisége ko-
zel azonos. A tovabbiakban a kisorsolt 100 graf koziil csak azokat vizsgaltam, melyeknek
az élstirtisége 0.270 és 0.274 kozé esett. Ebben a konkrét esetben hat ilyen graf volt. Ezen
a hat grafon a jarvanyterjedés id6beni alakuldsat vizsgéltam a klaszteresedési egyiitthato
fiiggvényében.

Minden gréfra egy 100 koros jarvanyterjedési folyamatot futtattam p = 0.9 éss = 0.5

paraméterekkel. (Ezek a paraméterek a tovabbiakban szintén rogzitettek, mindegyik jar-
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Jarvanyterjedes
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3.7. abra. Jarvanyterjedés azonos élstirtiségti grafokon, p = 0.9,s = 0.5

vaynterjedési szimuldciét ezkkel a paraméterekkel futtattam.) Ezt dbrdzoltam a ab-
ran. A jarvanyterjedés sordn a betegek aranya mind a 6 esetben egy id6 utdn azonos
szintre 4ll be. Err6l b6vebben a kovetkezd részben, a jarvanyterjedés hosszatavi viselke-
désénél irok. Az azonban, hogy a jarvanyterjedés elsé koreiben mekkora ezen mennyi-
ségnek a szordsa, igen eltérd. A nagyobb klaszteresedési egyiitthatéju grafoknal nagyobb
ingadozés figyelheté meg.

Megnéztem, hogy a jarvanyterjedés els6 20 korében hanyszor esett a betegek aré-
nya 0.6 folé. Itt az az Osszefliggés latszik kirajzolédni, hogy a nagyobb klaszteresedési
egyttthat6val bir6 grafok esetében a beteg aranya tobbszor esik a 0.6 szint folé. Bar a leg-
alacsonyabb klaszteresedési egyiitthaté esetében mégis meglep&en sokszor, 7 korben is a
0.6 szint folé keriiliink, az dbran lathato, hogy a kék gorbe ingadozasa mégis kisebb a jar-
vanyterjedés els6 szakaszdban. A betegek ardnyanak szorasét is megvizsgdltam, szintén

ajarvanyterjedés els6 20 korében.
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A dbran azt a feltevést fogalmaztam meg, hogy minél nagyobb a klaszteresedési
egytitthat6 a grafban, anndl nagyobb a sz6rds a beteg csticsok ardnyét illetéen a jarvany-
terjedés els6 20 1épésében (egy graf kivételével ez teljesil).

Ez a hatés tehat mar teljes mértékben a klaszteresedési egyiitthaté hatdsanak tudhaté
be, hiszen kozel azonos élstirtiségli grafokat sorsoltam.

Nagyobb mintéra is elvégeztem a kisérletet. Az élstirtiség kisz{irésével 96 olyan grafot
sorsoltam, melyeknek élstirtisége kozel azonos, 0.26 és 0.274 kozé esik, és a klaszterese-
dési egyiitthat6 fliggvényében vizsgaltam a jarvanyterjedés sordn a betegek ardnyaban
tapasztalt szorast az els6 20 jarvanyterjedési korben. A nagyobb minta viszont mar nem
igazolta, hogy a klaszteresedési egytitthaté novekedésével nd a szérds. Nyitott kérdés

maradt, hogy az ingadozds hogyan fligg a klaszteresedési egytitthat6tol.

C

2 Klaszteresedés és a jarvanyterjedés kezdeti ingadozasanak vizsgalata
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3.8. abra. Betegek ardnyanak szorasa, els6 20 1épésben

2

azonos élstirtiségti grafokon

3.3.3. A jarvdnyterjedés hossszutavi viselkedése

A alapjan mar sejthetd, hogy a klaszteresedési egyiitthat6tol nem fiigg az az érték,
amely koré a betegek ardnya stabilizal6dik, sok 1épésben futtatva a jarvanyterjedést. Az
élstirtiség kisztirése utdn, azonos élstirtiségli grafokon is ugyanezt tapasztaljuk (a
dbra).

Az élsiiriiség szerinti sziirés nélkiil, 100 kiilonbozé grafra is megvizsgaltam az élstiriség
fuggvényében a klaszteresedési egytitthato és a betegek aranyanak végso értékét egy 100
koros jarvany lezajldsa utan abra), valamint csak a klaszteresedési egyiitthato fligg-
vényében a beteg ardnydnak végso értékét szintén egy 100 koros jarvany lezajlasa utan

(3.10), és azt tapasztaltam, hogy a betegek ardnydnak végsd alakuldsa nem fiigg sem a
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klaszteresedési egytitthat6tol, sem az élstirtiségtol.

Jarvanyterjedés és grafparaméterek kapcsolata
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3.9. abra. Betegek végss aranya és klaszteresedés az élstirtiség fliggvényében
p=209,:s5=05

Jarvanyterjedés és grafparaméterek kapcsolata
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3.10. dbra. Betegek végs6 aranya a klaszteresedési egytitthat6 fliggvényében
p=209,:s5=05
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3.4. Eredmények dsszegzése, tovabbi kérdések felvetése

A jarvanyterjedés szimuldcidja alapjan azt tapasztaltam, hogy a jarvanyterjedés paramé-
tereinek rogzitése mellett a graf élstirtiségétdl és a klaszteresedési egyiitthat6tol nem fiigg
a beteg csticsok ardnya a grafban, ha a jarvanyterjedésre kell6en nagy lépésszdm utén,
kell6 id6 elteltével néziink rd. A betegek ardnya kiilonb6z6 grafokra azonos egyenstlyi
allapot koriil stabilizdlédik. A jarvanyterjedés kezdeti szakaszaban megfigyelhet6 inga-
dozas, a jarvanyterjedés sebessége azonban igen eltéré képet mutat.

A tapasztalatok rengeteg kérdést felvetnek, melyeket érdemes lenne tovébb vizsgélni
a szimulaci6 segiségével.

Vajon mi az oka annak, hogy a jarvany hosszutavu viselkedése nem fiigg az élstir(-
ségtdl és a klaszteresedést6l? Vajon fligghet-e valamilyen médon a duplikdciés modell
paramétereitSl (N, g, 1, a1) a betegek ardnyédban bedll6 egyensulyi édllapot?

Mi okozhatja a kezdeti ingadozasban tapasztalhaté valtozénykony képet? Milyen
mas mennyiséget érdemes még vizsgdlni a gréfra vonatkozoéan a klaszteresedési egytitt-
hat6é mellett, hogy magyarazatot kapjunk a jarvanyterjedés kezdeti fazisaiban tapasztal-
hat6 kiilonbségekre? Milyen mas mennyiség jellemezheti még a graf struktardjat, ami
befolyésolhatja a jarvanyterjedést?

Frdemes lenne tovébba dsszehasonlitani mas véletlen grafmodellekben, példdul a
Barabasi-Albert-modellben hogyan fiigg a klaszteresedési egyiitthat6tol a jarvanyter-
jedés? Vajon ott is igaz marad-e, hogy azonos élstirtiség mellett, eltér6 klaszteresedési
egytitthat6ju grafok sorsoldsa esetén mar nem fiigg a betegek ardnya a graftél, ha a jar-

vanyterjedés paramétereit rogzitjiik?
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A. fuggelék

A duplikaciés modell

szimulaciojanak forraskodja

A.1. A duplikaciés modell szimuldciéjahoz tartozé kédok
A.1.1. A duplication fiiggvény

duplication<—function(X,q,r,t,cl){

w<—sample (1:(t —-1),1)

j<—0

vector<—c ()

if (!is.character(X[[w]])){ #w nem Ofoku, szomszedait sorsoljuk
n<—length (X[[w]])
indicator<—rbinom(n,1,1—q) #1—q valoszinuseggel megtartjuk
vector<—X[[w]]*indicator #sorsolas a szomszedok kozul
vector<—vector[vector!=0]

X[vector ]<—lapply (X[vector], function(x) append(x, t))

szomszed<—X|[ [w]]
nemszomszed<—rep (1:(t —1))
nemszomszed [ szomszed |]<—rep (0,n)

nemszomszed<—nemszomszed [ nemszomszed ! =0 ]

indicator2<—rbinom (t—1-n,1,r/t)
vector2<—nemszomszedsxindicator2 #sorsolas nemszomszedok kozul
vector2<—vector2[vector2!=0]

vector<—append(vector ,vector2)
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X[vector2 ]<—lapply (X[vector2], function(x) append(x, t))
}

else { #0 foku, nincs szomszed
indicator2<—rbinom (t—1,1,r/t)
vector2<—rep (1:(t—1))+xindicator2 #sorsolas a nemszomszedok kozul
vector2<—vector2[vector2!=0]
X[vector2]<—lapply (X[ vector2], function(x) append(x, t))
vector<—vector2
}

if (length(vector)==0){
minimum<—min (length (X) ,c1)
vector<—sample (1:(t —1),minimum)
X[vector ]<—lapply (X[vector], function(x) append(x, t))

}

X[[t]]<—vector

return (X)

)
A.1.2. A duplication fiiggvény meghivdsa

lepes <—500

al<—10

minta<—1000

q=0.1

r=0.9

Ge—1list ()

a<—c(2,3)

b<—c(1,3)

c<—c(1,2)

for (futas in (l:minta)){
G[[futas]]<—1list ()
G[[futas]][[1]]<—a
G[[futas]][[2]]<—Db
G[[futas]][[3]]<—c

}

for (u in (4:lepes)){
for (futas in (1:minta))

G[[ futas ]]<—duplication (G[[ futas]],q,r,u,al)

54



)

A.2. A klaszteresedési egyiitthat6 és az élsiirtiség szamolasa
A.2.1. A clustering fiiggvény

clustering<—function (X, c){# X graf, ¢ fokszameloszlasvektor
haromszogek<—0 #haromszogszamolas
for (i in 1l:length(X)){
if (!is.character(X[[i]])){
L<—X[[i]]
for (j in 1:(length(X[[i]]))){
k<=XT[1]1[j]
Me—X[[Kk]]
haromszogek<—haromszogek + length(intersect(L,M))

}

haromszogek<—haromszogek/2

cs<—0 #cseresznyeszamolas
for (i in 1l:length(c)){
cs<—cs+choose(c[i],2)

clust<—0
clust<—haromszogek/ cs

return (clust)

)
A.2.2. A fokszameloszlas fliggvény

fokszameloszlas<—function (X){
c<—c ()
for(i in 1:length (X)) {
if (is.character(X[[i]])){
c[i]<—0
)

else {
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c[i]<—length (X[[i]])

}

return(c)

}

A.2.3. Az elsuruseg és az elszam fliggvény

elsuruseg<—function (X, c){# szomszedlista , fokszameloszlas—vektor
E<—sum(¢)
n<—length (X)
S<—0.5+E/choose(n,2)
return (S)
}
elszam<—function (X, c){# szomszedlista , fokszameloszlas—vektor
E<—sum(c)
S<—0.5%E
return (S)

)
A.2.4. mapply, lapply fliggvények alkalmazdsa

g<—list () #g elemei: vektorok , fokszameolaszlasvektorok

g<—lapply (G, fokszameloszlas)

H<—c () #H vektor , elemei a graf vegleges klaszteresedesi egyhoja
ES<—c () #ES vektor , elemei a graf vegleges elsurusege

H<—mapply (clustering , G, g)

ES<—mapply (elsuruseg , G, g)

ELSZAM<—mapply (elszam , G, g)

A.3. A jarvanyterjedés szimulacidjahoz tartozé kédok
A.3.1. A foksz_fert fiiggvény

foksz_fert<—function (X, j){

# vektort ad vissza,

#i. koord: i. csucsnak hany fertozott szomszedja van
#X graf, j: 0/1 vektor , fertozott/nem fertozott
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c<—c ()
for(i in (1:(length(X)))){
if (is.character(X[[i]])){
c[i]<—0
)
else {
s<—j [X[[i]]]

c[i]<—sum(s)

}

return(c)

)
A.3.2. A jarvanyterjedes_idoben fliggvény

szures<—which (ES > 0.26 & ES<0.274)

jarvanyterjedes_idoben<—function (X, q,p,L){
n<—length (X)
Fert<—c(1, rep(0,(n—1)))
vel<—c ()
B<—c ()
for (1 in (1:L)){
f<—foksz_fert (X, Fert)
for (i in (1:n)){
if ((Fert[i]==0)&&(f[i]>0)){
vel[i]<—rbinom(1,1,1-(1—q)"Nf[i])
if(vel[i]==1){
Fert[i]<—1

}

else {
if (rbinom(1,1,p)==1){
Fert[i]<—0
}

}
B[1]<—sum(Fert)/n
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}

return (B)
#B:betegek aranya L db lepes mindegyikeben , L elemu wvektor

)

1<—20
pj<—0.8
qj<—0.5

Bgido<—1list ()
futasindex<—0
for (futas in szures){
futasindex<—futasindex +1
Bgido[[ futasindex ]]<—jarvanyterjedes_idoben (G[[ futas]],qj, pj, L)

#VarB<—sapply (Bgido , var)
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