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1. Bevezetés

Legyen valamely d > 0 egész esetén A € R™? invertalhaté matrix, és tekintsiik az

Tpi1 = Az, (n€Z) (1.1)

autonom linearis differenciaegyenlet-rendszert, valamint az ehhez tartozo

Tpi1 = Azp, + fi (neZ) (1.2)

inhomogén linearis rendszert, ahol (f,)nez C R? sorozat. Az alabbi két allitas ekvivalens:

(a)

az A matrix hiperbolikus, azaz
o(A)NS' =0,
ahol 0(A) az A matrix spektrumat jeloli, azaz
g(A) ={\ € C : \sajatértéke A-nak},
valamint
T :={2€C : |z| #1},
létezik olyan P : R? — R? projektor, melyre
o(Alyp) €T il o(Al,p) € TT

teljesiil, ahol

T- = {z€C : |z| <1},

Tt = {z€C : |z| > 1},
tovabba minden korlatos (f,)nez C RY sorozat esetén az (1.2) inhomogén rendszer-
nek egyértelmtien létezik korlatos megoldasa, mely a kovetkezSképpen irhato fel a

P projekcio segitségével:

fn, = Z Gn,m+1)fm (neZ), (1.3)
meZ
ahol n, m € 7Z esetén
ArP(AHm m<n
Gy AP (m < n)

—AY(I - P)(A™H™  (n<m).



A két tulajdonsag ekvivalencidjanak igazolasdhoz elGszor tegyiik fel, hogy fennall az

(a) allitas, ekkor az A méatrix spektruma felbonthato
o(A)=0cTUo" (1.4)
alakban, ahol minden A € o(A) esetén
ANeo =A<l il Xeot<=|\>1 (1.5)

Jelolje P a fenti (1.4) felbontéashoz tartozo Riesz-projekciot (vagy méas elnevezéssel spekt-
ralprojekciot, vo: [15]), azaz:

1
P:=—— ¢(A—zI)"dz
271
T

Ekkor az (1.3)-ban megadott (u,) sorozat megoldésa az (1.2) rendszernek, ugyanis

A,Un + fn — Z AnJrlpAf(erl)fm + z _An+1([ o P)Af(erl)fm + fn —

m<n—1 m>n

— Z An+1PA—(m+1)fm + Z —_ Ant1 (I _ P)Af(erl)fm_

m<n—1 m>n—1
_ An+1 (] _ P)Af(nJrl)fn + fn —

= S AMHIPAmIDE L S A - PYATHDf = (n € 7).

m<n m>n—1

Tovabba az (1.5) felbontéasbol kovetkezik, hogy tetszdleges n, m € Z esetén fennallnak a

JA P < Keotm (> m),
(1.6)
|A"™(1 — P)|| < Ke—om=n) (n < m).

egyenldtlenségek alkalmas K, a > 0 konstansok esetén. Igy az (1.3)-ban megadott (i)
sorozat korlatossaga kovetkezik a fenti (1.6) becslésekbdl és az (fy,)nez sorozat korlatos-
sagabol. Tovabba az (1.6) egyenlGtlenségekbdl az is 1athato, hogy az (1.1) rendszernek
csak a trivialis megoldésa korlatos, amibdl kovetkezik az (1.2) inhomogén rendszer (1.3)

megoldasanak egyértelmiisége. A forditott implikacio bizonyitasa megtalalhato [12]-ban.

4



Az exponencidlis vagy diszkrét dichotomia fogalma a fent bemutatott tulajdonsagot
altalanositja nem-autoném rendszerek esetében.

Differenciaegyenlet-rendszerek széles korben, szamos kontextusban vizsgaltak mind
az elméletet, mind az alkalmazésokat tekintve. Példaul differencidlegyenletek numerikus
modszerekkel valo vizsgalatakor a differenciaegyenletek elméletébe 1épiink, de szamos
alkalmazott teriileten is megjelennek diszkrét idejt rendszerek, gy mint a kézgazdasag-
tanban, statisztikai problémakban, genetikdban (vo: [1]).

A dolgozatban elGszor megadjuk a tovabbiakban hasznalt jeloléseket, valamint né-
hany olyan alapvets eredményt a differenciaegyenletek elméletébdl, melyekre a késGbbi-
ekben hivatkozunk.

A 2. fejezetben bemutatjuk azokat a szakirodalomban megtalédlhat6 definicidkat, me-
lyek az exponencidlis/diszkrét dichotomia fogalmat irjak le, majd megvizsgaljuk ezek
kapcsolatat. Végiil a fejezet zarasaként néhany példan keresztiil szemléltetjiik az expo-
nencidlis dichotomia megjelenését kiillonbo6zé linearis rendszerekben.

A dolgozat 3. fejezetében a cimben szerepl§ fogalom ill. exponencidlisan dichotém
rendszerek tulajdonsigairol frunk, tobbek koézott exponencidlisan dichotém rendszerek
megoldisainak monotonitasat vizsgaljuk, valamint kapcsolatot teremtiink lineéaris rend-
szerek stabilitasa és az exponencidlis dichotomia fogalma kozott.

A 4. fejezetben egy, az exponencialis dichotémia elméletéhez kapcsolodd érdekes,
az exponencialis dichotomia stabilitasat targyald témakort jarjuk korbe, mely roviden
Osszefoglalva a kovetkezd kérdésre keresi a valaszt: egy exponencidlisan dichotém rend-
szer egyiitthatojat milyen mértékben valtoztathatjuk meg (perturbalhatjuk) ahhoz, hogy
a keletkez6 rendszer is exponencidlisan dichotom legyen.

Végiil a dolgozat utolso fejezetében az exponencidlis dichotomia egy alkalmazésat
mutatjuk be, nevezetesen homoklinikus palyak approximaciojat (nem feltétleniil linearis)

autonom differenciaegyenlet-rendszerekben.



2. Jelolések, alapfogalmak

Jelen fejezetben Gsszefoglaljuk azokat a lineéris differenciaegyenlet-rendszerek vizsgélata-
kor hasznalatos jeloléseket, fogalmakat, tételeket, melyeket a dolgozat tovabbi részeiben

alkalmazni fogunk.

2.1. Linearis differenciaegyenlet-rendszerek

Legyen (X, || - ||) Banach-tér, J C Z diszkrét intervallum, azaz J = Jg N Z, ahol Jg C R

intervallum. A dolgozat nagy részében feltessziik, hogy J € {Z, Z$, Z; }, ahol
Z§ ={n€Z : n>0}, Zog ={n€Z : n<0},
és jelolje L(X) az X-b6l X-be képez6 korlatos, linearis operatorokat, azaz
L(X):={A: X — X : Afolytonos, linearis}.
Tetszoleges n € J esetén legyenek
A, € L(X)

egyenletesen korlatos operatorok, azaz tegyiik fel, hogy

sup || Ayl < 400 (2.1)

neJ
teljesiil, ahol valamely A € L(X) operator normajan a

[l := sup{[|Az]| : =€ X, [lz]| =1}
szamot értjiikk (vo. [16]). Tekintsiik az A,, operatorokkal definialt
Tpt1 = Apy, (nelJ) (2.2)
homogén, linearis differenciaegyenlet-rendszert. Jelolje
d:J— L(X)

a (2.2) rendszer alapmatrixat, azaz tetszéleges n € J esetén

O(n):=A,—1-...- Ay (n
d(n) == Ayt .. AL, (n

v

)
)

9
)

0
0

IN
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valamint jel6lje

A:dxJ— LX)

a (2.2) rendszer Cauchy-operatorat, azaz tetszéleges n,m € J, n > m esetén legyen

A,1-...- A, n>m),
A(n,m) = ' ( )

I (n=m),
ahol I € L(X) identitasoperator. A ® és A operatorok kozott egyszerten lathatod az

alabbi Osszefiiggés:

O(n) = A(n,0)  (neJ).

A Cauchy-operator segitségével (vo. pl. [22], [23]) tetszGleges x € X esetén a (2.2)

rendszer ug = x € X feltételt kielégits (i, )nes megoldasara a kovetkezo irhato fel:
o = AN(n,m) oy, (n,m e J,n>m).

2.1. Megjegyzés. Az A, operdtorok invertdlhatésdgdt nem mindig tessziik fel. Azonban
ha ez teljesiil, akkor a Banach-féle homeomorfia tételbdl kévetkezik, hogy minden n € J
esetén Al € L(X), azaz az A, operdtor inverze is folytonos, linedris operdtor. Tovdbbd
feltéve az operdtorok invertdlhatdsdgdt, a A(n,m) Cauchy-operdtor n < m egészek esetén

15 definidlhato az alabbi modon:

Atn,m)=Am,n) = (A,_1-...- A, t=A1 A

n—1*

2.2. Stabilitasi fogalmak differenciaegyenlet-rendszerek esetében

A dolgozat egy késébbi fejezetében kapcsolatba fogjuk allitani az exponencialis dicho-
tomia és az aszimptotikus stabilitas fogalmat. Ennek el6készitéseként jelen alfejezetben
nagyrészt Edwards és Ford [10] valamint Lakshmikantham és Trigiante |18] munkajara
hagyatkozva Osszefoglaljuk a legfontosabb fogalmakat és tételeket a differenciaegyenlet-
rendszerek stabilitasaval kapcsolatban.

A fejezet tovabbi részeiben tegyiik fel, hogy J = ZZ, tovibba valamely d € Z, d > 0
esetén X = R Az aldbbiakban bemutatott stabilitasi fogalmak nemcsak a (2.2) alakd



linearis rendszerek esetében vizsgalhatoak, hanem altaldnos alaki rendszereknél is, igy

tekintsiik az
Tpy1 = f(n,x,) (n€ZJ) (2.3)

rendszert, ahol f : Z¢ x RY — R fiiggvény.

2.1. Definici6. (Stabilitas) (vd: [10]) Tegyik fel, hogy (1in),ezs C RY a (2.3) rendszer
to = x € R kezdeti feltételhez tartozd megolddsa. Azt mondjuk, hogy (u,) stabilis, ha
minden e > 0 esetén létezik 6 > 0, hogy a (2.3) rendszer tetszéleges olyan (<Pn)nezo+ c R?

megolddsdra, melynek oo ==y € RY kezdeti feltételére ||z —y|| < & dll fenn, teljesiil, hogy
[t — ol < €
tetszdleges n € g esetén.

A (2.2) line4ris rendszer esetében a kovetkezd definicio talalhato [18]-ben:

2.2. Definicié. (vi: [18]) A (2.2) rendszer egy (pn) megolddsa pontosan akkor globdlisan

stabilis, ha a rendszer minden (p,) megolddsdra ||, — @n|| korldtos.
2.2. Megjegyzés. A [18] konyvben a fenti 2.2. definicid az
Tpt1 = Anxn + Gn (Tl S Zg)

alaki inhomogén linedris rendszerek esetében is adott, ahol g : Z — R® fiigguény. A
dolgozatban azonban csak homogén rendszereket tekintink, ezért nem térink ki részletesen

az inhomogén rendszerek vizsgdlatdra.

[10]-ben talalhato az alabbi allitas, mely Gsszekoti a két stabilitasi fogalmat:

2.1. Allitas. (vé: [10]) A (2.2) rendszer tetszdleges megolddsa pontosan akkor stabilis

a 2.1. definicio értelmében, ha az stabilis a 2.2. definicio értelmében.

2.3. Megjegyzés. A 2.2. definiciobol kdvetkezik, hogy linedris rendszerek esetében a

stabilitds globdlis tulajdonsdg, azaz ha a vizsgdlt rendszer egqy (u,) megolddsa stabilis,



akkor tetszéleges (fi,) megolddsa is az, hiszen tetszdleges () megoldds esetén felirhato

a
in — enll < it — tall + N0 — @all

egyenldtlenség, mely az (u,) megoldds stabilitdsa miatt becsilhetd egy n-tdl fuggetlen

konstanssal.

Az alabbiakban megadunk két tovabbi definiciot a (2.3) rendszer megoldasainak stabili-

tasaval kapcsolatban.

2.3. Definici6. (Aszimptotikus stabilitas) (vi: [10]) Legyen (ii),ez+ C R? a (2.3)
rendszer gy = v € R? kezdeti feltételhez tartozd megolddsa. Azt mondjuk, hogy (1i,)
aszimptotikusan stabilis, ha minden € > 0 esetén létezik 6 > 0, hogy a (2.3) rendszer
tetszdleges olyan (¢n>nezg C R? megolddsdra, melynek oo := y € R? kezdeti feltételére

|z —y|| <& dll fenn, teljesil, hogy

Hm || — ¢nl| = 0.

n——+0o

2.4. Definici6. (Exponencialis stabilitas) (vd: [10]) Legyen (k) nezs C R? a (2.3)
rendszer jg = x € R kezdeti feltételhez tartozo megolddsa. Azt mondjuk, hogy (i)
exponencidlisan stabilis, ha létezik a, 6 > 0, n € (0,1) konstansok, hogy a (2.3) rendszer
tetszdleges olyan (gon)nezar C R? megolddsdra, melynek @y := y € R? kezdeti feltételére

|z — y|| <0 fenndll, teljesiil, hogy

[t — @nll < allz —ylln"

tetszdleges n € 7§ esetén.

A [18] kényvben bizonyitott az alabbi két tétel, melyek a (2.2) rendszer Cauchy-operatora
normajanak korlatossagaval karakterizaljak a stabilitas ill. az aszimptotikus stabilitas

fogalmat linearis rendszerek esetében.

2.1. Tétel. (vo: [18]) A (2.2) rendszer stabilis, ha létezik olyan M > 0 hogy tetszdleges
n > 0 esetén

[A(n, 0)]] < M. (2.4)



2.2. Tétel. (vo: [18]) A (2.2) rendszer aszimptotikusan stabilis, ha létezik olyan M > 0
ésn € (0,1), hogy tetszdleges n > 0 esetén

[A(n, O)[| < Mn". (2.5)

A fenti, 2.2. tételbdl kovetkezik, hogy linearis rendszerek esetében a 2.3. és 2.4. definicidk

ekvivalensek, azaz igaz az alabbi allitas.

2.2. Allitas. (vé: [10]) A (2.2) tetszbleges megolddsa pontosan akkor aszimptotikusan

stabilis, ha exponencidlisan stabilis.

2.4. Megjegyzés. A 2.1. és 2.2. tételek megforditds is igaz, azaz ha a (2.2) rendszer
stabilis ill. aszimptotikusan stabilis, akkor teljesil a (2.4) dll. a (2.5) feltétel.

Autoném lineéris rendszerek aszimptotikus stabilitdsa kénnyedén meghatarozhatd az
egyiitthatomatrix sajatértékeinek segitségével, nevezetesen a kdvetkezd allitasban leirtak

alapjan.
2.3. Allitas. (vé: [10], [18]) Legyen A € R4, és tekintsiik az
Tpy1 = Axp (n€Zg) (2.6)

autonom linedris rendszert. A (2.6) rendszer pontosan akkor aszimptotikusan stabilis, ha

az A mdtriz tetszéleges X sajdtértékére |\| < 1 teljesiil.

A fenti allitas nemauton6m egyenletek esetében méar nem igaz, ezt illusztraljuk a kovet-

kez& példan.
2.1. Példa. Tekintsik az
Tpi1 = Ay (n€ZJ)

nemautonom homogén linedris rendszert, ahol az egyiitthatomdtriz a kovetkezdképpen
definidlt:

! I+ 7L (n€Zd). (2.7)

10



Egyszert szamoldssal adddik, hogy tetszdleges n € Z§ esetén a (2.7) mdtriz determindn-

sdra det(A,) = 1/4 teljesil, igy A, karakterisztikus polinomja:

ka, (2) = 22— sp(A,) + det(A,) = 22— % (z € C),

1
melybdl adddik, hogy a sajdtértékekre N o = :I:E dll fenn. Ldthato tehdt, hogy a (2.7)
eqyitthatoval definidlt rendszerre teljesiilnek a 2.3. dllitds feltételei, azaz az egyiitthato-
mdtriz minden X\ sajdtértékére |\ < 1 igaz. Azonban a példdban szerepld rendszernek

létezik nem korldtos megolddsa, ugyanis a rendszer Cauchy-operdtora:

272 g
A(n,0) = (n € Z§ pdros),
0o 2
o 2
A(n,0) = (n € Z§ pdratlan).
27

Igy tetszdleges g = (x,y) € R? kezdeti vektorbol indulva a rendszer megolddsa:

2—2n .z
oy = ha n pdros,
(2.8)
2" -y
Ly = ha n pdratlan,
27y

amibdl

im |ty [|eo = +00
n—-+oo

adodik, igy a vizsqdlt rendszer nem stabilis a 2.1. tételbdl kovetkezden.

Az exponencialis dichotémia tekinthetd az aszimptotikus stabilitas fogalméanak altalano-
sitasaként, ennek részleteire és a fenti példa vizsgélatdra még visszatériink a 4.4 alfeje-

zetben.
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3. Az exponencialis dichotémia fogalmanak értelmezése

Linearis differenciaegyenlet-rendszerek exponencidlis dichotéomiéjanak vizsgalata és a fo-
galom megjelenése Ta Li 1934-es [19] munkajara vezethet$ vissza, azonban az exponen-
cidlis dichotomia definialasa D. Henry 1981-es [12]| konyvéhez kothets. Azota a szakiro-
dalomban szamos helyen taldlhatéak 1j megfogalmazasok, melyek tobbsége ekvivalens
az els6, Henry altal leirt definicidoval. A kovetkezs fejezet f6 eredménye a legismertebb
definiciok bemutatasa, majd ezek kapcsolatanak vizsgalata.

A fejezet tovabbi részeiben legyen J C Z (diszkrét) intervallum, valamint n € J esetén
A, € L(X) valamely (X, ||-||) Banach-téren értelmezett operatorok, melyek egyenletesen
korlatosak. Tekintsiik az

Tpy1 = Apy (nelJ) (3.1)

linearis differenciaegyenlet-rendszert.

3.1. Definicidok

3.5. Definici6. (Diszkrét dichotémia) (vo.: [12]) Legyen A, € L(X) (n € Z) ope-
rdtorsorozat. Azt mondjuk, hogy az (A,) operdtorsorozatnak diszkrét dichotomidja van,

ha léteznek K > 0, 0 < 6 < 1 konstansok és
P, € L(X) (n€Z)

projekciok, hogy ha tetszdleges n, m € Z esetén teljesiilnek az aldbbiak:

AnPn = Pn+1An, (32)

A, Im(P,) = Im(P,y1) izomorfizmus, (3.3)

[A(n, m)(I = Pp)zl| < KO*™|[zf]  (n=m) (3.4)
|IA(n, m) Pzl < KO™"|x| (n < m), (3.5)

ahol A(n,m) Pz =y € Im(P,) pontosan akkor, ha P,x = A(m,n)y, ami jol definidlt o
(3.3) tulajdonsdg miatt.

A kovetkezd definici6 talan a legszélesebb koérben hasznélt a szakirodalomban.
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3.6. Definici6. (Exponencialis dichotémia) (vd. pl.: [13], [14]) Azt mondjuk, hogy
a (3.1) rendszernek exponencidlis dichotomidja van egy J C 7 diszkrét intervallumon,

ha

o [dlezik

FoeL(X) (nel)

projekciosorozat és K, a > 0 konstansok gy, hogy tetszdleges n € J esetén telje-
stilnek az

AnPn = n+1Ana (36)
A, : Ker P, — Ker P, izomorfizmus, (3.7)

tulajdonsdgok /ekkor a (3.7) tulajdonsdgbdl adddéan az

A, = (nelJ)

A” ‘ Ker(Py)

operdtor invertdlhatd, igy A(n,m) értelmezhetd n < m esetén is, mégpedig a kovet-

kezdképpen:

o tetszdleges n,m € J esetén teljesiilnek az aldbbi egyenldtlenségek:

[A(n,m)z|| < Ke =)z (n>m, x¢€lm(P,)), (3.8)
A(n,m)z|| < Ke |z (n<m, x€Ker(Py,)). (3.9)

Egy érdekes kiilonbség lathatd a két megfogalmazas kozott: a 3.5. definicio tulaj-
donképpen nem a (3.1) rendszer exponencidlis dichotomiajat definialja, hanem a rend-
szert meghatéarozo (A,,) operator-sorozat exponencialis dichotémiajat. Azonban lineéris
differenciaegyenlet-rendszerek exponencialis dichotomiajat a 3.5. definiciohoz hasonléan
is megadhatjuk (vo: [20], [24]).

A kovetkez6 két definicié az [5] cikkben talalhato, melyek koziil az elsG egy az expo-
nencialis dichotémianél altalanosabb fogalmat ir le, mig a masodik ekvivalens az eddig

bemutatott 3.5. és 3.6. definiciokkal, amit a 3.3. alfejezetben meg is fogunk mutatni.
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3.7. Definici6. (Eldrevett exponencialis dichotémia) (vé.: [5]) Legyen
Ji={keZ : k>k

ahol ko € Z, ko > —o0. Azt mondjuk, hogy a (3.1) rendszernek elérevett exponencidlis
dichotomidja van, ha létezik Ky, Ko > 0, M < 1, 0 < a < 1 < [ konstansok és
P, € L(X) (n € J), hogy teljesiilnek a

PpiiA, = AP, (n€.J), (3.10)
[A(n, m) Pzl < Ko™ ™| Pyl (n>m>0, z€X), (3.11)
[A(n, m)(I — Pp)x|| > Ky ' 8" |[(1 = Pz (n>m>0, z€X), (3.12)
|1 Pall < M (neJ). (3.13)

tulagdonsdgok.

A kovetkezd definicio az elébbi 3.7. definicié modositasa, csupan egy plusz feltételt ko-

veteliink meg a P, projekcidkra.

3.8. Definici6. (Reguléaris elSrevett exponencialis dichotémia) (vé.: [5/) Legyen
Ji={keZ : k> kb,

ahol kg € Z, kg > —oo. Azt mondjuk, hogy a (3.1) rendszernek requldris eldrevett
exponencidlis dichotomidja van, ha létezik K1, Ko, > 0, 0 < a < 1 < [ konstansok és

P, € L(X) (n € J), hogy teljesiilnek a kévetkezd tulajdonsdgok:

P, 1A, = AP, (nelJ), (3.14)
|A(n,m)P,z| < K" ™| P,z (n>m>0, z€X), (3.15)
[A(n, m)(I = Pr)a|l > Ky '™ [(I = P (n=m=>0, z€X), (3.16)
[Pall < M (neJ), (3.17)

tovdbbd a (P,) projekcidsorozat kielégiti az aldabbi un. regularitdsi feltételt:

Ker(P,41) C Im(A,) (nelJ). (3.18)
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3.5. Megjegyzés. 1. az [5] cikkben kilon vizsgdljdk azt az esetet, amikor a fenti 3.7.
definicioban az o, [ konstansokrol csak annyit tesziink fel, hogy 0 < a < B. Az

19y megadott fogalmat eldrevett exponencidlis szeletelésnek nevezik a szerzdk.

2. Valamint az emlitett cikkben bebizonyitjdk, hogy a 3.8. definicio ekvivalens az ex-
ponencidlis dichotomia 3.6. definiciojaval. Erre az dllitasra még hiwatkozunk a

késdbbiekben.

A kovetkez6 definicioban a P, projekciokat hagyjuk el, helyette alkalmas alterek se-
gitségével hatarozzuk meg, hogy az eddig is szerepls, a (3.8) és (3.9) egyenl6tlenségek

megfelelGinek mely altereken kell teljesiilnie.

3.9. Definici6. (vé.: [3]) Azt mondjuk, hogy a (3.1) rendszernek exponencidlis dicho-
témidja van a J intervallumon, ha minden n € J esetén létezik X} C X, X2 C X,
hogy

X=X, oX2 (3.19)

valamint ha léteznek (n-tdl figgetlen) K > 0, 0 < ¢ < 1 konstansok, hogy minden

n,m € J esetén teljesilnek az aldbbi egyenlitienségek:

|A(,m)a] < Kqe] (n>m, ze X)), (3.20)
11 )
Al > e lell ez m, e e XD, (3.21)

Az eddigi definiciokban csak annyit tettiink fel a (3.1) rendszert meghatérozd A,, ope-
ratorokra, hogy minden n € J esetén A, € L(X) teljesiiljon, valamint hogy az (A, )nes
operator-sorozat egyenletesen korlatos legyen. A kovetkezs definicioban feltessziik az

operatorok invertalhatosagat is.

3.10. Definici6. (Exponencialis dichotomia) (vi. pl.: [2], [22], [23]) Tegyiik fel,
hogy a (3.1) rendszert meghatdrozé A, operdtorok invertdlhatdak, valamint hogy az (A;')

operdtorsorozat eqyenletesen korldtos, azaz
sup [|A, || < +o0
neJ
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teljesil. Ha léteznek K, Ko, a1, as > 0 konstansok és P : X — X projekcio, hogy

tetszdleges m,n € J esetén teljesiilnek az

|A(n,0)PA~ (m,0)|| < Kje~er(—m) (m <mn), (3.22)

[A(n,0)(I — P)A™'(m,0)|| < Kye=2m=)  (m >n), (3.23)

egyenldtlenségek, akkor azt mondjuk, hogy a (3.1) rendszernek exponencidlis dichotomidja
van.
Ha oy = ay = 0 dll fenn, akkor azt mondjuk, hogy a (3.1) rendszernek kézinséges

dichotomidja van.

3.6. Megjegyzés. 1. A [2], [22], [25] cikkekben a fenti definicic X := RY esetben

definidlt, de megadhato tetszdleges X Banach-téren is.

2. Gyakran feltessziik a 3.10. definicioban szerepld konstansokra, hogy K1 = Ko =: K,

] = Qg = (.

3.2. Spektralis dichotémia

Legyen tovabbra is J € {Z, Z§, Zy} tetszGleges, rogzitett intervallum és tekintsiik a
(3.1) homogén linearis rendszert. Vezessiik be az alabbi jelolést, melyet a tovabbiakban

felhasznalunk:

e = (1 X) = {0 = [indaes v, € X, sup | < oc)
neJ

3.7. Megjegyzés. l(J, X) Banach-tér a ||v||e := sup,c; ||vn|| normdval (vé.: [24]).

Ebben az alfejezetben bemutatunk egy latszolag az eddigiektdl teljesen eltérd defini-
ciot, azonban ki fog deriilni, hogy tulajdonképpen az ez altal meghatarozott fogalom is

ekvivalens az exponencialis dichotémia fogalmaval.

3.11. Definici6. (Spektralis dichotémia) (vé.: [3/, [20])
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1. Legyen J =7, és az Sz : loo(Zy X) — loo(Z, X)) operdtort definidljuk a kivetkezd-
képpen:
(Sz2)n == Ap_1Tpn1 (n€Z,x€lu(Z,X)). (3.24)

Ekkor a (2.1) feltétel miatt Sz € L(loo(Z,X)). Azt mondjuk, hogy a (3.1) rend-
szernek spektrdlis dichotomidja van, ha a o(Sz) spektrum nem metszi a komplex

eqységkort.

2. Legyen J =17g, és az Szt lo(Z§, X) = I(Zg , X) operdtort definidljuk a kivet-
kezdképpen:

0 (n=0),
(Sz2)n = (3.25)
Anflxnfl (n Z 1)7
ahol x € loo(Z$, X). Ekkor a (2.1) feltétel miatt Szt € L(lo(Z§, X)). Azt mond-

Juk, hogy a (3.1) rendszernek spektrdlis dichotdmidja van, ha a o(S;+) spektrum

nem metszi a komplex eqységkaort.

A kovetkezs két tétel Osszekapcsolja a spektralis és az exponencialis dichotomia (3.9.

definicioban megadott) fogalmat.

3.3. Tétel. (vo.: [3]) Legyen J = 7 és tegyiik fel, hogy a (3.1) rendszert meghatd-
rozo A, operdtorsorozatra teljesiil, hogy minden n € 7 esetén A, invertilhato, €s az
inverz-operdtorok egyenletesen korldatosak. Ekkor a 3.9. definicio pontosan akkor teljesiil

a vizsgdlt rendszerre, ha a 3.11. definicio.

Ezutan a [4] cikkben azt is megmutattak, hogy a két definici6 ekvivalencidja az A,

operatorok invertalhatosaga nélkiil is teljesiil, nevezetesen igaz az alabbi tétel.

3.4. Tétel. (vo: [4]) Tekintsik a (3.1) rendszert, az azt meghatdrozo A, € L(X) ope-
ratorokra tegyiik fel, hogy

sup || A4, < 4o0.
neJ

Ekkor is fenndll, hogy a 3.9. definicid pontosan akkor teljesil a (3.1) rendszerre, amikor

a 3.11. definicio.
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3.3. A definiciék kapcsolata

Ebben az alfejezetben a fent bemutatott definiciok egyméssal valo kapcsolatat vizsgél-
juk, nevezetesen hogy azok koziil mely definiciok milyen feltételek mellett ekvivalensek.

Ennek sorén felhasznaljuk a kovetkezd allitast.

3.4. Allitas. (vo.: [14]) Ha feltesszik, hogy az A, € L(X) operdtorok egyenletesen
korldtosak, tovibbd hogy a (3.1) rendszerre teljesiil a 3.6. definicié Zg -on, akkor a (P,)
projekcio-sorozat eqyenletesen korldtos, azaz fenndll a
sup || P,|| < +o0 (3.26)
nEZJ

tulajdonsdg.

3.8. Megjegyzés. A fenti dllitdsra a [1]] cikkben taldlhato bizonyitds kis mddositdssal
J =7, esetben is igaz, tehdt az iménti dllilds ezen intervallum esetén is fenndll. Igy
adddik, hogy J = Z esetben is igazolhato a (3.26) egyenldtlenség (igy tetszdleges J C 7

diszkrét intervallum esetén is).

3.5. Tétel. Legyen J € {Z, Z¢, Zy}. Tekintsik a (3.1) rendszert, az azt definidld
(An)nes C L(X) operdtorsorozatrdl tegyiik fel, hogy egyenletesen korldtos, azaz igaz a
(2.1) becslés. Ekkor a 3.5., 8.6., a 3.8., a 3.9. valamint J € {Z, Z{} esetén a 3.11.
definiciok ekvivalensek. Ha a rendszert definidlo operdtorokrol azt is feltessziik, hogy
invertdlhatoak és inverzeik is eqgyenletesen korldtosak, akkor az elobbi definiciokkal a 3.10.

definicio is ekvivalens.

Bizonyitas: Legyen J € {Z, Z§, Zy} tetsz6leges rogzitett intervallum.,
1. 1épés: A 3.5. és a 3.6. definiciok ekvivalenciaja.

Az ekvivalencidhoz harom dolgot kell észrevenniink:

1. Ha a 3.5. definicio a (P,) projekciosorozattal teljesiil, akkor a 3.6. definici6 az

(I — P,) projekcidsorozattal.
2. Tetszbleges rogzitett n € J esetén
re€KerP, <=z e€lm(l - P,), (3.27)
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ugyanis legyen x € Ker P,, ekkor
P,v=0= P,z = P,a' — P,a’ = P,v = P2’ — P2/ (' € X),

azaz v = (I — P,)a', és igy © € Im(I — P,). A forditott implikdciohoz legyen

x € Im(I — P,), ekkor valamely 2’ € X esetén
r= (- P, = P,z =0,
azaz r € Ker P,.

3. Ha a 3.5. definicié K, 6 konstansokkal igaz, akkor a 3.6. definici6 K > 0 valamint
az « = —log(f) > 0 konstansokkal, illetve ehhez hasonloan ha a 3.6. definicio
valamely K, o konstansokkal teljesiil, akkor a 3.5. definicié a K, 6 := e~ kons-

tansokkal.

2. 1épés: A 3.6. és a 3.8. definiciok ekvivalencidja.

Ahogyan azt mar a 3.5. megjegyzésben emlitettiik, az [5] cikk 4.2 tétele kimondja a
3.6. és a 3.8. definiciok ekvivalenciajat. Ennek egyik kulcsa, hogy a 3.8. definici6ban
szerepld (3.18) regularitasi feltétel és a 3.6. definicioban megadott (3.7) tulajdonsag ek-
vivalens. A masik fontos mozzanat, mely az [5] cikkben nem targyalt, a 3.4. allitasban

megfogalmazott eredmény, azaz ha a (3.1) rendszerre teljesiil a 3.6. definicio, akkor

sup || P, || < oo
neJ

teljesiil, igy a 3.6. definiciobdl kiovetkezik a 3.8. definicioban szerepls (3.17) feltétel.

3. 1épés: A 3.6. és a 3.9. definiciok ekvivalencija.

3/1. 1épés:

Tegyiik fel, hogy a 3.6. definicio teljesiil. A 3.9. definicioban szerepls X! és X? alterek
definidljuk a kovetkez6képpen: X! := Im P,, X? := Ker P,. Ekkor nyilvanval6an X =
X!® X2 minden n € J esetén, tovabba a (3.8) és a (3.9) egyenlStlenségek miatt a (3.20)
és (3.21) egyenlGtlenségek teljesiilnek.

3/2. lépés:

Tegyiik fel, hogy a 3.9. definici6 fennall alkalmas K, ¢ konstansokkal, X!, X2 alterekkel.

A [14] cikk 3.2 tételének értelmében a 3.6. definicié teljesiilésének igazolaséhoz elegendd
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megmutatni, hogy az
Xo:={z € X : sup||A(n,0)z] < 400}
n>0

altérnek létezik direkt kiegészitGje X-ben. Lathato, hogy a 3.9. definicié miatt minden
n € J esetén X, = X!

n’

igy a definicioban szerepld feltételek miatt Xy @ X2 = X, tehat
az els6 sziikséges feltétel teljesiil. Tovabbé tekintsiik a T : [, — [, operdtort, mely a

kovetkezSképpen definidlt adott u € [, esetén:
(Tu)y = tupr1 — Apuy, (nelJ). (3.28)

A fent emlitett tétel alkalmazasdhoz meg kell mutatnunk, hogy a T operator sziirjektiv,

azaz minden f € [ esetén létezik u € [, melyekre Tu = f, azaz minden n € J esetén
Upy1 = Aptiy + fr. (3.29)

Az nyilvanvalo, hogy létezik olyan u, mely a fenti egyenldséget teljesiti, igy mar csak azt
kell megmutatnunk, hogy adott f € [, esetén az ehhez tartozé u megoldasa korlatos, azaz
u € ly teljesiil. A 3.9. definicioban szereplé egyenlGtlenségek segitségével ez belathato,

ugyanis a (3.29) egyenldséget u, 1 — A u, = f, alakba atirva adodik az

[tn i1 = Antn|| = [[foll < []f]lo
egyenlGtlenség, melynek bal oldalat atalakitva:

[uni1 = Anunl| = unga || = [|Anllflun ] =
[tn 1]l = M| A(n, O)uol| =
[uniall = MEq"Juoll,

melybdl ||u,41|-re a kovetkezd becslés irhato fel kihasznalva, hogy a 3.9. definicioban

szerepl6 ¢ konstansra g < 1 igaz:
[t || < MEq"[[uoll + [[flloe < MK |[uoll + [ ]l

igy adodik, hogy
[ulloo < MK [uol| + || f]oo;
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azaz U € ly.

A tovabbiakban kivetkezik a tétel masodik felének bizonyitasa, azaz mostantol tegyiik
fel, hogy a (3.1) rendszert megado A, (n € J) operatorok invertalhatoak, és az inverzeik
egyenletesen korlatosak is.

4. 1épés: A 3.10. és a 3.6. definiciok ekvivalenciaja.
4/1. 1épés:
Tegyiik fel, hogy a (3.1) rendszerre teljesiil a 3.6. definicio. Legyen

P := A"1(0,0)PyA(0,0), (3.30)
azaz P = Fy. Ekkor tetszbleges n,m € J, n > m esetén
A(n,0)P,A(n,0) = A~ (m,0)P,,A(m,0),

ugyanis legyen n € J tetsz6leges, ekkor

A’l(n, O)PnA<TL, O) = (An—lAn—Q S Ao)ilpn(An_lAn_g s Ao) =

— A AL (AL P AL Ay Ay =

= Aal . "A;iQPn—lAn—Q Ay =

=A'n—-1,0)P,_1A(n —1,0).
Igy tetszoleges m € J, m < n esetén
A (n,0)P,A(n,0) = A" (n —1,0)P,_1A(n — 1,0) = --- = A"*(m, 0) P,,A(m,0).

Lassuk be, hogy a (3.22) egyenl6tlenség igaz. Legyen m € J tetsz6leges rogzitett, z €
Im P,,, azaz dxy € X, hogy x = P,,xy. Ekkor:

A(n,0)A~Y(m,0)z = A(n,0)A~(m,0)P,,xo =

= A(n,0)A~ (m,0)A(m,0)PA™ (m, 0)zo =

= A(n,0)PA~*(m, 0)x,
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igy felhasznalva a (3.8) egyenlGtlenséget és a 3.4. allitast kapjuk, hogy tetszéleges n € J,

n > m esetén

[A(n, 0)PA™! (m, 0)zo|| < Ke "™ Pyao| <
< KMee=m)||z|,
azaz K1 := KM, a; := « valasztassal teljesiil a (3.22) egyenlétlenség:
|A(n,0)PA™Y(m,0)|| < KMe=o(=m) (n,m € J, n>m).

A (3.23) egyenlGtlenség bizonyitasahoz legyen m € J tetszéleges rogzitett, és x € Ker P,,.
Ekkor a (3.27) tulajdonsag miatt x € Im(I — B,,), igy létezik xy € X, melyre

teljesiil. Tovabba tetszGleges n € J esetén igaz a kovetkezG egyenléség:
Aln,0)A" (m,0)z = A(n,0)A~1(m,0)(I — P,,)xo =
= A(n,0)A~ (m,0)zg — A(n,0)A~(m,0)Ppxo =
= A(n,0)A~ (m, 0)zog — A(n, 0)A~1(m, 0)A(m, 0) PA™  (m, 0)zg =

= A(n,0)A~ (m,0)zg — A(n,0)PA~ (m,0)zy =

= A(”? 0)<I - P)A_l(m7 0)(130,
igy felhasznélva a (3.9) egyenlGtlenséget és a 3.4. allitast kapjuk, hogy

IA(n,0)(1 = P)A=!(m, 0)zo]| < Ke=*®=™|[[(I — Pr)aol| <

< K(1+ M)e 2@z,

igy Ky := K(1+ M), ay := « valasztassal adodik a (3.23) egyenl6tlenség:

IA(n, 0)PA™ (m, 0)|] < K(1+ M)e®"™™™  (n,m € J, n <m).
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Osszefoglalva tehat megmutattuk, hogy a (3.1) rendszerre teljesiil a 3.10. definicié a
(3.30)-ban definialt P projekcioval, ag := «, ag := o, Ky := M, Ky := 1 + M konstan-
sokkal (ahol a, K a 3.6. definiciobol szarmaznak).

4/2. 1épés

Tegyiik fel, hogy a (3.1) rendszerre teljesiil a 3.10. definicio. Legyen

P, := A(n,0)PA~*(n,0), (n€J).

Ekkor a (3.22) és (3.23) egyenl6tlenségekbdl nyilvanvaloan kovetkeznek a (3.8) és (3.9)
egyenldtlenségek (vo.: [9]).
Végiil megmutatjuk a 3.6. definicioban szerepl6 (3.6) és (3.7) tulajdonsagok fennallasat.

AP, = A,A(n,0)PA~(n,0) =

=An+1,0)P(A;* - A2

n—1

VAT A, =

=An+1,00PA Y (n+1,0)4, =

= 7L+1ATL7

tehat a (3.6) tulajdonsag teljesiil.
Mivel feltettiik, hogy tetszéleges n € J esetén A,, izomorfizmus, elegendd leellenérizni,

hogy A, : Ker P, — Ker P, ;. Legyen = € Ker P,, azaz P,z = 0. Ekkor
P,i1(Ayz) = (P Ayx) = A, Py = A0,
és mivel feltettiik, hogy A, izomorfizmus, tudjuk, hogy A,,0 = 0, igy
Py (Ayz) =0,
azaz A,z € Ker P, 1. llletve ha z € X esetén A,x € Ker P, 1, azaz
P, 1A,z =0,
akkor ebbdl kivetkezik a (3.6) tulajdonsagot felhasznalva, hogy
A,P,x =P, 1A,z =0,
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igy P,z =0, azaz € Ker P,.

5. lépés: A 3.9. és a 3.11. definiciok ekvivalencidja. Ahogyan az el6z6 alfejezetben ki-
fejtettiik (vo.: 3.3. és 3.4. tételek) a 3.9. és 3.11. definiciok ekvivalencidjanak bizonyitasa
megtalalhato az invertalhatosagot feltételezd esetben a [3], valamint az altalanosabb

esetben a [4] cikkben.

3.9. Megjegyzés. 1. Az invertdlhatosdgi feltételeket haszndlo esetben a 3.9. és a
3.10. definicick ekvivalencidjanak bizonyitdsa megtaldlhatd a [3] cikkben.

2. a 3.6. definicidban szerepld (P,)ney projekcid-sorozatra és a 8.9. definicidban sze-
repld (3.19) felbontdsban megadott X alterek kézétt fenndll az az dsszefiiggés, hogy
tetszdleges n € J esetén a P, projekcid az X! altérre vald vetitést adja meg. Az-
az ha x € X, akkor (3.19) miatt tetszéleges, rogzitett n € J esetén egyértelmien

létezik x1, xo € X, hogy x1 € X}L, Ty € X,Ql €s x = x1 + X9, tovdibbd P,r = x;.

3.4. Példak

Ebben az alfejezetben néhény, a fejezetben korabban latott definicidkkal kapcsolatos
észrevételt irunk le, tovabba példakon keresztiil illusztraljuk az exponenciélis dichotémia
megjelenését konkrét rendszerekben.

Az els6 észrevételt a 3.10. definicioval kapcsolatosan tessziik, nevezetesen hogy az nem
fogalmazhaté meg altalanosabb, a 3.6. és a 3.5. definiciokban l4tott moédon, azaz amikor
az A, operatorok invertdlhatosagat nem tessziik fel. Ugyanis ha az A, operatorokrol
csak annyit tesziink fel, hogy egyenletesen korlatosak és létezik P : X — X projekcio,
melyekre

A, : ker P — ker P izomorfizmus (nelJ),

amibdl kovetkezik, hogy fln = A, |ker p invertalhato, igy ekkor

A(n,m) := A(n,m) : ker P — ker P

m < n esetén invertalhato, nevezetesen:



akkor A(n,m) definidlhaté n < m esetén is, de csak a ker P altéren. A 3.10. definicio

altalanositdsa emiatt a megszoritas miatt nem lehetséges, ugyanis a
P, := A(n,0)"'PA(n,0) (nelJ)

modon definidlt projektor sorozat csak a ker P altéren lenne értelmezve, igy ezt az atala-
kitast a 3.6. definicioban csak a (3.23) egyenl6tlenséghez tudnank hasznalni. A jelenséget

a kovetkezd példaban illusztraljuk.
3.2. Példa. Tekintsik a (3.1) rendszert a kévetkezd alakban:

0 0
Tppl = Ty (n €Z), (3.31)
0 e

ahol 5 > 0 paraméter.

Ekkor nyilvan A, nem invertdlhato, de a 3.6. definicio fenndll a
P,:=P:= (neZ)

projekcidsorozattal. Tovdbbd teljesiil, hogy Aylker p, invertdlhatd, azonban az egész X =
R? téren ez mem mondhatd el, igy a 3.10. definicidban szerepld (3.22) egyenldtlenséget

nem lehet felirni.

Forditva természetesen igaz a fenti gondolatmenet, tehat a 3.6. definici6 hasznalhato
olyan rendszer esetében, melynek egyiitthatoi invertdlhatoak, ekkor azonban a (P,)
projekcio-sorozat elemeire elég ellendrizni a (3.6) tulajdonsagot és a (3.8), (3.9) egyenlét-
lenségek teljesiilését. A |6 cikkben ennek alapjan definidlt az exponencialis dichotomia

fogalma, mely definiciot a teljesség kedvéért most leirunk.

3.12. Definici6. (vi: [6]) Azt mondjuk, hogy a (3.1) linedris rendszernek exponencidlis
dichotomidja van egqy J intervallumon, ha létezik (P,)nes C L(X) projekcidsorozat, és

K, a > 0 konstansok ugy, hogy tetszdleges n, m € J esetén teljesil a

P,A(n,m) = A(n,m) P, (3.32)
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tulagdonsdg, valamint tetszdleges n > m esetén a

1A, m) Pyl < Kemotm),

IA(m,n)(I — P,)|| < Keon—m)

(3.33)

(3.34)

egyenldtlenségek fenndllnak. Ha o = 0, akkor azt mondjuk, hogy a (3.1) rendszernek
kozonséges dichotomidja van.

A kovetkez6 példaban olyan exponencidlisan dichotém rendszert mutatunk, melynek
fazistere végtelen dimenzios.

3.3. Példa. Legyen T € Ry, V := (R?, || - ||2), ahol valamely x = (z1, x2) € R? esetén

[zl ==/ o} + 23,

Jelélje tovdbbd X = L*(0,T;V) halmaz azon [ : (0,T) — V mérhetd figguények hal-

mazdt, melyekre || f(2)||?, integrdlhatd, valamint tekintsik az

T
1122000y = / 1 (@) da
0

mddon definidlt normdt. Ekkor az (X, || - ||L20.1;,v)) tér Banach-tér (vé: [26]). Tekintsiik
a kévetkezd autonom differenciaeqyenlet-rendszert:

fosi=A-f.  (nez), (3.35)

ahol tetszéleges n € Z§ esetén f, € L*(0,T;V), valamint A : L*(0,T;V) — L*(0,T;V)
a kovetkezd operdtor:

0
2

A=

O Nl

Igy valamely F € L*(0,T;V) esetén AF € L*(0,T;V) az aldbbi mddon definidlt:

1
AF = (§F1, 2F2)

Ennek alapjin egyszerien ldthatd, hogy AF wvaldban L*(0,T;V)-beli, hiszen
T

1
AP lz0re) = [ I(GF:

5 (), 2Fy(2))|5dx < 2||F || 120.0v) < +00.

0
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Tovabbd a (3.35) rendszer Cauchy-operdtora:

27" 0
A(n,0) = (n €Zy),
0o 2
igy letszdleges F € L*(0,T;V) fiigguény esetén
An,0)F = (27"Fy, 2"Fy) € L*(0,T;V)  (n € ZJ).

Megmutatjuk, hogy a (3.35) rendszernek exponencidlis dichotdmidja van a Z§ interval-

lumon a

P =
00

projektorral. Ehhez legyen F € L*(0,T;V), n, m € Z§ egészek, melyekre n > m és

tekintsiik a kovetkezd egyenlitlenséget:

T
A PF sy = [ 1A m)PF(@)fde =
0

T

= [l E @), 0l —

0

T
= /(2_(”_m)F1(I))2 + 0%dw =
0

T
< g2 / I1F(2)l[3dz = e @0 BT 10yy-
0

FEzzel igazoltuk a 3.12. definicidban szerepld (3.33) egyenldtlenséget, hasonldan ldthatd be
a (3.34) egyenldtlenséy is, tovdbbd eqyszerd szamoldssal adddik, hogy a (3.32) tulajdonsdg
is teljesil. Igy a (3.35) rendszernek valéban exponencidlis dichotomidja van a megadotl

P projekcidval és a K =1, a := 1In(2) konstansokkal.
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3.4.1. Példa instabil exponencialisan dichotém rendszerre

A 2.2, alfejezet 2.1. példajaban mutattunk egy rendszert, melyrdl belattuk, hogy instabil,
annak ellenére, hogy a rendszer egyiitthatomatrixa sajatértékeinek abszolit értéke 1-nél
kisebb. Az alabbiakban megmutatjuk, hogy az ott szereplé rendszernek exponencialis

dichotomiaja van a Z intervallumon. Tekintsiik az
Tnt1 = Anxn (TL € Z)

nem-autoném homogén linearis rendszert, ahol az egyiitthatomatrix a kévetkezéképpen

definialt:
1 0 9+ 7(—-1)"
A, == =1 (neZ). (3.36)
8 19— 7(-1)" 0
A rendszer Cauchy-operatora:
27
A(n,0) = (n € Z péaros),
0o 2
0o 2
A(n,0) = (n € Z paratlan).
27

Mivel az A, egyiitthatomatrixok invertalhatoak, a rendszer exponenciélis dichotémié-
janak megmutatasdhoz hasznélhatjuk a 3.12. definiciét. A tovabbiakban bebizonyitjuk,
hogy az abban szerepld (3.32) azonossag valamint a (3.33) és (3.34) egyenlGtlenségek

teljesiilnek a

10
P, = (n € Z paros),
0 0
0 0
P, = (n € Z paratlan)
01
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projekciosorozattal. Ehhez els6ként irjuk fel a A(n, m) operatort kiilonb6z6 paritasa n,

m € 7 egészek esetén:

22m—2n 0
A(n,m) = n, M Paros,
O 2n7m
i 0 22m—2n-
A(n,m) = n, paros, m paratlan,
2nm 0
0 2nfm
A(n,m) = n, paratlan, m paros,
22m—2n 0
2nm 0
A(n,m) = n, m paratlan.
0 22m—2n

Ezek felhasznalasaval felirjuk a A(n, m) P, és a A(m,n)(I—P,) matrixokat n > m esetén:

22m72n 0 0 0
A(n,m)P,, = , A(m,n)(I —P,) = n, m paros,
0 0 0o 2m=n
0 g2m=2n 0 0
Aln,m)P,, = ., A(m,n)(I —P,) = n, paros, m paratlan,
0 0 2m=" 0
0 0 0 2mn
Aln,m)P,, = ., A(m,n)(I —P,) = n, paratlan, m paros,
g2m=2n 0 0
0 0 2m=" 0
A(n,m)P,, = ., A(m,n)(I —P,) = n, m paratlan.
0 g2m-2n 0 0

A fentiek alapjan lathato, hogy tetszéleges n, m € 7Z esetén

P,A(n,m) = A(n,m)P,,
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fennall, azaz teljesiil a (3.32) azonossag, valamint

IA(R,m)Pol| < K- ||A(n,m)Pple = Kie 2@ m-m)

IA(m,n)(I = P)|| < K- [|[A(m,n)(I — P)|e = Koe™ 2@=m)
igaz tetszGleges n > m egészek esetén, igy alkalmas

K =max{K;, K},
a =min{a; as} = min{2In(2), In(2)} = In(2)

konstansokkal a vizsgalt rendszerre fennéll a 3.12. definicié, igy annak exponencialis

dichotomiija van a megadott konstansokkal, projekcidsorozattal a J = Z intervallumon.
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4. Tulajdonsagok

Az exponenciélis dichotémia fogalmanak, valamint exponencialisan dichotém rendsze-
reknek szamos tulajdonsiga vizsgalt és bizonyitott a szakirodalomban. A most kovet-
kez6 fejezetben mi is ilyen tulajdonsagokkal, illetve ezek linearis rendszerekben valéd
megjelenésével foglalkozunk. Az itt bizonyitott tételek egy része sajat eredmény, a szak-
irodalomban fellelhet6 ismeretek djragondolaséval ill. tovabbfejlesztésével keletkeztek.

Eredményeink szemléltetésére néhany példat is adunk az egyes alfejezetekben.

4.1. Autoném rendszer exponencialis dichotémiaja

Allando egyiitthatos linearis rendszerek esetében adott a szakirodalomban egy feltétel,
melynek segitségével meghatirozhato, hogy adott rendszer exponencialisan dichotom-e,
tovabba ha igen, akkor az allitas segitségével az exponencidlis dichotémia definiciojaban

szerepl6 projekcié ill. projekcidsorozat is kiszamithato.

4.5. Allitas. (vi.: [25]) Legyen J = Z, ill. wvalamely d € Z*t esetén X = R?, és
tekintsik az

Tpi1 = Axy, (n€Z) (4.1)

autondm homogén linedris rendszert, ahol A € R4, A (4.1) rendszernek pontosan akkor

van exponencidlis dichotémidja, ha az A mdtriz hiperbolikus, azaz
o(A)NT' =9,
ahol T' jel6li a komplex eqységkirt, azaz
T'={:€C : z #1}.

Tovdbbad a 3.10. definicioban szerepld P, ill. a 3.6. definicidoban szerepld Py := P projekcio
a kovetkezdképpen dll eld:
1
P=——¢(A-zI)""dz. 4.2
(A2 (12)
St
4.10. Megjegyzés. A dolgozat fejezetében mdr irtunk hiperbolikus mdtriz spektrumdnak

felbontdsdrol, illetve a felbontdshoz tartozo Riesz-projekciorol. Az ott leirtak tovdbbra is
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érvényesek, és a fenti autonom rendszerekrdl szolo 4.5. dllitds kapcsdn itt is érdemes
feleleveniteniink dket. Ha az A mdtriz hiperbolikus, akkor spektruma, o(A) felbonthatd a
kovetkezdképpen:

o(A):=ctUo™,
ahol o tartalmazza az 1-nél nagyobd illetve o~ az 1-nél kisebb abszolit értéki sajdtér-
tékeket:

Aot = |A\>1, A€o =|\<1
A fenti dllitdsban szerepld P projekcid pedig a spektrum ezen felbontdsdhoz tartozé Riesz-
féle projektor (vé: [15], [25]).
Az alabbi példan bemutatjuk a fenti allitast.

4.4. Példa. Tekintsik a kovetkezd autondm rendszert:

Ty 1/2 3 T,
= / : (n € Z, xn,yn € R). (4.3)
Yn+1 0 4 Yn

A fenti rendszer egyiitthatdjdt jeléljik A-val, azaz:

1/2 3
0 4

Ldthato, hogy A felséd hdromszdg mdtriz, igy sajdtértékei a fédtlojaban elhelyezkedd érté-
kek, nevezetesen:

/\1 = = /\2 = 4,

igy a mdtriz hiperbolikus, azaz a 4.5. dllitdasbol kapjuk, hogy a (4.3) rendszernek expo-
nencidlis dichotomidja van o J = Z intervallumon. A tovdbbiakban meghatdrozzuk az
exponencidlis dichotomia 3.12. definicidjdban szerepld K, o, P paramétereket. FEloszor

a P projekcidt szamoljuk ki a (4.2) képlet segitségével. Ehhez a

-1

1
R 3 B 1 4—z =3
A==m=y ] TaEeaama | g 1ol GO
matriz
%(A—z[)dz
T1
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integraljat szdmoljuk ki elemenként a komplex fligguénytanbdl ismert eredmények felhasz-

ndldsdval.
2w
1 1
j{l dz = 7{ T dz:/—zdz:—4m,
5 = z 5 Z
T 1-2i= 0
3 3 3 12
= T / EEEErEE ke W
J 5 — 2 z L 5 — 2 z L1
]{O dz = 0,
T
1
dz = 0
j{4—z : ’
T
19y a keresett projekcid az aldbbi:
6
po |t T
0 0

A K és a konstansok meghatdrozdsihoz a 3.12. definicidban lévd (3.33) és (3.34) egyen-
[6tlenségekben szerepld normdkat szamoljuk ki. Fhhez eldszor a (4.3) rendszer Cauchy-

operdtordt hatdrozzuk meg. Az A mdtriz \y és \y sajdtértékeihez tartozd sajdtvektorai a

kovetkezdk:

1 1
V1 = y Vg = )
0 7/6
19y az
1 1
S =
0 7/6
mdtrizszal
1/2 0
ST1AS = / =: D,
0 4
9y



Eldszor a 3.12. definicicban szerepld elsd egyenldtlenséget tekintjik n, m € 7 esetén:
A(n,0)PA~(m,0) = ! (n > m),
9y
|A(n,0)PA~} (m, 0)|| < e~ @) n—m),

tehdt a definicicban szerepld elsd egyenldtlenség teljesil a K :=1 és o := In(2) konstan-
sokkal. Hasonloan megmutathatd, hogy a megadott paraméterekkel a definicidban szerepld

masodik egyenldtlenség is fenndll ugyanezen K és a konstansokkal.

4.2. Inhomogén rendszerek megoldasa

Ebben a fejezetben bemutatunk a szakirodalomban megtalalhato néhany fontos tételt,
melyek az exponencidlis dichotomiat adott J intervallumon valamely f, € X (n € J)

esetén a

Tpy1 = Apy (nelJ) (4.4)

homogén rendszerhez tartozo
Tpi1 = Aptp + [ (nelJ) (4.5)

inhomogén rendszer megoldasanak létezésével és egyértelmiiségével karakterizaljak. A

kérdéskor széles korben targyalt, vo. [13], [14]. Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:

L, =10,(/,X) ={v={v,}nes : vy €X, Z o ||P < oo},

neJ

lo =loo(J, X) :={v=Ava} nes : v, € X, sup|lv,|]| < o0},
neJ

tovabba ha u € [, akkor 1 < p < oo esetén

full = (X ||un||p)’l’, (16)

neJ
illetve p = oo esetén
[[tfloo := sup [[un|] (4.7)

neJ
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4.11. Megjegyzés. 1 < p < oo esetben az l, tér Banach-tér a (4.6)-ban definidlt nor-

mdval, és lo Banach-tér a (4.7)-ban definidlt normduval.

Az exponencialis dichotomia karakterizalasat targyalo elss allitas a [2] cikkbdl szarmazik,

a bizonyitas megtalalhato pl. a [21] cikkben.

4.6. Allitas. (vi.: [21]) Legyen valamely d > 0 egész esetén X = R, A (4.4) rend-
szernek pontosan akkor van exponencidlis dichotémidja a Z intervallumon, ha a (4.5)

rendszernek minden f € lo(Z, X) esetén egyértelmien létezik p € lo(Z, X) megolddsa.
Tegyiik fel, hogy J = Z7. Legyen 1 < p < oo, u = (Mn)nezg € l,, melyre fennall, hogy

Pnt1 = Apfin, (n S Z(T)ﬂ

azaz minden n € Z esetén u, kielégiti a (4.4) rendszert. Jellje T : [, — [, a kovetkezs
operatort

(Tx)y = Tpr1 — Apn, (nelJ), (4.8)

ahol & = (2),,cz+ € Iy

Ezekkel a jelolésekkel tehat adott f = (fu)yezs €5 © = (0n)pezy esetén To = f
pontosan akkor, ha ¢, megoldasa a (4.5) rendszernek minden n € Z; esetén.

Tegyiik fel, hogy a (4.4) homogén rendszernek exponencialis dichotomidja van a P :

X — X projekcioval. Legyen Z := Ker P, valamint
V={xel, : zo€Z}, (1<p< o).
Jelolje T : lf — 1, operator a T' megszoritasat lf—re, azaz
Ty: 17—, ,és Tgo:=Tx (zel). (4.9)

Vezessiik be még a kdvetkez6 jelolést p = oo esetben:

Xo(ng) := {z € X : sup ||A(n,0)A " (ng, 0)z| < oo}, (4.10)

n>ng

illetve p < 0o esetben:

Xo(ng) :={z € X : Y [|A(n,0)A"" (ng, 0)z || < oo}. (4.11)

n=ng

35



4.6. Tétel. (vi.: [13], [14]) Legyen X tetszéleges Banach tér, J = ZJ, 1 < p < +oc.
Ekkor a (4.4) rendszernek pontosan akkor van exponencidlis dichotomidja, ha a (4.8)-
ban definidlt T : 1, — 1, operdtor szirjektiv, és Xo(0) altérnek létezik direkt kiegészitdje

X-ben, azaz létezik olyan' Y C X altér, hogy
Xo(0)aY = X.

A kovetkezd tétel csak p < 0o esetben bizonyitott a [13] cikkben, a dolgozat 5. fejezetében

pedig bebizonyitjuk az alapjan p = oo esetben is.

4.7. Tétel. (vé.: [13]) a (4.4) rendszernek pontosan akkor van exponencidlis dichotd-
midja a P : X — X projekcioval, melyre Ker P = Z, ha a Tz operdtor invertdlhato.

/////

4.12. Megjegyzés. 1. Konnyen ldthato, hogy a T operdtor szirjektivitdsabol kovet-
kezik a (4.5) inhomogén rendszer megoldhatdsdga, ugyanis tegyiik fel, hogy a T ope-
rdtor szirjektiv, azaz minden [ = (fn)nezg € 1, esetén létezik p = (‘Pn)nezj € ly,

melyre Ty = f, azaz melyre

(TSO)n = Pn+1 — An@n = fn (n € Z(—]F)a

202 (Pn) ez megolddsa a (4.5) rendszernek.

2. Ha X véges dimenzids, akkor az Xo(0) altérnek mindig létezik direkt kiegészitdje
X-ben, igy a 4.6. tétel miatt a T operdtor szirjektivitdsa sziikséges és elégséges

feltétele az exponencidlis dichotomia fenndlldsdnak.

A kovetkezd allitasban egy altalanos modszer lathaté olyan inhomogén linearis rend-
szerek megoldasara, melyekbdl szarmazé homogén rendszereknek exponencialis dichoto-
midja van. Ez megtaldlhato szinte minden, az exponencialis dichotomidval foglalkozo

szakirodalomban (v6. [2]).
4.7. Allitas. (vé: [13], [14]) Legyen 1 < p < +oco. Tegyiik fel, hogy a (4.4) rendszernek
exponencidlis dichotomidja van a J € {Z, 7§, Zy } intervallumon K, a > 0 konstansokkal

és P : X — X projekcidval. Legyen f € 1,(J, X) tetszdleges rogzitett. Ekkor a (4.5)

rendszer eqy megolddsa elddll a kovetkezd alakban:

Yo = Gm+1)fn  (n€J), (4.12)

meJ
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ahol G : J x J — L(X) a kovetkezd:

Gl m) = A(n,0)PA~1(m,0) (n>m), (1.13)

A(n,0)(I — P)A"Y(m,0) (n <m).
Az el6z6ek alapjan ha az exponencidlis dichotémia teljesiilésébdl az inhomogén rendszer

egyértelmii megoldhatosaga is kovetkezik, akkor az egyetlen megoldas (4.12) alaku.

4.3. Az exponencialis dichotémia paraméterei

Ebben az alfejezetben az exponencialis dichotomia definicidiban 1évé paramétereket, ne-
vezetesen a P projekciot ill. (P,) projekcid-sorozatot, valamint a J intervallumot vizs-
galjuk. Ezek koziil els6ként a projektorokkal foglalkozunk. A vizsgélt tulajdonsagot az
alabbi példan vezetjiik ill. mutatjuk be.

4.5. Példa. Tekinisik a kovetkezd 2-dimenzids rendszert:

Ty =€ 'y, (neZ), (4.14)

Ynil = €Yp + Ty (neZ). (4.15)

Megmutatjuk, hogy a fenti, (4.14)—(4.15) rendszernek exponencidlis dichotémidja van a
J = 7 intervallumon alkalmas konstansokkal és projekcioval. Ehhez a 3.10. definicio
teljestilését fogjuk leellendrizni.

Elsd lépésként hatdrozzuk meqg a vizsqdll rendszer alapmdtrizdt, ehhez alakitsuk dl az

egyenletet az alabbi mdodon:

Tn e 0| |z,
= . (4.16)
Yn+1 L el |vn
Tehdat a (4.16) rendszert meghatdrozd A, operdtorok a kovetkezéképpen néznek ki:
et 0
A, = (n€Z), (4.17)
1 e

azaz a rendszer dllandé egyiitthatds, igy minden n € Z esetén A, = A, ahol A az imént

felirt (4.17) mdtriz. A rendszer Cauchy-operdtordnak megaddsihoz az A mdtriz megfeleld

37



hatvanyait kell kiszamolni, melyek a kévetkezd alakba irhatok dt:

e " 0
An = (n € 7). (4.18)
1_2 (671—1 _ enl_l) e

Ez az dsszefliggés kénnyedén beldthato teljes indukcidval. A hatvdnyok inverzeinek kiszd-
moldsa utdan a rendszer Cauchy-operdtora tetszdleges n > m egészek esetén a kivetkezd-

képpen néz ki:

A(n,m) = . (en_m_;) i | (4.19)

Eqgyszerd szamoldssal adodik, hogy a

K::1+1_€72 ésaz a:=1
konstansokkal, valamint a
1 0
P = (4.20)
—=e= 0

projekcidval a megadott rendszernek exponencidlis dichotomidja van a J = Z intervallu-
mon.
Tekintsik a
P, = A(m,0)PA(0,m) (meZ)

projekciosorozatot. A megfeleld mdtrizmiveletek elvégzése utdn adodik, hogy tetszdleges
m € 7 esetén P, a kdvetkezd alakot élti:

1 0

e2m— 1 _62'm+1

e
1—e—2 + 1—e—2 0

P, =

Megmutathatd, hogy a (4.16) rendszernek ezzel a P, projekcidsorozattal is exponencidlis

dichotomidja van, a részletekel a kovetkezd tételben targyaljuk.

4.8. Tétel. Tekintsik a (4.4) rendszert, mely az A, € L(X) operdtorokkal definidlt,
melyekrdl feltessziik, hogy egyenletesen korldtosak, invertdlhatoak, tovdbbd inverzeik is
egyenletesen korldtosak. Tegyiik fel tovdabbd, hogy a (4.4) rendszernek exponencidlis di-

chotomidja van a 3.12. definicic értelmében, azaz alkalmas K, o konstansokkal és (P,)
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projekciosorozattal teljesil a 5.12. definicio. Fkkor a

B, = A(n,0)P,A(n,0)""  (n€Z) (4.21)
projekcidsorozattal és alkalmas K, & konstansokkal is teljesil a 3.12. definicid.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy a (4.4) rendszerre teljesiil a 3.12. definici6 valamely K, «
konstansokkal és (P,) projekciosorozattal. ElGszor megmutatjuk, hogy a 3.12. definicio-
ban szerepld (3.33) és (3.34) egyenlGtlenségek a (4.21) projekciosorozattal is teljesiilnek,
majd a definicioban szerepld (3.32) tulajdonsag fennallasat ellendrizziik.

Elgszor a (3.33) egyenlGtlenséget tekintjiik, ehhez legyen n, m € Z, melyekre n > m > 0.

Vizsgaljuk a ||A(n, m)P,,z|| mennyiséget, ahol z € X tetszéleges, rogzitett.

JA G, m) ]| = [ A, m)A(m, 0) P (m, 0) | = [[A(n, 0) P <
< Ke o3| < Ke o[ A(m, 0) 2] <
< Ke oA |- [l Ag el < KemonKee'™|[a]| =

= Ke= o0 ],

ahol K', o/ olyan konstansok, melyekre tetszéleges m € Z esetén ||A(0,m)|| < K'e'™.
Mivel feltettiik, hogy az A, operatorok inverzei egyenletesen korlatosak, 1éteznek ilyen
K’, o konstansok.

A fenti egyenl6tlenségbdl tehat 1atszik, hogy ebben az esetben teljesiil a (3.33) egyen-
16tlenség.Hasonloan megy a (3.33) egyenl6tlenség bizonyitasa tetszéleges n > m egészek
esetén, valamint a (3.34) egyenl6tlenség bizonyitasa is. Végiil egy egyszerii atalakitassal

bizonyitjuk, hogy a (3.32) tulajdonsag is igaz marad:

AP, = An+1,00P,A(n,0)" = A(n+1,0)P,A" (n+1,0)4, = P, A,
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4.13. Megjegyzés. A fenti tétel értelmében a 3.12. definicicban szerepld (P,) projekcio-
sorozat nem egyértelmien meghatdrozott. Azonban az nem kivetkezik a tételbdl, hogy a
3.10. definicicban szerepld P projekcio sem eqyértelmi, hiszen arra P = Py dll fenn, és

a (4.21) megaddsbdl lathatd, hogy A(0,0) = I miatt Py = Py is teljesiil.

Az [5] cikk 2.7. szamu példajaban a cikk ir6ja bemutatja, hogy a 3.8. definicioban
talalhato (3.18) feltétel nem minden esetben teljesiil akkor sem, ha a definicioban ta-
lalhato tobbi feltétel igaznak bizonyul. Az ott vizsgalt a rendszert felhasznélva a most
kovetkez6 példaban is ezt vizsgaljuk kicsit részletesebben, Osszefiiggést keresve mas, az

exponencialis dichotomiat karakterizalo tétellel.

4.6. Példa. Tekintsik a kivetkezd egyiitthatokkal megadott rendszert:

a 0 0
A, =10 b, 0 (n €Z),
0 0 p
ahol 0 < a < 1 < f3, valamint
0 (n <0)
b, =
B (n>0).
Konnyen ldthato, hogy a rendszernek exponencidlis dichotomidja van a
1 00
P, =1010 (n <0),
0 00
1 00
P, =10 00 (n>0)
0 0 0

projekeickkal a Z§ és Zy intervallumokon (kilén-kiilon). Azonban Z-n nem, hiszenn = 0

esetben nem teljesil a reqularitdsi feltétel, azaz
ker P, gz Im A,.
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A [21] cikkben taldlhato az aldbbi tétel, mely egy mds indokldst ad arra, hogy a fenti
rendszernek miért nincsen a megadott projekcicokkal exponencidlis dichotomidja a J =7

tervallumon.

4.9. Tétel. (vi: [21]) A (4.4) rendszernek pontosan akkor van exponencidlis dichotomi-
dja Z-n, ha exponencidlis dichotomidja van Z intervallumon a P, valamint Zg inter-

vallumon a Q) projekcioval, ahol

rang(P) = rang(Q),

tovabbd a rendszernek csak a trividlis megolddsa korldatos.

Ldthato tehdt, hogy mivel az imént megadott projekciok rangja nem egyezik meg minden
n € 7 esetén, a példiban szerepld rendszernek nincsen exponencidlis dichotomidja a

J = 7 intervallumon.

A fenti, 4.6. példdban az, hogy a rendszerre a J = Z intervallum esetén nem all fent az
exponencialis dichotémia azon milott, hogy n = 0-ndl, tehat ahol az egyiitthatomatrix
megyvaltozott, nem teljesiiltek bizonyos feltételek (pl.: regularitési feltétel). Ez a gondolat

motivalja az alabbi tételt.
4.10. Tétel. Legyenek
A, e L(X) (n<0) és B,eL(X) (n>0)

egyenletesen korldtos operdtorok. Tekintsik az ezek dltal meghatdrozott homogén linedris

differenciaegyenlet-rendszereket:
Tpt1 = Apy, (n <0), (4.22)
Ynt+1 = Bnn (n > 0). (4.23)

Tegyiik fel, hogy a (4.22) rendszernek Zg -on a K4, as konstansokkal és a (PA)%Z:)r pro-

n

jekcidsorozattal, mig a (4.23) rendszernek Z§ -on a Kp, ap konstansokkal és a (PnB)nZa
projekcidsorozattal exponencidlis dichotomidja van. Legyen C,, € L(X) (n € Z) a kovet-

kezd operdtor sorozat:

A, (n <0),

B, (n > 0),
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és tekintsik az ez dltal meghatdrozott
Tpi1 = Chxy (n€Z) (4.24)

rendszert. A (4.24) rendszernek pontosan akkor van exponencidlis dichotomidja a J =7

intervallumon, ha teljestil az aldabbi két feltétel:
Ay : ker P — ker PPizomorfizmus, (4.25)
PBAy = A P;. (4.26)

Bizonyitas: 1. 1épés:

Tegyiik fel, hogy a (4.24) rendszernek exponencialis dichotémija van a Z intervallumon
alkalmas K, a konstansokkal és P, (n € Z) projekciosorozattal, azaz példaul a 3.6.
definicio teljesiil. Ekkor a (4.25) és (4.26) feltételek a 3.6. definicioban szerepld feltételek
miatt igazak, tovabba a 4.22, ill. a 4.23 rendszerekre a K4 := Kp := K, ap := ap =«
konstansokkal és P4 := PB := P, (n € Z) projekciésorozatokkal teljesiil a 3.6. definicio,
igy a (4.22) és (4.23) rendszereknek exponencialis dichotomidja van Zg -on ill. Zg-on.
2. lépés

Tegyiik fel, hogy kiilon-kiilon a (4.22) és a (4.23) rendszerre teljesiil a 3.6. definicio. A
feltételekbdl kovetkezben a (3.6) és a (3.7) tulajdonsagok nyilvanvaloan teljestilnek.
Tovabba az is egyszertien lathato, hogy a 3.6. definicioban szerepld (3.8) és (3.9) egyenlSt-
lenségek fennallnak minden olyan n, m € Z esetén, melyekre n, m < 0 vagy n, m > 0,
igy részletesen csak azt az esetet kell megvizsgalni, ha n < 0 < m vagy forditva, ha

m<0<n.
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Legyen el6szor n,m € Z, melyekre m < 0 < n, és tekintsiik a 3.6. definicioban szerepld

(3.8) egyenlttlenséget. Felhasznélva a feltételeket a kovetkezd irhato fel:

[A(n,m)Pall - = [IA(n, 0)A(0, m) Pl <
< [[A(n, O)[[[A0, m) Pl <
< A(n, 0) [ Kgema =) <
< AIB[" K qeta™ <

< MnKAeaAm’

ebbdl alkalmas o > 0 és K > 0 konstansokkal adodik, hogy
IA(n,m) Pl < Kemetr=m),

azaz m < 0 < n esetén a 3.6. definicioban szerepls (3.8) egyenlStlenség teljesiil. A masik

egyenlGtlenség, illetve az n < 0 < m eset hasonlbéan ellenérizhets.

A fent vizsgalt 4.6. példaban a 4.10. tételben szerepld (4.26) feltétel nem teljesiil,

hiszen a példaban

1 00 1 00
P=1010 és F:=10 0 0f.
000 0 00

valamint Ay = I. Tgy a 4.10. tételbdl is kovetkezik, hogy a 4.6 példaban tekintett rendszer

nem exponencialis dichotom a J = Z intervallumon.

4.4. Az exponenciilis dichotémia kapcsolata linearis rendszerek

stabilitasaval

a 4.8. allitasban 1évs (4.36) és (4.37) egyenldségek alapjan az exponencialis dichotomia
fogalma a linearis rendszerek stabilitdsaval is kapcsolatba hozhato. A kovetkezd allitas

ezt az Osszefiiggést ragadja meg:
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4.11. Tétel. Az A, € L(X) (n € Z7) egyenletesen korldtos, invertdlhaté operdtorsoro-

zat dltal meghatarozott

Tpi1 = Apy (n € ZJ) (4.27)

linedris rendszer pontosan akkor

(a) aszimptotikusan stabilis, ha a (4.27) rendszernek exponencidlis dichotdmidja van a

P = I projekcioval a J = Z3 intervallumon,

(b) stabilis, ha a (4.27) rendszernek kézinséges dichotomidja van a P = I projekcioval

a J =7¢ intervallumon.
Bizonyitas:

(a) 1. lépés. Tegyiik fel, hogy a (4.27) rendszer aszimptotikusan stabilis. Ekkor a
2.2. tétel alapjan léteznek K, a > 0 konstansok, melyekkel

IA(n,0)]| < Kye™®  (n>0).

Tovabba mivel az A, operatorokrol feltettiik, hogy invertalhatoak és egyenletesen
korlatosak, a Banach-féle homeomorfia tételbsl adodoan inverzeik is egyenletesen

korlatosak, azaz létezik Ky > 0, hogy
1A, m)[| = AT (m, 0)[| < K2 (m >0).
Igy a K := K, - K, valasztassal igaz a kovetkezd egyenlGtlenség:
IA G, 0)A(0,m) | < [A(m, O)IFIA©, m)]| < Ke=0 < Ke=ot=m) (n,n > 0),

A fentiekbdl adéddan a P := [ projekcioval, K; = Ky := K, a1 = ap = «

konstansokkal teljesiilnek a 3.10. definicidban szerepls egyenl&tlenségek:
|A(n, 0)PA(0,m)|| < Ke~on=m) (n>m>0),
IA(n, 0)(I = PYA(O,m)|| = [[0]] < Ke*"""™  (m >n > 0),

igy a (4.27) rendszernek exponencialis dichotomidja van.
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2. lépés: Tegyiik fel, hogy a (4.27) rendszer exponencialisan dichotom a P = [
projekcioval és Ky, Ka, ay, as > 0 konstansokkal a J = Z7 intervallumon. Ekkor

a (3.8) egyenl6tlenséget felirva kapjuk, hogy
IA(n, m)l| = [IA(n, 0)PA(0,m)[| < Kye™ @™ (n>m >0),
azaz a rendszer aszimptotikusan stabilis.

(b) A stabilitassal valo kapcsolat bizonyitasa az el6z8hoz hasonloan megy, az egyetlen
lényeges kiilonbség, hogy ebben az esetben a 2.2. tétel helyett a 2.1. tételt kell

alkalmazni.

Ezzel belattuk a tétel mindkét pontjat.

Az alfejezet zardsaként egy példan keresztiil bemutatom a fenti tételben megfogal-

mazottakat.

4.7. Példa. Tekintsik az alabbi differenciaegyenlet-rendszert:

Q

Tn41 Tn

(n €z, (4.28)

Yn+1

O N

Yn

Wl

ahol a € R paraméter. Ldthato, hogy a vizsgdlt rendszer autonom, igy a 4.5. dllitds
segitségével meqg tudjuk dllapitani, hogy létezik-e exponencidlis dichotomidja és ha igen,
akkor milyen P projekcicoval. A rendszert meghatdrozo eqyiitthaté mdtrizot jeloljik A-val,

ennek sajatértékes ill. sajatvektorai:

A=

U1 = )

N |

1
AQ::

Vg =

Wl

1

—6a”

Igy a 4.5. dllitds alapjin a rendszernek exponencidlis dichotdmidja van. Szdmitsuk ki a
P projekciot, ehhez a

]{(A — )M dz

’]Tl
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integrdlt kell meghatdrozni, ahol

o 1
(A—=D)" = (1/2 — 2)(1/3 — 2)

(z € C).
0 1

Ennek elemei a jobb felsét kivéve egyszerden kiszamithatoak a 4.3 példihoz hasonldan:

2
1 1
j{ T dz = j{ T dz = /—z dz = —4m,
[ p— Z - —
™ 2

5 — 2
11/2—2|=1/2

j{()dz = 0,

1 1 27
%i—zdz B 7{
Tl

T dz = /—z dz = —4m,
2 — R
1/3—2=1/3 ° 0

A kimaradt elem kiszamitdsdhoz pedig legyenek €1, o > szamok gy, hogy a

0

|1 | 4 |1 |
——z|l=g €és |——2z|=¢
5 1 3 z 2

kérvonalak ne messék eqymdst, majd bontsuk fel a kiszdmitando mennyiséget az aldbbi
modon:

Wl

toaaas - f =

']I‘l

=0.

, 1 N

= )

BT R SV R
2 3

Igy a (4.28) rendszernek a P = I identikus projekcidval van exponencidlis dichotémidja

Eqgyszeri szamoldssal adddik, hogy a (4.28) rendszer Cauchy-operdtora valamely n, m € Z
esetén:

men 6a(2mfn _ Smfn)
A(n,m) =

O 3m—n ’

tgy P = I miatt, valamint elemi becslések felhaszndldsdval kapjuk, hogy

|A(n, m)|| = [|A(n, 0)PA(0, m)| < Ke~@n=m)

(n <m)
16



teljesiil, azaz az exponencidlis dichotomia 3.12. definicidgjiban szerepld eqyenldtlenségek
igazak valamely K > 0 és o := In(2) konstansokkal, valamint hogy a (4.28) rendszer

aszimptotikusan stabilis a 2.4. meqjeqyzés alapjan.

4.5. Exponenciilisan dichotém rendszerek megoldasainak mono-

tonitasa

Az utolso alfejezetben exponencialisan dichotém rendszerek megoldasainak monotonita-
sat, illetve aszimptotikus viselkedését vizsgaljuk.

Legyen X := R? minden n € Z esetén A, € L(R?), melyekre az (An)yez: operator-
sorozat egyenletesen korlatos. Tegyiik fel tovabba, hogy az A,, operatorok invertalhatoak,
és inverzeik is egyenletesen korlatos operatorsorozatot alkotnak. Tekintsiik az ezek altal

meghatarozott

Tpi1 = Apz,, (D EZT) (4.29)

differenciaegyenlet-rendszert.

4.12. Tétel. Tegyiik fel, hogy a (4.29) rendszernek exponencidlis dichotomidja van Z -

on. Ekkor az

S_(n) :={A(n,0)Pxy € R™>*? | 25 € R} =Im A(n,0)P,
S.(n) ={An,0)(I — P)xy € R | 25 € R} =Im A(n,0)(I — P)

halmazokra tetszdleges n € 7, esetén
S, (n) @ S+<n) = Rd

teljesiil, tovabbd ha p a (4.29) rendszer megolddsa, akkor pg € S_(0), ill. po € S4(0)
esetén p, € S_(n), ill. u, € Sy(n) dll fenn tetszdleges n > 0 esetén (azaz az S_ és Sy

halmazok invaridnsak), valamint igazak az
lim ||p,| =0, ill. lim ||| = +o0 (4.30)
n—+o0o n—+o0o

aszimptotikus tulajdonsdgok.
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Bizonyitas: 1. lépés: Belatjuk, hogy tetszdleges n € Z; esetén S_(n) & S, (n) = R4
Ehhez legyen 2z € S_(n) NS, (n), igy alkalmas w;, wy € R? esetén

z=An,0)Pwy;, é z=A(n,0)(I— P)w,.
A(n,0) regularitiasa miatt
Pw; = (I — P)w;.
Kihasznélva, hogy P projekcio, azaz P? = P teljesiil, adodik a kovetkezd:
PUJ1:P2U)1:PwQ_P2w2:Pw2_PUJ2:O.
lgy
z=A(n,0)Pw; =0,

azaz

S_(n)NSy(n)=0.

Egyszerfien lathato az is, hogy tetszdleges R%-beli pont felirthato egy S_(n) és egy S (n)-
beli dsszegeként, ugyanis legyen p, € R? tetszéleges, ekkor A(n,0) regularitidsa miatt a

o := A(n,0)" u, kezdeti feltétellel p, = A(n,0)uq, és igy

A két Osszefiiggésb6l méar adodik, hogy S_(n) @ Sy (n) = R%

2. lépés:

Tegyiik fel, hogy 1 := () a (4.29) rendszer megoldésa, melyre o € S_(0), azaz alkalmas
w € R esetén

o = A(0,0) Pw.
fgy mivel 1 megoldas, adodik, hogy
e = A, 0)to = A(n,0)A0,0)Pw = A(n,0)Pw  (n > 0),

azaz [, € S_(n) is teljesiil. Hasonléan lathato be, hogy ha po € Sy (0) akkor tetsz6leges
n > 0 esetén yu, € Sy(n) is fennall.

3. 1épés:
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A (4.30) aszimptotikus tulajdonsagok. Lattuk, hogy ha a (4.29) rendszerre teljesiil a

3.10. definicié a P projekcioval, akkor a 3.12. definici6 is fennall a
P, :=A(n,0)PA(n,0)™"  (n€Z)

projekcié-sorozattal. Legyen z € R? tetszSleges, tekintsiik a jo := Pyxr kezdSpontbol
indul6 megoldést, melyet (Mn)nezg jeldl. Legyenek n, m € Z§ tetszGleges rogzitett egé-
szek, melyekre n > m teljesiil. Vizsgaljuk meg a % hényadost, hogy megtudjuk ezek
egymashoz valé viszonyat. Ehhez elgbb a 3.12. definicioban szerepls (3.6) tulajdonsagot

felhasznalva alakitsuk at p,-t a kdvetkezé modon:

MUn = A(TL, O)P()ZE = An_lAn_g Cat AlA()P()[L’ =
= An_lAn_g L AlplelL’ =...
= An_lAn_g L AIPmAm—l L AlA()ZE =

= A(n,m)P,,A(m,0)z.

T stz

fenti atalakitas felhasznaldsaval az alabbi becslés irhato fel tetszéleges n > m > 0 egé-

szekre:
linll  [[A (R, m) Pt |

el [t |

Ke*“(”*m)HPmA(m, 0)z|| B
[

<

_ Ke_a("_m)HA(m,O)POxH _ (4‘31)
[z

Kemo=m)l,,]|
]
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Ezzel belattuk, hogy rogzitett m € ZJ esetén

lpnl] < Ke™ ™ |l (n = m),
igy

: < T —a(n—m) | _

lim flpn[l < lim Ke [l = 0,

amib6l ||, || > 0 miatt kovetkezik, hogy

Tim [l =0.

A masodik hatarérték hasonléan adodik, igy kapjuk a tétel bizonyitasat.

A fenti bizonyitasban szerepld, az aszimptotikus tulajdonsagot bizonyito (4.31) egyen-
16tlenségeket tekintve arra gondolhatnank, hogy az adott megoldas nemcsak tart vég-
telenhez vagy 0-hoz, hanem rdadasul monoton novekedve ill. csékkenve tart az iménti
hatarértékekhez. Azonban ez az allitds nem igaz, melyrél az alabbi gondolatmenettel is
meggy6zédhetiink. Ha minden n > m > 0 esetén teljesiilne, hogy Ke =™ < 1, akkor
teljesiilne a g megoldas monotonitasa, hiszen az azt jelentené, hogy tetszéleges ilyen
egészek esetén [|u,] < ||pml|, azaz a vizsgalt megoldas monoton csokkend lenne. Ehhez
nevezetesen n > 0, m = 0 esetben teljesiilnie kell a Ke™*("=™) < 1 feltételnek, azaz hogy
K <e® K < e?, ... Elgondolkodtaté eredményt kapunk, ugyanis miért ne lehetne
olyan megoldés, melyre K > e®, azonban minden k > 2 esetén K < e teljesiil, azaz
egymast kovets lépéseknél el6fordulhat hogy a megoldas norméja nem novekedett, ezzel
a monoton névekedés meghukik. Azonban nagyobb hézagok esetében fennall az egyen-
16tlenség és ezzel az aszimptotikus tulajdonsagok is. A most kévetkezd példaban a 4.12.
tétel eredményeit, valamint az imént megfogalmazott, a megoldasok monotonitasaval

kapcsolatos gondolatmenetet szemléltetjiik.

4.8. Példa. Tekinisik az aldbbi 1-dimenzids rendszert:

Tpi1 = Apy (n €Zy), (4.32)
ahol az egyiitthatok az
n+1
Ag:i=1 A, = —m 0), 4.33
0 ’ a, +1.1n (n>0) (4.33)

20



modon definidltak a

a, :=n mod 4 (n € Zg) (4.34)

leképezés felhaszndldsdval. Elsd lépésként azt igazoljuk, hogy a megadott rendszernek
exponencidlis dichotomidja van Zg-on. Ez most oly mddon fog teljesilni, hogy a rend-
szer tetszdleges & € R-bdl indulo (ﬂn)nezg megolddsdra, melyre py = & teljesil, hogy
limy, 4 o0 || ftn|| = 0 azaz a rendszer aszimptotikusan stabilis. Ehhez elég megmutatni, hogy

létezik eqy N € Z kiiszébindex, hogy tetszdleges n > N esetén ||A,|| < 1. Megjegyezen-

dd, hogy mivel a rendszer egydimenzids, tetszéleges n € Zg index esetén || A,|| = |An| és
[znll = l2n]-

Vegyiik észre, hogy a, =0, 1, 2 vagy 3, igy tetszdleges n > 0 esetén a, > 0, valamint
Ag = 1. Ezeket felhaszndlva adddik, hogy

n+1
1.1n

0< A, < <1<=n> 10,

azazn > 10 esetén az A, operdtor normdja legfeljebb 1, igy onnantdl biztosan csékkennek

a megolddsok. Vizsgdljuk tovdabb az n < 10 eseteket. Ha n # 4, 8, akkor a, > 1, igy

1
AH§L<1<:>n<1.1n,
1+1.1n

ami tetszoleges n < 10, n # 4, 8 esetén igaz, tehdt ilyen n-ekre is teljesil hogy || Al < 1.

A megmaradt eseteket kiszdmolva adddik, hogy || A4l = 22 és ||As]| =

45
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tehdt elmondhatd, hogy ha n = 4, 8, akkor az operdtornorma nagyobb 1-nél, azonban
minden mds esetben kisebb, ahogyan a 1. dbrdn is ldthatjuk.
Az elézdekhez hasonldan igazolhatd, hogy n > 12 esetén ||A,| < 0.99, igy tetszdleges

n >m > 12 egészek esetén
HA(TL, m)H < 0.99" ™ < 6—0.01004(n,m)_

Szamitdsokkal alatamaszthato, de az operdtorok normdjdt bemutato 1. abrdn s ldtszik,
hogy minden n > 0 esetben ||A,| < 1.2 teljesiil.
Mindezeket felhaszndlva elmondhato, hogy tetszdleges & € R kezddpontbol indulo meg-
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11}

A I
==
w

0.8

07t

0.6

1. abra. A (4.32) rendszer A, (n > 0) operatorok normai. Lathato, hogy ha n # 4, 8,
akkor || A4, < 1.

olddsra teljesiil, hogy
[A(n, m)z| - < [[A(n, m)]|]lz]] =

= [[A(n, m)[[l2]] <

< KeoUmm|lz|| =

= Ke 0=z,
ahol K = % . % = % < 1.07, o := 0.01004. Ezzel megmutattuk, hogy a rendszernek
ezponencidlis dichotomidja van a J = Z§ intervallumon a P = I projekcioval és az
imént megadott konstansokkal.
Hatdrozzuk meg a 4.12. tételben szerepld S_(n) és Sy(n) halmazokat! Ehhez legyen
n € Z§ tetszbleges, rogzitett index. Mivel A, # 0, Im(4,) = R, gy Im(A(n,0)) = R
amibdl

S_(n) =Im(A(n,0)P) = Im(A(n,0)) =R
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2. abra. A (4.32) rendszer £ = 1 kezd6pontboél indul6 megoldas normai 0 < n < 100

indexekre. Lathato, hogy a megoldas 0-hoz tart, azonban nem monoton nemnovekeden.

adddik. Mivel P =1, az Sy (n) halmazra az aldbbi igaz:
S (n) =Im(A(n,0)(I — P)) = 0.

Kénnyedén ldthatd, hogy ezekre az S_(n) és Sy (n) halmazokra teljesilnek a 4.12. tételben
szerepld dllitdsok.

Vizsgdljuk a megadott rendszer £ := 1 pontbdl inditott megolddsdt. Az elézdek alapjdn
ez a megoldds 0-hoz tart, vé. 2 dbra. A 3 dbrdn azn < 10 indezxek esetén dbrdzoltuk az
A, operdtorok a normdjdt, a 4 dbrdn pedig az erponencidlis dichotdmia bizonyitdsdindl

haszndlt exponencidlis fiigguény grafikonja taldlhato.

Az alfejezet eddigi részében az X = R? Banach-teret tekintettiik, azonban a szakiro-
dalomban tetszGleges X Banach-tér esetében bizonyitott egy eredmény az exponencidli-
san dichotém lineéaris rendszerek megoldasainak monotonitasarél. Ez tulajdonképpen a

fenti 4.12. tétel altalanositasa, azonban méas megfogalmazésban.
4.8. Allitas. (vé: [4]) Legyen
A, € L(X) (neZ)
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3. abra. A (4.32) rendszer £ = 1 kezd6pontbdl induld megoldas norméi 0 < n < 10

indexekre. Lathato, hogy n = 4, 8 indexek estén névekszik a megoldas norméja.

12

O megoldas normaja
1.07"exp(-0.01004°}

0.8

0.4

02rp

L i IR
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

4. abra. A (4.32) rendszer £ = 1 kezdSpontbol indul6 megoldas normai 0 < n < 200
indexekre, tovabba piros vonallal az az exponencialis fiiggvény, mellyel a megoldasok

normadit becsiiltiik az exponencidlis dichotémia fennéllasa bizonyitasanal.
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egyenletesen korldtos operdtorsorozat, és tekintsik az
Tpy1 = Apy (neZ) (4.35)

differenciaegyenlet-rendszert. Tegyik fel, hogy a (4.35) rendszernek exponencidlis dicho-
tomidja van a J = Z intervallumon a P projekcioval és K, a > 0 konstansokkal, tovabbd

jelélje A a rendszer Cauchy-operdtordt. Ekkor tetszdleges x € X esetén

Jim {|A(n, 0)Pz] =0, (4.36)
lim [|A(n,0)(I — P)z|| =0 (4.37)
n——0o0

teljestil.

4.14. Megjegyzés. A [4] cikkben a szerzék a fenti aszimptotikus tulajdonsdgokat a

spektralis dichotomia fogalmdnak segitségével bizonyitottdk.

Az alfejezet zarasaként megvizsgaljuk, hogy a 4.8. allitds hogyan jelenik meg a 3.4 alfe-

jezet 3.3. példajaban szereplé rendszerben.

4.9. Példa. Tekintsik a V = (R%,] - ||2), tovdbbd az (L*(0,T;V),| - |l120,m,v)) tereket

valamely T' € R, esetén, ahol

23 = at+a3  (z=(21,22) ER?)
T
flsoryy = [I@Ed (e 20.7:)).
0
Tekintsiik a kivetkezd autonom differenciaegyenlet-rendszert:
for1 = A fo (n € ZJ), (4.38)
ahol A : L*(0,T;V) — L*(0,T;V) operdtor az aldbbi

0
A=
2

O NI

ahol tetszdleges n € Zg esetén f, € L*(0,T;V). Megmutattuk, hogy a rendszer Cauchy-
operdtora:

A(n,0)F = (27"Fy, 2"F) (F € L*(0,T;V)),
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tovdbbd hogy a megadott linedris rendszernek exponencidlis dichotomidja van a J = 7

ntervallumon a

P =
00

projektorral valamint a K = 1, o := In(2) konstansokkal. Megmutatjuk, hogy a 4.8.
dllitasban szerepld (4.36) és (4.37) egyenldségek is teljesiilnek. Eldszor vizsgdljuk meg a
(4.36) egyenldségben szerepld normdt valamely (Fy, Fy) =: F € L*(0,T;V) esetén:

IA(n, 0)PF| 20 7y = I1A(R, 0)(FL, 01220, 70 =
= [[(2™Fy, O)H%Q(O,T;V) -

= [l R, ol -

R

= [ E@) < 2 Florn,
R
igy
Jim A, 0)Pr] = lim 2% Pl = 0.
Hasonldan igazolhaté a (4.37) egyenldséy is.

Az alfejezetben vizsgélt, a 4.12. tételben bevezetett S_ és S, halmazok az A € R%*?

invertalhatdé matrixszal definialt
Tnp1 = Az, (n€Z) (4.39)

autonoém linearis, exponencidlisan dichotém rendszer stabilitasaval, illetve az ezt megha-
tarozo A € R%9 hiperbolikus matrix stabilis és labilis alterével is kapcsolatba allithatd,

ennek részleteit mutatjuk be a kévetkezé allitasban.

4.9. Allitas. Legyen A € R™? invertdlhatd hiperbolikus mdtriz, valamint egqy az A valds
normdlalakjdt meghatdrozo bazis H := {u1, ..., ugy C R}, A 4.12. tételben szerepld
S_(0) és S (0) halmazokra:
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ahol Es(A), ill. E,(A) jeloli az A mdtriz

EJ(A) = span{uy € H : |\ <1},
E,(A) = span{uy € H : |\ > 1}

stabilis, ill. labilis alterét.

Bizonyitas: Az S_(0) = E4(A) egyenlséget latjuk be, az S, (0) = E,(A) hasonldéan
igazolhat6. Mivel H bazis, az egyenlGséget elég igazolni tetszGleges ux, € H vektor
esetén. ElGszor bebizonyitjuk, hogy S_(0) = Im(P) C E,(A) teljesiil. Legyen uy € H
tetszbleges, melyre uy, € Im(P) teljesiil. Ekkor a 4.12. tételben szereplé aszimptotikus

tulajdonsagok miatt

lim ||®(n)ugl| = lim [[A"ug|| =0 (4.40)
k—ro00 k—o00

teljesiil. Indirekt tegyiik fel, hogy a kivant Im(P) C F,(A) tartalmazas nem teljesiil az
up vektorra, azaz uy, ¢ Ey(A) &ll fenn. Ekkor E,(A) ® E,(A) = RY miatt uj, € E,(A)
igaz, és igy
Jim [ A" [} = oo
teljesiil, ami ellentmond a (4.40)-nak. Emiatt uy € Eg(A) igaz.
A forditott irAny hasonloan igazolhato.
A fejezet zarasaként a 4.9. allitdsban leirtakat szemléltetjiik a 4.4. példdban vizsgalt

rendszeren.
4.10. Példa. Tekintsik a 4.4. példiban megadott

Tn 1/2 3 Ty,
a2 8] (€2 1y € R) (4.41)

Yn+1 0 4 Yn

autonom rendszert. Megmutattuk, hogy a (4.41) rendszernek exponencidlis dichotémidja

a Z¢ intervallumon a

~|o

1
P p—t
0 O
projekcioval. A 4.9. dllitds bemutatdsdhoz vegyiik észre, hogy
S_(0) = Im(P)=span{(z,0) : z € R},
S5.(0) = ker(P)=span{(Sz,z) : z € R}
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teljesil. Tovdbba mivel a rendszer eqyiitthatomdtrizdnak sajdtértékeire és sajatvektoraira

1
A= 17 U1 = )
? 0
1
)\2 = 4, Vo =
7/6

teljestil, igy
) 7
E (A) =span{(x,0) : x € R}, ¢és FE,(A)=span{(z, 61:) : € R},
amibdl lathato, hogy fenndllnak a 4.9. dllitdsban megfogalmazott eredmények.

4.15. Megjegyzés. A 4.9. dllitdst az eldzd alfejezet 4.11. tételével is érdemes dsszeha-
sonlitani, ugyanis ezek osszekapesoldsdval elmondhats, hogy a (4.39) linedris rendszer
pontosan akkor aszimptotikusan stabilis a 4.11. tételbdl adddoan, ha exponencidlis dicho-
tomidja van a P = I projekcicval, ez utdbbibol pedig a 4.9. dllitds alapjan kévetkezik,

hogy a rendszert meghatdrozo A egyiitthatd-mdtriz stabilis alterére E(A) = R? teljesiil.
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5. Az exponencialis dichotomia stabilitasa

Az exponencialis dichotomia fogalmat targyalo szakirodalomban az egyik széles korben
vizsgalt dltalanos kérdés az exponencialis dichotomia stabilitasa, mely alatt az aldbbiakat
értjiik. Legyen J € {Z,Z,7Zy} diszkrét intervallum, és tegyiik fel, hogy tetszdleges
n € J esetén adottak az A,, B, € L(X) invertalhato operatorok, melyekbdl alkotott
(A nes, (A, Dner, (Bn)nes €s (B, 1),cs operatorsorozatok egyenletesen korlatosak. A

fejezetben az
Tpa1 = Apy, (nelJ) (5.1)

Tpy1 = (An + Bp)xn, (nelJ) (5.2)

rendszert vizsgaljuk. Definidljuk a B : [,(J, X) — [,(J, X) operatort valamely (u,)ncs €
l,(J, X) az alabbi modon:

(Bu), := Buuy, (nelJ). (5.3)

Ekkor a (B,) sorozat egyenletes korlatossaga miatt 3L > 0 konstans, hogy tetsz6leges

n € J esetén

[Bnll < L

teljesiil, és igy

1Bl =D 1(Bu)all” =D | Baunll” < Ljjully < oo,

neJ neJ

azaz ((Bu)y)nes € L(J, X) teljesiil, igy az (5.3)-ban definialt B operator valoban
B l,(J,X) = 1,(J,X)
tipusti. A ||B,|| normak kozos korlatjat jelolje 0 € R, azaz
sup || Bnl| := 9 < 0. (5.4)
neJ
Ekkor tetszéleges u € [,(J, X) elemre
[(Buw)nll = | Butnl < Ollunl (0 €J),
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igy B : 1,(J, X) — [,(J, X) korlatos operator, tovabba
B[, < 0. (5.5)

A tovabbiakban tegyiik fel, hogy az (5.1) rendszernek exponencialis dichotémiaja
van, azaz teljesiil az 3.10. definici6 egy adott J intervallumon a P : X — X projekcioval,
Ky, K5, a1, as > 0 konstansokkal. Az exponencialis dichotomia stabilitdsa alatt azt
értjiik, hogy ezen feltétel mellett, az (5.4)-ban definialt 6 mennyiségre milyen feltétel-
nek kell teljesiilnie, hogy az (5.2) rendszernek is exponencialis dichotémiaja legyen a J
intervallumon. A szakirodalomban fellelheté perturbacios tételek célja, hogy kiilonboz6
korlatokat adjanak d-ra. A tovabbiakban ezek koziil fogok néhany, mar bizonyitott tételt

ismertetni, majd egy altalanos esetben konkrét korlatot megadni d-ra.

5.13. Tétel. (vi.: [21]) Tegyiik fel, hogy J € {Z,Z3,Zy}, X = R? valamely d > 0
esetén, tovdbbd, hogy minden n € J esetén A, € R¥™9 invertdlhato, és létezik C > 0,
hogy minden n € J esetén ||A Y| < C. Tegyiik fel, hogy az (5.1) rendszernek exponen-
cidlis dichotomidja van J-n. Legyen ¢ € R, melyre 0 < ¢ < a. Tekintsiik a (Bp)nes

operdtorsorozatot, melyre minden n € J esetén igazak az aldbbiak:

o [|B,]| <CT,
1 —Q
« 2K B, <1,
1l —e @
o
« 2K B < 1.
e —1

Ekkor minden n € J esetén A, + B, invertdlhato, és a perturbdalt rendszernek is expo-

nencidalis dichotomidja van a J intervallumon.

5.14. Tétel. (vi.: [2]) Tegyiik fel, hogy J = Z, X = R¢ valamely d > 0 esetén, tovdbbd,
hogy minden n € Z esetén A, € R™? invertdlhatd, és létezik C > 0, hogy minden n € Z
esetén || A < C. Tegyiik fel, hogy az (5.1) rendszernek exponencidlis dichotdmidja van
a Z intervallumon. Tekintsink eqy (By)nez operdtorsorozatot. Ha minden & > 0 esetén

teljestil, hogy
e*—1

—€
e +1 b

akkor az (5.2) rendszernek is exponencidlis dichotdmidja van Z-n.

sup || B,|| < min{M ' K
nez
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5.16. Megjegyzés. Ldthatd, hogy a [2] cikkben a

1 e¢—1
B, < —
swp [ Bull < 53 o
feltételt a
1B < <1 (5.6)
su L < = )
neIZ) Ke*+1

feltételre javitottak.

A kovetkezs két alfejezetben az (5.6) feltételt vizsgaljuk tetszdleges X Banach-téren

értelmezett operatorok, valamint a J = ZJ ill. a J = Z intervallumokon.

5.1. Perturbacios tétel a J = Z(}L intervallumon

A tovabbiakban legyen X tetsz6leges Banach-tér. Ezzel az esettel foglalkoz6 cikkek
példaul: [13], [14]. Az [13] cikkben a p < oo eset targyalt. Bebizonyitjak, ha az (5.4)-
ban definidlt § mennyiség elegendden kicsi, akkor feltéve, hogy az (5.1) rendszernek
exponencidlis dichotomidja van, kovetkezik, hogy az (5.2) rendszernek is exponencialis
dichotémiaja van, pontos korlatot azonban nem adnak.

A [14] cikk a p = oo esetet vizsgalja. p = oo esetén megtalalhato benne a 4.6. tétel
bizonyitasa, tovabba a 4.7. tétel levezethetd a [13] cikkben talalhato, jelen munkaban is
mar megadott p < oo-t feltevs 4.7. tétel bizonyitasa alapjan. Ezeknek felhasznalasaval
pedig megadhato egy perturbacios tétel p = oo esetben szintén a [13| cikk alapjan. A
fejezet kovetkezs részében tehat bebizonyitjuk a 4.7. tételt p = co esetben, majd ennek
és a 4.6. tételnek a felhasznalasdval megadunk egy perturbacios tételt, illetve egy konkrét
korlatot d-ra.

A tovabbiaknak tegyiik fel, hogy az (5.1) rendszert definialo A, € L(X) operatorok

invertalhatoak, és az inverzeik egyenletesen korlatosak.

5.15. Tétel. Az (5.1) rendszernek pontosan akkor van exponencidlis dichotomidja a P :

X — X projekcicval, melyre Ker P = Z, ha a Ty : 12 — o operdtor invertdlhatd.

Bizonyitas:

1. 16pés
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Tegyiik fel, hogy az (5.1) rendszernek exponencidlis dichotomidja van a P : X — X
projekcioval (teljesiil az 3.10. definicid), K, o > 0 konstansokkal, és legyen Z := Ker P.
Ekkor a [14] cikkben talalhato 2.2 kévetkezmény alapjan

PX = X(0) (5.7)
teljesiil, azaz
Xo(0) = Im(P),

ahol a (4.10) képlet alapjan:

X,(0) = {z € X :sup||[A(n,0)A71(0,0)z| < oo} (5.8)

n>0
Nyilvanvaléan

X =Im(P) ® Im(I — P),

tovabba a P projektor (3.30) definiciojat, valamint a (3.27) tulajdonsagot felhasznélva
adodik, hogy
Im(I — P) = Ker(P),

igy Z = Ker(P) miatt
X = X(0) & Z

teljesiil. Legyen f = (fn)nezar € Iy tetszileges rogzitett sorozat. A (4.6.) tételbol
adodoan a (4.8)-ben definidlt T' operator sziirjektiv, gy létezik v = (Un)nezg € oo,

melyre Tv = f. Tekintsiik tovabba az
U= (un)nezj = (A(n>A_1(0)PUO)neZ§

sorozatot. Itt Pvy € PX, igy (5.7) miatt Pvy € Xo(0), igy Xo(0) definicioja alapjan

u € ly teljesiil. Tovabbé az u definiciéja miatt Tu = 0, mivel A alapmegoldas. Tovabba
vg — ug = vg — Pvg = (I — P)vg € Im(I — P) = Ker(P) = Z,
azaz vy — Uy € Z. Igy v —u € 1%, valamint a (4.9)-ben definialt T; operatorra
Tz;(v—u)=Tw—u)=f
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teljesiil, igy Tz : IZ — o, sziirjektiv.
Legyen w = (wn)nezg € Ker Ty, ekkor T definicioja miatt minden n € Z; esetén

w, megoldasa az (5.1) rendszernek, azaz
w, = A A 0wy  (n€ZY) (5.9)

teljesiil. Tovabba w € Ker Tz miatt w € (£, igy wy € Z. Mésrészt w € 1Z miatt igaz,

[o o)

hogy
[w]|oo = sup IA(n)A~(0) Py < oo,

igy az Xo(0) altér (5.8) definicidja miatt wy € Xo(0) teljesiil. Tehat Gsszefoglalva
Wy € ZﬂXo(O) =— wy = 0.

Igy az (5.9) tulajdonsag miatt w = 0 nullsorozat, amibél kivetkezik, hogy T injektiv,
és igy invertalhato.

2. 1épés

Tegyiik fel, hogy Tz : IZ — ., invertalhat6. Ekkor 0 ¢ Ao (TYy) teljesiil, ahol

Ao(Tz) :={A e C : (Tz — AI) alulrél nem korlatos}.

Ugyanis ha 0 € Ao(T) teljesiilne, az azt jelentené, hogy T alulrl nem korlatos, amibél
kovetkezne, hogy Tz nem invertalhato, vo.: [15] . Mivel azonban ezt feltettiik kovetkezik,

hogy 0 ¢ Ac(Ty), azaz In > 0, hogy minden v € IZ esetén
N Tz0]lo0 = [|V]]oe- (5.10)

Legyen
o ={f €lx : fo=0},

és tekintsiik a Ty : 1% — I, operitort, mely a Ty operator megszoritasa [° -ra, azaz
u €12 CIZ esetén

Tou := Tyu.
Mivel {0} C Z, az (5.10) becslés Ty-ra is igaz, azaz minden v € [ esetén
N[ Tov]lso = [|0]]oo-
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Igy 0 ¢ AoTy is igaz. Felhasznalva a [14] cikkben talalhato 2.2. kovetkezményt kapjuk,
hogy X(0) zart.
A tovabbiakban megmutatjuk, hogy X = X,(0)® Z. Legyen z € X tetsz6leges, rogzitett

elem. Ha valamely ng > 0 esetén

akkor minden n > ng esetén is
An)A 1 0)z = A(n)A™(ng)A(ng)A~(0)z = 0,
teljesiil, azaz x € X(0). Masképp minden n € Z esetén
A(n)A~1(0)x # 0.

Legyenek u = (Un)nezg7 és f = (fn)nezg a kovetkezdk:

2 (n = 0)7
Uy =
0 (n>0),
—Apz  (n=0),
Jn =
0 (n>0).
Nyilvin u € I, és f € |, valamint
Jn = Un+1 — Apty, (TL € ZS_) (511)

teljesiil, azaz Tu = f. Mivel Ty sziirjektiv, létezik v € 1Z, hogy Tzv = f, igy (5.11)
miatt

Tyv ="Tu,

amibdl pedig u — v € KerT' kovetkezik, és igy
(u—v)p = An)AH(0)(ug — v9) = A(n)AH(0)(z — o) (n € ZJ).
Tovabba u,v € l,, miatt adodik, hogy u — v € I, teljesiil, igy  — vy € X((0), azaz
r=1x—v+ vy € Xo(0)+ Z.
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Legyen
(TR X()(O) N Z,

ekkor a
w = (wn)nezg = ((A(n)Ail(O)y)n)nGZS'
modon definialt sorozatra w € 1Z NKer T. Emiatt Tzw = 0, igy Ty invertalhatosagabol

kévetkezGen w = 0, azaz

teljesiil, amibdl kovetkezik, hogy
X =Xo(0)® Z.

Tehat bebizonyitottuk, hogy a T operator sziirjektiv, és az Xy(0)-nak létezik direkt
kiegészitGje X-ben, igy a 4.6. tétel miatt az (5.1) rendszernek exponencialis dichotomiaja
van Zg-en, valamilyen P : X — X projekcioval, K, a > 0 konstansokkal. Tovabba a 4.6.
tétel bizonyitasabol kideriil, hogy erre a P projekciora teljesiil Ker(P) = Z is fennall.
Ezzel az 5.15. tételt bebizonyitottuk.

Kovetkezzen tehat a perturbéacios tétel a [13] cikkben talalhato 3.7. tétel alapjan.

5.16. Tétel. Tegyiik fel, hogy az (5.1) rendszernek exponencidlis dichotémidja van Z -
en a P : X — X projekcioval, K, o > 0 konstansokkal. Ha az (5.5)-ben definidlt ¢

mennyiségre
- 1 e*—1
K er+1

teljesil, akkor az (5.2) perturbdlt rendszernek is exponencidlis dichotomidja van.

J

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy az (5.1) rendszernek exponenciélis dichotémidja van Zg -
en a P: X — X projekcioval, valamint legyen Z := Ker P. az 5.15. tétel alapjan T,

invertalhato. Jelolje T 7 az (5.2) perturbalt rendszerhez tartozé operatort, azaz
Tpz 12 =l
a kovetkez6képpen definidlt egy u € IZ elemen:
(T zu)n = tup+1 — (An + Bp)uy, (n € ZJ).
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Tekintsiik az (5.3)-ban definialt 9B korlatos operatort. Nyilvan T z = T — B teljesiil a
Tp .z, Ty és B operatorok megadasi moédjabol kovetkezben.

Igy a perturbalt rendszer exponencialis dichotémiajanak eléegséges feltétele, hogy a
T, — *B operator invertalhato legyen. Mivel T invertdlhatd, ennek elégséges feltétele,

hogy
1B < |77

teljestiljon (vo: [15]). A 4.7. &llitds alapjan a Tu = f egyenlet egyértelmd korlatos
megoldéisara

mEZSr

azaz adott f € [, esetén

(T7" fln=>_ Gn,m+1)fn. (5.12)

mEZSr

Belathato, hogy ((Tz_lf)n)nezg € 1Z. Elsszor megmutatjuk, hogy (T,' f) € Z.

(T;' o = Y. GOm+1)fp =

mEZaL

=Y AMO)I—-P)A (m+1)fy =

+
meZg

=Y (I=PA (m+1)fm,
mEZaL
ahol tetszGleges m € Z7 esetén (I — P)A=Y(m + 1)f,, € Im(I — P) = Ker P = Z, és
mivel Ker P C X zart altér,

Y (I-PA ' (m+1)fn€KerP=2

+
meZg

is teljesiil. A tovabbiakban pedig az iménti, (5.12)-ben lathato feliras segitségével belat-
juk, hogy
e*+1

T < K- )
1T < K-S

66



Legyen f € [, tetszGleges, rogzitett. Ekkor felirhatd a kovetkezd becslés:

177 flle = sup [[(T7"f)ull =

neZg
= sup Z G(n,m + 1)me (5.13)
nGZ(’)" mez

Az (5.13) mennyiség végességének bizonyitasadhoz elGszor vizsgaljuk a

H Z G(n,m + 1)me

7n€Zg

kifejezést tetszdleges, rogzitett n € Z§ esetén.
| Y com+nta < 3 I60m+ 1l =
mEZS mEZS
n—1 [e'e
= Y NGnm+ D) ful + D IG,m+1) full =
m=0 m=n

= D> IIAM)PAT (m + 1) fin| +
m=0

+ D IAM)I = PYA (m+ 1) fu]| <

IN

( i |A(n)PA= (m + 1)|| +

£ AM(T — P)A 1>H) 1l <

1

< k(Serrn e Yoo )i

m=0

Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:



igy
| Y ctnm+ 1| < KA+ )]l (5.15)
mez

A tovabbiakban az atlathatosag kedvéért vizsgaljuk kiilon-kiilon az A; és A, mennyisé-

geket.
n—1
—ayn _q
A — —a\k — (6 ) —
! (e7) et —1
k=0
e efoc(nfl)
Tee—1  er—1"
A2 — Z(e—a)k — @ Z(e—a)k —
k=1 k=0
. € 1
=€

o —1 eo—1

A fentieket az (5.15) képletbe visszahelyettesitve:

|3 atm+ vl < 5 (G = sl

e* —1 ex —1
meZg

igy

B e 41 efa(nfl)
e < sup {5 (S5 - S e} -

o o __
nezd e 1 e 1

e*+1

= K- : o 5.16
s (516)
Osszefoglalva tehat kaptuk, hogy
“+1
I e < - S (5.17)
et —

igy ((Tz_lf)n)nezg € 1Z teljesiil, valamint az (5.17) egyenl6tlenségbdl atrendezéssel ado-

dik, hogy

1 e*—1
T > = . 5.18
17712 > = Sy (518)
Tehat ha
1 e*—-1
o< —-
K er+4+1’
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akkor
1 e*—

Bl =0 < — -
el T

1 -
S ||TZ1H0017

amibd6l kovetkezik, hogy a perturbalt rendszernek exponencialis dichotémiéja van.

5.17. Megjegyzés. Az egyszeribb esetet targyalo 5.14. tételben a 6 mennyiségre meg-
adott (5.6) feltétel tetszdleges Banach-tér esetén is elegenddnek bizonyult a J = 7§

tervallumon.

5.2. Perturbacios tétel a J = 7Z intervallumon

Ebben az alfejezetben azt vizsgaljuk, hogy ha a J = Z intervallumon tekintjiik az (5.1)

.0,

homogeén linearis rendszert, illetve annak az (5.2) perturbaciojat, akkor milyen feltételek
teljesiilése mellett garantalhaté az exponencialis dichotomia 6réklgdése. A tovabbiakban
tehat feltessziik, hogy az (5.1) rendszernek exponencialis dichotomiaja van a Z interval-
lumon, K, a > 0 konstansokkal és P : X — X projekcioval.

Az el6bbi alfejezetben targyalt esethez hasonloan itt is a perturbacios tétel alappillére

------

az A, operatorok invertalhatosagat, és az inverzek egyenletes korlatosségat.
5.10. Allitas. (vo.: [12])A kivetkezd két dllitds ekvivalens:
1. az (5.1) rendszernek exponencidlis dichotdmidja van,

2. minden f €l esetén az (5.1) homogén rendszerhez tartozo
Tpi1 = Aptp + [ (n€Z) (5.19)
inhomogén rendszernek egyértelmiien létezik x € |, megolddsa.

A kovetkezGekben az 5.10. allitast felhasznalva megadunk és 2] alapjan bebizonyitunk

egy perturbécios tételt.
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5.17. Tétel. Legyen X tetszdleges Banach-tér, J = Z intervallum. Tegyiik fel, hogy az
(5.1) rendszernek exponencidlis dichotémidja van Z-n a K, a > 0 konstansokkal, és P
projekcidval. Ekkor, ha az (5.5)-ben definidlt 6 mennyiségre

1 e*—1

0 < — -
K er+1

(5.20)

teljesiil, akkor az (5.2) rendszernek is exponencidlis dichotémidja van Z-n.

Bizonyitas: Az 5.16. tétel bizonyitasaban szerepld (5.14) és (5.17) becslések alapjan
vegylik észre, hogy az (5.20) feltételbdl kovetkezik, hogy

1
—an-—m=llp N 5.21
Supze | Bl I (5.21)

mez nel

Vezessiik be a kovetkez§ jelolést:

Lp:= supZe‘o‘l”_m_”HBmH. (5.22)

meZ nel

Igy (5.21) miatt Ly < L+ teljesiil.
Legyen f € [, tekintsiik az
Tpy1 = Aptp + [ (5.23)

inhomogén rendszert. Ekkor az 5.10. allitas alapjan adodik, hogy az (5.23) rendszernek
egyértelmtien létezik [-beli megoldasa, jelolje ezt z := (29),c7. Tovabba az 5.16. tétel

bizonyitasdban latottakhoz hasonléan itt is teljesiil, hogy
|G(n,m +1)|| < Keen—m=1l (n,m € Z), (5.24)

amibdl a kovetkez§ egyenlGtlenség szamolhato:

*+1
sup | S Glnym+ 1) < K-S (5.25)
ne€L o e —1
Igy ||2°||o-ra felithaté az alabbi becslés:
o _|_ 1
0 00 <K- ‘ 00
I < K-S

Tekintsiik az

0
Tpi1 = Apzn + Boz,,
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inhomogén rendszert. Az 5.10. allitds alapjan ennek is egyértelmiien létezik [..-beli

megoldésa, ezt jelélje 2! := (z1),cz. Tovabba z! zart alakjat is ismerjiik:

rl = Z G(n,m + 1)B,2°, (neZ),
mez
igy az (5.24) és az (5.25) becslések alapjan
e“+1
e —1

teljesiil. Hasonloan ¢ = 2,3, ... esetén tekintsiik az

I loe < K-

[flloc K - L

T, = Apz, + Byttt (nez)
inhomogén rendszert melynek az

Tl = Z G(n,m + 1)Bzt, (neZ)
mez
sorozat egyértelmi [,-beli megoldasa, melyre fennall az
e*+1
e —1

becslés. Definialjuk az x := (x,,),ez sorozatot az alabbi mdodon:

o0
T, =10 + g x,.
i=1

Kihasznélva, hogy K Lp < 1, valamint az x' sorozatokra bizonyitott korlatokat

[ 1 lloe (K - L)'

e*+1 > i
7l < K-Sl DK - L) =
i=0
e*+1 1
K - o ————
eo‘—l”fH 1—-KLpg

adodik. Tovabba mivel z egyértelmi megoldasa az (5.2) rendszernek, igy az 5.10.
allitasbol kapjuk, hogy az (5.2) perturbalt rendszernek is exponenciélis dichotémiaja

van.

Osszefoglalva tehat elmondhat6, hogy a véges dimenzios esetben latott (5.6)
1 e*—1

o< —-

K e*+1

feltétel elégségességét az exponencidlis dichotomia 6rokldéséhez tetszéleges Banach-tér

és a J =Z¢ ill. a J = Z intervallumon is bebizonyitottuk.
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6. Homoklinikus palyak approximacidja

A dolgozat utolso fejezetében jorészt a TDK dolgozatom témajarol, az abban elért ered-
ményekrél és az azzal kapcsolatos tovabbi terveimrél szeretnék beszélni. A dolgozat célja
az volt, hogy adott d € N, ill. ¢, h : R? — R? leképezésekkel, pontosabban €!-diffeomor-
fizmusokkal definilt

g(‘rn-&-l) = h(xn) (n € Z) (6~1)

un. implicit differenciaegyenlet-rendszer homoklinikus palydinak numerikus kozelitésére

szolgélo modszert adjon. Ennek eléréséhez egy, az

Tnt1 = f(Tn) (neZ) (6.2)

autoném rendszer homoklinikus palyiinak numerikus kozelitésére szolgaldé — J. Beyn és
szerzétarsai altal kidolgozott (v6. [6]) — modszert vettiink alapul, amelyet (6.1) alaka
implicit rendszerek numerikus vizsgélatara fejlesztettiink tovabb. El6szor ennek részlete-
it szeretném bemutatni, majd ezutan egy konkrét példan keresztiil illusztralni a modszer

miikodését.

6.1. Explicit differenciaegyenlet-rendszerek vizsgalata

Az egyszer(ibb targyalas, ill. az atlathatosag érdekében els6ként a mar emlitett [6] cikk-
ben talalhaté modszer legfontosabb mozzanatait foglaljuk 6ssze.

Tegyiik fel, hogy az f : R? — R? leképezés ¢!-diffeomorfizmus, és tekintsiik az

Tnpr = f(zn) (R €Z) (6.3)

autonom differenciaegyenlet-rendszert, majd legyen ¢ € R? hiperbolikus egyensilyi hely-
zete f-nek, azaz tegyik fel, hogy f(§) = & és a Jy(§) Jacobi-matrix minden A € C
sajatértékére |A| # 1 teljesiil. Az exponenciélis dichotémia bizonyos mdédon kapcso-
latba hozhatd a (6.3) rendszer jobb oldalan allo f leképezés & hiperbolikus egyensulyi
helyzetével. Az alabbiakban ezt fejtjiik ki roviden. Tekintsiik az

U1 = Jp(§un  (n€Z) (6.4)
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allando egyiitthatos rendszert. A (6.4) rendszer Cauchy-operatorat jelolje
A(n,m) = Jg(§)" ™ (n,m € Z).

Mivel ¢ € R? hiperbolikus fixpont, ezért alkalmas, a A\;, A\, € R, A, < 1 < ), feltételnek
eleget tévs szamok esetén a J¢(§) Jacobi-matrix minden X sajatértékére |A| < A, vagy

|A] > A, teljesiil. Jelolje Wi, ill. W, a J;(&) stabil, ill. instabil alterét, azaz legyen

W, = {x cRY: lim A(n,0)z = 0} ;i W, = {x cRY: lim A(n,0)x = o} :

n—-+o0o n——oo

Ekkor R? = W, @ W, tovabba minden z, € W és =, € W, esetén
[ (&) sl < Allsl|  (n=0), Al [[Jp(§)"zull < Agllzu] (n<0). (6.5)

gy a 4.5. allitasbol és a & hiperbolikussagabol kovetkezik, hogy a (6.4) rendszerneck
exponencialis dichotomiaja van. A fenti (6.5) egyenl6tlenségekbdl az is lathato, hogy az

exponencialis dichotémia paraméterei a kévetkezdk:
K =1, a := min(— In(\;), In(A\,)),

és a P projekcio a Wy altérre valo merdleges vetités operatora.
A fejezetben ismertetett modszerhez sziikség van néhany fogalomra, melyek jol is-

mertek a differenciaegyenlet-rendszerek elméletébdl, azonban a teljesség kedvéért leirjuk
6.13. Definici6. (Homoklinikus palya.) A (6.3) rendszer eqy xz = (x)nez megol-
ddsdnak értékkészletét a rendszer ¢ € R egyensilyi pontjdra illeszkedd homoklinikus

palydjanak nevezzik, ha

lim xz, =¢ és lim x, =¢ (6.6)

n——+0o n——0oo

teljestil.

6.14. Definici6. Legyen £ € R? a (6.3) rendszer hiperbolikus egyensilyi helyzete, to-
vdbbd legyen x7 = (x,)nez a rendszer olyan homoklinikus megolddsa, amelyhez tartozo

pdlya illeszkedik &-re. Azt mondjuk, hogy xy transzverzdlis, ha az
Uns1 = Jf(xn)uy, (neZ) (6.7)
linedris rendszernek exponencidlis dichotomidja van Z-n.
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Altalaban a szakirodalomban a (6.3) rendszer adott £ egyenstlyi ponthoz transzverzalis
homoklinikus megoldasat a &-hez tartozo stabil és instabil sokasagok segitségével defini-
aljak. Az |6 cikkben a szerz6k megmutattak, hogy a szokasos definicio egyenértéki a
fenti 6.14. definicioval.

A tovabbiakban a (6.3) rendszer transzverzalis homoklinikus palyainak kozelitésére
szolgalo eljarast fogjuk megadni. Ehhez definialjuk adott J C Z (diszkrét) intervallum

esetén az
Sy={(xn)nes = 2]l := Sup |a]l < oo} (6.8)
ne

teret. A (6.3) rendszert a I' : Sy — Sz operator segitségével a
F(Jiz) =0 (ZL‘Z S Sz) (69)

alakba irjuk, ahol
F(l‘z) = (xn_H — f(l'n))nez (.CEZ € Sz) (610)

Mivel csak véges intervallumon tudjuk valamely rendszer palyait numerikusan kozeliteni,
a (6.10) operatort egy véges J := [n_,n.| intervallumon (n_,ny € Z, n_ < 0 < ny)

vizsgaljuk a I'; : S; — S operator segitségével, melyet

Ly(xy) = (Tnp1 — flan) (ne{n_,...,ng —1}),b(xn_,2n.,)) (xy€Sy) (6.11)

definial, ahol b : R?? — R< alkalmas (€!-beli) valamilyen peremfeltételt megado leképe-
zés. A dolgozatban az alabbi periodikus peremfeltételt leir6 b leképezést tekintettiik:

b(Tn_, n,) == Tn, — Tn_. (6.12)

A (6.3) rendszer homoklinikus megoldasanak kozelitéséhez a (6.11) operator magterét
keressiik.
Az [6] cikk 3.4 tételében a szerzék a b leképezésre tett alkalmas feltételek mellett a

fentiekben megadott numerikus kozelités alkalmazhatosagat garantaljak.

6.2. Implicit differenciaegyenlet-rendszerek vizsgalata

Az el6z6ekben lathattunk egy modszert, melynek segitségével a (6.3) differenciaegyenlet-

rendszer transzverzalis homoklinikus palyait lehet numerikusan kozeliteni. A tovabbiak-
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ban ezt terjesztjiik ki altalanosabb alaki

9(@n+1) = h(zy) (n€Z) (6.13)

implicit differenciaegyenlet-rendszerek palyainak kozelitésére, ahol g, h : R? — R? le-
képezések €l-diffeomorfizmusok. Mindezt az eladas végén alkalmazni fogjuk az alabbi

esetben. Tekintsiink egy F : RY — R alkalmas (sima) fiiggvénnyel definialt
i = F(z) (6.14)

autonom differencislegyenlet-rendszert. Tegyiik fel, hogy a (6.14) rendszernek & € R?
hiperbolikus fixpontja, tovabba, hogy létezik egy &-hez homoklinikus megoldasa. A
(6.13) diszkrét ideji és a (6.14) folytonos idejii rendszerek kozott tigy teremtiink kap-
csolatot, hogy a (6.14) rendszert valamilyen numerikus modszerrel kozelitjiik, igy egy
differenciaegyenlet-rendszert kapunk. A fejezet végén vizsgalt példa esetében trapéz sza-
balyt alkalmaztunk. Mivel a modszer implicit, a (6.3) rendszernél altalanosabb, (6.13)
alaku differenciaegyenlet-rendszerhez jutunk, ahol g, h az alkalmazott numerikus mod-
szertdl fliged leképezések. Ezért van sziikség az el6z6 alfejezetben latott metddus implicit
rendszerekre vald altalanositasanak.

A tovabbiakban tehat az el6zGekben bemutatott eljarast alkalmazzuk a (6.13) rend-
szerre, azaz belatjuk, hogy megfelel§ feltételek mellett a (6.13) rendszer homoklinikus
megoldasainak vizsgalata visszavezethet6 egy alkalmasan valasztott f leképezéssel adott
(6.3) rendszer vizsgalatara.

Ahhoz azonban, hogy a (6.13) rendszer egy & hiperbolikus egyensiilyi pontjara illesz-
ked6 transzverzalis homoklinikus megoldéasat, elgszor definialnunk kell ezeket a fogalma-

kat a (6.13) rendszer esetében is.

6.15. Definici6. (Implicit rendszer hiperbolikus fixpontja) Legyenek g, h leképe-
zések CL-diffeomorfizmusok. Tegyiik fel, hogy € € R? fixpontja g-nek és h-nak, tovdbbd a
Jy(&) mdtriz requldris és a

Jg(&) - In(€)
mdtriznak nincsen 1 abszolitértékd sajatértéke. FEkkor azt mondjuk, hogy & a (6.13)

rendszer hiperbolikus fixpontja.
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Az alabbi allitasban kapcsolatot teremtiink adott g és h leképezésekkel definialt (6.13)
implicit rendszer hiperbolikus fixpontjai és egy alkalmasan valasztott f fiiggvénnyel adott

(6.3) alaku explicit rendszer hiperbolikus fixpontjai kozott.

6.11. Allitas. Legyenek g, h : R* — RY leképezések €' -diffeomorfizmusok, és tegyiik fel,
hogy & € R? hiperbolikus fizpontja a (6.13) implicit rendszernek. Ekkor & az f := g loh
figgvénnyel definidlt (6.3) rendszernek is hiperbolikus fizpontja.

Az el6z6 allitas értelmében tehat ha ¢ hiperbolikus fixpontja a (6.13) rendszernek,
akkor hiperbolikus egyensilyi helyzete az f := g~! o h diffeomorfizmussal megadott (6.3)

rendszernek is. Tekintsiik az
Upt1 = JF(E)uy, (neZ) (6.15)
autonoém linearis rendszert, melynek Cauchy-operatorat jelolje
A(n,m) = Je()"™ (n,m € Z).

Igy az el6z6 alfejezethez hasonléan itt is megadhaté pi,, ., € R, melyekre i, < 1 < fiq,
és a J;(€) Jacobi-matrix minden A sajatértékére |\ < ps vagy |A| > .. Jelolje W2, ill.
Wi

u

a J¢(§) stabil, ill. instabil alterét, azaz legyen

n—-+o0o n——oo

Wii= {x cRY: lim A(n,0)z = O} : ill. Wi = {x cRY: lim A(n,0)z = 0} .
Ekkor R? = Wi @ W, tovabba minden x, € W! és x, € W esetén
175 ()" xll < pidllzsll (n=0), il ([ Tp(§) "zl < pyllzall (0 <0).

Igy a 4.5. allitasbol és ¢ hiperbolikussagabol kivetkezik, hogy a (6.15) rendszernek ex-
ponencialis dichotémidja van Z-n.

Az aldbbiakban definidljuk a homoklinikus megoldas fogalméat (6.13) alaka implicit
rendszerek esetében, majd megvizsgaljuk, hogy milyen kapcsolat allhat fenn a (6.13)
implicit rendszer és alkalmasan valasztott f fiiggvénnyel megadott (6.3) explicit rendszer

homoklinikus megoldasai kézott.
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6.16. Definici6é. (Implicit rendszer homoklinikus megoldasa) Legyenek g, h le-
képezések €' -diffeomorfozmusok és tekintsiik az ezek dltal definidlt (6.13) rendszert. Azt
mondjuk, hogy (zn)nez a (6.13) rendszer & € R® hiperbolikus fixpontjihoz tartozé ho-

moklinikus megolddsa, ha tetszdleges n € 7. esetén

9(pi1) = h(xy,), valamint ( liril r, =& és  lim x,=¢)
n—-+00 n——o00

teljestil.

6.12. Allitas. Tegyiik fel, hogy (zn)nez a (6.13) rendszer € € R%hez homoklinikus meg-
olddsa, és legyen f = g~ ' oh. Ekkor (z,)nez a (6.3) rendszernek is & € Ré-re illeszkedd

homoklinikus megolddsa.

Végiil pedig definialjuk egy adott & egyensilyi ponthoz transzverzélis homoklinikus

pélya fogalmat a (6.13) rendszer esetében.

6.17. Definici6é. (Implicit rendszer transzverzalis homoklinikus palyaja.)

Legyenek a g, h leképezések €'-diffeomorfizmusok és tekintsiik az ezek dltal definidlt
(6.13) rendszert. Tovdbbd legyen 7 := (T,)nez a (6.13) rendszer & € Re-re illeszkedd
homoklinikus pdlydja. Azt mondjuk, hogy xy transzverzdlis, ha az a 6.14. definicio
értelmében transzverzdlis homoklinikus megolddsa az f = ¢! o h fiigguény dltal

meghatdrozott (6.3) alaki rendszernek.

6.3. A mobdszer kiterjesztése

A fejezet utolso részében a mar ismertetett modszert alkalmazzuk a (6.13) rendszer
adott transzverzalis homoklinikus palyajanak kozelitésére. Definidljuk a (6.10) ésa (6.11)
operatorok implicit rendszerek vizsgalatahoz sziikséges megfelelgjét. Legyen A : Sy — Sz

operator a kovetkezs:
A(zz) == (9(xnt1) — h(zn))nez (zz € Sz), (6.16)
ennek segitségével a (6.13) rendszer a kovetkez6 alakban irhato fel:
A(zz) =0 (rz € S7).
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Mivel tovabbra is csak véges intervallumon lehetséges a numerikus kozelités, definialjuk a

Ay :S; — S operatort tetszéleges x; € S esetén:

Aj(xy) = (9(@ns1) — M(xn) (n € {n_,...,ng — 1}, b(2n_,20,),), (6.17)

ahol J := [n_,n,| véges intervallum, pontosabban n_,n, € Z, n_ < 0 < ny. A

numerikus kozelités soran az alabbi egyenlet megoldasat keressiik adott J esetén:
AJ(ZL’J) =0 (ZL‘J € SJ) (618)

Az el6z6ekben targyalt explicit esethez hasonléan b itt is valamilyen alkalmasan megva-

lasztott peremfeltétel. A modszer alkalmazasat bemutaté példakban a
b(xn77$n+) = Tny — Tn (619)

periodikus peremfeltételt hasznéljuk.

Adott x; € S; esetén a (6.19) peremfeltétellel A;(z;) az alabbi modon irhato fel:

9(@n_11) = h(wn_)

Aj(zy) = : : (6.20)
g(xn+) - h(mmrfl)

Mivel a (6.20) nemlinearis egyenletet kell megoldanunk, a numerikus kozelités elgalli-
tasdhoz Newton-modszer alkalmazésa sziikséges. Ebben a Jx,(x;) Jacobi-matrixot is

hasznalnunk kell, mely a kévetkezSképpen néz ki:

—In(@n_)  Jg(®n_41)
—Jn(Tn_y1) Jg($n7+2)
In,(zy) = . (6.21)
— (T, 1) Jy(Tny)
—1I 1

ahol I jelsli az R%*%-beli egységmatrixot, valamint az iiresen marado részeken 0-k szere-

pelnek.

Végiil megadunk egy, a modszer alkalmazhatosigat targyald tételt.
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6.18. Tétel. Legyenck g, h : R — R? leképezések €' -diffeomorfizmusok. Tegyiik fel,
hogy € € RY a (6.13) rendszer hiperbolikus fizpontja, és iz a & egyensilyi helyzetre
illeszkedd transzverzdlis homoklinikus pdlya. Tovdbbd legyen b € €1(R?*? R?), melyre

b(&,€) =0, és definidljuk a reguldris B € L(RY, R?) leképezést az aldbbi mddon:
B(xs + x,) = 01b(&,§)xs + 02b(€, &)y, (s € W, 2, € W),

Ekkor léteznek &, k, K > 0 konstansok és N € N kiiszobindex, hogy a (6.17) egyenletnek

egyértelmien létezik
xry € Bg(SACL]) = {SL’ €Sy : Hiu — SL’H < (5}

megolddsa minden olyan J = [n_,n.| intervallumon, melyre N < —n_,n, € N, tovdbbd

tetszdleges xy € Bg(i’u) sorozatra fenndllnak az
IA) (@) <k, il [ = 2glle < K[0(20_s 20, )|

becslések.

6.4. A modszer alkalmazasa

Végiil a fent bemutatott implicit rendszerekre vonatkozo6 eljarast szeretném egy konk-
rét példan keresztiil bemutatni. Ennek sordn egy adott differencidlegyenlet-rendszert
trapéz szabéllyal vizsgalunk. Mivel a valasztott differencidlegyenlet-rendszernek létezik
transzverzalis homoklinikus pélyaja, azt varjuk, hogy a kozelité modszer altal szolgalta-
tott differenciaegyenlet-rendszerben is jelenik meg homoklinikus palya. Ebbgl adododan
a kapott rendszerre az el6bbiekben megadott eljarast sikeresen tudjuk majd alkalmazni.

Tekintsiik a kovetkez6 differencidlegyenlet-rendszert (v6. [11]):

T =2y
(6.22)

y =2z —32% —y(xd -2 +y* —0),

ahol ¢ € R paraméter. Az
2y
f<x7y) = <f1<x7y)7f2(‘ray)> = (l’,yER)
2z — 32 —y(2® — 2?2 + y* — ¢)

(6.23)
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vektormezd bevezetésével a (6.23) rendszer

= fi(z,y), y=foa,y)

alakt. Egyszert szamoléassal adodik, hogy tetszéleges ¢ € R esetén (6.22)-nek két egyen-

stlyi helyzete van:
& =(0,0) és & =1(2/3,0).

Mivel f leképezés Jacobi-méatrixara

0 2

Ji(z,y) = (z,y € R), (6.24)
2 — 6z — 322y + 2y —2®+22 -3 +c
ezért
0 2 2 0 2
e = | | aGo=]
2 c —2 > +c

Lathato, hogy det(J;(&)) = —4 < 0, ezért a & egyensilyi helyzet minden ¢ paraméter-

érték esetén nyeregpont. Tovabba a J;(&;) matrix
2 —cz—4 (z€C) (6.25)

karakterisztikus polinomjénak

+vc+16
2’172 == % (626)

gyokeit vizsgalva adodik, hogy mivel ¢ + 16 > 0 tetszéleges ¢ € R paraméter mellett, &;
hiperbolikus fixpontja f-nek. A J¢(&2) Jacobi-matrix vizsgalataval az is lathato, hogy &
aszimptotikusan stabilis, ill. labilis, ha ¢ < —4/27, ill. ¢ > —4/27 teljesiil, ui.

det(y(€)) =450 & sp((E)) = o +e

Megmutattuk, hogy a ¢* := —4/27 paraméter-értéknél PAH-bifurkacio 1ép fel: & elveszti
stabilitasat, és egy periodikus megoldas bifurkalodik, a részletes szamolas megtalalhato
a Fiiggelékben.

Tovabba igazolhato (vo: [8]), hogy ¢ — 0 hataresetben megjelenik a (6.22) rendszer-
nek a & = (0,0) egyensilyi helyzetére illeszkedd homoklinikus megoldasa.
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6.4.1. Trapéz szaballyal kapott rendszer vizsgalata

Kozelitsiik a (6.22) rendszer trapéz szaballyal, jelolje § > 0 az id6lépés hosszat, valamint

(T, yn) € R? az n-edik id6pontban a megoldas kozelitését. Ekkor

9(Tni1, Ynt1) = P(Tn;s Yn) (n€z) (6'27)

alaku differenciaegyenlet-rendszerhez jutunk, ahol

(2.9) i (6.28)
ag\r,y) = ) .
Y — g(2x—3x2 —y(x® =2 +y? —0))

)

h(z,y) = Y . (6.29)
s 2 3.2, .2

y+ 522 —32° —y(z’° — 2 +y° —¢))

A kapott differenciaegyenlet-rendszerben az origora illeszkedé homoklinikus megoldast
szeretnénk a fent bemutatott modszerrel keresni. Ehhez teljesiilnie kell, hogy az origd
hiperbolikus fixpont legyen, ezért ezt leellendrizziik. Az nyilvanvaloan latszik, hogy az
origb fixpontja a rendszernek, igy a 6.15. definicio értelmében azt kell megnézni, hogy a
J4(0,0) matrix regularis és a

J4(0,0) - J5(0,0)
matrixnak nincsen 1 abszolut értékid sajatértéke. A

1 -4

—0 1—%0

e o 1/c c?
det((Jg)(O,O))zl—E—é %0@57&5(§ﬂ:\/5+4),

determinansat vizsgalva lathato, hogy azaz 0-t megfelelGen valasztva a (J;)(0,0) matrix

(/5)(0,0) =

matrix

regularis. A masik vizsgaland6 méatrix:

1 1—3c+462 20
M, :=J,;(0,0) - J4(0,0) = 1% _5 ? 5 )
1-5- 20 1+%c+6

Mivel a folytonos rendszerben ¢ = 0 paraméter esetén jelenik meg homoklinikus péalya,

a diszkrét rendszert is ezen paramétervalasztas mellett tekintjiik, azaz az M, matrixot
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kell hiperbolikussag szempontjabdl vizsgalnunk:

1 1—6%2 26
1=0%1 95 1462

My (6.30)

melynek sajatértékei:

1+ 6%+ +/2(1+ 62)
1—02 '
A sajatértékek a 5. abran lathatjuk, amely jol mutatja, hogy megfelel6 6 paraméter

A2 =

esetén a matrixnak nincsen 1 abszolut értéki sajatértéke.

0 L L L L L L L L L
0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05
0

5. abra. A (6.30) matrix sajatértékei § € [0,0.5] értékek mellett.

6.4.2. Numerikus kisérletek

A fentiekben megadott, a trapéz szabaly alkalmazasaval nyert implicit
differenciaegyenlet-rendszerre az ebben a fejezetben bemutatott eljarast alkalmaz-
tuk. Egy eredmény a 6. 4&bran lathat6. Tovabba arra is végeztiink numerikus
kisérleteket, hogy az 1j modszer altal adodd homoklinikus megoldas az eredeti, (6.22)
folytonos rendszer homoklinikus megoldasa-e, pontosabban, hogy a két pélya ugyanazon
gorbén halad-e. Ezek a kisérletek igenld valaszt adtak, melyet a 7. abra is jol mutat,
melyen kékkel jeloltiik az Gj modszer eredményét, a fekete korokkel jelolt pontok pedig

a (6.22) folytonos rendszer homoklinikus megoldaséanak egyes pontjai.
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0.4+

021

0271

-1.5 -1 0.5 0 0.5 1 15

6. abra. A (6.27) rendszer homoklinikus megoldasanak kozelitése

0.4 - - : — T

0.3

0.2

-0.2 o 0.2 0.4 0.8 0.8 1 1.2

7. dbra. A folytonos rendszerben megjelend homoklinikus palya a diszkrét rendszer

homoklinikus palyaja is, ezt az Gj modszer is mutatja
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Fiiggelék (Poincaré-Andronov-Hopf-bifurkicié kimuta-
tasa)

Az alabbiakban megmutatjuk, hogy a (6.22)-ben megadott

T =2y
(6.31)
y =213 —yx® -2 +y*—c)
differencidlegyenlet-rendszerben ¢* := —4/27 paraméter-értéknél Poincaré-Andronov-

Hopf-bifurkacio 1ép fel: a & := (2/3,0) egyensulyi elveszti stabilitasat, és egy periodikus
megoldas bifurkalodik. Valoban, a ¢* értéknél a Jp(2,0) matrix

) = = splU))s + el = 2 - (g e) s+ ()

karakterisztikus polinomjanak egy komplex konjugalt gyokparja van: +ww. Ahhoz, hogy
megallapitsuk, szuper- vagy szubkritikus bifurkicio lép-e fel, az aldbbiakban meghata-
rozzuk az [y els6 Ljapunov egyiitthatot, melynek elGjelében rejlik a valasz. [ a kdvetkezd

modon szamithato (vo.: [17]):
L = %-3’%[@,0((1,% —2(p,B (¢, 4" B(¢,7)))
(6.32)
+{p. B (7, (2wl —A) "' B(q,q)))]

ahol I, jeloli az R**2-beli egységmatrixot, valamint a B : R? x R? — R? bilinearis

funkcional a

a f’b c’ .
Z aCjaCk: uve (1€ {1,2})

(=&2
képlettel, mig a C' : R? x R? x ]R2 —R? a
9 fi(¢, c*)
Ci(u, v, w) = gras,c) | e {1,2
(u, v, w) 2 5,060, wvpw, (1€ {1,2})
Jb= (=¢&2

képlettel definialt, tovabba p,g € C? az A := Jp(&s ; ¢*) matrix w és —w sajatértékekhez

tartozo bal, és jobb oldali sajatvektorai, azaz fennallnak a
Ag = wq, ATp = —wwp (6.33)
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egyenl@ségek, tovabba a
(p.q) =1 (6.34)

normalizalo feltétel, ahol (-, -) a szokésos skalaris szorzat C%-ben. Az I} < 0, ill. [; > 0
esetben szuper-, ill. szubkritikus bifurkaciorél beszéliink. Igy a példaban szerepls
rendszer PAH-bifurkacidja tipusanak meghatarozdsahoz a fenti mennyiség kiszamitésa
sziikséges. ElsG lépésként megadjuk a B = (B, By) ¢és C = (C1,Cy) leképezéseket.
Mivel fi(z,y) = 2y, azaz els¢foka polinom, B;(u,v) = Cy(u,v) = 0 tetsz6leges u, v € R?

esetén. By egyiitthatoinak szamitasa:

A E1(ST | S _
6C18C1 e - aCl (2 6C1 SCQCI + QCICQ) e -
= —6— 6(1(2 + 2<2|g:§2 = —0,
82f2(<7 C*) _ i o o 2
060G - e (2 —6¢1 — 3T + 2¢1¢2) - =
= _3<12 + 2C1|g:52 =0,
a2f2(C7C*) _ a2f2(Cac*) =0
aCQagl (=& 8C18C2 (=& ’
82f2(§‘,c*) _ i 3 2 9,2 * _
8C28§2 s - aCQ( Cl + Cl 3C2 + C ) s -
= —6Gl—, =0.
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Hasonloan alabb C5 egyiitthatoi:

3 .
Gt L) = i(—6 —6¢1¢ + 2¢2)

et —6 o — O7
aglaCiaCl (=€ (9{1 C2|C—§2

(=&2

PHEGE)| 0 g
060G, |, | BGT2)

= —6¢ + 2|C=§2 = —4,

(=¢&2
& fa(C, ) _ Ph(G ) _ PhG ) _ 4
aClaCQaCl =& aCQaglagl =& 8ClaC18C2 =& ’
(S| _
060GIG |c—g, 8C1( - (=& -0
PR _ PR PR
aC2aC28C1 =& aCQaQaCZ =& 3(13@3(2 =& ’
> fa(C, ) _ 0 _
960G | G | T

A p, g sajatvektorok a (6.33) képletek alapjan:

q = (172)’ p= (a,az)

alkalmas a € R konstanssal, mellyel teljesiil a (6.34) normalizalo feltétel, azaz, hogy

(p,q) =a+ (2)(ar) =2a =1,

amibdl a = 1/2 adodik.
Az aldbbiakban a (6.32)-beli formulaval megadott [; szamitasat részletezziik.

Ca(q,q,q) = =101, igy C(q,q,q) = (0,—102), amibdl

(p,C(q,4,9)) = =5. (6.35)

Mivel By(q,q) = —6, igy B(q,q) = (0, —6), melybdl

. B 0 -1/2 0 T
A B(g,7) - [1/2 0 } H - (3.0
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adodik, igy
(p, A" B(q,7))) = 3/2. (6.36)

Az utolso részlet meghatarozasahoz elGszor kiszamitjuk a (2iwly — 2[)71 matrixot:

-1

(Quoly Ql)fl _ 4y 2 _ 1 -2 1
— 24 61 -1 —
Innen
(2wl =) - Blg,q) = (=1,20)",
majd

B(q, (2w, —20)™" - B(q,q)) = =3 (6.37)
adodik. A (6.35), (6.36) és (6.37) eredményeket Gsszevetve kapjuk, hogy

L= S R(—5—2.3/2—3) =

8 =-2<0
2w ’

B~ =

igy a PAH-bifurkacié szuperkritikus, azaz a bifurkalodo periodikus megoldas orbitalisan

aszimptotikusan stabilis.
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