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1. Bevezetés

Legyen valamely d ≥ 0 egész esetén A ∈ Rd×d invertálható mátrix, és tekintsük az

xn+1 = Axn (n ∈ Z) (1.1)

autonóm lineáris di�erenciaegyenlet-rendszert, valamint az ehhez tartozó

xn+1 = Axn + fn (n ∈ Z) (1.2)

inhomogén lineáris rendszert, ahol (fn)n∈Z ⊂ Rd sorozat. Az alábbi két állítás ekvivalens:

(a) az A mátrix hiperbolikus, azaz

σ(A) ∩ S1 = ∅,

ahol σ(A) az A mátrix spektrumát jelöli, azaz

σ(A) = {λ ∈ C : λ sajátértéke A-nak},

valamint

T1 := {z ∈ C : |z| 6= 1},

(b) létezik olyan P : Rd → Rd projektor, melyre

σ(A
∣∣
Im(P )

) ⊂ T− ill. σ(A
∣∣
Ker(P )

) ⊂ T+

teljesül, ahol

T− := {z ∈ C : |z| < 1},

T+ := {z ∈ C : |z| > 1},

továbbá minden korlátos (fn)n∈Z ⊂ Rd sorozat esetén az (1.2) inhomogén rendszer-

nek egyértelm¶en létezik korlátos megoldása, mely a következ®képpen írható fel a

P projekció segítségével:

µn =
∑
m∈Z

G(n,m+ 1)fm (n ∈ Z), (1.3)

ahol n, m ∈ Z esetén

G(n,m) =

A
nP (A−1)m (m ≤ n)

−An(I − P )(A−1)m (n < m).
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A két tulajdonság ekvivalenciájának igazolásához el®ször tegyük fel, hogy fennáll az

(a) állítás, ekkor az A mátrix spektruma felbontható

σ(A) = σ+ ∪ σ− (1.4)

alakban, ahol minden λ ∈ σ(A) esetén

λ ∈ σ− ⇐⇒ |λ| < 1 ill. λ ∈ σ+ ⇐⇒ |λ| > 1. (1.5)

Jelölje P a fenti (1.4) felbontáshoz tartozó Riesz-projekciót (vagy más elnevezéssel spekt-

rálprojekciót, vö: [15]), azaz:

P := − 1

2πı

∮
T1

(A− zI)−1dz.

Ekkor az (1.3)-ban megadott (µn) sorozat megoldása az (1.2) rendszernek, ugyanis

Aµn + fn =
∑

m≤n−1

An+1PA−(m+1)fm +
∑
m≥n
−An+1(I − P )A−(m+1)fm + fn =

=
∑

m≤n−1

An+1PA−(m+1)fm +
∑

m≥n−1

−An+1(I − P )A−(m+1)fm−

− An+1(I − P )A−(n+1)fn + fn =

=
∑
m≤n

An+1PA−(m+1)fm +
∑

m≥n−1

−An+1(I − P )A−(m+1)fm = µn+1 (n ∈ Z).

Továbbá az (1.5) felbontásból következik, hogy tetsz®leges n, m ∈ Z esetén fennállnak a

‖An−mP‖ ≤ Ke−α(n−m) (n ≥ m),

(1.6)

‖An−m(I − P )‖ ≤ Ke−α(m−n) (n ≤ m).

egyenl®tlenségek alkalmas K, α > 0 konstansok esetén. Így az (1.3)-ban megadott (µn)

sorozat korlátossága következik a fenti (1.6) becslésekb®l és az (fn)n∈Z sorozat korlátos-

ságából. Továbbá az (1.6) egyenl®tlenségekb®l az is látható, hogy az (1.1) rendszernek

csak a triviális megoldása korlátos, amib®l következik az (1.2) inhomogén rendszer (1.3)

megoldásának egyértelm¶sége. A fordított implikáció bizonyítása megtalálható [12]-ban.
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Az exponenciális vagy diszkrét dichotómia fogalma a fent bemutatott tulajdonságot

általánosítja nem-autonóm rendszerek esetében.

Di�erenciaegyenlet-rendszerek széles körben, számos kontextusban vizsgáltak mind

az elméletet, mind az alkalmazásokat tekintve. Például di�erenciálegyenletek numerikus

módszerekkel való vizsgálatakor a di�erenciaegyenletek elméletébe lépünk, de számos

alkalmazott területen is megjelennek diszkrét idej¶ rendszerek, úgy mint a közgazdaság-

tanban, statisztikai problémákban, genetikában (vö: [1]).

A dolgozatban el®ször megadjuk a továbbiakban használt jelöléseket, valamint né-

hány olyan alapvet® eredményt a di�erenciaegyenletek elméletéb®l, melyekre a kés®bbi-

ekben hivatkozunk.

A 2. fejezetben bemutatjuk azokat a szakirodalomban megtalálható de�níciókat, me-

lyek az exponenciális/diszkrét dichotómia fogalmát írják le, majd megvizsgáljuk ezek

kapcsolatát. Végül a fejezet zárásaként néhány példán keresztül szemléltetjük az expo-

nenciális dichotómia megjelenését különböz® lineáris rendszerekben.

A dolgozat 3. fejezetében a címben szerepl® fogalom ill. exponenciálisan dichotóm

rendszerek tulajdonságairól írunk, többek között exponenciálisan dichotóm rendszerek

megoldásainak monotonitását vizsgáljuk, valamint kapcsolatot teremtünk lineáris rend-

szerek stabilitása és az exponenciális dichotómia fogalma között.

A 4. fejezetben egy, az exponenciális dichotómia elméletéhez kapcsolódó érdekes,

az exponenciális dichotómia stabilitását tárgyaló témakört járjuk körbe, mely röviden

összefoglalva a következ® kérdésre keresi a választ: egy exponenciálisan dichotóm rend-

szer együtthatóját milyen mértékben változtathatjuk meg (perturbálhatjuk) ahhoz, hogy

a keletkez® rendszer is exponenciálisan dichotóm legyen.

Végül a dolgozat utolsó fejezetében az exponenciális dichotómia egy alkalmazását

mutatjuk be, nevezetesen homoklinikus pályák approximációját (nem feltétlenül lineáris)

autonóm di�erenciaegyenlet-rendszerekben.
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2. Jelölések, alapfogalmak

Jelen fejezetben összefoglaljuk azokat a lineáris di�erenciaegyenlet-rendszerek vizsgálata-

kor használatos jelöléseket, fogalmakat, tételeket, melyeket a dolgozat további részeiben

alkalmazni fogunk.

2.1. Lineáris di�erenciaegyenlet-rendszerek

Legyen (X, ‖ · ‖) Banach-tér, J ⊂ Z diszkrét intervallum, azaz J = JR ∩ Z, ahol JR ⊂ R

intervallum. A dolgozat nagy részében feltesszük, hogy J ∈ {Z, Z+
0 , Z−0 }, ahol

Z+
0 := {n ∈ Z : n ≥ 0} , Z−0 := {n ∈ Z : n ≤ 0} ,

és jelölje L(X) az X-b®l X-be képez® korlátos, lineáris operátorokat, azaz

L(X) := {A : X → X : A folytonos, lineáris}.

Tetsz®leges n ∈ J esetén legyenek

An ∈ L(X)

egyenletesen korlátos operátorok, azaz tegyük fel, hogy

sup
n∈J
‖An‖ < +∞ (2.1)

teljesül, ahol valamely A ∈ L(X) operátor normáján a

‖A‖ := sup{‖Ax‖ : x ∈ X, ‖x‖ = 1}

számot értjük (vö. [16]). Tekintsük az An operátorokkal de�niált

xn+1 = Anxn (n ∈ J) (2.2)

homogén, lineáris di�erenciaegyenlet-rendszert. Jelölje

Φ : J → L(X)

a (2.2) rendszer alapmátrixát, azaz tetsz®leges n ∈ J esetén

Φ(n) := An−1 · . . . · A0 (n ≥ 0),

Φ(n) := A−1
0 · . . . · A−1

n−1 (n ≤ 0),
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valamint jelölje

Λ : J × J → L(X)

a (2.2) rendszer Cauchy-operátorát, azaz tetsz®leges n,m ∈ J , n ≥ m esetén legyen

Λ(n,m) :=

An−1 · . . . · Am (n > m),

I (n = m),

ahol I ∈ L(X) identitásoperátor. A Φ és Λ operátorok között egyszer¶en látható az

alábbi összefüggés:

Φ(n) = Λ(n, 0) (n ∈ J).

A Cauchy-operátor segítségével (vö. pl. [22], [23]) tetsz®leges x ∈ X esetén a (2.2)

rendszer u0 = x ∈ X feltételt kielégít® (µn)n∈J megoldására a következ® írható fel:

µn = Λ(n,m)µm (n,m ∈ J, n ≥ m).

2.1. Megjegyzés. Az An operátorok invertálhatóságát nem mindig tesszük fel. Azonban

ha ez teljesül, akkor a Banach-féle homeomor�a tételb®l következik, hogy minden n ∈ J

esetén A−1
n ∈ L(X), azaz az An operátor inverze is folytonos, lineáris operátor. Továbbá

feltéve az operátorok invertálhatóságát, a Λ(n,m) Cauchy-operátor n < m egészek esetén

is de�niálható az alábbi módon:

Λ(n,m) = Λ(m,n)−1 = (An−1 · . . . · Am)−1 = A−1
m · . . . · A−1

n−1.

2.2. Stabilitási fogalmak di�erenciaegyenlet-rendszerek esetében

A dolgozat egy kés®bbi fejezetében kapcsolatba fogjuk állítani az exponenciális dicho-

tómia és az aszimptotikus stabilitás fogalmát. Ennek el®készítéseként jelen alfejezetben

nagyrészt Edwards és Ford [10] valamint Lakshmikantham és Trigiante [18] munkájára

hagyatkozva összefoglaljuk a legfontosabb fogalmakat és tételeket a di�erenciaegyenlet-

rendszerek stabilitásával kapcsolatban.

A fejezet további részeiben tegyük fel, hogy J = Z+
0 , továbbá valamely d ∈ Z, d > 0

esetén X = Rd. Az alábbiakban bemutatott stabilitási fogalmak nemcsak a (2.2) alakú
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lineáris rendszerek esetében vizsgálhatóak, hanem általános alakú rendszereknél is, így

tekintsük az

xn+1 = f(n, xn) (n ∈ Z+
0 ) (2.3)

rendszert, ahol f : Z+
0 × Rd → Rd függvény.

2.1. De�níció. (Stabilitás) (vö: [10]) Tegyük fel, hogy (µn)n∈Z+
0
⊂ Rd a (2.3) rendszer

µ0 := x ∈ Rd kezdeti feltételhez tartozó megoldása. Azt mondjuk, hogy (µn) stabilis, ha

minden ε > 0 esetén létezik δ > 0, hogy a (2.3) rendszer tetsz®leges olyan (ϕn)n∈Z+
0
⊂ Rd

megoldására, melynek ϕ0 := y ∈ Rd kezdeti feltételére ‖x− y‖ < δ áll fenn, teljesül, hogy

‖µn − ϕn‖ < ε

tetsz®leges n ∈ Z+
0 esetén.

A (2.2) lineáris rendszer esetében a következ® de�níció található [18]-ben:

2.2. De�níció. (vö: [18]) A (2.2) rendszer egy (µn) megoldása pontosan akkor globálisan

stabilis, ha a rendszer minden (ϕn) megoldására ‖µn − ϕn‖ korlátos.

2.2. Megjegyzés. A [18] könyvben a fenti 2.2. de�níció az

xn+1 = Anxn + gn (n ∈ Z+
0 )

alakú inhomogén lineáris rendszerek esetében is adott, ahol g : Z+
0 → Rd függvény. A

dolgozatban azonban csak homogén rendszereket tekintünk, ezért nem térünk ki részletesen

az inhomogén rendszerek vizsgálatára.

[10]-ben található az alábbi állítás, mely összeköti a két stabilitási fogalmat:

2.1. Állítás. (vö: [10]) A (2.2) rendszer tetsz®leges megoldása pontosan akkor stabilis

a 2.1. de�níció értelmében, ha az stabilis a 2.2. de�níció értelmében.

2.3. Megjegyzés. A 2.2. de�nícióból következik, hogy lineáris rendszerek esetében a

stabilitás globális tulajdonság, azaz ha a vizsgált rendszer egy (µn) megoldása stabilis,
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akkor tetsz®leges (µ̃n) megoldása is az, hiszen tetsz®leges (ϕn) megoldás esetén felírható

a

‖µ̃n − ϕn‖ ≤ ‖µ̃n − µn‖+ ‖µn − ϕn‖

egyenl®tlenség, mely az (µn) megoldás stabilitása miatt becsülhet® egy n-t®l független

konstanssal.

Az alábbiakban megadunk két további de�níciót a (2.3) rendszer megoldásainak stabili-

tásával kapcsolatban.

2.3. De�níció. (Aszimptotikus stabilitás) (vö: [10]) Legyen (µn)n∈Z+
0
⊂ Rd a (2.3)

rendszer µ0 := x ∈ Rd kezdeti feltételhez tartozó megoldása. Azt mondjuk, hogy (µn)

aszimptotikusan stabilis, ha minden ε > 0 esetén létezik δ > 0, hogy a (2.3) rendszer

tetsz®leges olyan (ϕn)n∈Z+
0
⊂ Rd megoldására, melynek ϕ0 := y ∈ Rd kezdeti feltételére

‖x− y‖ < δ áll fenn, teljesül, hogy

lim
n→+∞

‖µn − ϕn‖ = 0.

2.4. De�níció. (Exponenciális stabilitás) (vö: [10]) Legyen (µn)n∈Z+
0
⊂ Rd a (2.3)

rendszer µ0 := x ∈ Rd kezdeti feltételhez tartozó megoldása. Azt mondjuk, hogy (µn)

exponenciálisan stabilis, ha létezik a, δ > 0, η ∈ (0, 1) konstansok, hogy a (2.3) rendszer

tetsz®leges olyan (ϕn)n∈Z+
0
⊂ Rd megoldására, melynek ϕ0 := y ∈ Rd kezdeti feltételére

‖x− y‖ < δ fennáll, teljesül, hogy

‖µn − ϕn‖ ≤ a‖x− y‖ηn

tetsz®leges n ∈ Z+
0 esetén.

A [18] könyvben bizonyított az alábbi két tétel, melyek a (2.2) rendszer Cauchy-operátora

normájának korlátosságával karakterizálják a stabilitás ill. az aszimptotikus stabilitás

fogalmát lineáris rendszerek esetében.

2.1. Tétel. (vö: [18]) A (2.2) rendszer stabilis, ha létezik olyan M > 0 hogy tetsz®leges

n ≥ 0 esetén

‖Λ(n, 0)‖ ≤M. (2.4)
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2.2. Tétel. (vö: [18]) A (2.2) rendszer aszimptotikusan stabilis, ha létezik olyan M > 0

és η ∈ (0, 1), hogy tetsz®leges n ≥ 0 esetén

‖Λ(n, 0)‖ ≤Mηn. (2.5)

A fenti, 2.2. tételb®l következik, hogy lineáris rendszerek esetében a 2.3. és 2.4. de�níciók

ekvivalensek, azaz igaz az alábbi állítás.

2.2. Állítás. (vö: [10]) A (2.2) tetsz®leges megoldása pontosan akkor aszimptotikusan

stabilis, ha exponenciálisan stabilis.

2.4. Megjegyzés. A 2.1. és 2.2. tételek megfordítás is igaz, azaz ha a (2.2) rendszer

stabilis ill. aszimptotikusan stabilis, akkor teljesül a (2.4) ill. a (2.5) feltétel.

Autonóm lineáris rendszerek aszimptotikus stabilitása könnyedén meghatározható az

együtthatómátrix sajátértékeinek segítségével, nevezetesen a következ® állításban leírtak

alapján.

2.3. Állítás. (vö: [10], [18]) Legyen A ∈ Rd×d, és tekintsük az

xn+1 = Axn (n ∈ Z+
0 ) (2.6)

autonóm lineáris rendszert. A (2.6) rendszer pontosan akkor aszimptotikusan stabilis, ha

az A mátrix tetsz®leges λ sajátértékére |λ| < 1 teljesül.

A fenti állítás nemautonóm egyenletek esetében már nem igaz, ezt illusztráljuk a követ-

kez® példán.

2.1. Példa. Tekintsük az

xn+1 = Anxn (n ∈ Z+
0 )

nemautonóm homogén lineáris rendszert, ahol az együtthatómátrix a következ®képpen

de�niált:

An :=
1

8

 0 9 + 7(−1)n

9− 7(−1)n 0

 (n ∈ Z+
0 ). (2.7)
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Egyszer¶ számolással adódik, hogy tetsz®leges n ∈ Z+
0 esetén a (2.7) mátrix determinán-

sára det(An) = 1/4 teljesül, így An karakterisztikus polinomja:

kAn(z) = z2 − sp(An) + det(An) = z2 − 1

4
(z ∈ C),

melyb®l adódik, hogy a sajátértékekre λ1,2 = ± 1√
2
áll fenn. Látható tehát, hogy a (2.7)

együtthatóval de�niált rendszerre teljesülnek a 2.3. állítás feltételei, azaz az együttható-

mátrix minden λ sajátértékére |λ| < 1 igaz. Azonban a példában szerepl® rendszernek

létezik nem korlátos megoldása, ugyanis a rendszer Cauchy-operátora:

Λ(n, 0) =

2−2n 0

0 2n

 (n ∈ Z+
0 páros),

Λ(n, 0) =

 0 2n

2−2n 0

 (n ∈ Z+
0 páratlan).

Így tetsz®leges µ0 := (x, y) ∈ R2 kezdeti vektorból indulva a rendszer megoldása:

µn =

2−2n · x

2n · y

 ha n páros,

µn =

 2n · y

2−2n · x

 ha n páratlan,

(2.8)

amib®l

lim
n→+∞

‖µn‖∞ = +∞

adódik, így a vizsgált rendszer nem stabilis a 2.1. tételb®l következ®en.

Az exponenciális dichotómia tekinthet® az aszimptotikus stabilitás fogalmának általáno-

sításaként, ennek részleteire és a fenti példa vizsgálatára még visszatérünk a 4.4 alfeje-

zetben.
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3. Az exponenciális dichotómia fogalmának értelmezése

Lineáris di�erenciaegyenlet-rendszerek exponenciális dichotómiájának vizsgálata és a fo-

galom megjelenése Ta Li 1934-es [19] munkájára vezethet® vissza, azonban az exponen-

ciális dichotómia de�niálása D. Henry 1981-es [12] könyvéhez köthet®. Azóta a szakiro-

dalomban számos helyen találhatóak új megfogalmazások, melyek többsége ekvivalens

az els®, Henry által leírt de�nícióval. A következ® fejezet f® eredménye a legismertebb

de�níciók bemutatása, majd ezek kapcsolatának vizsgálata.

A fejezet további részeiben legyen J ⊂ Z (diszkrét) intervallum, valamint n ∈ J esetén

An ∈ L(X) valamely (X, ‖·‖) Banach-téren értelmezett operátorok, melyek egyenletesen

korlátosak. Tekintsük az

xn+1 = Anxn (n ∈ J) (3.1)

lineáris di�erenciaegyenlet-rendszert.

3.1. De�níciók

3.5. De�níció. (Diszkrét dichotómia) (vö.: [12]) Legyen An ∈ L(X) (n ∈ Z) ope-

rátorsorozat. Azt mondjuk, hogy az (An) operátorsorozatnak diszkrét dichotómiája van,

ha léteznek K > 0, 0 < θ < 1 konstansok és

Pn ∈ L(X) (n ∈ Z)

projekciók, hogy ha tetsz®leges n, m ∈ Z esetén teljesülnek az alábbiak:

AnPn = Pn+1An, (3.2)

An : Im(Pn)→ Im(Pn+1) izomor�zmus, (3.3)

‖Λ(n,m)(I − Pm)x‖ ≤ Kθn−m‖x‖ (n ≥ m) (3.4)

‖Λ(n,m)Pmx‖ ≤ Kθm−n‖x‖ (n < m), (3.5)

ahol Λ(n,m)Pmx = y ∈ Im(Pn) pontosan akkor, ha Pmx = Λ(m,n)y, ami jól de�niált a

(3.3) tulajdonság miatt.

A következ® de�níció talán a legszélesebb körben használt a szakirodalomban.
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3.6. De�níció. (Exponenciális dichotómia) (vö. pl.: [13], [14]) Azt mondjuk, hogy

a (3.1) rendszernek exponenciális dichotómiája van egy J ⊂ Z diszkrét intervallumon,

ha

• létezik

Pn ∈ L(X) (n ∈ J)

projekciósorozat és K, α > 0 konstansok úgy, hogy tetsz®leges n ∈ J esetén telje-

sülnek az

AnPn = Pn+1An, (3.6)

An : KerPn → KerPn+1 izomor�zmus, (3.7)

tulajdonságok /ekkor a (3.7) tulajdonságból adódóan az

Ãn := An
∣∣
Ker(Pn)

(n ∈ J)

operátor invertálható, így Λ(n,m) értelmezhet® n < m esetén is, mégpedig a követ-

kez®képpen:

Λ(n,m) := Ã−1
m · · · · · Ã−1

n−1

/
,

• tetsz®leges n,m ∈ J esetén teljesülnek az alábbi egyenl®tlenségek:

‖Λ(n,m)x‖ ≤ Ke−α(n−m)‖x‖ (n ≥ m, x ∈ Im(Pm)), (3.8)

‖Λ(n,m)x‖ ≤ Ke−α(m−n)‖x‖ (n ≤ m, x ∈ Ker(Pm)). (3.9)

Egy érdekes különbség látható a két megfogalmazás között: a 3.5. de�níció tulaj-

donképpen nem a (3.1) rendszer exponenciális dichotómiáját de�niálja, hanem a rend-

szert meghatározó (An) operátor-sorozat exponenciális dichotómiáját. Azonban lineáris

di�erenciaegyenlet-rendszerek exponenciális dichotómiáját a 3.5. de�nícióhoz hasonlóan

is megadhatjuk (vö: [20], [24]).

A következ® két de�níció az [5] cikkben található, melyek közül az els® egy az expo-

nenciális dichotómiánál általánosabb fogalmat ír le, míg a második ekvivalens az eddig

bemutatott 3.5. és 3.6. de�níciókkal, amit a 3.3. alfejezetben meg is fogunk mutatni.
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3.7. De�níció. (El®revett exponenciális dichotómia) (vö.: [5]) Legyen

J := {k ∈ Z : k ≥ k0},

ahol k0 ∈ Z, k0 ≥ −∞. Azt mondjuk, hogy a (3.1) rendszernek el®revett exponenciális

dichotómiája van, ha létezik K1, K2 > 0, M ≤ 1, 0 < α < 1 < β konstansok és

Pn ∈ L(X) (n ∈ J), hogy teljesülnek a

Pn+1An = AnPn (n ∈ J), (3.10)

‖Λ(n,m)Pmx‖ ≤ K1α
n−m‖Pmx‖ (n ≥ m ≥ 0, x ∈ X), (3.11)

‖Λ(n,m)(I − Pm)x‖ ≥ K−1
2 βn−m‖(I − Pm)x‖ (n ≥ m ≥ 0, x ∈ X), (3.12)

‖Pn‖ ≤M (n ∈ J). (3.13)

tulajdonságok.

A következ® de�níció az el®bbi 3.7. de�níció módosítása, csupán egy plusz feltételt kö-

vetelünk meg a Pn projekciókra.

3.8. De�níció. (Reguláris el®revett exponenciális dichotómia) (vö.: [5]) Legyen

J := {k ∈ Z : k ≥ k0},

ahol k0 ∈ Z, k0 ≥ −∞. Azt mondjuk, hogy a (3.1) rendszernek reguláris el®revett

exponenciális dichotómiája van, ha létezik K1, K2, > 0, 0 < α < 1 < β konstansok és

Pn ∈ L(X) (n ∈ J), hogy teljesülnek a következ® tulajdonságok:

Pn+1An = AnPn (n ∈ J), (3.14)

‖Λ(n,m)Pmx‖ ≤ K1α
n−m‖Pmx‖ (n ≥ m ≥ 0, x ∈ X), (3.15)

‖Λ(n,m)(I − Pm)x‖ ≥ K−1
2 βn−m‖(I − Pm)x‖ (n ≥ m ≥ 0, x ∈ X), (3.16)

‖Pn‖ ≤M (n ∈ J), (3.17)

továbbá a (Pn) projekciósorozat kielégíti az alábbi ún. regularitási feltételt:

Ker(Pn+1) ⊆ Im(An) (n ∈ J). (3.18)
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3.5. Megjegyzés. 1. az [5] cikkben külön vizsgálják azt az esetet, amikor a fenti 3.7.

de�nícióban az α, β konstansokról csak annyit teszünk fel, hogy 0 < α < β. Az

így megadott fogalmat el®revett exponenciális szeletelésnek nevezik a szerz®k.

2. Valamint az említett cikkben bebizonyítják, hogy a 3.8. de�níció ekvivalens az ex-

ponenciális dichotómia 3.6. de�níciójával. Erre az állításra még hivatkozunk a

kés®bbiekben.

A következ® de�nícióban a Pn projekciókat hagyjuk el, helyette alkalmas alterek se-

gítségével határozzuk meg, hogy az eddig is szerepl®, a (3.8) és (3.9) egyenl®tlenségek

megfelel®inek mely altereken kell teljesülnie.

3.9. De�níció. (vö.: [3]) Azt mondjuk, hogy a (3.1) rendszernek exponenciális dicho-

tómiája van a J intervallumon, ha minden n ∈ J esetén létezik X1
n ⊂ X, X2

n ⊂ X,

hogy

X = X1
n ⊕X2

n, (3.19)

valamint ha léteznek (n-t®l független) K > 0, 0 < q < 1 konstansok, hogy minden

n,m ∈ J esetén teljesülnek az alábbi egyenl®tlenségek:

‖Λ(n,m)x‖ ≤ Kqn−m‖x‖ (n ≥ m, x ∈ X1
n), (3.20)

‖Λ(n,m)x‖ ≥ 1

K
· 1

qn−m
‖x‖ (n ≥ m, x ∈ X2

n). (3.21)

Az eddigi de�níciókban csak annyit tettünk fel a (3.1) rendszert meghatározó An ope-

rátorokra, hogy minden n ∈ J esetén An ∈ L(X) teljesüljön, valamint hogy az (An)n∈J

operátor-sorozat egyenletesen korlátos legyen. A következ® de�nícióban feltesszük az

operátorok invertálhatóságát is.

3.10. De�níció. (Exponenciális dichotómia) (vö. pl.: [2], [22], [23]) Tegyük fel,

hogy a (3.1) rendszert meghatározó An operátorok invertálhatóak, valamint hogy az (A−1
n )

operátorsorozat egyenletesen korlátos, azaz

sup
n∈J
‖A−1

n ‖ < +∞
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teljesül. Ha léteznek K1, K2, α1, α2 > 0 konstansok és P : X → X projekció, hogy

tetsz®leges m,n ∈ J esetén teljesülnek az

‖Λ(n, 0)PΛ−1(m, 0)‖ ≤ K1e
−α1(n−m) (m ≤ n), (3.22)

‖Λ(n, 0)(I − P )Λ−1(m, 0)‖ ≤ K2e
−α2(m−n) (m ≥ n), (3.23)

egyenl®tlenségek, akkor azt mondjuk, hogy a (3.1) rendszernek exponenciális dichotómiája

van.

Ha α1 = α2 = 0 áll fenn, akkor azt mondjuk, hogy a (3.1) rendszernek közönséges

dichotómiája van.

3.6. Megjegyzés. 1. A [2], [22], [23] cikkekben a fenti de�níció X := Rd esetben

de�niált, de megadható tetsz®leges X Banach-téren is.

2. Gyakran feltesszük a 3.10. de�nícióban szerepl® konstansokra, hogy K1 = K2 =: K,

α1 = α2 =: α.

3.2. Spektrális dichotómia

Legyen továbbra is J ∈ {Z, Z+
0 , Z−0 } tetsz®leges, rögzített intervallum és tekintsük a

(3.1) homogén lineáris rendszert. Vezessük be az alábbi jelölést, melyet a továbbiakban

felhasználunk:

l∞ := l∞(J,X) := {v = {vn}n∈J : vn ∈ X, sup
n∈J
‖vn‖ <∞}.

3.7. Megjegyzés. l∞(J,X) Banach-tér a ‖v‖∞ := supn∈J ‖vn‖ normával (vö.: [24]).

Ebben az alfejezetben bemutatunk egy látszólag az eddigiekt®l teljesen eltér® de�ní-

ciót, azonban ki fog derülni, hogy tulajdonképpen az ez által meghatározott fogalom is

ekvivalens az exponenciális dichotómia fogalmával.

3.11. De�níció. (Spektrális dichotómia) (vö.: [3], [20])
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1. Legyen J = Z, és az SZ : l∞(Z, X) → l∞(Z, X) operátort de�niáljuk a következ®-

képpen:

(SZx)n := An−1xn−1 (n ∈ Z, x ∈ l∞(Z, X)). (3.24)

Ekkor a (2.1) feltétel miatt SZ ∈ L(l∞(Z, X)). Azt mondjuk, hogy a (3.1) rend-

szernek spektrális dichotómiája van, ha a σ(SZ) spektrum nem metszi a komplex

egységkört.

2. Legyen J = Z+
0 , és az SZ+

0
: l∞(Z+

0 , X)→ l∞(Z+
0 , X) operátort de�niáljuk a követ-

kez®képpen:

(SZ+
0
x)n :=

0 (n = 0),

An−1xn−1 (n ≥ 1),
(3.25)

ahol x ∈ l∞(Z+
0 , X). Ekkor a (2.1) feltétel miatt SZ+

0
∈ L(l∞(Z+

0 , X)). Azt mond-

juk, hogy a (3.1) rendszernek spektrális dichotómiája van, ha a σ(SZ+
0

) spektrum

nem metszi a komplex egységkört.

A következ® két tétel összekapcsolja a spektrális és az exponenciális dichotómia (3.9.

de�nícióban megadott) fogalmát.

3.3. Tétel. (vö.: [3]) Legyen J = Z és tegyük fel, hogy a (3.1) rendszert meghatá-

rozó An operátorsorozatra teljesül, hogy minden n ∈ Z esetén An invertálható, és az

inverz-operátorok egyenletesen korlátosak. Ekkor a 3.9. de�níció pontosan akkor teljesül

a vizsgált rendszerre, ha a 3.11. de�níció.

Ezután a [4] cikkben azt is megmutatták, hogy a két de�níció ekvivalenciája az An

operátorok invertálhatósága nélkül is teljesül, nevezetesen igaz az alábbi tétel.

3.4. Tétel. (vö: [4]) Tekintsük a (3.1) rendszert, az azt meghatározó An ∈ L(X) ope-

rátorokra tegyük fel, hogy

sup
n∈J
‖An‖ < +∞.

Ekkor is fennáll, hogy a 3.9. de�níció pontosan akkor teljesül a (3.1) rendszerre, amikor

a 3.11. de�níció.
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3.3. A de�níciók kapcsolata

Ebben az alfejezetben a fent bemutatott de�níciók egymással való kapcsolatát vizsgál-

juk, nevezetesen hogy azok közül mely de�níciók milyen feltételek mellett ekvivalensek.

Ennek során felhasználjuk a következ® állítást.

3.4. Állítás. (vö.: [14]) Ha feltesszük, hogy az An ∈ L(X) operátorok egyenletesen

korlátosak, továbbá hogy a (3.1) rendszerre teljesül a 3.6. de�níció Z+
0 -on, akkor a (Pn)

projekció-sorozat egyenletesen korlátos, azaz fennáll a

sup
n∈Z+

0

‖Pn‖ < +∞ (3.26)

tulajdonság.

3.8. Megjegyzés. A fenti állításra a [14] cikkben található bizonyítás kis módosítással

J = Z−0 esetben is igaz, tehát az iménti állítás ezen intervallum esetén is fennáll. Így

adódik, hogy J = Z esetben is igazolható a (3.26) egyenl®tlenség (így tetsz®leges J ⊂ Z

diszkrét intervallum esetén is).

3.5. Tétel. Legyen J ∈ {Z, Z+
0 , Z−0 }. Tekintsük a (3.1) rendszert, az azt de�niáló

(An)n∈J ⊂ L(X) operátorsorozatról tegyük fel, hogy egyenletesen korlátos, azaz igaz a

(2.1) becslés. Ekkor a 3.5., 3.6., a 3.8., a 3.9. valamint J ∈ {Z, Z+
0 } esetén a 3.11.

de�níciók ekvivalensek. Ha a rendszert de�niáló operátorokról azt is feltesszük, hogy

invertálhatóak és inverzeik is egyenletesen korlátosak, akkor az el®bbi de�níciókkal a 3.10.

de�níció is ekvivalens.

Bizonyítás: Legyen J ∈ {Z, Z+
0 , Z−0 } tetsz®leges rögzített intervallum.

1. lépés: A 3.5. és a 3.6. de�níciók ekvivalenciája.

Az ekvivalenciához három dolgot kell észrevennünk:

1. Ha a 3.5. de�níció a (Pn) projekciósorozattal teljesül, akkor a 3.6. de�níció az

(I − Pn) projekciósorozattal.

2. Tetsz®leges rögzített n ∈ J esetén

x ∈ KerPn ⇐⇒ x ∈ Im(I − Pn), (3.27)
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ugyanis legyen x ∈ KerPn, ekkor

Pnx = 0 =⇒ Pnx = Pnx
′ − Pnx′ =⇒ Pnx = Pnx

′ − P 2
nx
′ (x′ ∈ X),

azaz x = (I − Pn)x′, és így x ∈ Im(I − Pn). A fordított implikációhoz legyen

x ∈ Im(I − Pn), ekkor valamely x′ ∈ X esetén

x = (I − Pn)x′ =⇒ Pnx = 0,

azaz x ∈ KerPn.

3. Ha a 3.5. de�níció K, θ konstansokkal igaz, akkor a 3.6. de�níció K > 0 valamint

az α := − log(θ) > 0 konstansokkal, illetve ehhez hasonlóan ha a 3.6. de�níció

valamely K, α konstansokkal teljesül, akkor a 3.5. de�níció a K, θ := e−α kons-

tansokkal.

2. lépés: A 3.6. és a 3.8. de�níciók ekvivalenciája.

Ahogyan azt már a 3.5. megjegyzésben említettük, az [5] cikk 4.2 tétele kimondja a

3.6. és a 3.8. de�níciók ekvivalenciáját. Ennek egyik kulcsa, hogy a 3.8. de�nícióban

szerepl® (3.18) regularitási feltétel és a 3.6. de�nícióban megadott (3.7) tulajdonság ek-

vivalens. A másik fontos mozzanat, mely az [5] cikkben nem tárgyalt, a 3.4. állításban

megfogalmazott eredmény, azaz ha a (3.1) rendszerre teljesül a 3.6. de�níció, akkor

sup
n∈J
‖Pn‖ <∞

teljesül, így a 3.6. de�nícióból következik a 3.8. de�nícióban szerepl® (3.17) feltétel.

3. lépés: A 3.6. és a 3.9. de�níciók ekvivalenciája.

3/1. lépés:

Tegyük fel, hogy a 3.6. de�níció teljesül. A 3.9. de�nícióban szerepl® X1
n és X2

n alterek

de�niáljuk a következ®képpen: X1
n := ImPn, X2

n := KerPn. Ekkor nyilvánvalóan X =

X1
n⊕X2

n minden n ∈ J esetén, továbbá a (3.8) és a (3.9) egyenl®tlenségek miatt a (3.20)

és (3.21) egyenl®tlenségek teljesülnek.

3/2. lépés:

Tegyük fel, hogy a 3.9. de�níció fennáll alkalmas K, q konstansokkal, X1
n, X

2
n alterekkel.

A [14] cikk 3.2 tételének értelmében a 3.6. de�níció teljesülésének igazolásához elegend®
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megmutatni, hogy az

X0 := {x ∈ X : sup
n≥0
‖Λ(n, 0)x‖ ≤ +∞}

altérnek létezik direkt kiegészít®je X-ben. Látható, hogy a 3.9. de�níció miatt minden

n ∈ J esetén X0 = X1
n, így a de�nícióban szerepl® feltételek miatt X0 ⊕X2

n = X, tehát

az els® szükséges feltétel teljesül. Továbbá tekintsük a T : l∞ → l∞ operátort, mely a

következ®képpen de�niált adott u ∈ l∞ esetén:

(Tu)n := un+1 − Anun (n ∈ J). (3.28)

A fent említett tétel alkalmazásához meg kell mutatnunk, hogy a T operátor szürjektív,

azaz minden f ∈ l∞ esetén létezik u ∈ l∞, melyekre Tu = f , azaz minden n ∈ J esetén

un+1 = Anun + fn. (3.29)

Az nyilvánvaló, hogy létezik olyan u, mely a fenti egyenl®séget teljesíti, így már csak azt

kell megmutatnunk, hogy adott f ∈ l∞ esetén az ehhez tartozó umegoldása korlátos, azaz

u ∈ l∞ teljesül. A 3.9. de�nícióban szerepl® egyenl®tlenségek segítségével ez belátható,

ugyanis a (3.29) egyenl®séget un+1 − Anun = fn alakba átírva adódik az

‖un+1 − Anun‖ = ‖fn‖ ≤ ‖f‖∞

egyenl®tlenség, melynek bal oldalát átalakítva:

‖un+1 − Anun‖ ≥ ‖un+1‖ − ‖An‖‖un‖ ≥

‖un+1‖ −M‖Λ(n, 0)u0‖ ≥

‖un+1‖ −MKqn‖u0‖,

melyb®l ‖un+1‖-re a következ® becslés írható fel kihasználva, hogy a 3.9. de�nícióban

szerepl® q konstansra q < 1 igaz:

‖un+1‖ ≤MKqn‖u0‖+ ‖f‖∞ ≤MK‖u0‖+ ‖f‖∞,

így adódik, hogy

‖u‖∞ ≤MK‖u0‖+ ‖f‖∞,
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azaz u ∈ l∞.

A továbbiakban következik a tétel második felének bizonyítása, azaz mostantól tegyük

fel, hogy a (3.1) rendszert megadó An (n ∈ J) operátorok invertálhatóak, és az inverzeik

egyenletesen korlátosak is.

4. lépés: A 3.10. és a 3.6. de�níciók ekvivalenciája.

4/1. lépés:

Tegyük fel, hogy a (3.1) rendszerre teljesül a 3.6. de�níció. Legyen

P := Λ−1(0, 0)P0Λ(0, 0), (3.30)

azaz P = P0. Ekkor tetsz®leges n,m ∈ J , n ≥ m esetén

Λ−1(n, 0)PnΛ(n, 0) = Λ−1(m, 0)PmΛ(m, 0),

ugyanis legyen n ∈ J tetsz®leges, ekkor

Λ−1(n, 0)PnΛ(n, 0) = (An−1An−2 · · ·A0)−1Pn(An−1An−2 · · ·A0) =

= A−1
0 · · ·A−1

n−2(A−1
n−1PnAn−1)An−2 · · ·A0 =

= A−1
0 · · ·A−1

n−2Pn−1An−2 · · ·A0 =

= Λ−1(n− 1, 0)Pn−1Λ(n− 1, 0).

Így tetsz®leges m ∈ J , m ≤ n esetén

Λ−1(n, 0)PnΛ(n, 0) = Λ−1(n− 1, 0)Pn−1Λ(n− 1, 0) = · · · = Λ−1(m, 0)PmΛ(m, 0).

Lássuk be, hogy a (3.22) egyenl®tlenség igaz. Legyen m ∈ J tetsz®leges rögzített, x ∈

ImPm, azaz ∃x0 ∈ X, hogy x = Pmx0. Ekkor:

Λ(n, 0)Λ−1(m, 0)x = Λ(n, 0)Λ−1(m, 0)Pmx0 =

= Λ(n, 0)Λ−1(m, 0)Λ(m, 0)PΛ−1(m, 0)x0 =

= Λ(n, 0)PΛ−1(m, 0)x0,
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így felhasználva a (3.8) egyenl®tlenséget és a 3.4. állítást kapjuk, hogy tetsz®leges n ∈ J ,

n ≥ m esetén

‖Λ(n, 0)PΛ−1(m, 0)x0‖ ≤ Ke−α(n−m)‖Pmx0‖ ≤

≤ KMe−α(n−m)‖x0‖,

azaz K1 := KM , α1 := α választással teljesül a (3.22) egyenl®tlenség:

‖Λ(n, 0)PΛ−1(m, 0)‖ ≤ KMe−α(n−m) (n,m ∈ J, n ≥ m).

A (3.23) egyenl®tlenség bizonyításához legyenm ∈ J tetsz®leges rögzített, és x ∈ KerPm.

Ekkor a (3.27) tulajdonság miatt x ∈ Im(I − Pm), így létezik x0 ∈ X, melyre

x = (I − Pm)x0

teljesül. Továbbá tetsz®leges n ∈ J esetén igaz a következ® egyenl®ség:

Λ(n, 0)Λ−1(m, 0)x = Λ(n, 0)Λ−1(m, 0)(I − Pm)x0 =

= Λ(n, 0)Λ−1(m, 0)x0 − Λ(n, 0)Λ−1(m, 0)Pmx0 =

= Λ(n, 0)Λ−1(m, 0)x0 − Λ(n, 0)Λ−1(m, 0)Λ(m, 0)PΛ−1(m, 0)x0 =

= Λ(n, 0)Λ−1(m, 0)x0 − Λ(n, 0)PΛ−1(m, 0)x0 =

= Λ(n, 0)(I − P )Λ−1(m, 0)x0,

így felhasználva a (3.9) egyenl®tlenséget és a 3.4. állítást kapjuk, hogy

‖Λ(n, 0)(I − P )Λ−1(m, 0)x0‖ ≤ Ke−α(n−m)‖(I − Pm)x0‖ ≤

≤ K(1 +M)e−α(n−m)‖x0‖,

így K2 := K(1 +M), α2 := α választással adódik a (3.23) egyenl®tlenség:

‖Λ(n, 0)PΛ−1(m, 0)‖ ≤ K(1 +M)e−α(n−m) (n,m ∈ J, n ≤ m).
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Összefoglalva tehát megmutattuk, hogy a (3.1) rendszerre teljesül a 3.10. de�níció a

(3.30)-ban de�niált P projekcióval, α1 := α, α2 := α, K1 := M , K2 := 1 + M konstan-

sokkal (ahol α, K a 3.6. de�nícióból származnak).

4/2. lépés

Tegyük fel, hogy a (3.1) rendszerre teljesül a 3.10. de�níció. Legyen

Pn := Λ(n, 0)PΛ−1(n, 0), (n ∈ J).

Ekkor a (3.22) és (3.23) egyenl®tlenségekb®l nyilvánvalóan következnek a (3.8) és (3.9)

egyenl®tlenségek (vö.: [9]).

Végül megmutatjuk a 3.6. de�nícióban szerepl® (3.6) és (3.7) tulajdonságok fennállását.

AnPn = AnΛ(n, 0)PΛ−1(n, 0) =

= Λ(n+ 1, 0)P (A−1
0 · · ·A−1

n−1)A−1
n An =

= Λ(n+ 1, 0)PΛ−1(n+ 1, 0)An =

= Pn+1An,

tehát a (3.6) tulajdonság teljesül.

Mivel feltettük, hogy tetsz®leges n ∈ J esetén An izomor�zmus, elegend® leellen®rizni,

hogy An : KerPn → KerPn+1. Legyen x ∈ KerPn, azaz Pnx = 0. Ekkor

Pn+1(Anx) = (Pn+1Anx) = AnPnx = An0,

és mivel feltettük, hogy An izomor�zmus, tudjuk, hogy An0 = 0, így

Pn+1(Anx) = 0,

azaz Anx ∈ KerPn+1. Illetve ha x ∈ X esetén Anx ∈ KerPn+1, azaz

Pn+1Anx = 0,

akkor ebb®l következik a (3.6) tulajdonságot felhasználva, hogy

AnPnx = Pn+1Anx = 0,
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így Pnx = 0, azaz x ∈ KerPn.

5. lépés: A 3.9. és a 3.11. de�níciók ekvivalenciája. Ahogyan az el®z® alfejezetben ki-

fejtettük (vö.: 3.3. és 3.4. tételek) a 3.9. és 3.11. de�níciók ekvivalenciájának bizonyítása

megtalálható az invertálhatóságot feltételez® esetben a [3], valamint az általánosabb

esetben a [4] cikkben.

3.9. Megjegyzés. 1. Az invertálhatósági feltételeket használó esetben a 3.9. és a

3.10. de�níciók ekvivalenciájának bizonyítása megtalálható a [3] cikkben.

2. a 3.6. de�nícióban szerepl® (Pn)n∈J projekció-sorozatra és a 3.9. de�nícióban sze-

repl® (3.19) felbontásban megadott X1
n alterek között fennáll az az összefüggés, hogy

tetsz®leges n ∈ J esetén a Pn projekció az X1
n altérre való vetítést adja meg. Az-

az ha x ∈ X, akkor (3.19) miatt tetsz®leges, rögzített n ∈ J esetén egyértelm¶en

létezik x1, x2 ∈ X, hogy x1 ∈ X1
n, x2 ∈ X2

n és x = x1 + x2, továbbá Pnx = x1.

3.4. Példák

Ebben az alfejezetben néhány, a fejezetben korábban látott de�níciókkal kapcsolatos

észrevételt írunk le, továbbá példákon keresztül illusztráljuk az exponenciális dichotómia

megjelenését konkrét rendszerekben.

Az els® észrevételt a 3.10. de�nícióval kapcsolatosan tesszük, nevezetesen hogy az nem

fogalmazható meg általánosabb, a 3.6. és a 3.5. de�níciókban látott módon, azaz amikor

az An operátorok invertálhatóságát nem tesszük fel. Ugyanis ha az An operátorokról

csak annyit teszünk fel, hogy egyenletesen korlátosak és létezik P : X → X projekció,

melyekre

An : kerP → kerP izomor�zmus (n ∈ J),

amib®l következik, hogy Ãn := An|kerP invertálható, így ekkor

Λ̃(n,m) := Λ(n,m) : kerP → kerP

m < n esetén invertálható, nevezetesen:

Λ̃−1(n,m) := Ã−1
m · · · · · Ã−1

n−1,

24



akkor Λ(n,m) de�niálható n < m esetén is, de csak a kerP altéren. A 3.10. de�níció

általánosítása emiatt a megszorítás miatt nem lehetséges, ugyanis a

Pn := Λ(n, 0)−1PΛ(n, 0) (n ∈ J)

módon de�niált projektor sorozat csak a kerP altéren lenne értelmezve, így ezt az átala-

kítást a 3.6. de�nícióban csak a (3.23) egyenl®tlenséghez tudnánk használni. A jelenséget

a következ® példában illusztráljuk.

3.2. Példa. Tekintsük a (3.1) rendszert a következ® alakban:

xn+1 :=

0 0

0 eβ

xn (n ∈ Z), (3.31)

ahol β > 0 paraméter.

Ekkor nyilván An nem invertálható, de a 3.6. de�níció fennáll a

Pn := P :=

1 0

0 0

 (n ∈ Z)

projekciósorozattal. Továbbá teljesül, hogy An|kerPn invertálható, azonban az egész X =

R2 téren ez nem mondható el, így a 3.10. de�nícióban szerepl® (3.22) egyenl®tlenséget

nem lehet felírni.

Fordítva természetesen igaz a fenti gondolatmenet, tehát a 3.6. de�níció használható

olyan rendszer esetében, melynek együtthatói invertálhatóak, ekkor azonban a (Pn)

projekció-sorozat elemeire elég ellen®rizni a (3.6) tulajdonságot és a (3.8), (3.9) egyenl®t-

lenségek teljesülését. A [6] cikkben ennek alapján de�niált az exponenciális dichotómia

fogalma, mely de�níciót a teljesség kedvéért most leírunk.

3.12. De�níció. (vö: [6]) Azt mondjuk, hogy a (3.1) lineáris rendszernek exponenciális

dichotómiája van egy J intervallumon, ha létezik (Pn)n∈J ⊂ L(X) projekciósorozat, és

K, α > 0 konstansok úgy, hogy tetsz®leges n, m ∈ J esetén teljesül a

PnΛ(n,m) = Λ(n,m)Pm (3.32)
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tulajdonság, valamint tetsz®leges n ≥ m esetén a

‖Λ(n,m)Pm‖ ≤ Ke−α(n−m), (3.33)

‖Λ(m,n)(I − Pn)‖ ≤ Ke−α(n−m) (3.34)

egyenl®tlenségek fennállnak. Ha α = 0, akkor azt mondjuk, hogy a (3.1) rendszernek

közönséges dichotómiája van.

A következ® példában olyan exponenciálisan dichotóm rendszert mutatunk, melynek

fázistere végtelen dimenziós.

3.3. Példa. Legyen T ∈ R+, V := (R2, ‖ · ‖2), ahol valamely x = (x1, x2) ∈ R2 esetén

‖x‖2 :=
√
x2

1 + x2
2.

Jelölje továbbá X := L2(0, T ;V ) halmaz azon f : (0, T ) → V mérhet® függvények hal-

mazát, melyekre ‖f(x)‖2
V integrálható, valamint tekintsük az

‖f‖2
L2(0,T ;V ) :=

T∫
0

‖f(x)‖2
V dx

módon de�niált normát. Ekkor az (X, ‖ · ‖L2(0,T ;V )) tér Banach-tér (vö: [26]). Tekintsük

a következ® autonóm di�erenciaegyenlet-rendszert:

fn+1 := A · fn (n ∈ Z+
0 ), (3.35)

ahol tetsz®leges n ∈ Z+
0 esetén fn ∈ L2(0, T ;V ), valamint A : L2(0, T ;V )→ L2(0, T ;V )

a következ® operátor:

A :=

1
2

0

0 2

 .
Így valamely F ∈ L2(0, T ;V ) esetén AF ∈ L2(0, T ;V ) az alábbi módon de�niált:

AF := (
1

2
F1, 2F2).

Ennek alapján egyszer¶en látható, hogy AF valóban L2(0, T ;V )-beli, hiszen

‖AF‖L2(0,T ;V ) =

T∫
0

‖(1

2
F1(x), 2F2(x))‖2

2dx ≤ 2‖F‖L2(0,T ;V ) < +∞.
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Továbbá a (3.35) rendszer Cauchy-operátora:

Λ(n, 0) =

2−n 0

0 2n

 (n ∈ Z+
0 ),

így tetsz®leges F ∈ L2(0, T ;V ) függvény esetén

Λ(n, 0)F = (2−nF1, 2nF2) ∈ L2(0, T ;V ) (n ∈ Z+
0 ).

Megmutatjuk, hogy a (3.35) rendszernek exponenciális dichotómiája van a Z+
0 interval-

lumon a

P :=

1 0

0 0


projektorral. Ehhez legyen F ∈ L2(0, T ;V ), n, m ∈ Z+

0 egészek, melyekre n ≥ m és

tekintsük a következ® egyenl®tlenséget:

‖Λ(n,m)PF‖2
L2(0,T ;V ) =

T∫
0

‖Λ(n,m)PF (x)‖2
2dx =

=

T∫
0

‖(2−(n−m)F1(x), 0)‖2dx =

=

T∫
0

(2−(n−m)F1(x))2 + 02dx =

= 2−2(n−m)

T∫
0

(F1(x))2dx ≤

≤ 2−2(n−m)

T∫
0

‖F (x)‖2
2dx = e−2 ln(2)(n−m)‖F‖2

L2(0,T ;V ).

Ezzel igazoltuk a 3.12. de�nícióban szerepl® (3.33) egyenl®tlenséget, hasonlóan látható be

a (3.34) egyenl®tlenség is, továbbá egyszer¶ számolással adódik, hogy a (3.32) tulajdonság

is teljesül. Így a (3.35) rendszernek valóban exponenciális dichotómiája van a megadott

P projekcióval és a K := 1, α := ln(2) konstansokkal.
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3.4.1. Példa instabil exponenciálisan dichotóm rendszerre

A 2.2. alfejezet 2.1. példájában mutattunk egy rendszert, melyr®l beláttuk, hogy instabil,

annak ellenére, hogy a rendszer együtthatómátrixa sajátértékeinek abszolút értéke 1-nél

kisebb. Az alábbiakban megmutatjuk, hogy az ott szerepl® rendszernek exponenciális

dichotómiája van a Z intervallumon. Tekintsük az

xn+1 = Anxn (n ∈ Z)

nem-autonóm homogén lineáris rendszert, ahol az együtthatómátrix a következ®képpen

de�niált:

An :=
1

8

 0 9 + 7(−1)n

9− 7(−1)n 0

 (n ∈ Z). (3.36)

A rendszer Cauchy-operátora:

Λ(n, 0) =

2−2n 0

0 2n

 (n ∈ Z páros),

Λ(n, 0) =

 0 2n

2−2n 0

 (n ∈ Z páratlan).

Mivel az An együtthatómátrixok invertálhatóak, a rendszer exponenciális dichotómiá-

jának megmutatásához használhatjuk a 3.12. de�níciót. A továbbiakban bebizonyítjuk,

hogy az abban szerepl® (3.32) azonosság valamint a (3.33) és (3.34) egyenl®tlenségek

teljesülnek a

Pn :=

1 0

0 0

 (n ∈ Z páros),

Pn :=

0 0

0 1

 (n ∈ Z páratlan)
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projekciósorozattal. Ehhez els®ként írjuk fel a Λ(n,m) operátort különböz® paritású n,

m ∈ Z egészek esetén:

Λ(n,m) =

22m−2n 0

0 2n−m

 n, m páros,

Λ(n,m) =

 0 22m−2n

2n−m 0

 n, páros, m páratlan,

Λ(n,m) =

 0 2n−m

22m−2n 0

 n, páratlan, m páros,

Λ(n,m) =

2n−m 0

0 22m−2n

 n, m páratlan.

Ezek felhasználásával felírjuk a Λ(n,m)Pm és a Λ(m,n)(I−Pn) mátrixokat n ≥ m esetén:

Λ(n,m)Pm =

22m−2n 0

0 0

 , Λ(m,n)(I − Pn) =

0 0

0 2m−n

 n, m páros,

Λ(n,m)Pm =

0 22m−2n

0 0

 , Λ(m,n)(I − Pn) =

 0 0

2m−n 0

 n, páros, m páratlan,

Λ(n,m)Pm =

 0 0

22m−2n 0

 , Λ(m,n)(I − Pn) =

0 2m−n

0 0

 n, páratlan, m páros,

Λ(n,m)Pm =

0 0

0 22m−2n

 , Λ(m,n)(I − Pn) =

2m−n 0

0 0

 n, m páratlan.

A fentiek alapján látható, hogy tetsz®leges n, m ∈ Z esetén

PnΛ(n,m) = Λ(n,m)Pm
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fennáll, azaz teljesül a (3.32) azonosság, valamint

‖Λ(n,m)Pm‖ ≤ K1 · ‖Λ(n,m)Pm‖∞ = K1e
−2 ln(2)(n−m),

‖Λ(m,n)(I − Pn)‖ ≤ K2 · ‖Λ(m,n)(I − Pn)‖∞ = K2e
− ln(2)(n−m)

igaz tetsz®leges n ≥ m egészek esetén, így alkalmas

K := max{K1, K2},

α := min{α1 α2} = min{2 ln(2), ln(2)} = ln(2)

konstansokkal a vizsgált rendszerre fennáll a 3.12. de�níció, így annak exponenciális

dichotómiája van a megadott konstansokkal, projekciósorozattal a J = Z intervallumon.
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4. Tulajdonságok

Az exponenciális dichotómia fogalmának, valamint exponenciálisan dichotóm rendsze-

reknek számos tulajdonsága vizsgált és bizonyított a szakirodalomban. A most követ-

kez® fejezetben mi is ilyen tulajdonságokkal, illetve ezek lineáris rendszerekben való

megjelenésével foglalkozunk. Az itt bizonyított tételek egy része saját eredmény, a szak-

irodalomban fellelhet® ismeretek újragondolásával ill. továbbfejlesztésével keletkeztek.

Eredményeink szemléltetésére néhány példát is adunk az egyes alfejezetekben.

4.1. Autonóm rendszer exponenciális dichotómiája

Állandó együtthatós lineáris rendszerek esetében adott a szakirodalomban egy feltétel,

melynek segítségével meghatározható, hogy adott rendszer exponenciálisan dichotóm-e,

továbbá ha igen, akkor az állítás segítségével az exponenciális dichotómia de�níciójában

szerepl® projekció ill. projekciósorozat is kiszámítható.

4.5. Állítás. (vö.: [25]) Legyen J = Z, ill. valamely d ∈ Z+ esetén X := Rd, és

tekintsük az

xn+1 = Axn (n ∈ Z) (4.1)

autonóm homogén lineáris rendszert, ahol A ∈ Rd×d. A (4.1) rendszernek pontosan akkor

van exponenciális dichotómiája, ha az A mátrix hiperbolikus, azaz

σ(A) ∩ T1 = ∅,

ahol T1 jelöli a komplex egységkört, azaz

T1 = {z ∈ C : z 6= 1}.

Továbbá a 3.10. de�nícióban szerepl® P , ill. a 3.6. de�nícióban szerepl® P0 := P projekció

a következ®képpen áll el®:

P = − 1

2πı

∮
S1

(A− zI)−1dz. (4.2)

4.10. Megjegyzés. A dolgozat fejezetében már írtunk hiperbolikus mátrix spektrumának

felbontásáról, illetve a felbontáshoz tartozó Riesz-projekcióról. Az ott leírtak továbbra is
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érvényesek, és a fenti autonóm rendszerekr®l szóló 4.5. állítás kapcsán itt is érdemes

felelevenítenünk ®ket. Ha az A mátrix hiperbolikus, akkor spektruma, σ(A) felbontható a

következ®képpen:

σ(A) := σ+ ∪ σ−,

ahol σ+ tartalmazza az 1-nél nagyobb illetve σ− az 1-nél kisebb abszolút érték¶ sajátér-

tékeket:

λ ∈ σ+ ⇒ |λ| > 1, λ ∈ σ− ⇒ |λ| < 1.

A fenti állításban szerepl® P projekció pedig a spektrum ezen felbontásához tartozó Riesz-

féle projektor (vö: [15], [25]).

Az alábbi példán bemutatjuk a fenti állítást.

4.4. Példa. Tekintsük a következ® autonóm rendszert:xn+1

yn+1

 =

1/2 3

0 4

 ·
xn
yn

 (n ∈ Z, xn, yn ∈ R). (4.3)

A fenti rendszer együtthatóját jelöljük A-val, azaz:

A :=

1/2 3

0 4

 .
Látható, hogy A fels® háromszög mátrix, így sajátértékei a f®átlójában elhelyezked® érté-

kek, nevezetesen:

λ1 :=
1

2
, λ2 := 4,

így a mátrix hiperbolikus, azaz a 4.5. állításból kapjuk, hogy a (4.3) rendszernek expo-

nenciális dichotómiája van a J = Z intervallumon. A továbbiakban meghatározzuk az

exponenciális dichotómia 3.12. de�níciójában szerepl® K, α, P paramétereket. El®ször

a P projekciót számoljuk ki a (4.2) képlet segítségével. Ehhez a

(A− zI)−1 =

1
2
− z 3

0 4− z

−1

=
1

(1/2− z)(4− z)

4− z −3

0 1
2
− z

 (z ∈ C)

mátrix ∮
T1

(A− zI) dz

32



integrálját számoljuk ki elemenként a komplex függvénytanból ismert eredmények felhasz-

nálásával. ∮
T1

1
1
2
− z

dz =

∮
| 1
2
−z|= 1

2

1
1
2
− z

dz =

2π∫
0

−ı dz = −4πı,

∮
T1

− 3

(1
2
− z)(4− z)

dz =

∮
| 1
2
−z|= 1

2

− 3

(1
2
− z)(4− z)

dz = 2πı
3

4− z

∣∣∣∣
z= 1

2

=
12πı

7
,

∮
T1

0 dz = 0,

∮
T1

1

4− z
dz = 0,

így a keresett projekció az alábbi:

P =

1 −6
7

0 0

 .
A K és α konstansok meghatározásához a 3.12. de�nícióban lév® (3.33) és (3.34) egyen-

l®tlenségekben szerepl® normákat számoljuk ki. Ehhez el®ször a (4.3) rendszer Cauchy-

operátorát határozzuk meg. Az A mátrix λ1 és λ2 sajátértékeihez tartozó sajátvektorai a

következ®k:

v1 =

1

0

 , v2 =

 1

7/6

 ,
így az

S :=

1 1

0 7/6


mátrixszal

S−1AS =

1/2 0

0 4

 =: D,

így

Λ(n, 0) = An = SDnS−1 =

2−n 6
7
(22n − 2−n

0 22n

 .
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El®ször a 3.12. de�nícióban szerepl® els® egyenl®tlenséget tekintjük n, m ∈ Z esetén:

Λ(n, 0)PΛ−1(m, 0) =

2m−n 6
7
2m−n

0 0

 (n > m),

így

‖Λ(n, 0)PΛ−1(m, 0)‖ ≤ e− ln(2)(n−m),

tehát a de�nícióban szerepl® els® egyenl®tlenség teljesül a K := 1 és α := ln(2) konstan-

sokkal. Hasonlóan megmutatható, hogy a megadott paraméterekkel a de�nícióban szerepl®

második egyenl®tlenség is fennáll ugyanezen K és α konstansokkal.

4.2. Inhomogén rendszerek megoldása

Ebben a fejezetben bemutatunk a szakirodalomban megtalálható néhány fontos tételt,

melyek az exponenciális dichotómiát adott J intervallumon valamely fn ∈ X (n ∈ J)

esetén a

xn+1 = Anxn (n ∈ J) (4.4)

homogén rendszerhez tartozó

xn+1 = Anxn + fn (n ∈ J) (4.5)

inhomogén rendszer megoldásának létezésével és egyértelm¶ségével karakterizálják. A

kérdéskör széles körben tárgyalt, vö. [13], [14]. Vezessük be a következ® jelöléseket:

lp := lp(J,X) := {v = {vn}n∈J : vn ∈ X,
∑
n∈J

‖vn‖p <∞},

l∞ := l∞(J,X) := {v = {vn}n∈J : vn ∈ X, sup
n∈J
‖vn‖ <∞},

továbbá ha u ∈ lp, akkor 1 ≤ p <∞ esetén

‖u‖p :=

(∑
n∈J

‖un‖p
) 1

p

, (4.6)

illetve p =∞ esetén

‖u‖∞ := sup
n∈J
‖un‖. (4.7)
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4.11. Megjegyzés. 1 ≤ p < ∞ esetben az lp tér Banach-tér a (4.6)-ban de�niált nor-

mával, és l∞ Banach-tér a (4.7)-ban de�niált normával.

Az exponenciális dichotómia karakterizálását tárgyaló els® állítás a [2] cikkb®l származik,

a bizonyítás megtalálható pl. a [21] cikkben.

4.6. Állítás. (vö.: [21]) Legyen valamely d > 0 egész esetén X := Rd. A (4.4) rend-

szernek pontosan akkor van exponenciális dichotómiája a Z intervallumon, ha a (4.5)

rendszernek minden f ∈ l∞(Z, X) esetén egyértelm¶en létezik µ ∈ l∞(Z, X) megoldása.

Tegyük fel, hogy J = Z+
0 . Legyen 1 ≤ p ≤ ∞, µ = (µn)n∈Z+

0
∈ lp, melyre fennáll, hogy

µn+1 = Anµn, (n ∈ Z+
0 ),

azaz minden n ∈ Z+
0 esetén µn kielégíti a (4.4) rendszert. Jelölje T : lp → lp a következ®

operátort

(Tx)n := xn+1 − Anxn, (n ∈ J), (4.8)

ahol x = (xn)n∈Z+
0
∈ lp.

Ezekkel a jelölésekkel tehát adott f = (fn)n∈Z+
0
és ϕ = (ϕn)n∈Z+

0
esetén Tϕ = f

pontosan akkor, ha ϕn megoldása a (4.5) rendszernek minden n ∈ Z+
0 esetén.

Tegyük fel, hogy a (4.4) homogén rendszernek exponenciális dichotómiája van a P :

X → X projekcióval. Legyen Z := KerP , valamint

lZp := {x ∈ lp : x0 ∈ Z}, (1 ≤ p ≤ ∞).

Jelölje TZ : lZp → lp operátor a T megszorítását lZp -re, azaz

TZ : lZp → lp , és TZx := Tx (x ∈ lZp ). (4.9)

Vezessük be még a következ® jelölést p =∞ esetben:

X0(n0) := {x ∈ X : sup
n≥n0

‖Λ(n, 0)Λ−1(n0, 0)x‖ <∞}, (4.10)

illetve p <∞ esetben:

X0(n0) := {x ∈ X :
∞∑

n=n0

‖Λ(n, 0)Λ−1(n0, 0)x‖p <∞}. (4.11)
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4.6. Tétel. (vö.: [13], [14]) Legyen X tetsz®leges Banach tér, J = Z+
0 , 1 ≤ p ≤ +∞.

Ekkor a (4.4) rendszernek pontosan akkor van exponenciális dichotómiája, ha a (4.8)-

ban de�niált T : lp → lp operátor szürjektív, és X0(0) altérnek létezik direkt kiegészít®je

X-ben, azaz létezik olyan Y ⊂ X altér, hogy

X0(0)⊕ Y = X.

A következ® tétel csak p <∞ esetben bizonyított a [13] cikkben, a dolgozat 5. fejezetében

pedig bebizonyítjuk az alapján p =∞ esetben is.

4.7. Tétel. (vö.: [13]) a (4.4) rendszernek pontosan akkor van exponenciális dichotó-

miája a P : X → X projekcióval, melyre KerP = Z, ha a TZ operátor invertálható.

4.12. Megjegyzés. 1. Könnyen látható, hogy a T operátor szürjektivitásából követ-

kezik a (4.5) inhomogén rendszer megoldhatósága, ugyanis tegyük fel, hogy a T ope-

rátor szürjektív, azaz minden f = (fn)n∈Z+
0
∈ lp esetén létezik ϕ = (ϕn)n∈Z+

0
∈ lp,

melyre Tϕ = f , azaz melyre

(Tϕ)n = ϕn+1 − Anϕn = fn (n ∈ Z+
0 ),

azaz (ϕn)n∈Z+
0
megoldása a (4.5) rendszernek.

2. Ha X véges dimenziós, akkor az X0(0) altérnek mindig létezik direkt kiegészít®je

X-ben, így a 4.6. tétel miatt a T operátor szürjektivitása szükséges és elégséges

feltétele az exponenciális dichotómia fennállásának.

A következ® állításban egy általános módszer látható olyan inhomogén lineáris rend-

szerek megoldására, melyekb®l származó homogén rendszereknek exponenciális dichotó-

miája van. Ez megtalálható szinte minden, az exponenciális dichotómiával foglalkozó

szakirodalomban (vö. [2]).

4.7. Állítás. (vö: [13], [14]) Legyen 1 ≤ p ≤ +∞. Tegyük fel, hogy a (4.4) rendszernek

exponenciális dichotómiája van a J ∈ {Z,Z+
0 ,Z−0 } intervallumon K, α > 0 konstansokkal

és P : X → X projekcióval. Legyen f ∈ lp(J,X) tetsz®leges rögzített. Ekkor a (4.5)

rendszer egy megoldása el®áll a következ® alakban:

yn =
∑
m∈J

G(n,m+ 1)fm (n ∈ J), (4.12)
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ahol G : J × J → L(X) a következ®:

G(n,m) =

Λ(n, 0)PΛ−1(m, 0) (n ≥ m),

Λ(n, 0)(I − P )Λ−1(m, 0) (n < m).
(4.13)

Az el®z®ek alapján ha az exponenciális dichotómia teljesüléséb®l az inhomogén rendszer

egyértelm¶ megoldhatósága is következik, akkor az egyetlen megoldás (4.12) alakú.

4.3. Az exponenciális dichotómia paraméterei

Ebben az alfejezetben az exponenciális dichotómia de�nícióiban lév® paramétereket, ne-

vezetesen a P projekciót ill. (Pn) projekció-sorozatot, valamint a J intervallumot vizs-

gáljuk. Ezek közül els®ként a projektorokkal foglalkozunk. A vizsgált tulajdonságot az

alábbi példán vezetjük ill. mutatjuk be.

4.5. Példa. Tekintsük a következ® 2-dimenziós rendszert:

xn+1 = e−1xn (n ∈ Z), (4.14)

yn+1 = eyn + xn (n ∈ Z). (4.15)

Megmutatjuk, hogy a fenti, (4.14)�(4.15) rendszernek exponenciális dichotómiája van a

J = Z intervallumon alkalmas konstansokkal és projekcióval. Ehhez a 3.10. de�níció

teljesülését fogjuk leellen®rizni.

Els® lépésként határozzuk meg a vizsgált rendszer alapmátrixát, ehhez alakítsuk át az

egyenletet az alábbi módon: xn+1

yn+1

 =

e−1 0

1 e

xn
yn

 . (4.16)

Tehát a (4.16) rendszert meghatározó An operátorok a következ®képpen néznek ki:

An =

e−1 0

1 e

 (n ∈ Z), (4.17)

azaz a rendszer állandó együtthatós, így minden n ∈ Z esetén An = A, ahol A az imént

felírt (4.17) mátrix. A rendszer Cauchy-operátorának megadásához az A mátrix megfelel®
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hatványait kell kiszámolni, melyek a következ® alakba írhatók át:

An =

 e−n 0

1
e−e−2 (en−1 − 1

en−1 ) en

 (n ∈ Z). (4.18)

Ez az összefüggés könnyedén belátható teljes indukcióval. A hatványok inverzeinek kiszá-

molása után a rendszer Cauchy-operátora tetsz®leges n > m egészek esetén a következ®-

képpen néz ki:

Λ(n,m) =

 e−(n−m) 0

e
1−e−2

(
en−m − 1

en−m

)
en−m

 . (4.19)

Egyszer¶ számolással adódik, hogy a

K := 1 +
e

1− e−2
és az α := 1

konstansokkal, valamint a

P :=

 1 0

− e
1−e−2 0

 (4.20)

projekcióval a megadott rendszernek exponenciális dichotómiája van a J = Z intervallu-

mon.

Tekintsük a

Pm := Λ(m, 0)PΛ(0,m) (m ∈ Z)

projekciósorozatot. A megfelel® mátrixm¶veletek elvégzése után adódik, hogy tetsz®leges

m ∈ Z esetén Pm a következ® alakot ölti:

Pm =

 1 0

− e
1−e−2 + e2m−1−e2m+1

1−e−2 0

 .
Megmutatható, hogy a (4.16) rendszernek ezzel a Pm projekciósorozattal is exponenciális

dichotómiája van, a részleteket a következ® tételben tárgyaljuk.

4.8. Tétel. Tekintsük a (4.4) rendszert, mely az An ∈ L(X) operátorokkal de�niált,

melyekr®l feltesszük, hogy egyenletesen korlátosak, invertálhatóak, továbbá inverzeik is

egyenletesen korlátosak. Tegyük fel továbbá, hogy a (4.4) rendszernek exponenciális di-

chotómiája van a 3.12. de�níció értelmében, azaz alkalmas K, α konstansokkal és (Pn)
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projekciósorozattal teljesül a 3.12. de�níció. Ekkor a

P̃n := Λ(n, 0)PnΛ(n, 0)−1 (n ∈ Z) (4.21)

projekciósorozattal és alkalmas K̃, α̃ konstansokkal is teljesül a 3.12. de�níció.

Bizonyítás: Tegyük fel, hogy a (4.4) rendszerre teljesül a 3.12. de�níció valamely K, α

konstansokkal és (Pn) projekciósorozattal. El®ször megmutatjuk, hogy a 3.12. de�níció-

ban szerepl® (3.33) és (3.34) egyenl®tlenségek a (4.21) projekciósorozattal is teljesülnek,

majd a de�nícióban szerepl® (3.32) tulajdonság fennállását ellen®rizzük.

El®ször a (3.33) egyenl®tlenséget tekintjük, ehhez legyen n, m ∈ Z, melyekre n ≥ m ≥ 0.

Vizsgáljuk a ‖Λ(n,m)P̃mx‖ mennyiséget, ahol x ∈ X tetsz®leges, rögzített.

‖Λ(n,m)P̃mx‖ = ‖Λ(n,m)Λ(m, 0)PmΛ(m, 0)−1x‖ = ‖Λ(n, 0)Pmx̃‖ ≤

≤ Ke−αn‖x̃‖ ≤ Ke−αn‖Λ(m, 0)−1x‖ ≤

≤ Ke−αn‖A−1
m−1‖ · · · · · ‖A−1

0 ‖‖x‖ ≤ Ke−αnK ′eα
′m‖x‖ =

= K̃e−α̃(n−m)‖x‖,

ahol K ′, α′ olyan konstansok, melyekre tetsz®leges m ∈ Z esetén ‖Λ(0,m)‖ ≤ K ′eα
′m.

Mivel feltettük, hogy az An operátorok inverzei egyenletesen korlátosak, léteznek ilyen

K ′, α′ konstansok.

A fenti egyenl®tlenségb®l tehát látszik, hogy ebben az esetben teljesül a (3.33) egyen-

l®tlenség.Hasonlóan megy a (3.33) egyenl®tlenség bizonyítása tetsz®leges n ≥ m egészek

esetén, valamint a (3.34) egyenl®tlenség bizonyítása is. Végül egy egyszer¶ átalakítással

bizonyítjuk, hogy a (3.32) tulajdonság is igaz marad:

AnP̃n = Λ(n+ 1, 0)PnΛ(n, 0)−1 = Λ(n+ 1, 0)PnΛ−1(n+ 1, 0)An = P̃n+1An.
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4.13. Megjegyzés. A fenti tétel értelmében a 3.12. de�nícióban szerepl® (Pn) projekció-

sorozat nem egyértelm¶en meghatározott. Azonban az nem következik a tételb®l, hogy a

3.10. de�nícióban szerepl® P projekció sem egyértelm¶, hiszen arra P = P0 áll fenn, és

a (4.21) megadásból látható, hogy Λ(0, 0) = I miatt P̃0 = P0 is teljesül.

Az [5] cikk 2.7. számú példájában a cikk írója bemutatja, hogy a 3.8. de�nícióban

található (3.18) feltétel nem minden esetben teljesül akkor sem, ha a de�nícióban ta-

lálható többi feltétel igaznak bizonyul. Az ott vizsgált a rendszert felhasználva a most

következ® példában is ezt vizsgáljuk kicsit részletesebben, összefüggést keresve más, az

exponenciális dichotómiát karakterizáló tétellel.

4.6. Példa. Tekintsük a következ® együtthatókkal megadott rendszert:

An =


α 0 0

0 bn 0

0 0 β

 (n ∈ Z),

ahol 0 < α < 1 < β, valamint

bn =

0 (n ≤ 0)

β (n > 0).

Könnyen látható, hogy a rendszernek exponenciális dichotómiája van a

Pn :=


1 0 0

0 1 0

0 0 0

 (n ≤ 0),

Pn :=


1 0 0

0 0 0

0 0 0

 (n > 0)

projekciókkal a Z+
0 és Z−0 intervallumokon (külön-külön). Azonban Z-n nem, hiszen n = 0

esetben nem teljesül a regularitási feltétel, azaz

kerP1 * ImA0.
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A [21] cikkben található az alábbi tétel, mely egy más indoklást ad arra, hogy a fenti

rendszernek miért nincsen a megadott projekciókkal exponenciális dichotómiája a J = Z

intervallumon.

4.9. Tétel. (vö: [21]) A (4.4) rendszernek pontosan akkor van exponenciális dichotómi-

ája Z-n, ha exponenciális dichotómiája van Z+
0 intervallumon a P , valamint Z−0 inter-

vallumon a Q projekcióval, ahol

rang(P ) = rang(Q),

továbbá a rendszernek csak a triviális megoldása korlátos.

Látható tehát, hogy mivel az imént megadott projekciók rangja nem egyezik meg minden

n ∈ Z esetén, a példában szerepl® rendszernek nincsen exponenciális dichotómiája a

J = Z intervallumon.

A fenti, 4.6. példában az, hogy a rendszerre a J = Z intervallum esetén nem áll fent az

exponenciális dichotómia azon múlott, hogy n = 0-nál, tehát ahol az együtthatómátrix

megváltozott, nem teljesültek bizonyos feltételek (pl.: regularitási feltétel). Ez a gondolat

motiválja az alábbi tételt.

4.10. Tétel. Legyenek

An ∈ L(X) (n ≤ 0) és Bn ∈ L(X) (n ≥ 0)

egyenletesen korlátos operátorok. Tekintsük az ezek által meghatározott homogén lineáris

di�erenciaegyenlet-rendszereket:

xn+1 = Anxn (n ≤ 0), (4.22)

yn+1 = Bnyn (n ≥ 0). (4.23)

Tegyük fel, hogy a (4.22) rendszernek Z−0 -on a KA, αA konstansokkal és a (PA
n )n∈Z+

0
pro-

jekciósorozattal, míg a (4.23) rendszernek Z+
0 -on a KB, αB konstansokkal és a (PB

n )nZ−0

projekciósorozattal exponenciális dichotómiája van. Legyen Cn ∈ L(X) (n ∈ Z) a követ-

kez® operátor sorozat:

Cn :=

An (n ≤ 0),

Bn (n > 0),
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és tekintsük az ez által meghatározott

xn+1 = Cnxn (n ∈ Z) (4.24)

rendszert. A (4.24) rendszernek pontosan akkor van exponenciális dichotómiája a J = Z

intervallumon, ha teljesül az alábbi két feltétel:

A0 : kerPA
0 → kerPB

1 izomor�zmus, (4.25)

PB
1 A0 = A0P

A
0 . (4.26)

Bizonyítás: 1. lépés:

Tegyük fel, hogy a (4.24) rendszernek exponenciális dichotómiája van a Z intervallumon

alkalmas K, α konstansokkal és Pn (n ∈ Z) projekciósorozattal, azaz például a 3.6.

de�níció teljesül. Ekkor a (4.25) és (4.26) feltételek a 3.6. de�nícióban szerepl® feltételek

miatt igazak, továbbá a 4.22, ill. a 4.23 rendszerekre a KA := KB := K, αA := αB := α

konstansokkal és PA
n := PB

n := Pn (n ∈ Z) projekciósorozatokkal teljesül a 3.6. de�níció,

így a (4.22) és (4.23) rendszereknek exponenciális dichotómiája van Z−0 -on ill. Z+
0 -on.

2. lépés

Tegyük fel, hogy külön-külön a (4.22) és a (4.23) rendszerre teljesül a 3.6. de�níció. A

feltételekb®l következ®en a (3.6) és a (3.7) tulajdonságok nyilvánvalóan teljesülnek.

Továbbá az is egyszer¶en látható, hogy a 3.6. de�nícióban szerepl® (3.8) és (3.9) egyenl®t-

lenségek fennállnak minden olyan n, m ∈ Z esetén, melyekre n, m ≤ 0 vagy n, m ≥ 0,

így részletesen csak azt az esetet kell megvizsgálni, ha n ≤ 0 ≤ m vagy fordítva, ha

m ≤ 0 ≤ n.
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Legyen el®ször n,m ∈ Z, melyekre m ≤ 0 < n, és tekintsük a 3.6. de�nícióban szerepl®

(3.8) egyenl®tlenséget. Felhasználva a feltételeket a következ® írható fel:

‖Λ(n,m)PA
m‖ = ‖Λ(n, 0)Λ(0,m)PA

m‖ ≤

≤ ‖Λ(n, 0)‖‖Λ(0,m)PA
m‖ ≤

≤ ‖Λ(n, 0)‖KAe
−αA(0−m) ≤

≤ ‖A‖‖B‖n−1KAe
αAm ≤

≤MnKAe
αAm,

ebb®l alkalmas α > 0 és K > 0 konstansokkal adódik, hogy

‖Λ(n,m)PA
m‖ ≤ Ke−α(n−m),

azaz m ≤ 0 < n esetén a 3.6. de�nícióban szerepl® (3.8) egyenl®tlenség teljesül. A másik

egyenl®tlenség, illetve az n ≤ 0 < m eset hasonlóan ellen®rizhet®.

A fent vizsgált 4.6. példában a 4.10. tételben szerepl® (4.26) feltétel nem teljesül,

hiszen a példában

P1 :=


1 0 0

0 1 0

0 0 0

 és P0 :=


1 0 0

0 0 0

0 0 0

 ,
valamint A0 = I. Így a 4.10. tételb®l is következik, hogy a 4.6 példában tekintett rendszer

nem exponenciális dichotóm a J = Z intervallumon.

4.4. Az exponenciális dichotómia kapcsolata lineáris rendszerek

stabilitásával

a 4.8. állításban lév® (4.36) és (4.37) egyenl®ségek alapján az exponenciális dichotómia

fogalma a lineáris rendszerek stabilitásával is kapcsolatba hozható. A következ® állítás

ezt az összefüggést ragadja meg:
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4.11. Tétel. Az An ∈ L(X) (n ∈ Z+
0 ) egyenletesen korlátos, invertálható operátorsoro-

zat által meghatározott

xn+1 = Anxn (n ∈ Z+
0 ) (4.27)

lineáris rendszer pontosan akkor

(a) aszimptotikusan stabilis, ha a (4.27) rendszernek exponenciális dichotómiája van a

P = I projekcióval a J = Z+
0 intervallumon,

(b) stabilis, ha a (4.27) rendszernek közönséges dichotómiája van a P = I projekcióval

a J = Z+
0 intervallumon.

Bizonyítás:

(a) 1. lépés. Tegyük fel, hogy a (4.27) rendszer aszimptotikusan stabilis. Ekkor a

2.2. tétel alapján léteznek K1, α > 0 konstansok, melyekkel

‖Λ(n, 0)‖ ≤ K̃1e
−αn (n ≥ 0).

Továbbá mivel az An operátorokról feltettük, hogy invertálhatóak és egyenletesen

korlátosak, a Banach-féle homeomor�a tételb®l adódóan inverzeik is egyenletesen

korlátosak, azaz létezik K̃2 > 0, hogy

‖Λ(0,m)‖ = ‖Λ−1(m, 0)‖ ≤ K2 (m ≥ 0).

Így a K := K1 ·K2 választással igaz a következ® egyenl®tlenség:

‖Λ(n, 0)Λ(0,m)‖ ≤ ‖Λ(n, 0)‖·‖Λ(0,m)‖ ≤ Ke−α(n−0) ≤ Ke−α(n−m) (n,m ≥ 0).

A fentiekb®l adódóan a P := I projekcióval, K1 := K2 := K, α1 := α2 := α

konstansokkal teljesülnek a 3.10. de�nícióban szerepl® egyenl®tlenségek:

‖Λ(n, 0)PΛ(0,m)‖ ≤ Ke−α(n−m) (n ≥ m ≥ 0),

‖Λ(n, 0)(I − P )Λ(0,m)‖ = ‖0‖ ≤ Ke−α(n−m) (m ≥ n ≥ 0),

így a (4.27) rendszernek exponenciális dichotómiája van.
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2. lépés: Tegyük fel, hogy a (4.27) rendszer exponenciálisan dichotóm a P = I

projekcióval és K1, K2, α1, α2 > 0 konstansokkal a J = Z+
0 intervallumon. Ekkor

a (3.8) egyenl®tlenséget felírva kapjuk, hogy

‖Λ(n,m)‖ = ‖Λ(n, 0)PΛ(0,m)‖ ≤ K1e
−α1(n−m) (n ≥ m ≥ 0),

azaz a rendszer aszimptotikusan stabilis.

(b) A stabilitással való kapcsolat bizonyítása az el®z®höz hasonlóan megy, az egyetlen

lényeges különbség, hogy ebben az esetben a 2.2. tétel helyett a 2.1. tételt kell

alkalmazni.

Ezzel beláttuk a tétel mindkét pontját.

Az alfejezet zárásaként egy példán keresztül bemutatom a fenti tételben megfogal-

mazottakat.

4.7. Példa. Tekintsük az alábbi di�erenciaegyenlet-rendszert:xn+1

yn+1

 =

1
2

a

0 1
3

xn
yn

 (n ∈ Z+
0 ), (4.28)

ahol a ∈ R paraméter. Látható, hogy a vizsgált rendszer autonóm, így a 4.5. állítás

segítségével meg tudjuk állapítani, hogy létezik-e exponenciális dichotómiája és ha igen,

akkor milyen P projekcióval. A rendszert meghatározó együttható mátrixot jelöljük A-val,

ennek sajátértékei ill. sajátvektorai:

λ1 = 1
2
, v1 =

1

0

 ,

λ2 = 1
3
, v2 =

 1

− 1
−6a

.


Így a 4.5. állítás alapján a rendszernek exponenciális dichotómiája van. Számítsuk ki a

P projekciót, ehhez a ∮
T1

(A− zI)−1 dz
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integrált kell meghatározni, ahol

(A− zI)−1 =
1

(1/2− z)(1/3− z)

1
3
− z −a

0 1
2
− z

 (z ∈ C).

Ennek elemei a jobb fels®t kivéve egyszer¶en kiszámíthatóak a 4.3 példához hasonlóan:∮
T1

1
1
2
− z

dz =

∮
|1/2−z|=1/2

1
1
2
− z

dz =

2π∫
0

−ı dz = −4πı,

∮
T1

0 dz = 0,

∮
T1

1
1
3
− z

dz =

∮
|1/3−z|=1/3

1
1
3
− z

dz =

2π∫
0

−ı dz = −4πı,

A kimaradt elem kiszámításához pedig legyenek ε1, ε2 > számok úgy, hogy a

|1
2
− z| = ε1 és |1

3
− z| = ε2

körvonalak ne messék egymást, majd bontsuk fel a kiszámítandó mennyiséget az alábbi

módon: ∮
T1

1

(1
3
− z)(1

2
− z)

dz =

∮
| 1
2
−z|=ε1

1
1
3
−z

1
2
− z

dz +

∮
| 1
3
−z|=ε2

1
1
2
−z

1
3
− z

dz =

= 2πı

(
1

1/3− z

)∣∣∣∣
z= 1

2

+

(
1

1/2− z

)∣∣∣∣
z= 1

3

= 0.

Így a (4.28) rendszernek a P = I identikus projekcióval van exponenciális dichotómiája.

Egyszer¶ számolással adódik, hogy a (4.28) rendszer Cauchy-operátora valamely n, m ∈ Z

esetén:

Λ(n,m) =

2m−n 6a(2m−n − 3m−n)

0 3m−n

 ,
így P = I miatt, valamint elemi becslések felhasználásával kapjuk, hogy

‖Λ(n,m)‖ = ‖Λ(n, 0)PΛ(0,m)‖ ≤ Ke− ln(2)(n−m) (n ≤ m)
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teljesül, azaz az exponenciális dichotómia 3.12. de�níciójában szerepl® egyenl®tlenségek

igazak valamely K > 0 és α := ln(2) konstansokkal, valamint hogy a (4.28) rendszer

aszimptotikusan stabilis a 2.4. megjegyzés alapján.

4.5. Exponenciálisan dichotóm rendszerek megoldásainak mono-

tonitása

Az utolsó alfejezetben exponenciálisan dichotóm rendszerek megoldásainak monotonitá-

sát, illetve aszimptotikus viselkedését vizsgáljuk.

Legyen X := Rd, minden n ∈ Z+
0 esetén An ∈ L(Rd), melyekre az (An)n∈Z+

0
operátor-

sorozat egyenletesen korlátos. Tegyük fel továbbá, hogy az An operátorok invertálhatóak,

és inverzeik is egyenletesen korlátos operátorsorozatot alkotnak. Tekintsük az ezek által

meghatározott

xn+1 = Anxn (n ∈ Z+
0 ) (4.29)

di�erenciaegyenlet-rendszert.

4.12. Tétel. Tegyük fel, hogy a (4.29) rendszernek exponenciális dichotómiája van Z+
0 -

on. Ekkor az

S−(n) := {Λ(n, 0)Px0 ∈ Rd×d | x0 ∈ Rd} = Im Λ(n, 0)P,

S+(n) := {Λ(n, 0)(I − P )x0 ∈ Rd×d | x0 ∈ Rd} = Im Λ(n, 0)(I − P )

halmazokra tetsz®leges n ∈ Z esetén

S−(n)⊕ S+(n) = Rd

teljesül, továbbá ha µ a (4.29) rendszer megoldása, akkor µ0 ∈ S−(0), ill. µ0 ∈ S+(0)

esetén µn ∈ S−(n), ill. µn ∈ S+(n) áll fenn tetsz®leges n > 0 esetén (azaz az S− és S+

halmazok invariánsak), valamint igazak az

lim
n→+∞

‖µn‖ = 0, ill. lim
n→+∞

‖µn‖ = +∞ (4.30)

aszimptotikus tulajdonságok.
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Bizonyítás: 1. lépés: Belátjuk, hogy tetsz®leges n ∈ Z+
0 esetén S−(n) ⊕ S+(n) = Rd.

Ehhez legyen z ∈ S−(n) ∩ S+(n), így alkalmas w1, w2 ∈ Rd esetén

z = Λ(n, 0)Pw1, és z = Λ(n, 0)(I − P )w2.

Λ(n, 0) regularitása miatt

Pw1 = (I − P )w1.

Kihasználva, hogy P projekció, azaz P 2 = P teljesül, adódik a következ®:

Pw1 = P 2w1 = Pw2 − P 2w2 = Pw2 − Pw2 = 0.

Így

z = Λ(n, 0)Pw1 = 0,

azaz

S−(n) ∩ S+(n) = ∅.

Egyszer¶en látható az is, hogy tetsz®leges Rd-beli pont felírható egy S−(n) és egy S+(n)-

beli összegeként, ugyanis legyen µn ∈ Rd tetsz®leges, ekkor Λ(n, 0) regularitása miatt a

µ0 := Λ(n, 0)−1µn kezdeti feltétellel µn = Λ(n, 0)µ0, és így

µn = Λ(n, 0)µ0 = Λ(n, 0)Pµ0 + Λ(n, 0)(I − P )µ0.

A két összefüggésb®l már adódik, hogy S−(n)⊕ S+(n) = Rd.

2. lépés:

Tegyük fel, hogy µ := (µn) a (4.29) rendszer megoldása, melyre µ0 ∈ S−(0), azaz alkalmas

w ∈ Rd esetén

µ0 = Λ(0, 0)Pw.

Így mivel µ megoldás, adódik, hogy

µn = Λ(n, 0)µ0 = Λ(n, 0)Λ(0, 0)Pw = Λ(n, 0)Pw (n > 0),

azaz µn ∈ S−(n) is teljesül. Hasonlóan látható be, hogy ha µ0 ∈ S+(0) akkor tetsz®leges

n > 0 esetén µn ∈ S+(n) is fennáll.

3. lépés:
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A (4.30) aszimptotikus tulajdonságok. Láttuk, hogy ha a (4.29) rendszerre teljesül a

3.10. de�níció a P projekcióval, akkor a 3.12. de�níció is fennáll a

Pn := Λ(n, 0)PΛ(n, 0)−1 (n ∈ Z+
0 )

projekció-sorozattal. Legyen x ∈ Rd tetsz®leges, tekintsük a µ0 := P0x kezd®pontból

induló megoldást, melyet (µn)n∈Z+
0
jelöl. Legyenek n, m ∈ Z+

0 tetsz®leges rögzített egé-

szek, melyekre n ≥ m teljesül. Vizsgáljuk meg a ‖µn‖‖µm‖ hányadost, hogy megtudjuk ezek

egymáshoz való viszonyát. Ehhez el®bb a 3.12. de�nícióban szerepl® (3.6) tulajdonságot

felhasználva alakítsuk át µn-t a következ® módon:

µn = Λ(n, 0)P0x = An−1An−2 · . . . · A1A0P0x =

= An−1An−2 · . . . · A1P1A0x = . . .

= An−1An−2 · . . . · A1PmAm−1 · . . . · A1A0x =

= Λ(n,m)PmΛ(m, 0)x.

Az exponenciális dichotómia 3.6. de�níciójában szerepl® (3.8) egyenl®tlenség, illetve a

fenti átalakítás felhasználásával az alábbi becslés írható fel tetsz®leges n ≥ m ≥ 0 egé-

szekre:
‖µn‖
‖µm‖

=
‖Λ(n,m)Pmµm‖

‖µm‖
≤

≤ Ke−α(n−m)‖PmΛ(m, 0)x‖
‖µm‖

=

=
Ke−α(n−m)‖Λ(m, 0)P0x‖

‖µm‖
=

=
Ke−α(n−m)‖µm‖

‖µm‖
=

= Ke−α(n−m).

(4.31)
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Ezzel beláttuk, hogy rögzített m ∈ Z+
0 esetén

‖µn‖ ≤ Ke−α(n−m) · ‖µm‖ (n ≥ m),

így

lim
n→+∞

‖µn‖ ≤ lim
n→+∞

Ke−α(n−m) · ‖µm‖ = 0,

amib®l ‖µn‖ ≥ 0 miatt következik, hogy

lim
n→+∞

‖µn‖ = 0.

A második határérték hasonlóan adódik, így kapjuk a tétel bizonyítását.

A fenti bizonyításban szerepl®, az aszimptotikus tulajdonságot bizonyító (4.31) egyen-

l®tlenségeket tekintve arra gondolhatnánk, hogy az adott megoldás nemcsak tart vég-

telenhez vagy 0-hoz, hanem ráadásul monoton növekedve ill. csökkenve tart az iménti

határértékekhez. Azonban ez az állítás nem igaz, melyr®l az alábbi gondolatmenettel is

meggy®z®dhetünk. Ha minden n ≥ m ≥ 0 esetén teljesülne, hogy Ke−α(n−m) ≤ 1, akkor

teljesülne a µ megoldás monotonitása, hiszen az azt jelentené, hogy tetsz®leges ilyen

egészek esetén ‖µn‖ ≤ ‖µm‖, azaz a vizsgált megoldás monoton csökken® lenne. Ehhez

nevezetesen n > 0, m = 0 esetben teljesülnie kell a Ke−α(n−m) ≤ 1 feltételnek, azaz hogy

K ≤ eα, K ≤ e2α, . . . . Elgondolkodtató eredményt kapunk, ugyanis miért ne lehetne

olyan megoldás, melyre K > eα, azonban minden k ≥ 2 esetén K ≤ ekα teljesül, azaz

egymást követ® lépéseknél el®fordulhat hogy a megoldás normája nem növekedett, ezzel

a monoton növekedés megbukik. Azonban nagyobb hézagok esetében fennáll az egyen-

l®tlenség és ezzel az aszimptotikus tulajdonságok is. A most következ® példában a 4.12.

tétel eredményeit, valamint az imént megfogalmazott, a megoldások monotonitásával

kapcsolatos gondolatmenetet szemléltetjük.

4.8. Példa. Tekintsük az alábbi 1-dimenziós rendszert:

xn+1 = Anxn (n ∈ Z+
0 ), (4.32)

ahol az együtthatók az

A0 := 1, An :=
n+ 1

an + 1.1n
(n > 0), (4.33)
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módon de�niáltak a

an := n mod 4 (n ∈ Z+
0 ) (4.34)

leképezés felhasználásával. Els® lépésként azt igazoljuk, hogy a megadott rendszernek

exponenciális dichotómiája van Z+
0 -on. Ez most oly módon fog teljesülni, hogy a rend-

szer tetsz®leges ξ ∈ R-b®l induló (µn)n∈Z+
0
megoldására, melyre µ0 = ξ teljesül, hogy

limn→+∞ ‖µn‖ = 0 azaz a rendszer aszimptotikusan stabilis. Ehhez elég megmutatni, hogy

létezik egy N ∈ Z+
0 küszöbindex, hogy tetsz®leges n ≥ N esetén ‖An‖ < 1. Megjegyezen-

d®, hogy mivel a rendszer egydimenziós, tetsz®leges n ∈ Z+
0 index esetén ‖An‖ = |An| és

‖xn‖ = |xn|.

Vegyük észre, hogy an = 0, 1, 2 vagy 3, így tetsz®leges n > 0 esetén an ≥ 0, valamint

A0 = 1. Ezeket felhasználva adódik, hogy

0 < An ≤
n+ 1

1.1n
< 1⇐⇒ n > 10,

azaz n > 10 esetén az An operátor normája legfeljebb 1, így onnantól biztosan csökkennek

a megoldások. Vizsgáljuk tovább az n ≤ 10 eseteket. Ha n 6= 4, 8, akkor an ≥ 1, így

An ≤
n+ 1

1 + 1.1n
< 1⇐⇒ n < 1.1n,

ami tetsz®leges n ≤ 10, n 6= 4, 8 esetén igaz, tehát ilyen n-ekre is teljesül hogy ‖An‖ < 1.

A megmaradt eseteket kiszámolva adódik, hogy ‖A4‖ = 25
24

és ‖A8‖ = 45
44
. Összefoglalva

tehát elmondható, hogy ha n = 4, 8, akkor az operátornorma nagyobb 1-nél, azonban

minden más esetben kisebb, ahogyan a 1. ábrán is láthatjuk.

Az el®z®ekhez hasonlóan igazolható, hogy n ≥ 12 esetén ‖An‖ ≤ 0.99, így tetsz®leges

n ≥ m ≥ 12 egészek esetén

‖Λ(n,m)‖ ≤ 0.99n−m ≤ e−0.01004(n−m).

Számításokkal alátámasztható, de az operátorok normáját bemutató 1. ábrán is látszik,

hogy minden n ≥ 0 esetben ‖An‖ ≤ 1.2 teljesül.

Mindezeket felhasználva elmondható, hogy tetsz®leges ξ ∈ R kezd®pontból induló meg-
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1. ábra. A (4.32) rendszer An (n ≥ 0) operátorok normái. Látható, hogy ha n 6= 4, 8,

akkor ‖An‖ < 1.

oldásra teljesül, hogy

‖Λ(n,m)x‖ ≤ ‖Λ(n,m)‖‖x‖ =

= ‖Λ(n,m)‖‖x‖ ≤

≤ Ke−α(n−m)‖x‖ =

= Ke−α(n−m)‖x‖,

ahol K := 25
24
· 45

44
= 375

352
< 1.07, α := 0.01004. Ezzel megmutattuk, hogy a rendszernek

exponenciális dichotómiája van a J = Z+
0 intervallumon a P = I projekcióval és az

imént megadott konstansokkal.

Határozzuk meg a 4.12. tételben szerepl® S−(n) és S+(n) halmazokat! Ehhez legyen

n ∈ Z+
0 tetsz®leges, rögzített index. Mivel An 6= 0, Im(An) = R, így Im(Λ(n, 0)) = R

amib®l

S−(n) = Im(Λ(n, 0)P ) = Im(Λ(n, 0)) = R
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2. ábra. A (4.32) rendszer ξ = 1 kezd®pontból induló megoldás normái 0 ≤ n ≤ 100

indexekre. Látható, hogy a megoldás 0-hoz tart, azonban nem monoton nemnöveked®en.

adódik. Mivel P = I, az S+(n) halmazra az alábbi igaz:

S+(n) = Im(Λ(n, 0)(I − P )) = ∅.

Könnyedén látható, hogy ezekre az S−(n) és S+(n) halmazokra teljesülnek a 4.12. tételben

szerepl® állítások.

Vizsgáljuk a megadott rendszer ξ := 1 pontból indított megoldását. Az el®z®ek alapján

ez a megoldás 0-hoz tart, vö. 2 ábra. A 3 ábrán az n ≤ 10 indexek esetén ábrázoltuk az

An operátorok a normáját, a 4 ábrán pedig az exponenciális dichotómia bizonyításánál

használt exponenciális függvény gra�konja található.

Az alfejezet eddigi részében az X = Rd Banach-teret tekintettük, azonban a szakiro-

dalomban tetsz®leges X Banach-tér esetében bizonyított egy eredmény az exponenciáli-

san dichotóm lineáris rendszerek megoldásainak monotonitásáról. Ez tulajdonképpen a

fenti 4.12. tétel általánosítása, azonban más megfogalmazásban.

4.8. Állítás. (vö: [4]) Legyen

An ∈ L(X) (n ∈ Z)
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3. ábra. A (4.32) rendszer ξ = 1 kezd®pontból induló megoldás normái 0 ≤ n ≤ 10

indexekre. Látható, hogy n = 4, 8 indexek estén növekszik a megoldás normája.

4. ábra. A (4.32) rendszer ξ = 1 kezd®pontból induló megoldás normái 0 ≤ n ≤ 200

indexekre, továbbá piros vonallal az az exponenciális függvény, mellyel a megoldások

normáit becsültük az exponenciális dichotómia fennállása bizonyításánál.
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egyenletesen korlátos operátorsorozat, és tekintsük az

xn+1 = Anxn (n ∈ Z) (4.35)

di�erenciaegyenlet-rendszert. Tegyük fel, hogy a (4.35) rendszernek exponenciális dicho-

tómiája van a J = Z intervallumon a P projekcióval és K, α > 0 konstansokkal, továbbá

jelölje Λ a rendszer Cauchy-operátorát. Ekkor tetsz®leges x ∈ X esetén

lim
n→+∞

‖Λ(n, 0)Px‖ = 0, (4.36)

lim
n→−∞

‖Λ(n, 0)(I − P )x‖ = 0 (4.37)

teljesül.

4.14. Megjegyzés. A [4] cikkben a szerz®k a fenti aszimptotikus tulajdonságokat a

spektrális dichotómia fogalmának segítségével bizonyították.

Az alfejezet zárásaként megvizsgáljuk, hogy a 4.8. állítás hogyan jelenik meg a 3.4 alfe-

jezet 3.3. példájában szerepl® rendszerben.

4.9. Példa. Tekintsük a V = (R2, ‖ · ‖2), továbbá az (L2(0, T ;V ), ‖ · ‖L2(0,T ;V )) tereket

valamely T ∈ R+ esetén, ahol

‖x‖2
2 = x2

1 + x2
2 (x = (x1, x2) ∈ R2)

‖f‖2
L2(0,T ;V ) =

T∫
0

‖f(x)‖2
2 dx (f ∈ L2(0, T ;V )).

Tekintsük a következ® autonóm di�erenciaegyenlet-rendszert:

fn+1 := A · fn (n ∈ Z+
0 ), (4.38)

ahol A : L2(0, T ;V )→ L2(0, T ;V ) operátor az alábbi

A :=

1
2

0

0 2

 ,
ahol tetsz®leges n ∈ Z+

0 esetén fn ∈ L2(0, T ;V ). Megmutattuk, hogy a rendszer Cauchy-

operátora:

Λ(n, 0)F = (2−nF1, 2nF2) (F ∈ L2(0, T ;V )),
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továbbá hogy a megadott lineáris rendszernek exponenciális dichotómiája van a J = Z+
0

intervallumon a

P :=

1 0

0 0


projektorral valamint a K := 1, α := ln(2) konstansokkal. Megmutatjuk, hogy a 4.8.

állításban szerepl® (4.36) és (4.37) egyenl®ségek is teljesülnek. El®ször vizsgáljuk meg a

(4.36) egyenl®ségben szerepl® normát valamely (F1, F2) =: F ∈ L2(0, T ;V ) esetén:

‖Λ(n, 0)PF‖2
L2(0,T ;V ) = ‖Λ(n, 0)(F1, 0)‖2

L2(0,T ;V ) =

= ‖(2−nF1, 0)‖2
L2(0,T ;V ) =

=

∫
R

‖(2−nF1(x), 0)‖2
2 =

=

∫
R

2−2nF 2
1 (x) ≤ 2−2n‖F‖L2(0,T ;V ),

így

lim
n→+∞

‖Λ(n, 0)Px‖ = lim
n→+∞

2−2n‖F‖L2(0,T ;V ) = 0.

Hasonlóan igazolható a (4.37) egyenl®ség is.

Az alfejezetben vizsgált, a 4.12. tételben bevezetett S− és S+ halmazok az A ∈ Rd×d

invertálható mátrixszal de�niált

xn+1 = Axn (n ∈ Z) (4.39)

autonóm lineáris, exponenciálisan dichotóm rendszer stabilitásával, illetve az ezt megha-

tározó A ∈ Rd×d hiperbolikus mátrix stabilis és labilis alterével is kapcsolatba állítható,

ennek részleteit mutatjuk be a következ® állításban.

4.9. Állítás. Legyen A ∈ Rd×d invertálható hiperbolikus mátrix, valamint egy az A valós

normálalakját meghatározó bázis H := {u1, . . . , ud} ⊂ Rd}. A 4.12. tételben szerepl®

S−(0) és S+(0) halmazokra:

S−(0) = Es(A), ill. S+(0) = Eu(A),
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ahol Es(A), ill. Eu(A) jelöli az A mátrix

Es(A) = span{uk ∈ H : |λ| < 1},

Eu(A) = span{uk ∈ H : |λ| > 1}

stabilis, ill. labilis alterét.

Bizonyítás: Az S−(0) = Es(A) egyenl®séget látjuk be, az S+(0) = Eu(A) hasonlóan

igazolható. Mivel H bázis, az egyenl®séget elég igazolni tetsz®leges uk ∈ H vektor

esetén. El®ször bebizonyítjuk, hogy S−(0) = Im(P ) ⊂ Es(A) teljesül. Legyen uk ∈ H

tetsz®leges, melyre uk ∈ Im(P ) teljesül. Ekkor a 4.12. tételben szerepl® aszimptotikus

tulajdonságok miatt

lim
k→∞
‖Φ(n)uk‖ = lim

k→∞
‖Anuk‖ = 0 (4.40)

teljesül. Indirekt tegyük fel, hogy a kívánt Im(P ) ⊂ Es(A) tartalmazás nem teljesül az

uk vektorra, azaz uk /∈ Es(A) áll fenn. Ekkor Es(A) ⊕ Eu(A) = Rd miatt uk ∈ Eu(A)

igaz, és így

lim
k→∞
‖Anuk‖ =∞

teljesül, ami ellentmond a (4.40)-nak. Emiatt uk ∈ Es(A) igaz.

A fordított irány hasonlóan igazolható.

A fejezet zárásaként a 4.9. állításban leírtakat szemléltetjük a 4.4. példában vizsgált

rendszeren.

4.10. Példa. Tekintsük a 4.4. példában megadottxn+1

yn+1

 =

1/2 3

0 4

 ·
xn
yn

 (n ∈ Z, xn, yn ∈ R) (4.41)

autonóm rendszert. Megmutattuk, hogy a (4.41) rendszernek exponenciális dichotómiája

a Z+
0 intervallumon a

P =

1 −6
7

0 0


projekcióval. A 4.9. állítás bemutatásához vegyük észre, hogy

S−(0) = Im(P ) = span{(x, 0) : x ∈ R},

S+(0) = ker(P ) = span{(6
7
x, x) : x ∈ R}
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teljesül. Továbbá mivel a rendszer együtthatómátrixának sajátértékeire és sajátvektoraira

λ1 = 1
2
, v1 =

1

0

 ,

λ2 = 4, v2 =

 1

7/6


teljesül, így

Es(A) = span{(x, 0) : x ∈ R}, és Eu(A) = span{(x, 7

6
x) : x ∈ R},

amib®l látható, hogy fennállnak a 4.9. állításban megfogalmazott eredmények.

4.15. Megjegyzés. A 4.9. állítást az el®z® alfejezet 4.11. tételével is érdemes összeha-

sonlítani, ugyanis ezek összekapcsolásával elmondható, hogy a (4.39) lineáris rendszer

pontosan akkor aszimptotikusan stabilis a 4.11. tételb®l adódóan, ha exponenciális dicho-

tómiája van a P = I projekcióval, ez utóbbiból pedig a 4.9. állítás alapján következik,

hogy a rendszert meghatározó A együttható-mátrix stabilis alterére Es(A) = Rd teljesül.
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5. Az exponenciális dichotómia stabilitása

Az exponenciális dichotómia fogalmát tárgyaló szakirodalomban az egyik széles körben

vizsgált általános kérdés az exponenciális dichotómia stabilitása, mely alatt az alábbiakat

értjük. Legyen J ∈ {Z,Z+
0 ,Z−0 } diszkrét intervallum, és tegyük fel, hogy tetsz®leges

n ∈ J esetén adottak az An, Bn ∈ L(X) invertálható operátorok, melyekb®l alkotott

(An)n∈J , (A−1
n )n∈J , (Bn)n∈J és (B−1

n )n∈J operátorsorozatok egyenletesen korlátosak. A

fejezetben az

xn+1 = Anxn (n ∈ J) (5.1)

homogén lineáris rendszert, valamint az (5.1) perturbációját, az

xn+1 = (An +Bn)xn, (n ∈ J) (5.2)

rendszert vizsgáljuk. De�niáljuk a B : lp(J,X)→ lp(J,X) operátort valamely (un)n∈J ∈

lp(J,X) az alábbi módon:

(Bu)n := Bnun (n ∈ J). (5.3)

Ekkor a (Bn) sorozat egyenletes korlátossága miatt ∃L > 0 konstans, hogy tetsz®leges

n ∈ J esetén

‖Bn‖ ≤ L

teljesül, és így

‖Bu‖pp =
∑
n∈J

‖(Bu)n‖p =
∑
n∈J

‖Bnun‖p ≤ L‖u‖pp <∞,

azaz ((Bu)n)n∈J ∈ lp(J,X) teljesül, így az (5.3)-ban de�niált B operátor valóban

B : lp(J,X)→ lp(J,X)

típusú. A ‖Bn‖ normák közös korlátját jelölje δ ∈ R, azaz

sup
n∈J
‖Bn‖ := δ <∞. (5.4)

Ekkor tetsz®leges u ∈ lp(J,X) elemre

‖(Bu)n‖ = ‖Bnun‖ ≤ δ‖un‖ (n ∈ J),
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így B : lp(J,X)→ lp(J,X) korlátos operátor, továbbá

‖B‖p ≤ δ. (5.5)

A továbbiakban tegyük fel, hogy az (5.1) rendszernek exponenciális dichotómiája

van, azaz teljesül az 3.10. de�níció egy adott J intervallumon a P : X → X projekcióval,

K1, K2, α1, α2 > 0 konstansokkal. Az exponenciális dichotómia stabilitása alatt azt

értjük, hogy ezen feltétel mellett, az (5.4)-ban de�niált δ mennyiségre milyen feltétel-

nek kell teljesülnie, hogy az (5.2) rendszernek is exponenciális dichotómiája legyen a J

intervallumon. A szakirodalomban fellelhet® perturbációs tételek célja, hogy különböz®

korlátokat adjanak δ-ra. A továbbiakban ezek közül fogok néhány, már bizonyított tételt

ismertetni, majd egy általános esetben konkrét korlátot megadni δ-ra.

5.13. Tétel. (vö.: [21]) Tegyük fel, hogy J ∈ {Z,Z+
0 ,Z−0 }, X := Rd valamely d > 0

esetén, továbbá, hogy minden n ∈ J esetén An ∈ Rd×d invertálható, és létezik C > 0,

hogy minden n ∈ J esetén ‖A−1
n ‖ < C. Tegyük fel, hogy az (5.1) rendszernek exponen-

ciális dichotómiája van J-n. Legyen ε ∈ R, melyre 0 < ε < α. Tekintsük a (Bn)n∈J

operátorsorozatot, melyre minden n ∈ J esetén igazak az alábbiak:

• ‖Bn‖ ≤ C−1,

• 2K
1 + e−α

1− e−α
‖Bn‖ ≤ 1,

• 2Keα
e−ε + 1

eε − 1
‖Bn‖ ≤ 1.

Ekkor minden n ∈ J esetén An + Bn invertálható, és a perturbált rendszernek is expo-

nenciális dichotómiája van a J intervallumon.

5.14. Tétel. (vö.: [2]) Tegyük fel, hogy J = Z, X = Rd valamely d > 0 esetén, továbbá,

hogy minden n ∈ Z esetén An ∈ Rd×d invertálható, és létezik C > 0, hogy minden n ∈ Z

esetén ‖A−1
n ‖ < C. Tegyük fel, hogy az (5.1) rendszernek exponenciális dichotómiája van

a Z intervallumon. Tekintsünk egy (Bn)n∈Z operátorsorozatot. Ha minden ε > 0 esetén

teljesül, hogy

sup
n∈Z
‖Bn‖ ≤ min{M−1, K

eα − 1

eα + 1
− ε},

akkor az (5.2) rendszernek is exponenciális dichotómiája van Z-n.
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5.16. Megjegyzés. Látható, hogy a [2] cikkben a

sup
n∈Z
‖Bn‖ ≤

1

2K

eα − 1

eα + 1

feltételt a

sup
n∈Z
‖Bn‖ ≤

1

K

eα − 1

eα + 1
(5.6)

feltételre javították.

A következ® két alfejezetben az (5.6) feltételt vizsgáljuk tetsz®leges X Banach-téren

értelmezett operátorok, valamint a J = Z+
0 ill. a J = Z intervallumokon.

5.1. Perturbációs tétel a J = Z+
0 intervallumon

A továbbiakban legyen X tetsz®leges Banach-tér. Ezzel az esettel foglalkozó cikkek

például: [13], [14]. Az [13] cikkben a p < ∞ eset tárgyalt. Bebizonyítják, ha az (5.4)-

ban de�niált δ mennyiség elegend®en kicsi, akkor feltéve, hogy az (5.1) rendszernek

exponenciális dichotómiája van, következik, hogy az (5.2) rendszernek is exponenciális

dichotómiája van, pontos korlátot azonban nem adnak.

A [14] cikk a p = ∞ esetet vizsgálja. p = ∞ esetén megtalálható benne a 4.6. tétel

bizonyítása, továbbá a 4.7. tétel levezethet® a [13] cikkben található, jelen munkában is

már megadott p < ∞-t feltev® 4.7. tétel bizonyítása alapján. Ezeknek felhasználásával

pedig megadható egy perturbációs tétel p = ∞ esetben szintén a [13] cikk alapján. A

fejezet következ® részében tehát bebizonyítjuk a 4.7. tételt p =∞ esetben, majd ennek

és a 4.6. tételnek a felhasználásával megadunk egy perturbációs tételt, illetve egy konkrét

korlátot δ-ra.

A továbbiaknak tegyük fel, hogy az (5.1) rendszert de�niáló An ∈ L(X) operátorok

invertálhatóak, és az inverzeik egyenletesen korlátosak.

5.15. Tétel. Az (5.1) rendszernek pontosan akkor van exponenciális dichotómiája a P :

X → X projekcióval, melyre KerP = Z, ha a TZ : lZ∞ → l∞ operátor invertálható.

Bizonyítás:

1. lépés
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Tegyük fel, hogy az (5.1) rendszernek exponenciális dichotómiája van a P : X → X

projekcióval (teljesül az 3.10. de�níció), K, α > 0 konstansokkal, és legyen Z := KerP .

Ekkor a [14] cikkben található 2.2 következmény alapján

PX = X0(0) (5.7)

teljesül, azaz

X0(0) = Im(P ),

ahol a (4.10) képlet alapján:

X0(0) = {x ∈ X : sup
n≥0
‖Λ(n, 0)Λ−1(0, 0)x‖ <∞}. (5.8)

Nyilvánvalóan

X = Im(P )⊕ Im(I − P ),

továbbá a P projektor (3.30) de�nícióját, valamint a (3.27) tulajdonságot felhasználva

adódik, hogy

Im(I − P ) = Ker(P ),

így Z = Ker(P ) miatt

X = X0(0)⊕ Z

teljesül. Legyen f = (fn)n∈Z+
0
∈ l∞ tetsz®leges rögzített sorozat. A (4.6.) tételb®l

adódóan a (4.8)-ben de�niált T operátor szürjektív, így létezik v = (vn)n∈Z+
0
∈ l∞,

melyre Tv = f . Tekintsük továbbá az

u := (un)n∈Z+
0

:= (Λ(n)Λ−1(0)Pv0)n∈Z+
0

sorozatot. Itt Pv0 ∈ PX, így (5.7) miatt Pv0 ∈ X0(0), így X0(0) de�níciója alapján

u ∈ l∞ teljesül. Továbbá az u de�níciója miatt Tu = 0, mivel Λ alapmegoldás. Továbbá

v0 − u0 = v0 − Pv0 = (I − P )v0 ∈ Im(I − P ) = Ker(P ) = Z,

azaz v0 − u0 ∈ Z. Így v − u ∈ lZ∞, valamint a (4.9)-ben de�niált TZ operátorra

TZ(v − u) = T (v − u) = f
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teljesül, így TZ : lZ∞ → l∞ szürjektív.

Legyen w = (wn)n∈Z+
0
∈ KerTZ , ekkor TZ de�níciója miatt minden n ∈ Z+

0 esetén

wn megoldása az (5.1) rendszernek, azaz

wn = Λ(n)Λ−1(0)w0 (n ∈ Z+
0 ) (5.9)

teljesül. Továbbá w ∈ KerTZ miatt w ∈ lZ∞, így w0 ∈ Z. Másrészt w ∈ lZ∞ miatt igaz,

hogy

‖w‖∞ = sup
n≥0
‖Λ(n)Λ−1(0)Pw0‖ <∞,

így az X0(0) altér (5.8) de�níciója miatt w0 ∈ X0(0) teljesül. Tehát összefoglalva

w0 ∈ Z ∩X0(0) =⇒ w0 = 0.

Így az (5.9) tulajdonság miatt w ≡ 0 nullsorozat, amib®l következik, hogy TZ injektív,

és így invertálható.

2. lépés

Tegyük fel, hogy TZ : lZ∞ → l∞ invertálható. Ekkor 0 /∈ Aσ(TZ) teljesül, ahol

Aσ(TZ) := {λ ∈ C : (TZ − λI) alulról nem korlátos}.

Ugyanis ha 0 ∈ Aσ(TZ) teljesülne, az azt jelentené, hogy TZ alulról nem korlátos, amib®l

következne, hogy TZ nem invertálható, vö.: [15] . Mivel azonban ezt feltettük következik,

hogy 0 /∈ Aσ(TZ), azaz ∃η > 0, hogy minden v ∈ lZ∞ esetén

η‖TZv‖∞ ≥ ‖v‖∞. (5.10)

Legyen

l0∞ := {f ∈ l∞ : f0 = 0},

és tekintsük a T0 : l0∞ → l∞ operátort, mely a TZ operátor megszorítása l0∞-ra, azaz

u ∈ l0∞ ⊂ lZ∞ esetén

T0u := TZu.

Mivel {0} ⊂ Z, az (5.10) becslés T0-ra is igaz, azaz minden v ∈ l0∞ esetén

η‖T0v‖∞ ≥ ‖v‖∞.
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Így 0 /∈ AσT0 is igaz. Felhasználva a [14] cikkben található 2.2. következményt kapjuk,

hogy X0(0) zárt.

A továbbiakban megmutatjuk, hogy X = X0(0)⊕Z. Legyen x ∈ X tetsz®leges, rögzített

elem. Ha valamely n0 > 0 esetén

Λ(n0)Λ−1(0)x = 0,

akkor minden n ≥ n0 esetén is

Λ(n)Λ−1(0)x = Λ(n)Λ−1(n0)Λ(n0)Λ−1(0)x = 0,

teljesül, azaz x ∈ X0(0). Másképp minden n ∈ Z+
0 esetén

Λ(n)Λ−1(0)x 6= 0.

Legyenek u = (un)n∈Z+
0
, és f = (fn)n∈Z+

0
a következ®k:

un :=

x (n = 0),

0 (n > 0),

fn :=

−A0x (n = 0),

0 (n > 0).

Nyilván u ∈ l∞ és f ∈ l∞, valamint

fn = un+1 − Anun (n ∈ Z+
0 ) (5.11)

teljesül, azaz Tu = f . Mivel TZ szürjektív, létezik v ∈ lZ∞, hogy TZv = f , így (5.11)

miatt

TZv = Tu,

amib®l pedig u− v ∈ KerT következik, és így

(u− v)n = Λ(n)Λ−1(0)(u0 − v0) = Λ(n)Λ−1(0)(x− v0) (n ∈ Z+
0 ).

Továbbá u, v ∈ l∞ miatt adódik, hogy u− v ∈ l∞ teljesül, így x− v0 ∈ X0(0), azaz

x = x− v0 + v0 ∈ X0(0) + Z.
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Legyen

y ∈ X0(0) ∩ Z,

ekkor a

w := (wn)n∈Z+
0

:= ((Λ(n)Λ−1(0)y)n)n∈Z+
0

módon de�niált sorozatra w ∈ lZ∞ ∩KerT . Emiatt TZw = 0, így TZ invertálhatóságából

következ®en w = 0, azaz

X0(0) ∩ Z = {0}

teljesül, amib®l következik, hogy

X = X0(0)⊕ Z.

Tehát bebizonyítottuk, hogy a T operátor szürjektív, és az X0(0)-nak létezik direkt

kiegészít®je X-ben, így a 4.6. tétel miatt az (5.1) rendszernek exponenciális dichotómiája

van Z+
0 -en, valamilyen P : X → X projekcióval, K, α > 0 konstansokkal. Továbbá a 4.6.

tétel bizonyításából kiderül, hogy erre a P projekcióra teljesül Ker(P ) = Z is fennáll.

Ezzel az 5.15. tételt bebizonyítottuk.

Következzen tehát a perturbációs tétel a [13] cikkben található 3.7. tétel alapján.

5.16. Tétel. Tegyük fel, hogy az (5.1) rendszernek exponenciális dichotómiája van Z+
0 -

en a P : X → X projekcióval, K, α > 0 konstansokkal. Ha az (5.5)-ben de�niált δ

mennyiségre

δ <
1

K
· e

α − 1

eα + 1

teljesül, akkor az (5.2) perturbált rendszernek is exponenciális dichotómiája van.

Bizonyítás: Tegyük fel, hogy az (5.1) rendszernek exponenciális dichotómiája van Z+
0 -

en a P : X → X projekcióval, valamint legyen Z := KerP . az 5.15. tétel alapján TZ

invertálható. Jelölje TB,Z az (5.2) perturbált rendszerhez tartozó operátort, azaz

TB,Z : lZ∞ → l∞

a következ®képpen de�niált egy u ∈ lZ∞ elemen:

(TB,Zu)n := un+1 − (An +Bn)un (n ∈ Z+
0 ).
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Tekintsük az (5.3)-ban de�niált B korlátos operátort. Nyilván TB,Z = TZ −B teljesül a

TB,Z , TZ és B operátorok megadási módjából következ®en.

Így a perturbált rendszer exponenciális dichotómiájának elégséges feltétele, hogy a

TZ −B operátor invertálható legyen. Mivel TZ invertálható, ennek elégséges feltétele,

hogy

‖B‖ < ‖T−1
Z ‖

−1.

teljesüljön (vö: [15]). A 4.7. állítás alapján a Tu = f egyenlet egyértelm¶ korlátos

megoldására

un =
∑
m∈Z+

0

G(n,m+ 1)fm,

azaz adott f ∈ l∞ esetén

(T−1
Z f)n =

∑
m∈Z+

0

G(n,m+ 1)fm. (5.12)

Belátható, hogy ((T−1
Z f)n)n∈Z+

0
∈ lZ∞. El®ször megmutatjuk, hogy (T−1

Z f)0 ∈ Z.

(T−1
Z f)0 =

∑
m∈Z+

0

G(0,m+ 1)fm =

=
∑
m∈Z+

0

Λ(0)(I − P )Λ−1(m+ 1)fm =

=
∑
m∈Z+

0

(I − P )Λ−1(m+ 1)fm,

ahol tetsz®leges m ∈ Z+
0 esetén (I − P )Λ−1(m + 1)fm ∈ Im(I − P ) = KerP = Z, és

mivel KerP ⊂ X zárt altér,∑
m∈Z+

0

(I − P )Λ−1(m+ 1)fm ∈ KerP = Z

is teljesül. A továbbiakban pedig az iménti, (5.12)-ben látható felírás segítségével belát-

juk, hogy

‖T−1
Z ‖ ≤ K · e

α + 1

eα − 1
.
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Legyen f ∈ l∞ tetsz®leges, rögzített. Ekkor felírható a következ® becslés:

‖T−1
Z f‖∞ = sup

n∈Z+
0

‖(T−1
Z f)n‖ =

= sup
n∈Z+

0

∥∥∥ ∑
m∈Z+

0

G(n,m+ 1)fm

∥∥∥. (5.13)

Az (5.13) mennyiség végességének bizonyításához el®ször vizsgáljuk a∥∥∥ ∑
m∈Z+

0

G(n,m+ 1)fm

∥∥∥
kifejezést tetsz®leges, rögzített n ∈ Z+

0 esetén.∥∥∥ ∑
m∈Z+

0

G(n,m+ 1)fm

∥∥∥ ≤ ∑
m∈Z+

0

‖G(n,m+ 1)fm‖ =

=
n−1∑
m=0

‖G(n,m+ 1)fm‖+
∞∑
m=n

‖G(n,m+ 1)fm‖ =

=
n−1∑
m=0

‖Λ(n)PΛ−1(m+ 1)fm‖+

+
∞∑
m=n

‖Λ(n)(I − P )Λ−1(m+ 1)fm‖ ≤

≤
( n−1∑
m=0

‖Λ(n)PΛ−1(m+ 1)‖+

+
∞∑
m=n

‖Λ(n)(I − P )Λ−1(m+ 1)‖
)
‖f‖∞ ≤

≤ K

( n−1∑
m=0

e−α(n−m−1) +
∞∑
m=n

e−α(m+1−n)

)
‖f‖∞. (5.14)

Vezessük be a következ® jelöléseket:

A1 :=
n−1∑
m=0

e−α(n−m−1),

A2 :=
∞∑
m=n

e−α(m+1−n),

67



így ∥∥∥ ∑
m∈Z+

0

G(n,m+ 1)fm

∥∥∥ ≤ K(A1 + A2)‖f‖∞. (5.15)

A továbbiakban az átláthatóság kedvéért vizsgáljuk külön-külön az A1 és A2 mennyisé-

geket.

A1 =
n−1∑
k=0

(e−α)k =
(e−α)n − 1

e−α − 1
=

=
eα

eα − 1
− e−α(n−1)

eα − 1
,

A2 =
∞∑
k=1

(e−α)k = e−α
∞∑
k=0

(e−α)k =

= e−α
eα

eα − 1
=

1

eα − 1
.

A fentieket az (5.15) képletbe visszahelyettesítve:∥∥∥ ∑
m∈Z+

0

G(n,m+ 1)fm

∥∥∥ ≤ K ·
(
eα + 1

eα − 1
− e−α(n−1)

eα − 1

)
‖f‖∞,

így

‖T−1
Z f‖∞ ≤ sup

n∈Z+
0

{
K ·

(
eα + 1

eα − 1
− e−α(n−1)

eα − 1

)
‖f‖∞

}
=

= K · e
α + 1

eα − 1
· ‖f‖∞. (5.16)

Összefoglalva tehát kaptuk, hogy

‖T−1
Z ‖∞ ≤ K · e

α + 1

eα − 1
, (5.17)

így ((T−1
Z f)n)n∈Z+

0
∈ lZ∞ teljesül, valamint az (5.17) egyenl®tlenségb®l átrendezéssel adó-

dik, hogy

‖T−1
Z ‖

−1
∞ ≥

1

K
· e

α − 1

eα + 1
. (5.18)

Tehát ha

δ <
1

K
· e

α − 1

eα + 1
,
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akkor

‖B‖∞ = δ <
1

K
· e

α − 1

eα + 1
≤ ‖T−1

Z ‖
−1
∞ ,

amib®l következik, hogy a perturbált rendszernek exponenciális dichotómiája van.

5.17. Megjegyzés. Az egyszer¶bb esetet tárgyaló 5.14. tételben a δ mennyiségre meg-

adott (5.6) feltétel tetsz®leges Banach-tér esetén is elegend®nek bizonyult a J = Z+
0

intervallumon.

5.2. Perturbációs tétel a J = Z intervallumon

Ebben az alfejezetben azt vizsgáljuk, hogy ha a J = Z intervallumon tekintjük az (5.1)

homogén lineáris rendszert, illetve annak az (5.2) perturbációját, akkor milyen feltételek

teljesülése mellett garantálható az exponenciális dichotómia örökl®dése. A továbbiakban

tehát feltesszük, hogy az (5.1) rendszernek exponenciális dichotómiája van a Z interval-

lumon, K, α > 0 konstansokkal és P : X → X projekcióval.

Az el®bbi alfejezetben tárgyalt esethez hasonlóan itt is a perturbációs tétel alappillére

az exponenciális dichotómia karakterizációjáról értekez® állítás. Továbbra is feltesszük

az An operátorok invertálhatóságát, és az inverzek egyenletes korlátosságát.

5.10. Állítás. (vö.: [12])A következ® két állítás ekvivalens:

1. az (5.1) rendszernek exponenciális dichotómiája van,

2. minden f ∈ l∞ esetén az (5.1) homogén rendszerhez tartozó

xn+1 = Anxn + fn (n ∈ Z) (5.19)

inhomogén rendszernek egyértelm¶en létezik x ∈ l∞ megoldása.

A következ®ekben az 5.10. állítást felhasználva megadunk és [2] alapján bebizonyítunk

egy perturbációs tételt.
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5.17. Tétel. Legyen X tetsz®leges Banach-tér, J = Z intervallum. Tegyük fel, hogy az

(5.1) rendszernek exponenciális dichotómiája van Z-n a K, α > 0 konstansokkal, és P

projekcióval. Ekkor, ha az (5.5)-ben de�niált δ mennyiségre

δ <
1

K
· e

α − 1

eα + 1
(5.20)

teljesül, akkor az (5.2) rendszernek is exponenciális dichotómiája van Z-n.

Bizonyítás: Az 5.16. tétel bizonyításában szerepl® (5.14) és (5.17) becslések alapján

vegyük észre, hogy az (5.20) feltételb®l következik, hogy

sup
m∈Z

∑
n∈Z

e−α|n−m−1|‖Bm‖ <
1

K
. (5.21)

Vezessük be a következ® jelölést:

LB := sup
m∈Z

∑
n∈Z

e−α|n−m−1|‖Bm‖. (5.22)

Így (5.21) miatt LB < 1
K

teljesül.

Legyen f ∈ l∞, tekintsük az

xn+1 = Anxn + fn (5.23)

inhomogén rendszert. Ekkor az 5.10. állítás alapján adódik, hogy az (5.23) rendszernek

egyértelm¶en létezik l∞-beli megoldása, jelölje ezt x := (x0
n)n∈Z. Továbbá az 5.16. tétel

bizonyításában látottakhoz hasonlóan itt is teljesül, hogy

‖G(n,m+ 1)‖ ≤ Ke−α|n−m−1| (n,m ∈ Z), (5.24)

amib®l a következ® egyenl®tlenség számolható:

sup
n∈Z

∥∥∑
m∈Z

G(n,m+ 1)
∥∥ ≤ K · e

α + 1

eα − 1
. (5.25)

Így ‖x0‖∞-ra felírható az alábbi becslés:

‖x0‖∞ ≤ K · e
α + 1

eα − 1
‖f‖∞.

Tekintsük az

xn+1 = Anxn +Bnx
0
n
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inhomogén rendszert. Az 5.10. állítás alapján ennek is egyértelm¶en létezik l∞-beli

megoldása, ezt jelölje x1 := (x1
n)n∈Z. Továbbá x1 zárt alakját is ismerjük:

x1
n =

∑
m∈Z

G(n,m+ 1)Bmx
0
m (n ∈ Z),

így az (5.24) és az (5.25) becslések alapján

‖x1‖∞ ≤ K · e
α + 1

eα − 1
‖f‖∞K · LB

teljesül. Hasonlóan i = 2, 3, . . . esetén tekintsük az

xn = Anxn +Bnx
i−1
n (n ∈ Z)

inhomogén rendszert melynek az

xin =
∑
m∈Z

G(n,m+ 1)Bmx
i
m (n ∈ Z)

sorozat egyértelm¶ l∞-beli megoldása, melyre fennáll az

‖xi‖∞ ≤ K · e
α + 1

eα − 1
‖f‖∞(K · LB)i

becslés. De�niáljuk az x := (xn)n∈Z sorozatot az alábbi módon:

xn := x0
n +

∞∑
i=1

xin.

Kihasználva, hogy KLB < 1, valamint az xi sorozatokra bizonyított korlátokat

‖x‖∞ ≤ K · e
α + 1

eα − 1
‖f‖∞

∞∑
i=0

(K · LB)i =

K · e
α + 1

eα − 1
‖f‖∞ ·

1

1−KLB
adódik. Továbbá mivel x egyértelm¶ megoldása az (5.2) rendszernek, így az 5.10.

állításból kapjuk, hogy az (5.2) perturbált rendszernek is exponenciális dichotómiája

van.

Összefoglalva tehát elmondható, hogy a véges dimenziós esetben látott (5.6)

δ <
1

K
· e

α − 1

eα + 1

feltétel elégségességét az exponenciális dichotómia örökl®déséhez tetsz®leges Banach-tér

és a J = Z+
0 ill. a J = Z intervallumon is bebizonyítottuk.
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6. Homoklinikus pályák approximációja

A dolgozat utolsó fejezetében jórészt a TDK dolgozatom témájáról, az abban elért ered-

ményekr®l és az azzal kapcsolatos további terveimr®l szeretnék beszélni. A dolgozat célja

az volt, hogy adott d ∈ N, ill. g, h : Rd → Rd leképezésekkel, pontosabban C1-di�eomor-

�zmusokkal de�niált

g(xn+1) = h(xn) (n ∈ Z) (6.1)

ún. implicit di�erenciaegyenlet-rendszer homoklinikus pályáinak numerikus közelítésére

szolgáló módszert adjon. Ennek eléréséhez egy, az

xn+1 = f(xn) (n ∈ Z) (6.2)

autonóm rendszer homoklinikus pályáinak numerikus közelítésére szolgáló � J. Beyn és

szerz®társai által kidolgozott (vö. [6]) � módszert vettünk alapul, amelyet (6.1) alakú

implicit rendszerek numerikus vizsgálatára fejlesztettünk tovább. El®ször ennek részlete-

it szeretném bemutatni, majd ezután egy konkrét példán keresztül illusztrálni a módszer

m¶ködését.

6.1. Explicit di�erenciaegyenlet-rendszerek vizsgálata

Az egyszer¶bb tárgyalás, ill. az átláthatóság érdekében els®ként a már említett [6] cikk-

ben található módszer legfontosabb mozzanatait foglaljuk össze.

Tegyük fel, hogy az f : Rd → Rd leképezés C1-di�eomor�zmus, és tekintsük az

xn+1 = f(xn) (n ∈ Z) (6.3)

autonóm di�erenciaegyenlet-rendszert, majd legyen ξ ∈ Rd hiperbolikus egyensúlyi hely-

zete f -nek, azaz tegyük fel, hogy f(ξ) = ξ és a Jf (ξ) Jacobi-mátrix minden λ ∈ C

sajátértékére |λ| 6= 1 teljesül. Az exponenciális dichotómia bizonyos módon kapcso-

latba hozható a (6.3) rendszer jobb oldalán álló f leképezés ξ hiperbolikus egyensúlyi

helyzetével. Az alábbiakban ezt fejtjük ki röviden. Tekintsük az

un+1 = Jf (ξ)un (n ∈ Z) (6.4)
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állandó együtthatós rendszert. A (6.4) rendszer Cauchy-operátorát jelölje

Λ(n,m) := Jf (ξ)
n−m (n,m ∈ Z).

Mivel ξ ∈ Rd hiperbolikus �xpont, ezért alkalmas, a λs, λu ∈ R, λs < 1 < λu feltételnek

eleget tév® számok esetén a Jf (ξ) Jacobi-mátrix minden λ sajátértékére |λ| < λs vagy

|λ| > λu teljesül. Jelölje Ws, ill. Wu a Jf (ξ) stabil, ill. instabil alterét, azaz legyen

Ws :=

{
x ∈ Rd : lim

n→+∞
Λ(n, 0)x = 0

}
, ill. Wu :=

{
x ∈ Rd : lim

n→−∞
Λ(n, 0)x = 0

}
.

Ekkor Rd = Ws ⊕Wu, továbbá minden xs ∈ Ws és xu ∈ Wu esetén

‖Jf (ξ)nxs‖ ≤ λns‖xs‖ (n ≥ 0), ill. ‖Jf (ξ)nxu‖ ≤ λnu‖xu‖ (n ≤ 0). (6.5)

Így a 4.5. állításból és a ξ hiperbolikusságából következik, hogy a (6.4) rendszernek

exponenciális dichotómiája van. A fenti (6.5) egyenl®tlenségekb®l az is látható, hogy az

exponenciális dichotómia paraméterei a következ®k:

K := 1, α := min(− ln(λs), ln(λu)),

és a P projekció a Ws altérre való mer®leges vetítés operátora.

A fejezetben ismertetett módszerhez szükség van néhány fogalomra, melyek jól is-

mertek a di�erenciaegyenlet-rendszerek elméletéb®l, azonban a teljesség kedvéért leírjuk

ezek de�nícióját is.

6.13. De�níció. (Homoklinikus pálya.) A (6.3) rendszer egy xZ := (xn)n∈Z megol-

dásának értékkészletét a rendszer ξ ∈ Rd egyensúlyi pontjára illeszked® homoklinikus

pályájának nevezzük, ha

lim
n→+∞

xn = ξ és lim
n→−∞

xn = ξ (6.6)

teljesül.

6.14. De�níció. Legyen ξ ∈ Rd a (6.3) rendszer hiperbolikus egyensúlyi helyzete, to-

vábbá legyen xZ := (xn)n∈Z a rendszer olyan homoklinikus megoldása, amelyhez tartozó

pálya illeszkedik ξ-re. Azt mondjuk, hogy xZ transzverzális, ha az

un+1 = Jf (xn)un (n ∈ Z) (6.7)

lineáris rendszernek exponenciális dichotómiája van Z-n.
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Általában a szakirodalomban a (6.3) rendszer adott ξ egyensúlyi ponthoz transzverzális

homoklinikus megoldását a ξ-hez tartozó stabil és instabil sokaságok segítségével de�ni-

álják. Az [6] cikkben a szerz®k megmutatták, hogy a szokásos de�níció egyenérték¶ a

fenti 6.14. de�nícióval.

A továbbiakban a (6.3) rendszer transzverzális homoklinikus pályáinak közelítésére

szolgáló eljárást fogjuk megadni. Ehhez de�niáljuk adott J ⊂ Z (diszkrét) intervallum

esetén az

SJ := {(xn)n∈J : ‖xJ‖∞ := sup
n∈J
‖xn‖ <∞} (6.8)

teret. A (6.3) rendszert a Γ : SZ → SZ operátor segítségével a

Γ(xZ) = 0 (xZ ∈ SZ) (6.9)

alakba írjuk, ahol

Γ(xZ) := (xn+1 − f(xn))n∈Z (xZ ∈ SZ). (6.10)

Mivel csak véges intervallumon tudjuk valamely rendszer pályáit numerikusan közelíteni,

a (6.10) operátort egy véges J := [n−, n+] intervallumon (n−, n+ ∈ Z, n− < 0 < n+)

vizsgáljuk a ΓJ : SJ → SJ operátor segítségével, melyet

ΓJ(xJ) := (xn+1 − f(xn) (n ∈ {n−, . . . , n+ − 1}), b(xn− , xn+)) (xJ ∈ SJ) (6.11)

de�niál, ahol b : R2d → Rd alkalmas (C1-beli) valamilyen peremfeltételt megadó leképe-

zés. A dolgozatban az alábbi periodikus peremfeltételt leíró b leképezést tekintettük:

b(xn− , xn+) := xn+ − xn− . (6.12)

A (6.3) rendszer homoklinikus megoldásának közelítéséhez a (6.11) operátor magterét

keressük.

Az [6] cikk 3.4 tételében a szerz®k a b leképezésre tett alkalmas feltételek mellett a

fentiekben megadott numerikus közelítés alkalmazhatóságát garantálják.

6.2. Implicit di�erenciaegyenlet-rendszerek vizsgálata

Az el®z®ekben láthattunk egy módszert, melynek segítségével a (6.3) di�erenciaegyenlet-

rendszer transzverzális homoklinikus pályáit lehet numerikusan közelíteni. A továbbiak-
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ban ezt terjesztjük ki általánosabb alakú

g(xn+1) = h(xn) (n ∈ Z) (6.13)

implicit di�erenciaegyenlet-rendszerek pályáinak közelítésére, ahol g, h : Rd → Rd le-

képezések C1-di�eomor�zmusok. Mindezt az el®adás végén alkalmazni fogjuk az alábbi

esetben. Tekintsünk egy F : Rd → R alkalmas (sima) függvénnyel de�niált

ẋ = F (x) (6.14)

autonóm di�erenciálegyenlet-rendszert. Tegyük fel, hogy a (6.14) rendszernek ξ ∈ Rd

hiperbolikus �xpontja, továbbá, hogy létezik egy ξ-hez homoklinikus megoldása. A

(6.13) diszkrét idej¶ és a (6.14) folytonos idej¶ rendszerek között úgy teremtünk kap-

csolatot, hogy a (6.14) rendszert valamilyen numerikus módszerrel közelítjük, így egy

di�erenciaegyenlet-rendszert kapunk. A fejezet végén vizsgált példa esetében trapéz sza-

bályt alkalmaztunk. Mivel a módszer implicit, a (6.3) rendszernél általánosabb, (6.13)

alakú di�erenciaegyenlet-rendszerhez jutunk, ahol g, h az alkalmazott numerikus mód-

szert®l függ® leképezések. Ezért van szükség az el®z® alfejezetben látott metódus implicit

rendszerekre való általánosításának.

A továbbiakban tehát az el®z®ekben bemutatott eljárást alkalmazzuk a (6.13) rend-

szerre, azaz belátjuk, hogy megfelel® feltételek mellett a (6.13) rendszer homoklinikus

megoldásainak vizsgálata visszavezethet® egy alkalmasan választott f leképezéssel adott

(6.3) rendszer vizsgálatára.

Ahhoz azonban, hogy a (6.13) rendszer egy ξ hiperbolikus egyensúlyi pontjára illesz-

ked® transzverzális homoklinikus megoldását, el®ször de�niálnunk kell ezeket a fogalma-

kat a (6.13) rendszer esetében is.

6.15. De�níció. (Implicit rendszer hiperbolikus �xpontja) Legyenek g, h leképe-

zések C1-di�eomor�zmusok. Tegyük fel, hogy ξ ∈ Rd �xpontja g-nek és h-nak, továbbá a

Jg(ξ) mátrix reguláris és a

Jg(ξ) · Jh(ξ)

mátrixnak nincsen 1 abszolútérték¶ sajátértéke. Ekkor azt mondjuk, hogy ξ a (6.13)

rendszer hiperbolikus �xpontja.
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Az alábbi állításban kapcsolatot teremtünk adott g és h leképezésekkel de�niált (6.13)

implicit rendszer hiperbolikus �xpontjai és egy alkalmasan választott f függvénnyel adott

(6.3) alakú explicit rendszer hiperbolikus �xpontjai között.

6.11. Állítás. Legyenek g, h : Rd → Rd leképezések C1-di�eomor�zmusok, és tegyük fel,

hogy ξ ∈ Rd hiperbolikus �xpontja a (6.13) implicit rendszernek. Ekkor ξ az f := g−1 ◦ h

függvénnyel de�niált (6.3) rendszernek is hiperbolikus �xpontja.

Az el®z® állítás értelmében tehát ha ξ hiperbolikus �xpontja a (6.13) rendszernek,

akkor hiperbolikus egyensúlyi helyzete az f := g−1 ◦h di�eomor�zmussal megadott (6.3)

rendszernek is. Tekintsük az

un+1 = Jf (ξ)un (n ∈ Z) (6.15)

autonóm lineáris rendszert, melynek Cauchy-operátorát jelölje

Λ(n,m) := Jf (ξ)
n−m (n,m ∈ Z).

Így az el®z® alfejezethez hasonlóan itt is megadható µs, µu ∈ R, melyekre µs < 1 < µu,

és a Jf (ξ) Jacobi-mátrix minden λ sajátértékére |λ| < µs vagy |λ| > µu. Jelölje W i
s , ill.

W i
u a Jf (ξ) stabil, ill. instabil alterét, azaz legyen

W i
s :=

{
x ∈ Rd : lim

n→+∞
Λ(n, 0)x = 0

}
, ill. W i

u :=

{
x ∈ Rd : lim

n→−∞
Λ(n, 0)x = 0

}
.

Ekkor Rd = W i
s ⊕W i

u, továbbá minden xs ∈ W i
s és xu ∈ W i

u esetén

‖Jf (ξ)nxs‖ ≤ µns‖xs‖ (n ≥ 0), ill. ‖Jf (ξ)nxu‖ ≤ µnu‖xu‖ (n ≤ 0).

Így a 4.5. állításból és ξ hiperbolikusságából következik, hogy a (6.15) rendszernek ex-

ponenciális dichotómiája van Z-n.

Az alábbiakban de�niáljuk a homoklinikus megoldás fogalmát (6.13) alakú implicit

rendszerek esetében, majd megvizsgáljuk, hogy milyen kapcsolat állhat fenn a (6.13)

implicit rendszer és alkalmasan választott f függvénnyel megadott (6.3) explicit rendszer

homoklinikus megoldásai között.
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6.16. De�níció. (Implicit rendszer homoklinikus megoldása) Legyenek g, h le-

képezések C1-di�eomorfozmusok és tekintsük az ezek által de�niált (6.13) rendszert. Azt

mondjuk, hogy (xn)n∈Z a (6.13) rendszer ξ ∈ Rd hiperbolikus �xpontjához tartozó ho-

moklinikus megoldása, ha tetsz®leges n ∈ Z esetén

g(xn+1) = h(xn), valamint ( lim
n→+∞

xn = ξ és lim
n→−∞

xn = ξ)

teljesül.

6.12. Állítás. Tegyük fel, hogy (xn)n∈Z a (6.13) rendszer ξ ∈ Rd-hez homoklinikus meg-

oldása, és legyen f := g−1 ◦ h. Ekkor (xn)n∈Z a (6.3) rendszernek is ξ ∈ Rd-re illeszked®

homoklinikus megoldása.

Végül pedig de�niáljuk egy adott ξ egyensúlyi ponthoz transzverzális homoklinikus

pálya fogalmát a (6.13) rendszer esetében.

6.17. De�níció. (Implicit rendszer transzverzális homoklinikus pályája.)

Legyenek a g, h leképezések C1-di�eomor�zmusok és tekintsük az ezek által de�niált

(6.13) rendszert. Továbbá legyen xZ := (xn)n∈Z a (6.13) rendszer ξ ∈ Rd-re illeszked®

homoklinikus pályája. Azt mondjuk, hogy xZ transzverzális, ha az a 6.14. de�níció

értelmében transzverzális homoklinikus megoldása az f := g−1 ◦ h függvény által

meghatározott (6.3) alakú rendszernek.

6.3. A módszer kiterjesztése

A fejezet utolsó részében a már ismertetett módszert alkalmazzuk a (6.13) rendszer

adott transzverzális homoklinikus pályájának közelítésére. De�niáljuk a (6.10) és a (6.11)

operátorok implicit rendszerek vizsgálatához szükséges megfelel®jét. Legyen Λ : SZ → SZ

operátor a következ®:

Λ(xZ) := (g(xn+1)− h(xn))n∈Z (xZ ∈ SZ), (6.16)

ennek segítségével a (6.13) rendszer a következ® alakban írható fel:

Λ(xZ) = 0 (xZ ∈ SZ).
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Mivel továbbra is csak véges intervallumon lehetséges a numerikus közelítés, de�niáljuk a

ΛJ : SJ → SJ operátort tetsz®leges xJ ∈ SJ esetén:

ΛJ(xJ) := (g(xn+1)− h(xn) (n ∈ {n−, . . . , n+ − 1}, b(xn− , xn+), ), (6.17)

ahol J := [n−, n+] véges intervallum, pontosabban n−, n+ ∈ Z, n− < 0 < n+. A

numerikus közelítés során az alábbi egyenlet megoldását keressük adott J esetén:

ΛJ(xJ) = 0 (xJ ∈ SJ). (6.18)

Az el®z®ekben tárgyalt explicit esethez hasonlóan b itt is valamilyen alkalmasan megvá-

lasztott peremfeltétel. A módszer alkalmazását bemutató példákban a

b(xn− , xn+) := xn+ − xn− (6.19)

periodikus peremfeltételt használjuk.

Adott xJ ∈ SJ esetén a (6.19) peremfeltétellel ΛJ(xJ) az alábbi módon írható fel:

ΛJ(xJ) =


g(xn−+1)− h(xn−)

...

g(xn+)− h(xn+−1)

xn+ − xn−

 . (6.20)

Mivel a (6.20) nemlineáris egyenletet kell megoldanunk, a numerikus közelítés el®állí-

tásához Newton-módszer alkalmazása szükséges. Ebben a JΛJ
(xJ) Jacobi-mátrixot is

használnunk kell, mely a következ®képpen néz ki:

JΛJ
(xJ) =



−Jh(xn−) Jg(xn−+1)

−Jh(xn−+1) Jg(xn−+2)
. . . . . .

−Jh(xn+−1) Jg(xn+)

−I I


, (6.21)

ahol I jelöli az Rd×d-beli egységmátrixot, valamint az üresen maradó részeken 0-k szere-

pelnek.

Végül megadunk egy, a módszer alkalmazhatóságát tárgyaló tételt.
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6.18. Tétel. Legyenek g, h : Rd → Rd leképezések C1-di�eomor�zmusok. Tegyük fel,

hogy ξ ∈ Rd a (6.13) rendszer hiperbolikus �xpontja, és x̂Z a ξ egyensúlyi helyzetre

illeszked® transzverzális homoklinikus pálya. Továbbá legyen b ∈ C1(R2d,Rd), melyre

b(ξ, ξ) = 0, és de�niáljuk a reguláris B ∈ L(Rd,Rd) leképezést az alábbi módon:

B(xs + xu) := ∂1b(ξ, ξ)xs + ∂2b(ξ, ξ)xu (xs ∈ W i
s , xu ∈ W i

u).

Ekkor léteznek δ, k,K > 0 konstansok és N ∈ N küszöbindex, hogy a (6.17) egyenletnek

egyértelm¶en létezik

xJ ∈ Bδ(x̂|J) := {x ∈ SJ : ‖x̂|J − x‖ ≤ δ}

megoldása minden olyan J = [n−, n+] intervallumon, melyre N ≤ −n−, n+ ∈ N, továbbá

tetsz®leges xJ ∈ Bδ(x̂|J) sorozatra fennállnak az

‖(ΛJ)′(xJ)−1‖ ≤ k, ill. ‖x̂|J − xJ‖∞ ≤ K‖b(xn− , xn+)‖

becslések.

6.4. A módszer alkalmazása

Végül a fent bemutatott implicit rendszerekre vonatkozó eljárást szeretném egy konk-

rét példán keresztül bemutatni. Ennek során egy adott di�erenciálegyenlet-rendszert

trapéz szabállyal vizsgálunk. Mivel a választott di�erenciálegyenlet-rendszernek létezik

transzverzális homoklinikus pályája, azt várjuk, hogy a közelít® módszer által szolgálta-

tott di�erenciaegyenlet-rendszerben is jelenik meg homoklinikus pálya. Ebb®l adódóan

a kapott rendszerre az el®bbiekben megadott eljárást sikeresen tudjuk majd alkalmazni.

Tekintsük a következ® di�erenciálegyenlet-rendszert (vö. [11]):ẋ = 2y

ẏ = 2x− 3x2 − y(x3 − x2 + y2 − c),
(6.22)

ahol c ∈ R paraméter. Az

f(x, y) := (f1(x, y), f2(x, y)) :=

 2y

2x− 3x2 − y(x3 − x2 + y2 − c)

 (x, y ∈ R)

(6.23)
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vektormez® bevezetésével a (6.23) rendszer

ẋ = f1(x, y), ẏ = f2(x, y)

alakú. Egyszer¶ számolással adódik, hogy tetsz®leges c ∈ R esetén (6.22)-nek két egyen-

súlyi helyzete van:

ξ1 = (0, 0) és ξ2 = (2/3, 0).

Mivel f leképezés Jacobi-mátrixára

Jf (x, y) =

 0 2

2− 6x− 3x2y + 2xy −x3 + x2 − 3y2 + c

 (x, y ∈ R), (6.24)

ezért

Jf (ξ1) =

0 2

2 c

 , Jf (
2

3
, 0) =

 0 2

−2
4

27
+ c

 .
Látható, hogy det(Jf (ξ1)) = −4 < 0, ezért a ξ1 egyensúlyi helyzet minden c paraméter-

érték esetén nyeregpont. Továbbá a Jf (ξ1) mátrix

z2 − cz − 4 (z ∈ C) (6.25)

karakterisztikus polinomjának

z1,2 =
c±
√
c2 + 16

2
(6.26)

gyökeit vizsgálva adódik, hogy mivel c2 + 16 > 0 tetsz®leges c ∈ R paraméter mellett, ξ1

hiperbolikus �xpontja f -nek. A Jf (ξ2) Jacobi-mátrix vizsgálatával az is látható, hogy ξ2

aszimptotikusan stabilis, ill. labilis, ha c < −4/27, ill. c > −4/27 teljesül, ui.

det(Jf (ξ2)) = 4 > 0 és sp(Jf (ξ2)) =
4

27
+ c.

Megmutattuk, hogy a c∗ := −4/27 paraméter-értéknél PAH-bifurkáció lép fel: ξ2 elveszti

stabilitását, és egy periodikus megoldás bifurkálódik, a részletes számolás megtalálható

a Függelékben.

Továbbá igazolható (vö: [8]), hogy c→ 0 határesetben megjelenik a (6.22) rendszer-

nek a ξ1 = (0, 0) egyensúlyi helyzetére illeszked® homoklinikus megoldása.
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6.4.1. Trapéz szabállyal kapott rendszer vizsgálata

Közelítsük a (6.22) rendszer trapéz szabállyal, jelölje δ > 0 az id®lépés hosszát, valamint

(xn, yn) ∈ R2 az n-edik id®pontban a megoldás közelítését. Ekkor

g(xn+1, yn+1) = h(xn, yn) (n ∈ Z) (6.27)

alakú di�erenciaegyenlet-rendszerhez jutunk, ahol

g(x, y) =

 x− δy

y − δ
2
(2x− 3x2 − y(x3 − x2 + y2 − c))

 , (6.28)

h(x, y) =

 x+ δy

y + δ
2
(2x− 3x2 − y(x3 − x2 + y2 − c))

 . (6.29)

A kapott di�erenciaegyenlet-rendszerben az origóra illeszked® homoklinikus megoldást

szeretnénk a fent bemutatott módszerrel keresni. Ehhez teljesülnie kell, hogy az origó

hiperbolikus �xpont legyen, ezért ezt leellen®rizzük. Az nyilvánvalóan látszik, hogy az

origó �xpontja a rendszernek, így a 6.15. de�níció értelmében azt kell megnézni, hogy a

Jg(0, 0) mátrix reguláris és a

Jg(0, 0) · Jh(0, 0)

mátrixnak nincsen 1 abszolút érték¶ sajátértéke. A

(Jg)(0, 0) =

 1 −δ

−δ 1− δ
2
c


mátrix

det((Jg)(0, 0)) = 1− δc

2
− δ2 6= 0⇔ δ 6= 1

2

(
c

2
±
√
c2

2
+ 4

)
,

determinánsát vizsgálva látható, hogy azaz δ-t megfelel®en választva a (Jg)(0, 0) mátrix

reguláris. A másik vizsgálandó mátrix:

Mc := J−1
g (0, 0) · Jh(0, 0) =

1

1− δc
2
− δ2

1− δ
2
c+ δ2 2δ

2δ 1 + δ
2
c+ δ2

 .
Mivel a folytonos rendszerben c = 0 paraméter esetén jelenik meg homoklinikus pálya,

a diszkrét rendszert is ezen paraméterválasztás mellett tekintjük, azaz az M0 mátrixot
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kell hiperbolikusság szempontjából vizsgálnunk:

M0 =
1

1− δ2

1− δ2 2δ

2δ 1 + δ2

 , (6.30)

melynek sajátértékei:

λ1,2 =
1 + δ2 ±

√
2(1 + δ2)

1− δ2
.

A sajátértékek a 5. ábrán láthatjuk, amely jól mutatja, hogy megfelel® δ paraméter

esetén a mátrixnak nincsen 1 abszolút érték¶ sajátértéke.

δ

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

λ

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

λ
1

λ
2

5. ábra. A (6.30) mátrix sajátértékei δ ∈ [0, 0.5] értékek mellett.

6.4.2. Numerikus kísérletek

A fentiekben megadott, a trapéz szabály alkalmazásával nyert implicit

di�erenciaegyenlet-rendszerre az ebben a fejezetben bemutatott eljárást alkalmaz-

tuk. Egy eredmény a 6. ábrán látható. Továbbá arra is végeztünk numerikus

kísérleteket, hogy az új módszer által adódó homoklinikus megoldás az eredeti, (6.22)

folytonos rendszer homoklinikus megoldása-e, pontosabban, hogy a két pálya ugyanazon

görbén halad-e. Ezek a kísérletek igenl® választ adtak, melyet a 7. ábra is jól mutat,

melyen kékkel jelöltük az új módszer eredményét, a fekete körökkel jelölt pontok pedig

a (6.22) folytonos rendszer homoklinikus megoldásának egyes pontjai.
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6. ábra. A (6.27) rendszer homoklinikus megoldásának közelítése

7. ábra. A folytonos rendszerben megjelen® homoklinikus pálya a diszkrét rendszer

homoklinikus pályája is, ezt az új módszer is mutatja
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Függelék (Poincaré-Andronov-Hopf-bifurkáció kimuta-

tása)

Az alábbiakban megmutatjuk, hogy a (6.22)-ben megadottẋ = 2y

ẏ = 2x− 3x2 − y(x3 − x2 + y2 − c)
(6.31)

di�erenciálegyenlet-rendszerben c∗ := −4/27 paraméter-értéknél Poincaré-Andronov-

Hopf-bifurkáció lép fel: a ξ2 := (2/3, 0) egyensúlyi elveszti stabilitását, és egy periodikus

megoldás bifurkálódik. Valóban, a c∗ értéknél a Jf (2
3
, 0) mátrix

p(z) := z2 − sp(Jf (ξ2))z + det(Jf (ξ2)) = z2 −
(

4

27
+ c

)
z + 4 (z ∈ C)

karakterisztikus polinomjának egy komplex konjugált gyökpárja van: ±ıω. Ahhoz, hogy

megállapítsuk, szuper- vagy szubkritikus bifurkáció lép-e fel, az alábbiakban meghatá-

rozzuk az l1 els® Ljapunov együtthatót, melynek el®jelében rejlik a válasz. l1 a következ®

módon számítható (vö.: [17]):

l1 =
1

2ω
· <
[
〈p, C(q, q, q)〉 − 2

〈
p,B

(
q,A−1B(q, q)

)〉
+
〈
p,B

(
q, (2ıωI2 − A)−1B(q, q)

)〉]
 (6.32)

ahol I2 jelöli az R2×2-beli egységmátrixot, valamint a B : R2 × R2 → R2 bilineáris

funkcionál a

Bi(u, v) :=
2∑

j,k=1

∂2fi(ζ, c
∗)

∂ζj∂ζk

∣∣∣∣∣
ζ=ξ2

ujvk (i ∈ {1, 2})

képlettel, míg a C : R2 × R2 × R2 → R2 a

Ci(u, v, w) :=
2∑

j,k,l=1

∂3fi(ζ, c
∗)

∂ζj∂ζk∂ζl

∣∣∣∣∣
ζ=ξ2

ujvkwl (i ∈ {1, 2})

képlettel de�niált, továbbá p, q ∈ C2 az A := Jf (ξ2 ; c∗) mátrix ıω és −ıω sajátértékekhez

tartozó bal, és jobb oldali sajátvektorai, azaz fennállnak a

Aq = ıωq, ATp = −ıωp (6.33)
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egyenl®ségek, továbbá a

〈p, q〉 = 1 (6.34)

normalizáló feltétel, ahol 〈·, ·〉 a szokásos skaláris szorzat C2-ben. Az l1 < 0, ill. l1 > 0

esetben szuper-, ill. szubkritikus bifurkációról beszélünk. Így a példában szerepl®

rendszer PAH-bifurkációja típusának meghatározásához a fenti mennyiség kiszámítása

szükséges. Els® lépésként megadjuk a B = (B1, B2) és C = (C1, C2) leképezéseket.

Mivel f1(x, y) = 2y, azaz els®fokú polinom, B1(u, v) = C1(u, v) = 0 tetsz®leges u, v ∈ R2

esetén. B2 együtthatóinak számítása:

∂2f2(ζ, c∗)

∂ζ1∂ζ1

∣∣∣∣
ζ=ξ2

=
∂

∂ζ1

(2− 6ζ1 − 3ζ2ζ
2
1 + 2ζ1ζ2)

∣∣∣∣
ζ=ξ2

=

= −6− 6ζ1ζ2 + 2ζ2|ζ=ξ2 = −6,

∂2f2(ζ, c∗)

∂ζ1∂ζ2

∣∣∣∣
ζ=ξ2

=
∂

∂ζ2

(2− 6ζ1 − 3ζ2ζ
2
1 + 2ζ1ζ2)

∣∣∣∣
ζ=ξ2

=

= −3ζ2
1 + 2ζ1|ζ=ξ2 = 0,

∂2f2(ζ, c∗)

∂ζ2∂ζ1

∣∣∣∣
ζ=ξ2

=
∂2f2(ζ, c∗)

∂ζ1∂ζ2

∣∣∣∣
ζ=ξ2

= 0,

∂2f2(ζ, c∗)

∂ζ2∂ζ2

∣∣∣∣
ζ=ξ2

=
∂

∂ζ2

(−ζ3
1 + ζ2

1 − 3ζ2
2 + c∗)

∣∣∣∣
ζ=ξ2

=

= −6ζ2|ζ=ξ2 = 0.
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Hasonlóan alább C2 együtthatói:

∂3f2(ζ, c∗)

∂ζ1∂ζ1∂ζ1

∣∣∣∣
ζ=ξ2

=
∂

∂ζ1

(−6− 6ζ1ζ2 + 2ζ2)

∣∣∣∣
ζ=ξ2

= −6ζ2|ζ=ξ2 = 0,

∂3f2(ζ, c∗)

∂ζ1∂ζ1∂ζ2

∣∣∣∣
ζ=ξ2

=
∂

∂ζ1

(−3ζ2
1 + 2ζ1)

∣∣∣∣
ζ=ξ2

= −6ζ1 + 2|ζ=ξ2 = −4,

∂3f2(ζ, c∗)

∂ζ1∂ζ2∂ζ1

∣∣∣∣
ζ=ξ2

=
∂3f2(ζ, c∗)

∂ζ2∂ζ1∂ζ1

∣∣∣∣
ζ=ξ2

=
∂3f2(ζ, c∗)

∂ζ1∂ζ1∂ζ2

∣∣∣∣
ζ=ξ2

= −4,

∂3f2(ζ, c∗)

∂ζ1∂ζ2∂ζ2

∣∣∣∣
ζ=ξ2

=
∂

∂ζ1

(−6ζ2)

∣∣∣∣
ζ=ξ2

= 0,

∂3f2(ζ, c∗)

∂ζ2∂ζ2∂ζ1

∣∣∣∣
ζ=ξ2

=
∂3f2(ζ, c∗)

∂ζ2∂ζ1∂ζ2

∣∣∣∣
ζ=ξ2

=
∂3f2(ζ, c∗)

∂ζ1∂ζ2∂ζ2

∣∣∣∣
ζ=ξ2

= −4,

∂3f2(ζ, c∗)

∂ζ2∂ζ2∂ζ2

∣∣∣∣
ζ=ξ2

=
∂

∂ζ2

(−6ζ2)

∣∣∣∣
ζ=ξ2

= −6.

A p, q sajátvektorok a (6.33) képletek alapján:

q = (1, ı), p = (a, aı)

alkalmas a ∈ R konstanssal, mellyel teljesül a (6.34) normalizáló feltétel, azaz, hogy

〈p, q〉 = a+ (ı)(aı) = 2a = 1,

amib®l a = 1/2 adódik.

Az alábbiakban a (6.32)-beli formulával megadott l1 számítását részletezzük.

C2(q, q, q) = −10ı, így C(q, q, q) = (0,−10ı), amib®l

〈p, C(q, q, q)〉 = −5. (6.35)

Mivel B2(q, q) = −6, így B(q, q) = (0,−6), melyb®l

A−1B(q, q) =

 0 −1/2

1/2 0

 0

−6

 = (3, 0)T
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adódik, így

〈p,A−1B(q, q))〉 = 3/2. (6.36)

Az utolsó részlet meghatározásához el®ször kiszámítjuk a (2ıωI2 − A)−1 mátrixot:

(2ıωI2 − A)−1 =

 4ı 2

−24ı

−1

=
1

6

−2ı 1

−1 −2ı

 .
Innen

(2ıωI2 − A)−1 ·B(q, q) = (−1, 2ı)T ,

majd

B(q, (2ıωI2 − A)−1 ·B(q, q)) = −3ı (6.37)

adódik. A (6.35), (6.36) és (6.37) eredményeket összevetve kapjuk, hogy

l1 =
1

2ω
<(−5− 2 · 3/2− 3ı) =

1

4
· 8 = −2 < 0,

így a PAH-bifurkáció szuperkritikus, azaz a bifurkálódó periodikus megoldás orbitálisan

aszimptotikusan stabilis.
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