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KOSZONETNYILVANITAS

Mindenekel6tt szeretnék koszonetet mondani témavezetémnek Farago Istvan
Tanar Urnak, akité] rengeteget tanulhattam mind szakmailag, mind embe-
rileg egyetemi éveim alatt. Tengernyi feladata mellett hétrél hétre foglalko-
zott velem, segitette munkam, hitt bennem és biztatott. Nem lehetek elég
hélas neki onzetlenségéért.

Koszonettel tartozom még anyukdmnak és apukamnak végtelen tiirelmiikért
és szeretetiikért, amivel mindvégig tamogattak tanulmanyaim sorén.

Végezetiil koszonom magamnak a tiirelmet, hogy a nehézségek ellenére
mindvégig kitartottam céljaim mellett és elértem azokat!



MOTIVACIO

A jarvanyterjedés jelensége jol leirhato kozonséges differencidlegyenlet
rendszerekkel. Ezek a dinamikai modellek a lakossag egyes megbetegedésére
vonatkozo tipusainak szamanak idébeli alakulasat vizsgaljak. A modellekben
a szokasos jelolés:

e Az els6 csoportban vannak a fogékony egyedek, akik megfertézhetsek.
Az angol susceptible sz6 miatt a szakirodalom ezt az allapotot S-sel
jeloli.

e A masodik csoportban a fertdzottek vannak. Ok adjak at a betegséget
az S-beli egyedeknek. Az angol infected sz6 alapjan I jeloli ezt az
allapotot.

e A harmadik csoportban vannak az tgynevezett betegségbdl retiraltak.
Ok azok, akik meghaltak, felépiiltek és immunissa véaltak, vagy izolalod-
tak. A lényeg, hogy mar nem tudnak fert&zést tovabbitani. Ezt az
allapotot jeloli R, mely a removed szora utal.

Az egyik legkozismertebb modell az tgynevezetett SIR-kompartment mo-
dell, melyet 1927-ben W. O. Kermack és A. G. McKendrick készitett. Ebben
a modellben a teljes populéciot, melynek mérete N, harom csoportba oszt-
jak. A fertézott egyedek megbetegitik a fogékony egyedeket, a fert6zott
egyedek pedig retiraltakka véalnak, tjra fogékonnya nem. Tehat a betegség
lefolyasa, azaz a csoportok kozotti mozgas egyiranyi, mely a kovetkezos-
képpen értelmezhetd
S—1—R.

Ezzel a modellel irhato le példaul a kanyaro, vagy a pestis terjedése.
Dolgozatomban egy olyan modellt vizsgalok részletesebben, amelyben a po-
pulacio két csoportra van osztva, nevezetesen fertézhetGekre (S) és ferts-
zottekre (I). A fert6z6ek megbetegithetik a fogékonyakat, azonban fel is
épiilhetnek és Gjra fogékonnya valnak, azaz I — S atalakulés is lehetséges.
Tehat a csoportok kozotti mozgas kétiranyd. Fontos, hogy szerzett immunités
nincs és a halalozast nem vessziik figyelembe. Tehat a betegség terjedésének
mechanizmusa:

S—1—=S85.
Az ilyen modelleket S5 modelleknek nevezziik.



SIS MODELL HOMOGEN POPULACIO
ESETEN

3.1 Az SIS és SIR modellek kozotti kapcsolat

A klasszikus STR modellben a teljes populéciot-melynek méretét jeldlje N-
homogénnek vessziik, barki barkit megfert6zhet. Ennek SIS valtozata az,
amikor tovabbra sem tesziink kiilonbséget a populéacié egyedei kozott, azaz
ebben az esetben is barki barkit megfertézhet és emellett nincsen retiralt
osztély, tehat aki az STR modellben R-be keriilt at, az ebben a modellben
S-be keriil. Ekkor a modellre a kévetkez§ differencidlegyenlet rendszer irhato

fel:
@

— kST + A
o = kST

I W
& kST — I,

dt

ahol A jeloli a gyogyulasi ratat, k pedig a fertézés intenzitasanak ratajat
jeloli, mely értelmezhets valGszintiségként is: mekkora valGszintiséggel kapja
el a betegséget a fogékony egyed, amikor taldlkozik egy fertézott egyeddel.
Ezen modell segitségével irhato le példaul az influenza terjedése.

Az (1) egyenletrendszert alkoto egyenleteket dsszeadva kapjuk, hogy

d
- I) =

igy S+ I = const = N, ezért (1) a kovetkezd alakban irhato:

df
Ez[(/{;N—)\)—klz (2)
A differencidlegyenletnek ott van egyensilya pontja, ahol
dl
i
Az egyik egyensulyi helyzet, amikor

0.

[=0,S=N (3)
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azaz amikor mindeki egészséges, nincsen fertézés. A masik egyensulyi helyzet
esetén

A A
I=N—-— S=—. 4
k? k ( )
Vizsgéljuk meg az egyensiilyi helyzetek stabilitésat!

Ehhez tekintsiik az (1) rendszer Jacobi-matrixat a (3) egyensulyi pontban!

Ekkor
3 NY (0 —=EN+A
0 -\ 0 EN-—)\ ’

igy S = N és I = 0 stabilis egyenstlyi helyzet, ha kN —\ < 0, mely pontosan
akkor teljesiil, amikor — < 1.

Vizsgaljuk a (4) egyensilyi pontot! Ekkor

A

T | —kEN+A O

J N2 _(kN—)\ 0 )
Tk

A A
tehat S = z és[ =N — z stabilis egyensiilyi helyzet, ha —kN 4+ X < 0, mely

pontosan akkor teljesiil, amikor g > 1.

A jarvanyterjedés matematikai vizsgalatanak egyik kulcsfontossagu eleme az
ugynevezett alap reprodukcids rata, melyet a szakirodalom Ry-lal jelol. Ez
adja meg, hogy egy fert6zott egyed varhatéan hdny masik egyednek adja at a
betegséget. Azaz ha Ry értéke egynél kisebb, akkor a populaciobol a fertézés
eltiinik, azonban ha nagyobb egynél, akkor a populacidban a betegség fenn
all.

Az (1) SIS modell esetén

kN

=

Ezen réata segitségével is megadhatjuk az egyensiilyi helyzetek stabilitésat:

Ry

e Ry<lesetén [ =0, S = N stabilis egyensiilyi helyzet

A A
S = — stabilis egyenstlyi helyzet.

Ry >1esetén [ = N — —
o Ry esetén =z ’



DISZKRET MODELLEK

Az eddigiekben megismertiik és megértettiik az SIS-modellt homogén
populéacié esetén, azonban ezen dolgozatnak nem targya a folytonos diffe-
rencidlegyenlet rendszer kvalitativ tulajdonsagainak vizsgéalata. A folytonos
matematikai modell 6tletet adott, kozvetlen diszkretizacioja segitségével épit-
jiik fel a diszkrét matematikai modelleket. Dolgozatunkban elsGdleges célunk,
hogy megadjuk azokat a feltételeket, amelyek mellett a diszkrét modellek
kvalitativ modon tiikrozik az eredeti (biologiai, jarvanyterjedési) modellek
legfontosabb kvalitativ tulajdonsagait. A dolgozatunknak az sem célja, hogy
a numerikus megoldésrol ellendrizze, hogy konvergal-e a folytonos mate-
matikai modell megoldasahoz.

A tovabbiakban kiilonb6z6 diszkretizacios elvek segitségével épitjiik fel a [0, T
idGintervallumon a numerikus modelleket, és vizsgaljuk meg azokat.

4.1 Az explicit Euler médszer vizsgalata

Az (1) rendszerre alkalmazva az explicit Euler modszert, a

# = —kS"I" + A\I"
. (5)
= ES™I™ — A",

n=0,1,..., L —1 numerikus modellt kapjuk, ahol L az idélépések szama a

numerikus megoldas soran, tovabba h = T'/L az id6lépések hossza. Az egy-
szertiség kedvéért tegyiik fel, hogy h = h,,, azaz a racs ekvidisztans. A kezdeti
feltételek ismeretében S és I° is adottak a kovetezd modon: S = S(0) és
I° = 1(0).

Vizsgaljuk meg, hogy a (5) diszkrét modell megdrzi-e a nemnegativitési tulaj-
donsagot, illetve adjunk feltételt, mely garantalja ezt a kvalitativ tulajdonsa-
got! Azt kell megvizsgélnunk, hogy I" és S™ nemnegativitasabol kovetkezik-e
"1 ¢s S™1 nemnegativitdsa. Ehhez vizsgaljuk meg rendre az (5) rendszert
alkoto egyenleteket!



Tekintsiik az elsé egyenletet!
St = S — hkS™I™ 4+ hA} = (1 — hkI™)S™ + hAI™

Ebben az esetben megérzédik a nemnegativitas, azaz ha S™ és I™ nem-
negativak, akkor S™*! is nemnegativ, ha teljesiil a kovetkezd feltétel

1
h< -
< kI

Tekintsiik a masodik egyenletet! Ekkor
" = 1" 4 hkS™I™ — hAI™ = (1 — hA)I" + hkS™I",
melybdl adodik, hogy ha S™ és I™ nemnegativak, akkor I!""' nemnegativasa
is teljesiil, ha .
h < X

Tehéat az idSlépés hosszara vonatkozoan a posteriori fels6 korlatokat kap-
tunk, melybdl az egyik nem fiiggetlen az n idslépéstsl. Vegyiik észre, hogy
(5) egyenleteit Gsszeadva megmutathato, hogy a teljes populacio létszama
konstans minden diszkrét id6pillanatban, ugyanis az egyenleteket Osszeadva
kapjuk, hogy

Sn+1 4 In—l—l — Sn 4 In7

tehat
S™+ 1" = const = N.

Ebbdl a kvalitativ tulajdonsaghol kévetkezik, hogy
I" < N. (6)
Hasznaljuk ezen becslést a h-ra kapott feltételben! Ekkor

1

egyenlGtlenséget kapjuk.
Tehét a nemnegativitas megérzésére elégséges a priori feltételt kaptunk, mely
az idGlépés hosszéra felsé korlatot ad, nevezetesen

h < mi L
min VIV ([
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4.1. Tétel Ha a kezdeti feltételben S(0) > 0 és 1(0) > 0, akkor az explicit
Fuler maodszer a homogén SIS modellre megdrzi a nemnegativitdst, ha

h < min I
TANEN [

A fenti eredmény szemléltetése céljabol MATLAB programokat készitettem.
A szamitogépes tesztelésnél A = 0.2 és k = 0.1 paramétereket véilasztottam,
tovabbéa a kezdeti feltételben S(0) értéke 20, mig I(0) értéke 1. Ekkor a
feltétel: h < 0.476.

Explicit-Euler mddszer alkal, asa a k gén SIS lell Explicit-Euler modszer alkalmazasa a homogén SIS modellre
T T T T 25 T T T

m— fogékonyak
— fertiziiek

m— fogékonyak
— fertiziiek

! L I L L L L I L L L L I I I I L I
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
idd idé

Figure 1: Explicit Euler moédszer 35 illetve 45 id6lépés esetén

Az 1. abran jol lathato, hogy a modszer az elGirt idélépéshossznal na-
gyobb megvalasztasa esetén torz eredményt ad, a megoldasgorbék oszcillal-
nak és egyes idérétegeken az egyedszémok negativva valnak.

Vizsgaljuk meg, hogy 1000 idGlépés esetén, megkapjuk-e a folytonos SIS
modell stabilitasi tulajdonsédgat! A = 0.2, k= 0.1 és N = 10 megvalasztéssal
az alap reprodukciés szam értéke 5 > 1 tehat a belsd egyensulyi pontunk sta-
bilis, melynek értéke 8, tovabba A = 0.8, k£ = 0.08 és N = 10 megvéalasztassal
az alap reprodukcios szam értéke 1, tehat ez a folytonos modell szempontjabol
annak felel meg, amikor a fertézés a populéaciobol eltiinik.

A 2. abran jol lathato, hogy megfelelGen nagy idélépés esetén a (5) diszkrét
modell visszaadja a folytonos modell stabilitasi tulajdonsagat.



Explicit-Euler mad Ikal asa a h yén SIS lell Explicit-Euler madszer alkalmazasa a homogén SIS modellre

9 ! . . . . . . 0
m— fogékonyak "‘—-—-—— m— fogékonyak
8l | =——fertiiziek 9 ——fertiziiek ||
8
7+
7
6 6l
5 50
4 4
3l
3l
2l
g ! S ———
1 . . . . . . . . . 0 . . . ! ! ! T T :
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 05 W0 15 20 25 3 I 40 45
idd ids

Figure 2: Explicit Euler modszer Ry > 1 illetve Ry <=1 esetén

4.2 Egy lehetséges IMEX modell

Hasznéaljunk més véges differencias numerikus modszert az (1) rendszerre! A
feladatra az implicit-explicit, tgynevezett IMEX modszert alkalmazva

Sn+1 —8gn

= —kS"TH 4+ NI
; S +

In+1 —J"

= kS"I" — AL
h Y

n=20,1,..., L — 1 numerikus modellt kapjuk.
Vizsgaljuk meg, hogy ez a diszkrét modell milyen feltételek mellett 6rzi meg
a nemnegativitast! Tekintsiik a rendszert alkoté elsd egyenletet!

Jelolje

Ay =1+ hkI™ és F'=S5"+ hA\I".
Ezen jelolésekkel az els6 egyenlet az
A S™H =

alakban irhato.
Az

As =1+ h\ és F} =1"+ hkS™I"
jeloléseket bevezetve a masodik egyenlet az

A I = FY

9
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alakban irhaté.
Ekkor a diszkrét rendszer a kovetkezs alakban irhato fel:

A 0 SN EP B
(0 AQ)([”“)_(FZ” <~— A,z=F,.
A tovabbiakban vizsgaljuk meg, hogy ez a diszkrét modell milyen feltételek

mellett 6rzi meg a nemnegativitasi tulajdonsagot! Mivel A diagonalis méatrix,
ezért inverze az alabbi médon kénnyen szamithato

40
A_]-:(%l L)'
Az

Ezen jelolésekkel tehat a nemnegativitas feltételei melyeket vizsgalnunk kell
Fr>0és A7 >0, i=1,2.

Vizsgaljuk meg a két feltételt 4 = 1 esetén! Ekkor A;' > 0 pontosan akkor
teljesiil, amikor

1
1+ hkIm
Az elsé feltétel I™ nemnegativitasa miatt tehat automatikusan teljesiil, mivel
a tort szamlaloja és nevezGje is nemnegativ. A masodik feltétel i = 1 esetén
F > 0 pontosan akkor teljesiil, amikor

> 0.

S™ 4+ hAI™ > (1 + hA)N > 0.

Mivel a szorzat mindkét tényezdje nemnegativ, igy ez a feltétel is teljesiil.
Tehat S™, I"™ nemnegativitdsa garantélja, hogy S™"'nemnegativ.
Tekintsiik az i = 2 esetet! Ekkor az elsg feltétel A;' > 0 pontosan akkor

teljesiil, amikor
1

1+hA
mely automatikusan teljesiil, hiszen a tort szamlal6ja és nevezGje is nem-
negativ. A masodik feltétel + = 2 esetén Fj' > 0, mely pontosan akkor
teljesiil, amikor

> 0,

I" + hkS"I™ > 0.

Ez I™, S™ nemnegativitasabol kovetkezik. Tehat a (8) IMEX modszernél
a nemnegativitas tulajdonsaga automatikusan teljesiil, az id6lépés hosszatol
fiiggetlentil.

4.2. Tétel Ha a kezdeti feltételben S(0) > 0 és I(0) > 0, akkor az IMEX
modszer a homogén SIS modellre megdrzi a nemnegativitdst tetszdleges h
1ddlépés esetén.

10



Az 1. abran lattuk, hogy az Explicit Euler modszer az el&irt 1épéshossznal
nagyobb megvalasztasa esetén oszcillalé megoldasgorbét ad, mely nemnegativ
értékeket is felvesz. A 3. abréan jol lathato, hogy ugyanazon idélépés esetén
az IMEX altal kapott megoldasgorbék simék és pozitivak. Vegyiik észre,
hogy N = 21 a futtatas soran, azonban az arbén jol lathaté modon a fer-
t6zGek egyedszama eléri a 35 f6t is. Ennek oka, hogy ez a diszkrét modell
nem rendelkezik a tomegtartas kvalitativ tulajdonsagaval, hiszen

Sn+1 +In+1 7& Sn +In — N

Az 6ssztomeg alakulasat az egyes idérétegeken a kovetkezs tablazat mutatja:

n-edik idéréteg | N — (I™ + S™)
0 0
1 0,25
2 0,27
3 441
4 11,07
5 14,40
6 15,18
7-35 15,35

IMEX madszer alkalmazasa a homogén SIS modellre

35 ;

— fogékonyak
a0k =—fertiziiek ||
25 5
20 .

15+ b

10F b

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Figure 3: IMEX modszer 45 id6lépés esetén
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4.3 Egy masik lehetséges IMEX modell

Alkalmazzunk egy masik IMEX modszert az (1) rendszerre!
Ekkor a kovetkezd

Sn+1 —8gn

= —kS"H 4\
; +

In+1 —

= kST — N[
h 5 ’

n=0,1,..., L — 1 numerikus modellt kapjuk.

Tamegtartd IMEX maddszer alkalmazasa a |

4

én SIS lelire
20 T

3 ¥
18 — fertiiziiek

0 ﬁl 1I|] 1I5 2I|] 2I5 3I|] 3I5 4I|] 4I5 50
Figure 4: Tomegtarté IMEX modszer 45 id6lépés esetén

Ezen modell mar rendelkezik a tomegtartas kvalitativ tulajdonsagaval,
hiszen S"! 4 "l = S 4 " = N. El6zetes elvardsainknak megfelelGen
a 4. abran jol lathatd, hogy ezen modell megoldasédra mar teljesiil, hogy
S™ 4+ I = 21 minden diszkrét idépillanatban.

12



A FOLYTONOS GONORRHEA MODELL
VIZSGALATA

A tovabbiakban két részre osztjuk a lakossdgot nemiik alapjan és olyan
betegséget vizsgalunk, amely nem mindegyik egyed kozott terjed, hanem
csak specidlis esetben. Tipikus példa erre az esetre a szexualis titon terjedd
fertézések. Dolgozatunkban ezt az esetet vizsgaljuk részletesebben. Mi az
azonos nemiiek kozotti meghbetegedést nem vizsgéljuk, azaz ez a modell nem
alkalmas pl. az AIDS terjedésének modellezésére.

5.1 A Gonorrhea modell felépitése

A Gonorrhea fertézés nemi tton terjed férfiak és nék kozott. Az egymésra
hato csoportok tehat a férfiak (1) és a ndk (2), mely csoportok egyedei lehet-
nek fogékonyak (.S;, 1 = 1,2) , illetve fertézottek (1;, i = 1,2) .

Tekintsiik az egyszerti Gonorrhea modellt, melyet Cooke és Yorke alkottak
meg 1984-ben. Ez egy SIS modell, két egyméasra hatd populacioval. Jelolje
S;, 1 =1,2, illetve I;, i = 1,2 a fogékonyak, illetve a fert6zottek csoportjat,
ha a teljes populéciot a férfiak (1) és a nék (2) alkotjak. Ekkor a modellre a
kovetkezd differencialegyenlet rendszer irhato fel:

(4S5,
— =k I+ M1
a 129115 + M 1h
dIl,
P k12S11s — M 1q
(10)
dS,
—= = —k91 9501 + Mo 1.
1 210911 + Aolg
dl,
— =k I, — Mo
T 919214 219,

ahol \;, i = 1,2 jeloli a gyogyulasi ratat, kis, ko1 pedig a fert6zés inten-
zitdsdnak ratajat jeloli, melyek értelmezheték valGszintiségként is: mekkora

13



val@szintiséggel betegitik meg egymast a kapcsolatba keriil§ egyedek? Ez a
modell természetes altalanositédsa az el6z6 szakaszban targyalt modellnek.
Nyilvanvaloan az egyes nemeken beliili szam allando, azaz

Si+1Li=c, i=1,2,

tovabba
c1+c =N.

5.2 A folytonos Gonorrhea modell stabilitisanak vizs-
galata

A megoldas létezésének vizsgalatahoz tekintsiik az (10) egyenletrendszer

dl
d_tl =ML+ kio(cr — )L
(11)
dlr.
d_tQ = —Xoly + ko (co — )14

alakjat.

Mivel ebben az alakban a rendszer csupan két fiiggetlen ismeretlenre, nevezete-
sen [i-re és Iy-re redukalddott, igy lehetGségiink van a megoldéasok gorbéit,
azaz a trajektoridkat az (I, I5) fazissikon szemléltetni.

A tovabbiakban tegyiik fel, hogy I; és I folytonosan differencidlhato fiigg-
vények. A rendszernek ott van egyensilyi pontja, ahol

dl;
@ 0

(12)
dl

A (11) differencidlegyenlet rendszer lehetséges megoldésai [3]:

1. A megoldas nem korlatos, azaz az idG elére haladtaval a megoldés min-
den hataron tual né.

2. A megoldas egy zart gorbe az egyensulyi pont egy kornyezetében.

3. A megoldas egyensilyi pont.

14



El6szor megmutatjuk, hogy az 1. tipust megoldas nem lehet a Gonorrhea
modell megoldésa, hiszen a trajektorianak a

{0< <130 <L, <y}

téglalapon beliil kell maradni a fazissikon, ha onnan indult. (Ezt nevezik
invariancianak.) Ez természetes elvaras, hiszen azt jelenti a Gonorrhea mo-
dellre nézve, hogy a fertézottek szama a 0 és a maximalisan megfertézhets
egyedek szama kozott mozog. Vegyiik észre, hogy I = 0 és I, = 0 a mo-
dellben annak felel meg, hogy nincs fert6zés és ez a feladatnak egy lehetséges
megoldasa, tehat feltehetd, hogy I; vagy I nem nulla. Tegytik fel tovabbé,
hogy a folytonos modell ¢ = t3-bél indul. Ekkor

0< Il(to) <c, 0< ]2(t0) < Cy.

El6szor megmutatjuk, hogy ha I1(tg) > 0 és Iy(tg) > 0, akkor I1(t) > 0 és
I5(t) > 0 minden t > t, esetén.

Indirekt tegyiik fel, hogy a folytonos modell nem 6rzi meg a pozitivitast.
Legyen t* > t( az az id6pont, amikor el6szor fordul els, hogy I (t*) = 0, vagy
I(t*) = 0. Tekintsiik az [;(t*) = 0 esetet! Ekkor

Al ()
at

= k‘lgclfg(t*) > 0.

Ez azt jelenti hogy t*-ban I, lokalisan novekedd, azaz t*— < t* esetén
I(t*—=) < 0. Ez ellentmondas, mivel I1(ty) > 0, igy ahhoz, hogy I,(t*—)
negativ legyen I;-nek az egész ty < t < t* intervallumon 0-nak kell lennie.
Ez ellentmond t* definiciojanak, mely szerint t* az elsé ilyen idSpont, tehat
I(t) > 0 minden t > ¢, esetén.

A fenti érvelést modositva hasonloan megmutathato, hogy ha I1(ty) < ¢;
és _[2<t0) < ¢ akkor I; (t) < ¢ és ]g(t) < ¢y minden t > ty esetén.

5.1. Kovetkezmény A folytonos modell redlis értéket ad I1-nek és Iy-nek,
tgy 1. tipusu megoldds nem lehetséges.

A tovabbiakban megmutatjuk, hogy nem lehet hatarciklus!. A trajektoria
2. tipust megoldés esetén azonosithatd egy zart gérbével. Az onmagukba
zarodo gorbék a fazissikon oszcillaciot jeleznek. Azaz, ha az oszcillacid pe-
riodusa T, akkor [1(t) = I1(t + 1) és Io(t) = Iy(t +T). Tekintsiik a (11)

LAz n-dimenziés fazistér olyan zart gorbéjét, amelyet tartalmaz egy olyan nem végte-
leniil vékony térrész, amelyben més zéart goérbe nincs, hatarciklusnak nevezziik.
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differenciélegyenlet rendszer

drl
d; — F\(I1, 1)
(13)
d12
= 51,1
dt 2( 1, 2)

alakjat.

Tegyiik fel, hogy létezik (13)-nek periodikus megoldasa, mely a fazissikon
egy zart gorbével reprezentalhato. Jelolje ezt a megoldéast C', tovabbé jelolje
R azt a tartoméanyt amely magaban foglalja C-t a hataraval egytitt.

Mivel C' megoldasa a differencidlegyenlet rendszernek, igy C' mentén

dly dl,

E:FI(II’]Z)’ EZFQ(IL—B), (14)
azaz
dr, dl, T
[ngll—FldIQ] == FQ Fl— dt [FQFl—FlFQ]dt == O, (15)
c 0 dt dt 0
ahol T a C megoldas perivdusa.
Tovabba aF aF
(9_[11 + 8_[22 = —(>\1 + ]{312]2 + )\2 + k’gl)fl < O, (16)

mivel a zardjelben minden mennyiség pozitiv. Kovetkeztetésképpen

F F
// il 3 =2 d[1d12<0 (17)
an "

A fentieket felhasznalva Green-tétel alkalmazaséval konnyen megmutathato,
hogy nem létezik C' periodikus megoldasa (13)-nek. Helyettesitsiik a (17)
kettGs integralt C' menti vonalintegrallal!

//[aF1 an}dhdb=]{[F2dh—F1dfﬂ=°~ (18)
ol c

Ez pedig nyilvanval6an ellentmondas, amibél kovetkezik, hogy nem 1étezik C'
periodikus megoldasa a Gonorrhea-modellnek.

Tehat kizartuk az 1. illetve 2. tipust megoldast.
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5.2. Tétel Ha (11) differencidlegyenlet rendszernek létezik megolddsa, akkor
a megoldds egyensilyt pont.

A rendszernek ott van egyenstlyi pontja, ahol (12) teljesiil. Egy lehetséges
egyenstlyi helyzet, amikor

11:0, IQIO

Ez az allapot annak felel meg, amikor mindenki egészséges, nincsen fertGzés.
A (12)-nak létezik nemtrivialis megoldésa is, nevezetesen a

I = [ — kiakaicica — A1
1 — 41 — )
Akor + Kigkaico

(19)

I =, = ki2kaicica — A1 Ag
9 =1y =
Aokig + kigkaicy

par megoldasa (12)-nak, ez behelyettesitéssel konnyen ellendrizhetd.

(20)

Kozismert, hogy egy linearis, adllandoé egylitthatos, kozonséges differenciale-
gyenlet rendszernek mindig van exponencialis megoldasa, tovvabba az [} =
I, = 0 megoldas stabilitasa megfelel a linearizalt rendszer I, = I, = 0 egyen-
sulyi megoldasanak a stabilitdsaval.

A (11) rendszer Jacobi-matrixa

J— —A1 — kioly  kiper — kol L
korco — kotly  —Xo — ko1 Iy L )’
igy a linearizalt egyenletrendszer az
i Il — A ]1 _ 0 o _)\1 ]{312C1 ]1
dt \ I I 0 koico  —Ao L ]’
alakban irhat6 fel, ahol A jeloli a Jacobi-matrixot az Iy = I, = 0 pontban.
Az A egylitthatdé matrix karakterisztikus polinomja

o’ + (A1 + A2)a + M A — kigkorcica,

melynek gyokei

—(A1+ A2) £ /(M1 — A)? + dkizkarcico
5 .

12 =
Nyilvanvalo, hogy mindkét gyock valos és
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ap < 0, as <0 ha ]{312]€21C1C2 < )\1)\2,
tovabba
oy > 07 g <0 ha ]{712]{3210102 > )\1)\2.

Tehét a megoldéasok

Loy _ A\ e Ao\ gt
()= (5= (5)
alaktak, ahol A;,A49,B; és By a (0,0)-tol valo kezdeti tavolsagot jeldli.

5.3. Kovetkezmény A folytonos modellnek a (0,0) stabilis eqyensilyi pont-
ja, ha kiskorcica < Ao €s instabilis, ha kiokoicica > A s.

A tovabbiakban térjiink at a (19),(20) szerinti (11, I;) belsd, agynevezett
endemic egyensiilyi pont vizsgalatara!

5.4. Allitas Tegyiik fel, hogy Mo < kiskoicica, tovdbbd 0 < Ii(ty) < ¢ és
0 < Iy(to) < co. Ekkor a (11) rendszer minden (I1(t), I2(t)) megolddsa tart
az (11, I5) egyensilyi megolddshoz, middn t tart a végtelenhez.

Az allitas bizonyitasahoz bontsuk fel olyan részekre az 0 < I;(t) < ¢, 0 <
I(t) < cq téglapot, ahol I](t) és I5(t) allando elGjeld. Ezt a kovetkez modon
tessziik. Legyen (11)-ban I](t) = 0. Innen fejezziik ki Ir-t I; fiiggvényekeént.
Ekkor

Aily
L= — "Y1 — ().
2= fler — 1) o1(11)
Hasonloan, legyen a (11) rendszerben I5(t) = 0. Ekkor
)\2[2 k210211
L= — 222 ey L= e gy
' ka1 (c2 — Io) e A2 + ko1 y ?2(h)

Vegyiik észre, hogy ¢1([1), ¢2(I1) az I;-nek monoton névé fiiggvényei; ¢ (1)
tart a végtelenhez midén I; tart c;-hez, tovabba ¢o(1;) tart a ce-hoz, midén
I, tart a végtelenhez. Az is megfigyelhets, hogy az y = ¢1(17) és y = ¢o(17)
gorbék metszik egymast a (0,0) illetve az (11, I;) pontokban, ahol

i = kiokaicica — AMAe =~ . kiakaicica — At g
1= , 1o = .
Ak + kigkaico Aokio + kigkoicy

Vegyiik észre, hogy ¢o([1) gyorsabban ng, mint ¢;([;) az Iy = 0 pontban,

hiszen " )
/ O — 21 C2 > 1 — / 0 )
5(0) =22 > 2 g1(0)
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Tehat ¢o(11) a ¢y (1) felett helyezkedik el, ha 0 < I; < I és alatta helyezkedik
el, ha I, < I; < ¢;. Az (I}, 1) a (11) egyenstlyi pontja, mivel I/ és I értéke
is 0, ha I; = _fl és I, = fg.

Vegyiik észre, hogy I] pozitiv minden (I, I5) pontban, mely a y = ¢1([;)
gorbe felett helyezkedik el és negativ a gorbe alatti pontokban. Hasonléan 7,
pozitiv minden y = ¢o(I;) gorbe alatt elhelyezkedd (11, I5) pontban, illetve
negativ a gorbe feletti pontokban. Tehat az y = ¢1(11) és y = ¢o([1) gorbék
a0 <l <cp,0< Iy <cy téglalapot négy olyan részre vagja, ahol 1] és I
elgjele allando, jelolje ezeket a részeket Eg, k =1,2,3,4.

e Y=o 1
V. {1,)0 s = b )
{,)<0
o L {1,)<0
i {I,)<0
s EP
IL: {1, y<0
Lz 1,)'>0 {0
)0

Lit): D=t

Figure 5: 0 < I} < ¢, 0 < Iy < cg téglalap négy részre bontva a derivaltak
elGjele alapjan

5.5. Lemma A (11) rendszer barmely (I1(t), Is(t)) megolddsa amely t = to-
ban az Ey. térrészbél indul (k = 1,2,3,4), abban a térrészben is marad minden
t > ty esetén, tovdbbd a megoldds tart az (fl,fg) egyensilyi megolddshoz,
maidon t tart a végtelenhez.

A bizonyitast k = 1 esetén ismertetjiik-1; > 0 és I, > 0 eset-, ugyanis a tobbi
térrészre hasonld gondolatmenetet alkalmazva igazolhaté a lemma.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy (I;(t), I2(t)) megoldasa a (11) rendszernek és
elhagyja az E; térrészt t = t*-ban. Ekkor [ (t*) = 0, vagy I5(t*) = 0, hiszen
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a megoldas csak akkor hagyhatja el a térrészt, ha metszi az y = ¢1(I1) vagy
y = ¢o(I) gorbét. Tegyiik fel, hogy I7(t*) = 0. Derivaljuk (11) mindkét
oldalat t szerint és vizsgaljuk t*-ban. Ekkor

d21,(t%)

dly(t%)
dt? '

dt

= kia(cy — L1 (7))

Ez a mennyiség pozitiv, mivel [1(t*) < ¢; és I} pozitiv az y = ¢1([1) gorbén,
0 < I < I,. Ebbdl kovetkezik, hogy I;(t)-nek minimuma van ¢ = t*-ban. De
ez nem lehetséges, mivel I (t) névekszik, ha az I1(t), I5(t) megoldas az I. tér-
részben van. Iy(t)-re ugyanezt a gondolatmenetet alkalmazva kapjuk, hogy
minden megoldas mely az E; térrészbdl indul ¢t = tp-ban, az nem hagyhatja
el azt minden t > ty esetén.

Mivel I,(t) < I, I,(t) < I, és monoton novéek, igy létezik & és 1 kor-
latjuk. Ez azt jelenti, hogy (£, 1) egyensilyi pontja a rendszernek. Azonban
az abran jol lathato, hogy (11)-nek csak a (0,0) és a (I, I,) az egyensilyi
pontjai. Azonban (£,n) nem lehet a (0,0), mivel I;(t) és I5(t) is monoton
nové fiiggvénye t-nek. Ebbsl kovetkezik, hogy (€,7)=(I1, I). O

A A1, Ao, kqo, ko1, 1 és co egylitthatok értékének megvalasztasa meglehetGsen
bonyolult feladat, azonban a kozegészségiigyi adatok alapjan feltehetd, hogy
A1 Ay értéke kisebb mint kiokoicico. Ez ekvivalens azzal, hogy

ki2c1 kaico
1 .
<( A2 >< A1 )
~—— N——"

M F

A fenti M mennyiség interpretalhatja a férfiak atlagos szamat, akik fert6z6
nével létesitettek kapcsolatot és megfert6zddtek, feltéve, hogy minden férfit
fogékonynak tekintiink. Hasonl6an F' interpretalhatja a nék atlagos szamat,
akik fert6zo férfivel létesitettek kapcsolatot és megfertézédtek, feltéve, hogy
minden nét fogékonynak tekintiink. Vegyiik észre, hogy ezen ratak segit-
ségével megfogalmazhatjuk a Gonorrhea-modell (5.3) stabilitasi tulajdon-
sagat!

5.6. Kovetkezmény Ha F' és M rdtdk értéke nagyobb egynél, akkor a Gonorr-
hea tart eqy nemnulla eqyensilyi helyzethez, tovabbd ha F és M rdtdk értéke
kisebb eqynél, akkor a Gonorrhea fertézés megszinik.

5.7. Megjegyzés Vegyiik észre, hogy F és M rdtdk teljesen dsszhangban
vannak az elsd fejezetben definidlt Ry alap reprodukcids ratdjaval.
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DISZKRET MODELLEK

A tovabbiakban alkalmazzunk kiil6nb6z6 numerikus modszereket a (10) rend-
szerre!

6.1 Az explicit Euler médszer vizsgalata

Az explicit Euler modszert alkalmazva a (10) rendszerre, a

(
Sl gn
% = —k1oSTIy + M\ I}
=1y
= kST = A
(21)
Su+l _ gn
= = kS 4 ol
g
S =k SE I = ALY
\
n =0,1,...,L — 1 numerikus modellt kapjuk, ahol L az id6lépések szama

a numerikus megoldés soran, tovabba h = T'/L az id6lépések hossza. Az
egyszeriiség kedvéért tegytik fel, hogy h = h,,, azaz a racs ekvidisztans.

Vizsgaljuk meg, hogy ez a diszkrét modell megérzi-e a nemnegativitasi tu-
lajdonsagot. Ehhez vizsgaljuk meg rendre a (21) egyenletrendszert alkotod
egyenleteket! Kezdésként tekintsiik az elsG egyenletet!

STl = S — Rk STLY + hA I = (1 — hkioI)) Sy + hA I}
Ebben az esetben megérz&dik a nemnegativitas, azaz ha ST, I7', I3 rendre
nemnegativak, akkor S? is nemnegativ, ha teljesiil a kivetkezs feltétel

1

h <
k’lglg’

Tekintsiik a masodik egyenletet! Ekkor
I = I 4+ ko STIY — hA I = (1 — hA) I + hkp ST,
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melybdl adodik, hogy ST, I és I7 nemnegativitdsa esetén 17! nemnega-
tivasa is teljesiil, ha
h < i
A1
Hasonl6 szamolas alapjan a harmadik egyetbdl a

1

h<——
ko I}

mig a negyedik egyenletbdl a

1
h < —
A2

feltételt nyerjik.

Tehéat az id6lépés hosszara vonatkozoan a posteriori felsé korlatokat kaptunk,
melyek nem fiiggetlenek az n id6lépéstsl. Vegyiik észre, hogy (21) egyenleteit
Osszeadva megmutathato, hogy a teljes populécio 1étszama konstans minden
diszkrét idgpillanatban, ugyanis az egyenleteket 0sszeadva kapjuk, hogy

St [t 4 St I = ST 4 I+ Sy + I

tehat
ST+ 17+ 55 + 15 =const =c; +co = N.

Ebbdl a kvalitativ tulajdonsagbol kovetkezik, hogy
I'<c¢, 1=1,2. (22)

Hasznaljuk ezen két becslést a megfelel6 h-ra kapott feltételekben! Ekkor

1
h <

h <
k1202, kaicy

(23)

egyenltlenségeket kapjuk.
Tehat a nemnegativitas megdrzésére elégséges a priori feltételt kaptunk, mely
az id6lépés hosszéra felsé korlatot ad, nevezetesen

b < mi {1 1 1 1 }
mn{ —,—,——,—— o.
A1 A kiaca ko

6.1. Tétel Ha a kezdeti feltételben S1(0),1;(0),S2(0), I5(0) > 0, akkor az
explicit FEuler modszer a Gonorrhea modellre megdrzi a nemnegativitdst, ha

b < mi { 1 1 1 1 }
mmni{ —, —, ——, —— /.
A1 A kiaca kaic
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Ezen eredmény szemléltetése céljabol MATLAB programokat készitettem.
Kiilonb6z6 bemend adatokra teszteltem a modszert. A szamitogépes tesztelés-
nél nem hagytam figyelmen kiviil, hogy Neisseria gonorrhoeae nevii bak-
térium masképpen hat a férfiakra mint a nékre, tehat minden futtatés soran

)\1 — 02, )\2 - 01,

illetve
klg = 01, k’gl - 009

paramétereket valasztottam. Az idSintervallum mindkét numerikus modszer
esetében a [0,50], és a populacio 32 f6bdl all.

Tesztelésem soran a teljes populacié méret 0.1 részét veszem fert6zottnek.
Vizsgaljuk meg ezen bemend adatok esetében a nemnegativitis megdrzésének
feltételét! Azt kapjuk, hogy

h < mi 1 1 L G
MU0 1.16°009-16'02° 01

feltétel teljesiilése esetén a nemnegativitas megdrzodik.

Explicit-Euler modszer alkalmazéasa a Gonorrhea modellre
16 T T T

T T r r y r Explicit-Euler mddszer alkalmazéisa a Gonorrhea modellre
I 16 T T T T
uly NVVVVVV\NWWWVVVV\ uh MAAA——
! 1o
12+ | = fogékony férfi | 12 1! = fogékony férfi |
! e fe iz férfi ] = fertbzd férfi
10k fogékony ni i 1 fogékony nid
fertézd ni 10 fertéizd nd
8 8
6 6
4 1 4 L3 i)
1 |
] |
7 AWM (i eaeaes
B A 0 A
0 L L L I I I I L I
0 L . L L L L L L L [1} 5 10 13 20 25 30 35 40 45 50
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 idé

idi

Figure 6: Explicit Euler modszer 43 illetve 45 id6lépés esetén

Az 6. abran jol lathato, hogy a modszer az el6irt idélépéshossznal nagyobb
megvalasztasa esetén torz eredményt ad.
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6.2 Egy lehetséges IMEX modell

Hasznaljunk mas véges differencias diszkretizalo numerikus modszert a (10)
rendszerre! A feladatra egy implicit-explicit, ugynevezett IMEX moddszert
alkalmazva

)
Syt — gp
= kST I
mH
S = kST -
(24)
Syt — Sy
e i LA P
m Iy
TSP - NIy
\

n = 0,1,..., L — 1 numerikus séméat kapjuk, ahol L az id6lépések szama,
h = T/L pedig az id6lépések hossza. A fenti modszer dtlete, hogy amikor
S; illetve I;, i = 1,2 derivaltjat kozelitjiik, akkor az a bal oldalon implicit
tagként szerepeljen, tehat vegyiik azt az (n+ 1).-edik id6rétegen, mig a tobbi
tagot az n.-ediken.

Vizsgaljuk meg, hogy a diszkrét modell milyen feltételek mellett 6rzi meg a
nemnegativitast!

Ehhez vizsgéaljuk meg kiilon-kiilon a rendszert alkoto egyenleteket! Az elsé
egyenletre felirva a modszert

n+1 n
ST =S

N = —kpSP I 4+ M T,

azaz
ST + hkypIy) = S) 4 hA I}

Jelolje
Ay=1+ hkio13 |
Fp' = ST + h\ 17
Ezen jelolésekkel az els6 egyenlet az
A Sitt =

alakban irhato.

24



A numerikus modszer a rendszert alkoté6 masodik egyenletre

n+1 n
[1 _-Il

. = ko STIY — M\ I

azaz
I+ hAy) = I + hk1o ST
Ay =1+ h)q,
F} = I + hk12ST 13
jeloléseket bevezetve a masodik egyenlet az
A I = F

alakban frhato.
Vizsgéljuk a harmadik egyenletet! Ekkor

Sp+l _ gn
22— kS D,
AZaAZ
ST 4 bk I7) = S5+ hoI2.
Jelolje

As=1+ hkan I7,
Fy =S5 + hA\ I3
Ezen jelolésekkel a harmadik egyenlet a kovetkezd alakra hozhato
AsSytt = Fy

A negyedik egyenletre a modszer

o — I

Ht = kST = ML
azaz

N1 + hdg) = I3 + hkoy SEIT
Az

Ay =14 h,
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Fp = I} + hky S IV
jeloléseket bevezetve a rendszert alkot6 utolsé egyenlet az
At = FY

alakban irhato.
Ekkor a diszkrét rendszer a kovetkezs alakban irhato fel

A0 0 0 Syt Fr

0 A, 0 0 ntl | Ep B

0 0 A 0 S?“ = B <— A,z =F,.
0 0 0 A It Fr

A tovabbiakban vizsgaljuk meg, hogy ez a diszkrét modell milyen feltételek
mellett 6rzi meg a nemnegativitési tulajdonsagot! Mivel A diagonélis métrix,
ezért inverze az alabbi médon kénnyen szamithato

0 0
0 0
+ 0
) L

w

0
1
Ao

OA

0 0 L

Ezen jelolésekkel tehat a nemnegativitas feltételei melyeket vizsgalnunk kell
Fr>0¢s A7 >0,i=1,2,34.

Vizsgaljuk meg a két feltételt i = 1 esetén! Ekkor A; inverzének pozitivitasa
pontosan akkor teljesiil, amikor

1
— >0
1+ hkroly

Az elsé feltétel 13 nemnegativitasa miatt tehat automatikusan teljesiil, mivel
a tort szamlaloja és nevez@je is nemnegativ. A mésodik feltétel 1 = 1 esetén
F' nemnegativitasa, mely pontosan akkor teljesiil, amikor

S? + h)\llfb 2 (Cl + CQ) + h)\1<61 + C2) = (1 + h)\)(Cl + CQ) 2 0.

Mivel a szorzat mindkét tényezGje nemnegativ, igy ez a feltétel is teljesiil.
Tehat ST, I?, és I} nemnegativitasa garantalja, hogy ST 'nemnegativ.
Tekintsiik az i = 2 esetet! Ekkor az els§ feltétel A;' > 0 pontosan akkor

teljesiil amikor
1

14+ A\

> 0,
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tehat ez a feltétel automatikusan teljesiil, hiszen a tort szamléloja és nevezdje
is nemnegativ. A masodik feltétel i = 2 esetén F3' > 0, mely pontosan akkor
teljesiil, amikor

17" 4 hkq2ST 15 > 0.
Ez 17,57, illetve I} nemnegativitasabol kovetkezik.
A harmadik és a negyedik egyenletre csupan indexcserékkel és ugyanezen in-
doklésokkal kapjuk, hogy a feltételek automatikusan teljesiilnek.

Tehéat mig az explicit modszernél az id6lépés hosszara vonatkozoan felsd kor-
latot kaptunk, mely garantilja a nemnegativitas megdrzését, addig a fenti
IMEX modszernél ez a kvalitativ tulajdonsag teljesiil az id6lépés hosszatol
fiiggetlentil.

6.2. Tétel Ha a kezdeti feltételben S1(0),11(0),S2(0), I3(0) > 0, akkor az
IMEX modszer a Gonorrhea modellre megdrzi a nemnegativitast tetszdleges
h iddlépés esetén.

Az el6z6ekben-a 6. abran-lathattuk, hogy ha az explicit Euler modszer fut-

tatdsanal a nemnegativitas megérzéséhez elégséges feltételként megadott h

értékénél nagyobbat valasztunk, akkor a numerikus megoldés torz lesz. Vizs-

galjuk meg, hogyan viselkedik az IMEX modszer ugyanazon id6lépések e-

setén! Az &brakon jol lathatd, hogy elvarasainknak megfelelen az IMEX
IMEX médszer alkalmazasa a Gonorrhea modellre

25 T T T T T T T T T IMEX madszer alkalmazasa a Gonorrhea modellre
25 T T T T T T T T

20

m—— foyékony férfi | | 20+
e fertiz frfi

foyékony nd
15 fertizd ni 4 15|

fertiz ferfi
fogékony nd
fertdzé nd

e fo g kony férfi | |

I L L L L I L
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 idi
idd

Figure 7: IMEX modszer 43 illetve 45 id6lépés esetén

modszer alkalmazasa esetén a numerikus megoldas soran kapott fiiggvények
simék, ellentétben az ugyanezen idélépésekre az explicit Euler modszer fut-
tatédsaval nyert numerikus megoldéssal.

Vegyiik észre, hogy (24) egyenleteit rosszeadva
SISy PP T A ST+ Sy + P+ I =+ = N,
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tehat nem igaz, hogy minden diszkrét idGpillanatban N a populécié létszama,
igy az IMEX modszer ezen valtozata a tomegtartas kvalitativ tulajdonsagaval
nem rendelkezik. Ezen tulajdonsag hianyat is szemlélteti a 7. abra, hiszen a
futtatas sordn N = 32, de ez csak a 0-adik idérétegen teljesiil. Az 6ssztomeg
alakulasat az egyes idérétegeken a kovetkezs tablazat mutatja:

n-edik idéréteg | N — (I + I} + ST + S%)
0 0
20,20
0,43
415
10,93
15,99
17,94
18,48
18,66

N O Tl W N

Q
9%
S

6.3 Egy masik lehetséges IMEX modszer

Alkalmazzunk egy mésik implicit-explicit modszert a (10) feladatra! Ekkor
a

.
Sntt_gn
= kST
[{H_l - Iln n+11n n
— = k12ST LY — M1
(25)
Sl gn
% = —kn Sy + NIy
[§+1 B [g n+1l1n n
T E ]{32152 [1 — )\2[2
\
n = 0,1,..., L — 1 numerikus séméat kapjuk, ahol L az id6lépések szama,
h =T/ L pedig az id6lépések hossza.
A modszer Gtlete, hogy az ¢ = 1-re vonatkozd egyenleteknél vegyiik

ugyanazt a tagot, nevezetes Si-et az implicit (n + 1).-edik idérétegen, hiszen
igy a modell rendelkezik a tomegtartas tulajdonsagéaval, azaz minden diszkrét
id6pillanatban N a populacié létszama.

Vizsgaljuk meg, hogy a (25) diszkrét modell milyen feltételek mellett Grzi
meg a nemnegativitast!
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Az 6.2 alfejezet jeloléseit hasznélva a (25) rendszer a kovetkezs alakban
irhato fel:

A0 0 0 gt ja
0 A 0 0 |l | B -
0 0 As 0 SSH = Fr <~ A,z=1,.
0 0 0 A, ! I

Ezen jelolésekkel tehat a nemnegativitas feltételei melyeket vizsgalnunk kell

~

n —1
F, >0ésA; >0 i=24, hiszen az i = 1,3 esetet méar 6.2 alfejezetben
megvizsgaltuk és azt kaptuk, hogy a feltétel automatikus teljesiil!
— —~—1
Tekintsiik az i = 2 esetet! Ekkor Ay = Ay =1 > 0 feltétel teljesiil. Mivel

P = (1 — hA) I + hkpp ST I2,

igy 13271 > 0 pontosan akor teljestil, amikor

|
=<
N

— ——1 —
Hletve ¢ = 4 esetén Ay = Ay =1 > 0¢és F > 0 pontosan akkor teljesiil,

amikor )
— > h.
A2

Tehét a nemnegativitias megdrzésére elégséges a priori feltételt kaptunk, mely
az 1d6lépés hosszara felsé korlatot ad.

6.3. Tétel Ha a kezdeti feltételben S1(0), 1;(0), S2(0), I(0) > 0, akkor a md-
dositott IMEX mddszer a Gonorrhea modellre megdrzi a nemnegativitdst, ha

L 1 1

< mm{)\l, )\2}.

6.4. Megjegyzés Az iddlépésre kapott felsd korldat elvi korldat, a dolgozatban
haszndlt értékek esetén teljesiil, hiszen a gyogyuldsi ratdk reciprokdanak értéke
5 illetve 10, a futtatdsokndl pedig T = 50. Tehdt a feltétel azt adja, hogy az
1ddlépések szamanak 10-nél nagyobbnak kell lennie, hogy a mddszer megdrizze

a nemnegativitast. A gyakorlatban ennél joval nagyobb lépésszamot szokds
vdalasztani.
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6.4 A Theta-moédszer vizsgalata

Kombinéljuk az IMEX moédszert az ugynevezett Theta-modszerrel!

( Sn+1 — gn
% = kI3 (0STT 4+ (1 — 0)ST) 4+ A\ I
In+1 —Jn
% =k STy — M\ (01 + (1 —0)I7)
(26)
n+l _ Qn
% ke IT(OSET 4 (1= 0)ST) + NI
]n—l-l _Jr
\ ) h 2 = ko1 Sy 17" — A2(9[§+1 +(1-0)I3)

n=0,1,...,L — 1, tovabba 6 € [0, 1] adott paraméter.

Vizsgaljuk meg, hogy kiilonb6z& theta paraméter értékek esetén hogyan alakul
a nemnegativitas! Vegyiik észre, hogy két paraméter értékre ezt mar tudjuk,
hiszen # = 0 megvalasztassal éppen az explicit Euler médszert, mig 6 = 1
megvalasztasa esetén az IMEX modszer els6 valtozatat kapjuk, ezért felmeriil

a kérdés, hogy vajon megadhato-e a theta paraméterértékre egy kiiszébindex,
melyt6l a nemnegativitas megérzédik a h 1épéskoz megvalasztasatol fliggetlentil.
Ezen célbol vizsgaljuk meg (26) rendszert alkoto egyenleteket!

Az els6 egyenletet atrendezve kapjuk, hogy

ST (1 4 hky0I3) = ST(1 — Rk Iy (1 — ) + hA I

Az

jeloléseket bevezetve az els egyenlet az
E S{H’l _ F\iﬁ

alakban frhato.
Atrendezéssel a masodik egyenlet az

I 1+ hA10) = hko I3 ST + 1M1 — hA (1 — 0))
alakra hozhatd. Bevezetve az

Ay = (14 hA16), FP = hkppIbSP + I'(1 — (1 — 6))
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jeloléseket kapjuk, hogy . .
A I = Fp

Hasonlé modon a harmadik egyenlet
AySy*! = Fy
alakra hozhato, ahol
Ay = (1 + hksy0I7), F = S3(1 — hkay I7(1 — 6)) + kAo 12,

mig a negyedik egyenlet . -
Ayt = Fp,

ahol

Ekkor a diszkrét rendszer felirhaté a kovetkezd alakban

A0 0 0 gt Fy
n n+1 n — —
U A2 /9’ 0 ]171+1 = E% — Anz = Fn
0 0 A Sy 1 Ep
—_— n_l’_ —_—
0 0 0 A 1 Er

Mivel A métrix diagonélis, igy az el6z6 fejezetben leirtak alapjan a nemne-
gativitas feltételei melyeket vizsgalnunk kell

Fr>06s AL >0, i=1,2,3,4.

~—1
Vizsgaljuk meg a két feltételt i = 1 esetén! Ekkor A; > 0 pontosan akkor

teljesiil, amikor
1

—_— >
1+ hk2013
Az elsé feltétel I nemnegativitdsa miatt tehat automatikusan teljesiil, mivel

a tort szamlaloja és nevezdje is nemnegativ. A masodik feltétel i = 1 esetén
F* > 0 pontosan akkor teljesiil, amikor

0.

SP(1 = Rk 2 (1 — 0)) 4+ hA I > 0,

azaz, ha
1

—— > h.
kial3 (1 - 0)
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Felhasznalva, hogy I} < cq, a kovetkez§ feltételt kapjuk

Cgklg(l — 0) < h.
Tehat I7, I3, ST, S5 nemnegativitasabol csak § = 1 megvélasztassal kovetkezik
St nemnegativitasa a h 1épéskdz megvélasztasatol fiiggetleniil.

——1
Tekintsiik az ¢ = 2 esetet! Ekkor az elsg feltétel As > 0 pontosan akkor

teljesiil, amikor
1

14+ h)\
Ez automatikusan teljesiil, hiszen a tort szamlaloja és nevezdje is nemnegativ.
A masodik feltétel ¢ = 2 esetén F' > 0 pontosan akkor teljesiil, amikor

hkioI2 ST + IM(1 — hAy (1 — 6)) > 0,

6 > 0.

azaz, ha
1

A(l—0)
Tehéat ebben az esetben is csak 6 = 1 esetén 6rzédik meg feltétel nélkiil a
nemnegativitas.

6.5. Tétel Ha a kezdeti feltételben S1(0),11(0),52(0),12(0) > 0, akkor a

Theta-modszer csak 0 = 1 esetén drzi meq feltétel nélkil a nemnegativitdst.

> h.

Theta médszer alkalmazéasa a Gonorrhea modellre Theta madszer alkalmazéasa a Gonorrhea modelire

L fertizd ni I fugljktlny"nn
Ry ] Zry fertdzd nd

16+ —— fogékany ferfi [ 161 — fogékany férfi | |
1l —fem':zn ferﬁ“ L 1 — fertiizii ferfi (4
foyékony nd

I L I L L L L I L L L L I I I I L I
0 3 10 15 20 25 30 35 40 45 50 [1} 5 10 15 20 25 30 35 40 45
idi idd

Figure 8: # modszer 43 illetve 45 id6lépés esetén 0 = 0.5

Ez egy elégséges feltétel a nemnegativitds megSrzéséhez, de nem sziikséges,
ugyanis a 4. 4bran jol lathato, hogy 6 = 0.5 megvalasztasa esetén megegyezik
a numerikus megoldas az IMEX modszerrel nyert megoldassal.

6.6. Megjegyzés A 0 paraméter 1-hez vald kézelitése esetén a h iddlépés
felsd korldtja jelentdsen megnd, tehdt érdemes a numerikus modszerben a
paraméter értékét nagynak vdlasztani.
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STABILITASI TULAJDONSAG ELLEN-
ORZESE A NUMERIKUS MODELLEN

Vizsgaljuk meg, hogy a (24) modell visszaadja-e a méasodik fejezetben tér-
gyalt stabilitési tulajdonsagot!
Tekintsiik el6szor azt az esetet, amikor a folytonos modell tart egy nemnulla
egyensulyi helyzethez. Ehhez az kell, hogy

. k12c1 ka1co

F = >1és M =
Ay s N

> 1

teljesiiljon. A Ay = 0.2, Ay = 0.1, ki3 = koy = 0.1, ¢; = ¢ = 10 megvalasztas-
sal a feltételek teljesiilnek, hiszen F' értéke 10-zel, mig M értéke 5-tel lesz
egyenls. Az (19), illetve (20) egyenldségekbe ezeket az értékeket helyettesitve
a folytonos modell egyensilyi pontja is kiszamithato, nevezetesen I; = 8.16,
illetve I = 8.91.

A (10) feladat megoldasara a (24) numerikus modellt hasznaltam és a fenti-
azaz az F' > 1illetve M > 1 feltételeket kielégit6-bemend adatokkal futtatast
végeztem, mely soran az idSintervallum [0, 50], tovabba 5000 az iddlépések
szama. Az 5. abran jol lathato, hogy a numerikus modell ebben az esetben
visszaadja a folytonos modell stabilitasi tulajdonsigat, az egyensilyi helyzet
aszimptotikusan stabilis, tovabba az értékiik is megegyezik.

Tekintsiik most azt az esetet, amikor F illetve M értéke kisebb, mint 1!
Ekkor a folytonos modellnek a (0, 0) aszimptotikusan stabilis egyenstlyi pont-
ja. Ha Ay = 0.9, Ay = 0.8, ko = 0.07, kyy = 0.08, ¢, = ¢ = 10, akkor
F =0.89 és M = 0.875, tehat a feltételek teljesiilnek. A 6. abran jol lathato,
hogy a numerikus modell ebben az esetben is visszaadja a folytonos modell
stabilitasi tulajdonségat, hiszen a Gonorrhea fertézés eltiinik. Ugyanezen
bemend adatokkal teszteltem a 0 modszert 6§ = 0.5 és 6 = 0 esetén. Elvara-
sainknak megfelel§en ugyanezeket az abrakat kapjuk, tehat az altalam vizs-
galt numerikus modszerek visszaadjék a folytonos Gonorrhea modell stabi-
litasi tulajdonsagat megfelels lépéskoz valasztasa esetén.
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IMEX madszer alkalmazasa az egyensilyi pont vizsgalatara
10 T T T T T T T T T
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Figure 9: A numerikus modell egyensilyi helyzete F' > 1, M > 1 esetén

IMEX modszer alkalmazasa az egyensilyi pont vizegalatara
12 T T T T T T T T T
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Figure 10: A numerikus modell egyensilyi helyzete F < 1, M < 1 esetén



AZ SIS MODELL n KULONBOZO CSO-
PORT ESETEN

8.1 A Gonorrhea modellje hetegorén populaci6 esetén

A tovabbiakban egy inhomogén populaciot vizsgalunk, amit feltételezéseink
szerint n darab homogén részpopulacioé alkot, tehat az azonos részpopulacioban
1év6 egyének gydgyulési rataja és a fertGzés intenzitasdnak ratéja megegyezik.
Ez az eddigickben targyalt modell altalanositasa, n = 2 esetén a klasszikus
Gonorrhea modellt kapjuk. Természetes feltételezéseink az &ltaldnositott
modellrél a kévetkezdek:

1. Az i-edik részpopulacio fogékony, illetve fertéz6 egyedszaméat a t. (¢ >
0) id6pontban jeldlje S;(t), illetve I;(¢). A részpopulaciok konstans
mérettek, azaz ¢; = S;(t) + I;(t) € N*, i =1,2,...,n esetén. Ter-
mészetes modon, ha az i-edik részpopulacioé fogékony egyede megfer-
t6z6dik, akkor az i-edik részpopulacioban marad, fertézott egyedként.

2. Sziiletés és halél az i-edik részpopulacioban egyenls ardnyban fordul elé
S; illetve I;-ben, tovabba minden wjsziilottet fogékonynak tekintiink.
Jelolje p; > 0 a teljes 7. részpopulacié haldlozasi ratajat, tehat ez a
paraméter fiiggetlen S; illetve [;-t6l. Hogy a konstans populacié méret
fenn tarthato legyen, kompenzéljuk a haldlozési ratat sziiletési rataval,
melynek értéke egyezzen meg p; értékével.

3. A j-edik osztéaly j = 1,2, ..., n fert6z6 egyedei tovabbithatjak a betegséget
az 1. osztalyba i = 1,2,...,n. Jeldlje a fert6zés intenzitasanak ratajat
kij > 0,17,5 =1,2,...n. Tehat a fertézés ereje ami az i-edik részpop-
ulacio fogékony egyedeire hat:

gi(]17]27'--71n>zzkij]jy 121,,71
j=1

4. Az i-edik csoport gyogyulési ratajat jelolje A; >0, i =1,2,...,n.
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5. Tegyiik fel, hogy az el6zGekben definialt paraméterek mindegyike fiiggetlen
az 1d6tol.

Az 1.-5. feltételek figyelembe vételével a Gonorrhea jarvany terjedésére a
kovetkezd differencidlegyenlet rendszert kapjuk:

/

ds;
dt

= kSl + Al
j=1

(27)

dl;, <
7j=1

\
Mivel az egyes részpopulaciok konstans méretiiek, azaz ¢; = I, + 5;, @ =

1,2,...,nigy (27) a kovetkezd alakban irhato:

dI; . -
- = NI+ ; kjicil; — ; kjilil;, (28)

i=1,2,... n
A rendszert az (I, Iy, ....1,) € A, = [[[.,0,¢] = {I € R*0 < [; <
¢i, 1 =1,2,...,n} esetben vizsgéaljuk.

8.1. Lemma A (28) rendszer pozitivan invaridins A, -n.

Bizonyitas. Mutassuk meg, hogy ha I(0) € A,, akkor I(¢) € A, minden

t > 0 esetén. Legyen
0N = {1 € A,|1; = 0},

3An2 = {I S An’]z = Ci}-

Jelolje a kifelé mutaté normalist

nt=(0,...,—1,...,0) és n? = (0,...,+1,...,0).
Nagumo-tétele 2szerint elég megmutatnunk, hogy i = 1,2,...,n esetén
dl
- -1 S O, I € 3An1 U aAnQ,
dt |,_,

2Legyen C kompakt halmaz és tekintsiik a dx/dt=f(x) egyenletet. Ekkor C invarians,
ha minden y € 9C esetén az f(y) vektor tangencialis, vagy a halmazba mutat.

36



ahol n; = n}, ha I; = 0 és n; = n?, ha I; = ¢;. Vizsgaljuk meg a két esetet!

dr -
(E 7711) = ijicilj <0,
t=0 j=1

df
dt |,_,

Tehat minden megoldas ami dA,,; U OA,2-bdl indul az A,,-n beliil marad. [

tovabba

A lemma garantélja, hogy a fertézdek szama az egyes csoportokban nem
lehet negativ, vagy nagyobb, mint a teljes csoport mérete.

8.2. Definico Jelolje G; az 1. csoport eqyéneinek halmazdt i = 1,2,...,n
Azt mondjuk, hogy G; megfertézi G-t akkor és csak akkor, ha k;; > 0. El-
lenkezd esetben G; nem fertézi meg Gj-t.

8.3. Definicod Jeldlje G a populdcio dsszes egyedének halmazdt, azaz G =

"G, Azt mondjuk, hogy G dsszefiiggd, ha {1,2,...,n} minden megfeleld
S részhalmazdra, (azaz S nemires, és a komplementere S' sem iires) létezik
ieSésjel, hogy ki; # 0.

Mostantol feltessziik, hogy G Osszefiiggs. Hiszen ha nem az, akkor az egyes
Osszefligg komponenseket kiilon vizsgaljuk.

8.4. Lemma Legyen I = I(t) megolddsa a (28) rendszernek és tegyiik fel,
hogy 1(0) # 0. Ekkor I(t) nem lehet A,, hatdrdn barmilyen pozitiv iddinter-
vallum esetén.
Bizonyitas. Legyen
Tegyiik fel, hogy I;(t) = ¢;, t € [to,t1] valamilyen i-re. Ekkor
df
= =0, t€ [t 1],
dt o, 1

tovabba a (28) figyelembevételével

dI
0= =i iCi T Z kacz Z kacz R t07 tl]

azaz —\;c; = 0, ami ellentmondas, hiszen a szorzatot alkoté mindkét meny-
nyiség pozitiv. Ebbdl kovetkezik, hogy I; nem lehet azonosan ¢; véges idGin-
tervallum alatt.

Tegyiik fel, hogy I;(t) = 0 t € [to, t1] valamilyen i-re. Legyen
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S={i|I,(t) =0, t € [to,t1]} 65 S' = {1,2,...,n} — S.

Mivel I(t) # 0, igy S’ nem {ires és mivel i € S valamilyen i értékre, igy S
sem iires. Tehat létezik [ € S, és h € S" hogy ky; # 0 (mivel G 6sszefiiggd).
Ebbdl kovetkezik. hogy dI;/dt # 0 és létezik T € [to, 1], ahol I,,(T) # 0, igy

dy

0= ——
dt

= Z kjl[j (T)Cl.
j=1

t=T
De kjl; > 0 minden j = 1,2,...,n esetén, igy

dl;

- > kI (T 0
1 > kpln(T) > 0,

t=T

ami nyilvanvaléan ellentmond a fenti egyenl@ségnek. Tehéat S-nek iiresnek
kell lenni, tovabba olyan I; nem létezhet, mely azonosan nullava valik egy
idGintervallum alatt. [

8.5. Megjegyzés A fenti lemma bizonyitdisa n = 2 esetén éppen az 5.2
fejezetben targyalt invariancidrol szolo bizonyitdst adja.

A fenti lemma azt mutatja, hogy nem lehet olyan csoport, aminek pozitiv
idGintervallum alatt minden egyede fert6z6vé valik, tovabbé olyan sem lehet,
melynek minden egyede fert&zéstl mentessé valik, hacsaknem 7(0) = 0, azaz
t = 0 esetén minden csoportban az Osszes egyén fogékony.

A tovabbiakban vizsgéljuk meg a megoldasok aszimptotikus viselkedését!
Tudjuk, hogy az I = 0 egy konstans megoldas. Mutassuk meg, hogy vagy a
trivialis I = 0 globalisan aszimptotikus stabilis megoldésa a rendszernek A,,-
en, vagy ha ez az eset nem all fenn, akkor 1étezik egy mésik megoldas, melyet
jeloljon r. Ekkor I = r globalisan aszimptotikusan stabilis A,, — {0}-n.
Legyen I = (]1,]2, . ,[n>T és A = Q5,4 ahol Q5 = ]Cj,;Ci, ha 1 7& ] és ;i =
kiic;— \i, tovabba N (1) legyen egy oszlopvektor,a kovetkezé komponensekkel:

- i kji ;I
j=1

Akkor a (28) rendszer a kévetkezd alakban irhato

I
= = AL+ N(D). (29)

Jelolje s(A) = maxj<;<, Re oy, ahol o; i = 1,2,...,n jeloli az A métrix
sajatértékeit.
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8.6. Tétel [5] A (29) rendszer esetén 2 lehetdség van:

1. s(A) <0 esetén I =0 globdlisan aszimptotikusan stabilis A,-en

2. s(A) > 0 esetén létezik konstans r € A, — {0} megoldds. Ekkor r
globdlisan aszimptotikusan stabilis A,, — {0}-en.

A tétel azt mutatja, hogy a jarvany vagy megsziinik, vagy ha ez nem igaz
és a fertéz6ek szama legalabb egy részpopulacié esetén nem nulla, akkor a
jarvany népbetegség lesz, s6t a fert6zdek és a fogékonyak szdma minden cso-
portban egy nem nulla konstanshoz fog tartani.

A 8.6 tétel bizonyitasahoz ismertetiink egy tételt, mely garantélja bizonyos
autonom rendszerek konstans megoldésanak 1étezését.

8.7. Tétel Tekintsik a dl

E:AI—I—N(I) (30)
rendszert, ahol A € R™™ mdtriz és N(I) folytonosan differencidlhats D C R"

tartomdnyon. Tegyik fel, hogy

1. C C D kompakt konvex halmaz pozitivan invaridins a (30) rendszer
tekintetében és 0 € C

2. impo [[N(DII/[H]] =0

3. létezik r > 0 és w sajdtvektora AT -nek, hogy (w - I) > r||I|| minden
I € C esetén

4. (w-N(I)) <0 minden I € C esetén

5. Az I = 0 a legnagyobb pozitivan invaridns halmaz, amit o H = {€
Clw - N(I) = 0} magdban foglal.

Ekkor vagy I = 0 globdlisan aszimptotikus C-n, vagy minden Iy € C —
{0} esetén (30) minden (t, Iy) megolddsdra liminf, . ||¢(t, Lo|| > m, ahol
m > 0 figgetlen Iy-tol, tovabba (30) rendszernek létezik I = r, r € C' — {0}
konstans megolddsa.

A tovabbiakban néhéany matrixokkal kapcsolatos eredményt ismertetiink, hogy
alkalmazhassuk a 8.7 tételt a 8.6 tétel bizonyitasara.

Adott A € R™ = (a);; matrix irreducibilis, ha minden lehetséges S C
{1,2,...,n} részhalmaz esetén létezik i € S és j € ' = {1,2,...,n} — S,
hogy a;; # 0. Ha «; az A matrix sajatértékei, akkor p(A) = max; |a;| az A
spektralsugara. Az A matrix nem-negativ (A > 0) akkor és csak akkor, ha
a;; > 0 minden 7 és j esetén.
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8.8. Tétel (Perron|7] és Frobenius[8]) Legyen A nem-negativ, irreducibilis
nxn-es mdtrix. Ekkor

1. Létezik A-nak pozitiv sajatértéke, mely éppen A spektrdl sugardval eqyenld.
2. p(A)-hoz létezik w pozitiv sajdtvektor.

3. p(A) egyszeres sajdtértéke A-nak.

8.9. Kovetkezmény Legyen A irreducubulis nxn-es mdtriz és tegyik fel,
hogy a;; > 0, ha i # j. Ekkor létezik w pozitiv sajatértéke A-nak, mely
s(A) = max Req; sajdtértékhez tartozik.

Még egy ismert eredményre sziikségiink van a 8.6 tétel bizonyitasahoz.

8.10. Tétel Tegyiik fel, hogy 2 kompakt halmaz pozitivan invaridns a (30)
rendszer tekintetében, tovabbd létezik olyan V : 1 — R figguény, melynek
elsérendd parcidlis derivdltjai folytonosak és V'(I) < 0 Q-ban. Legyen E =
{I e QV'(I) =0} és jeldlje M a legnagyobb invaridins halmazt E-ben. Ekkor
a (30) minden Q-bdl indulé megolddsa M -hez tart, midén t tart a végtelenhez.

Megjegyezziik, hogy ha V' (I) folytonos, akkor a 8.10 tétel igaz marad, ha
V't V(’l)—vel helyettesitjiik, ahol

V(I(t+h)) =Vt
Vi = limsup (I(t +h) = V)
h—0+ h

A 8.6 tétel bizonyitasa:

A 8.7 tétel 1. feltétele teljesiil C' = A,, megvélasztassal. Vilagos, hogy a
2. és a 4. feltétel telesiil. A 3. feltételhez megjegyezziik, hogy A irreducibilis
akkor és csak akkor, ha A az. Legyen w = (wy, ..., w,) az AT azon sajatvek-
tora, melyet a 8.9 kovetkezmény ad. Jelolje wy = min; w; >0. Ekkor I € A,

esetén 12
(wI)ZwOZIZZw()(ZIf) .

Kovetkeztetésképpen
(w-I)=r|I]]

minden I € A, esetén, ahol r = wy. Az 5. feltétel ellenérzéséhez legyen
H={I € A[(w-N(I))=0}. Ha I € H, akkor > 7, kji[;l;w; = 0, minden
1 = 1,2,...,n esetén, de mivel az Osszeghen minden tag nem-negativ, igy
k;il;I; = 0 minden ¢, j esetén. Tegyiik fel, hogy I # 0, azaz létezik h, melyre
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I, # 0. Ekkor ky;I; = 0 minden ¢ esetén. Mivel G Osszefiiggs, igy létezik m,
melyre kyp,,, # 0, tehat I,, = 0. Ezért ha I € H, akkor I € 0A,,. A 8.4 lemma
miatt az egyetlen invarians halmaz ami H-ban van az I = 0, igy az 5. feltétel
is teljesiil.

Tehat a 8.7 minden feltétele teljestil a = s(A) esetén. Ekkor vagy s(A) <0
¢és az I = 0 globalisan aszimptotikusan stabilis A,-n, vagy s(A) > 0 és létezik
I =r € A, — {0} konstans megoldasa a rendszernek. Bebizonyitjuk, hogy
I = r globélisan aszimptotikusan stabilis A,, — {0}-n.

El6szor bebizonyitjuk, hogy s(A) > 0 esetén csak I = 0 és I = r konstans
megoldasok vannak A,-en. Tegyiik fel, hogy I = r és I = h két konstans
megoldéasa (29)-nek, tovabba r # 0 # h. Ha r # h, akkor létezik i, hogy
r; # h;. Feltehetjiik, hogy hy > ry, s6t azt is, hogy hy/ry > h;/r;. Mivel h és
r konstans megoldasok,

0= —)\1h1 -+ (Cl — hl) Z kjlhj = —)\17’1 + (Cl - Tl) Z kjlrja (31)

j=1 j=1

igy

n , n
0= —)\17’1 -+ (Cl — hl) Z kjlhjh_l = —)\17”1 + (Cl — 7’1) Z kjlrj. (32>
1

j=1 j=1

Mivel (hi/hl)rl <hjéscy—hi <c — r1, igy

r n
(cr =)y kﬂhjh—ll <(er—m) Y knrj. (33)
j=1 J=1

Ez ellentmondas, tehét a (29) rendszernek csak egyetlen konstans megoldéasa
van, [ = (ry,...,r,) a A, — {0}-n.
Vizsgéljuk meg a megoldéasok aszimptotikus viselkedését! Ehhez definidljuk
a kovetkezd fiiggvényeket
I;
M : A, — R, M(I)=max;—,

illetve I
m: A, — R, m(I) = min;—.
r:

Ekkor M(I) és m(I) folytonosak, tovabba mindkét fiiggvénynek léteznek a
jobboldali derivaltjai a megoldasok mentén.

Ha I = I(t) a (29) megoldésa, akkor sziikség esetén a koordinaték atrendezése
utan feltehetjiik, hogy adott ¢, és megfelelGen kis € > 0 esetén

_ L)

(A1

M(I(1))

, t € {to,to—i‘d.
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Ekkor )
Ii(to)

r

M'(I(ty)) = , t € [to,to + €.

A (28) alak figyelembe vételével kapjuk, hogy

I;(to)
Il (to)

1 .

]i(t0> = —AlTl + [Cl — ]l(tO)] En kjl
I1(to) =
Ekkor M (1(ty)) > 1 esetén

I1(to)
" I (to)

< —)\17"1 -+ [Cl — 7“1] Z kfjirj = 07

j=1
és mivel 1 > 0 és I1(to) > 0, igy I](to) < 0. Kovetkeztetésképpen ha
M(I(ty)) > 1, akkor

MY, (I(ty)) = lim sup 20 1) = MUI{Ho))

< 0.
h—0+ h

Hasonloan bizonyithat6, hogy ha M(I(t)) = 1, akkor my; (I(to)) < 0.
Ha m(I(to)) < 1, akkor my, (I(t)) > 0, tovdbba m(I(ty)) = 1 esetén
m’(l)([(to)) > 0.

Jelolje

V(I) =max{M(I) — 1,0}, W(I) = max{1l —m(]),0}.

Ekkor V(1) és W(I) nem-negativak és folytonosak I € A, esetén. Megje-
gyezzik, hogy V{(I) <0, illetve W{(I) < 0. Legyen

Hy = {I € A,|V(I) = 0}, Hyw = {I € A,|W[,(I) = 0}.

Ekkor

A 8.10 tétel felhasznélasaval kapjuk, hogy a (29) rendszer minden megoldésa
ami A,-en indul, az H, N Hy— hez tart és H, N Hy = {k} U {0}. De ha
I(t) # 0, akkor a 8.7 tételbdl tudjuk, hogy liminf;oo||I(t)|]] > m > 0.
Kovetkeztetésképpen a (29) rendszer minden /(t) megoldaséra, amire 1(0) €
A, —{0} igaz, hogy lim;_,,, = r. Megmutathato, hogy I = r stabilis megoldas
Ay-en, igy I = r globalisan aszimptotikusan stabilis A,, — {0}-n.
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OSSZEFOGLALAS

Dolgozatunkban kiilénb6z6 jarvanyterjedési modelleket vizsgaltunk meg. A
jol ismert STR modellbdl kiindulva bevezettiikk az S1.S modellt homogén
populacié esetén, azaz elGszor azt tettiik fel, hogy az SITR modell esetén
nincs retiralt osztély, aki egyszer megfert6z6dott, az gydgyuldsa utén djra fer-
t6zhetové valik és barki barkinek atadhatja a betegséget. Ezen modell segit-
ségével irhato le példaul az influenza terjedése. Utana azt az esetet vizsgal-
tuk, amikor kétfajta ember létezik, és nem mindenki fertézhet meg mindenkit,
és nem is azonos valoszintiséggel. Ezen modell segitségével irhato le példaul
a Gonorrhea terjedése. Végezetiil bevezettiik ezen modellek altatlanositasat,
amikor a populacié inhomogén, melyet feltételezéseink szerint n darab ho-
mogén részpopulacié alkot. A folytonos matematikai modellek Otletet ad-
tak, kozvetlen diszkretizacidojuk segitségével kiilonboz6 diszkrét matematikai
modelleket épitettiink fel. Dolgozatunkban megadtuk azokat a feltételeket,
amelyek mellett a diszkrét modellek kvalitativ moédon tiikrézik az eredeti
(biologiai, jarvanyterjedési) modellek legfontosabb kvalitativ tulajdonséagait.
Eredményeinket szamitogépes kisérletekkel illusztraltuk és tdmasztottuk ala.
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