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Bevezetés

Taléan a legismertebb frakcionalis folyamat a frakcionalis Brown-mozgéas, amely
az egyik alapkovét képezi ennek a diplomamunkanak. A frakcionélis Brown-
mozgés egyik jellegzetes tulajdonsaga, hogy rendelkezik egy Hust paraméterrel
(H). Ezt H. E. Hurst brit hidrologusrol neveztek el, aki 1951-ben a Nilus viz-
szintingadozasit vizsgalta. A megfigyelések alapjan a H paramétert tgy interp-
retéalta, hogy jellemezni tudja az ingadozas mértékének irregularitasat. ([1])

A H Hurst egyiitthato 0 és 1 kozotti, és H = 0,5 azoknal a folyamatoknél,
amelyeknek fliggetlen a noévekményiik. A H paraméter becslésére alkotta meg
az R/S analizist, amellyel a H = 0,91 értéket kapta meg a Nilus vizszintingado-
zasara. Ebbdl arra lehet kdvetkezni, hogy a folyamat névekményei kozt pozitiv
korrelacié all fenn, azaz egy aradas utan nagyobb eséllyel kovetkezik be még
egy. A vizszintingadozason kiviil alkalmazzak még hidrologidban a hémérséklet
és az aramlas nagysaganak modellezésére is.

Frakciondlis folyamatoknél a frakcionélis elnevezés arra utal, hogy a fo-
lyamatok trajektoriai tortrendid dimenziéval rendelkeznek. Tortrendd dimen-
zi6 alatt Hausdorff-dimenziot értiink, ami a frakcionélis Brown-mozgas eseté-
ben 1 valdszintiséggel egyenls 2 — H-val.(|2]) Ez Osszefiiggésben all a Holder-
folytonossiggal. Mivel 0 < H < 1, ezért 1 < 2 — H < 2, tehit a folyamat
trajektoridira gondolhatunk dgy, mint egy 1 és 2 dimenzié kozotti objektumra.
A Kklasszikus Brown-mozgas Hausdorff-dimenzi6ja 1,5.

A Hausdorff-dimenzi6 a fraktélok témakorében hasznélatos, a frakcionalis
tulajdonsag miatt. Ahogy a fraktalok témakorénél, itt is elGkeriil Mandelbrot
neve, ugyanis egy Van Mess-szel k6zos publikiciéjadban megkonstrualtak egy

Az 6nhasonléségi tulajdonsaghoz kapcsolodik a hosszia emlékezetii folyama-
tok témakdre is. A késGbbiekben kimondjuk, hogy a frakcionalis Brown-mozgas
hosszt emlékezetd. Ez a tulajdonsag gyakran el6fordul makrodkonémiai és pénz-
tigyi folyamatok modellezésénél.([3]) Pénziigyi folyamatok modellezésére alkal-
mas lehet még a kevert frakcionélis Brown-mozgas is, ami tovabb altalanositja
a frakcionalis Brown-mozgas fogalmat.([4])

Az Ornstein-Uhlenbeck folyamatot széles korben alkalmazzik a pénziigyi
folyamatok modellezésére. Ha ezt tovabb altalanositjuk frakcionalis Ornstein-
Uhlenbeck folyamatta, akkor a folyamat hosszia emlékezetiivé valik, és ezzel més
korben is alkalmazhatova vélik. Tovabba zajnak tekinthetjik a kevert frakciona-
lis Brown-mozgast is, ekkor megkapjuk a kevert frakcionalis Ornstein-Uhlenbeck
folyamatot.

A dolgozat soran ismertnek tekintem a sztochasztikus folyamatok alapfogal-
mait, példaul a stacionaritas fogalméat és a Brown-mozgas tulajdonsagait.



A dolgozat els6 fejezetében ismertetem a szakdolgozatban felhasznalt szto-
chasztikus folyamatok definicigjat és alaptulajdonsagait. Itt keriil el6 a Brown-
mozgas két altalanositasa, a frakcionélis Brown-mozgas, illetve a kevert frak-
cionalis Brown-mozgas (abraknal az fBM, illetve kfBM roviditéssel jelolve).
Mindkettd folyamatnal vizsgaltam, hogy az éltalanositas kévetkeztében milyen
tulajdonsagaik moédosulnak a klasszikus Brown-mozgashoz képest. Itt szerepel-
nek olyan eredmények is, amelyekre késébb még hivatkozok.

A fejezet masodik részében ismertetem a klasszikus Ornstein-Uhlenbeck fo-
lyamatot és tulajdonsagait, majd ennek tiikrében vizsgalom a frakcionélis (jel6-
lés: fOU), illetve a kevert frakcionalis Ornstein-Uhlenbeck folyamatokat (jelolés:
mfOU). A frakcionalis Ornstein-Uhlenbeck folyamatrol szl részben szerepel a
kovariancia fiiggvényével kapcsolatos szamitasom, amely a szimulacidim elkészi-
téséhez sziikséges.

A maésodik fejezetben leirtam, hogy hogyan készitettem el a szimulécidimat
és az dbraimat. Ezen kiviil kiilonb6z§ probakat hajtottam végre azzal kapcsolat-
ban, hogy a sajat munkam, illetve egy programcsomag altal generélt folyamat
tekinthet6-e statisztikailag azonosnak.

A harmadik és egyben legutolso fejezetben az els6 fejezetben targyalt folya-
matok paraméterbecsléseirdl esik sz6. ElGszor az m € Rt paraméter becslésére
keriil sor az n, = X; + m folyamat alapjan, ahol (X;);>o egy folytonos trajek-
toriaju, centralt, Gauss-folyamat. A diszkrét esetben az elkészitett szimulaciok
egylitthatoi alapjin szeretnék sejtést megfogalmazni a folytonos esetre, majd
kiszamoljuk a klasszikus Ornstein-Uhlenbeck folyamat esetben a becslést.

Folytonos esetben ismertetek egy modszert, egy eredményt, illetve a hozza
tart6zé szdmolast az Ornstein-Uhlenbeck folyamat esetén, majd ezt megpro-
baltam &ltalanositani frakcionalis Ornstein-Uhlenbeck folyamat esetére. A szé-
mitasok viszont azt mutatjék, hogy teljesen ugyantgy nem lehet alkalmazni a
modszert.

A diffuzios paraméter (o) esetén szintén elGszor a diszkrét esetet vizsgaltam,
majd attériink a folytonosra. A folytonos eset targyaldsa tartalmaz egy sajat
eredményt, ami a frakcionalis Ornstein-Uhlenbeck folyamatok névekményeinek
konvergencidjat vizsgalja.

A legutolso fejezetrészben pedig egy kozismert becslési modszert mutatok be
a diffuzios (o) és a drift (0) paraméterre, folytonos id6paraméter esetén.

A dolgozatban szerepld Osszes abra, a hozza tartd szimulécio és statisztikai
préoba 6néllé munka, illetve minden, méar kordbban belatott eredménynél kozolt
szamitasok is a sajatjaim.



1. fejezet

Frakcionalis folyamatok

1.1. Frakcionalis Brown-mozgas

A frakciondlis Brown-mozgas a Brown-mozgés altalanositasa, elgszor Kol-
mogorov vizsgalta 1940-ben Hilbert tereken beliil, majd 1968-ban Mandelbrot
és Van Ness konstrualta meg. Definicidja a kovetkezs:

1.1.1. Definicié. Adott (2, A, P) valdsziniségi mértéktéren B sztochasztikus
folyamatot frakciondlis Brown-mozgdsnak([5]) nevezzik H € (0;1] Hurst para-

amelynek kovariancia fiiggvénye t,s € RT esetén
1
cov(By", By) = o (It + [s|* = |t = 5[*") .

Ha 0 < H < 0,5, akkor a folyamat két diszjunkt intervallumra vonatkozé
novekményeinek kovariancidja negativ, 0,5 < H < 1 esetén pedig pozitiv. A
H = 0,5 esetben visszakapjuk a klasszikus Brown-mozgéast. Tehat a H para-
méterrel vald altalanositassal a ndvekmények fiiggetlenségének tulajdonsaga is
modosult.

Belathato ra az énhasonlosagi tulajdonsag, azaz minden a > 0-ra (a’! Bﬁa)teR
eloszlésban egyenls a (Bf)icr folyamattal. Jeloléssel:

d
(@™ Bfj,) = (B{).
Ugyanis
E(a"Bf],) = a"E(B]],) = 0,

tehat ez a folyamat is centralt, tovabba

a2H
T2

Mivel Gauss-folyamatokrél beszéliink, ezért ezzel belattuk az eloszlasbeli egyen-
16séget. Ebbgl mar kiévetkezik, hogy a folyamat 0-bdl indul, ugyanis minden
a-ra

cov (aHBga, aHBga> = a?Hcov (Bga, Bga) =

2H
s |2H

t

a

t s

a a

a

2H 1
) — 5 (‘t|2H + ‘S‘QH _ |t _ S‘ZH) .

Hd H pH _ H pH
BU =a 'Bo/a—a '.BO7



igy 1 valoszintiséggel igaz, hogy Bl = 0.
Ezen kiviil a kovariancia fiiggvény alapjan kiszdmithat6, hogy a névekmé-

S d L 1
nyek stacionériusak, azaz Bff — BY = BH . Ugyanis mindkét oldalon normalis
eloszlasi valdszintségi valtozd van, amelynek a varhato értéke 0, és

E((B{' - B{")?) = E((B/)*) + E((B{")?) — 2E(B{'B]") =
L (e T e P T g

ami megegyezik B _ szordsnégyzetével.

Egy késtbbi fejezetben hasznalni fogjuk a kovetkezs tételt([6]):
1.1.1. Tétel. Legyenek p,q > 0 konstansok, (BE) a frakciondlis Brown-mozgds
a [0,1]-en, n € N, A?Bf = Bﬁn*Bg—n/n: haj=1,...,n. Ekkor ha n — oo,
a konvergencidt L'-ben értve:

o P17 |AFBHP — E(IB{'P);

o nPH—1-q Z?Zl |A;PBH|1’ — 0;

o nPH—l+a E;’:l \A?BHV’ — 00.

Belathato még ([5]), hogy minden h € R-re és 0 < t < s-re

t2n 2n—1
2n)! < [] (2# - k)> s

k=0

cov(BtH,Bit - By = Z
n=1
Ebbdl kovetkezik, hogy H € (%, 1}—re

Z cov (BtH, B{rIL+1)t — Bft) = 00,
n=0

azaz a (B[}, ), — Bi)nio folyamat hosszii emlékezet(.

Leszamitva a klasszikus Brown-mozgas és a H = 1 esetét, nem Markov-
folyamat és nem is szemimartingal ([6]), igy példaul nem alkalmazhato6 ra koz-
vetleniil az Ito-kalkulus. Ez kiilondsen nehézzé teszi a folyamat elemzését.

Mandelbrot és Van Ness([7]) a frakcionalis Brown-mozgast konstruktivabban
definialta, ha H € (0,1):

BHE = ¢y - / loci - (t—8)H7Y2 — 1o - (—s) 240,
R

ahol ¢y a normalizal6 konstans, W pedig a kétoldali Brown-mozgas. Ha H = 1,
akkor a frakcionalis Brown-mozgés megkonstrudlhaté, mint B} = t£ minden
t € R-re, ahol ¢ egy standard normaélis valésziniiségi valtozo.

Malliavin-kalkulus segitségével belathato([8]), hogy 0 < H < 3/4 paraméter
esetén létezik alkalmas oy > 0 paraméter, hogy

n

2 d
NG 1;1 ((Blﬁil - Bi) — 1) — N(0,1),

ha n — co. Hasonloan, ha H = 3/4, akkor

mi ((BEH —35)2 - 1> 4, N(0,1).



1.2. Kevert frakcionalis Brown-mozgas

1.2.1. Definici6é. Kevert frakciondlis Brown-mozgds([4])([6]) alatt azt értjiik,

mozgdsnak €és eqy tdle fiiggetlen B Brown-mozgdsnak. Tehdt
ME :=a-BE +b- By,
ahol t € RY, a és b egyszerre nem 0-k.

Ez a definici6 kiilonb6zs cikkekben eltérhet. Néhol csak az b = 1([6]) vagy a
H € [0, 5;1]([4]) esetet nézik. Mashol akar két frakciondlis Brown-mozgés linearis
kombinéaci6jat is kevert frakcionalis Brown-mozgésnak definidljak, de mi ettél
az esettdl eltekintiink.

Ez szintén centralt, folytonos trajektoriaju folyamat, hiszen két ilyen folya-
mat linearis kombinacidja. Egy kevert frakciondlis Brown-mozgas kovariancia
fliggvénye visszavezethetG a frakciondlis és a klasszikus Brown-mozgas kovari-
ancia fiiggvényére, hiszen a fiiggetlenség miatt

cov(MH , M) = a? - cov(B, B + v* - cov(By, B,) =

2
= % (P 4 (8P = [t — ) + b2 - min(t, 5).
ahol t,s € RT. Ekkor a szérasnégyzete:
2
D2(M}) = % UEPH b2t =a? - [t2H 4+ b2t

A kovetkez6 abran egy altalam készitett szimulacié lathatd, a szimulacio
készitésérdl leiras a Folyamatok szimuldcidja fejezetben talalhato.

00

=05

0o 02 04 06 08 10

1.1. abra. Egy kevert frakconélis BM (a =1 =1b, H = 0,75 és n = 500)

A frakcionélis Brown-mozgéshoz hasonloan, a kevert frakcionélis Brown-
mozgasnak is stacionariusak a névekményei, azaz MH — MH £ MH . Ugyanis
mindkettének a varhat6 értéke 0, illetve

E ((MtH - MSH)Q) =E ((an’ —aB" +bB, — bBS)Q) _
= a®E (B! = BI')’) + 0%E ((B, — B,)?) +2abE ((B{' - BI') (B, - B,)) =

=a?|t— s/ + 02t —s)+0=a?|t —s*" +b3(t —s),



ami megegyezik az M?
néal ennyi elegendd.
Teljesiil erre a folyamatra is egy onhasonlésagi tulajdonsig, azonban az a
és b paraméterek modosulnak, ezért be kell vezetni az M/ (a,b) jeldlést a a,
b és H paraméteres kevert frakcionélis Brown-mozgasra. Ekkor fix A > 0-ra

MH (a,b) £ MH (a|h|H  by/h). Ugyanis:

s szorasnégyzetével, és normalis valoszintiségi valtozok-

- (|ht)P" + |hs]?" — |ht — hs|*M) 4+ b® - min(ht, hs) =

N = po| =

B[ (P 52— |t = s27) 4 b%h - min(t, 5) =
=B (M (alnl™  b5/R) - ML (al 1] V) )

Hasonloan a frakcionéalis esethez, belathato a kovetkezd tétel([9]):

1.2.1. Tétel. Minden H € (0, %) U (%, 1), a € R\ {0} és b e R paraméterekre
MM nem Markov-folyamat.

Nlletve igaz az is (a # 0) esetben, hogy a névekmények korrelacioja ugyanolyan
strukturat kovet, mint a frakcionalisnal. Azaz ha 0 < H < 0,5, akkor a folyamat
két diszjunkt intervallumra vonatkozd névekményeinek kovariancidja negativ,
0,5 < H <1 esetén pedig pozitiv, H = 0,5 esetén pedig korrelalatlan. ([9])
Erdemes vizsgalni még a szemimartingalsag kérdését is. Az onhasonlosagi
tulajdonsag miatt elég a [0, 1]-en megfigyelni a folyamatot. Jelen esetben csak a
b =1 esetet vizsgaljuk.([6])
1.2.2. Tétel. Minden H € (0, %) U (%, %] esetén (MtH(a,l))te[O’l] folyamat
nem lehet gyenge szemimartingdl. Ha H = %, akkor eqy Brown-mozgds v/1 + a?-
szeresével ekvivalens. Ha H € (%, 1], akkor ekvivalens eqy Brown-mozgdssal.

1.3. Klasszikus Ornstein-Uhlenbeck folyamat

Klasszikus értelemben akkor beszéliink Ornstein-Uhlenbeck folyamatrol([5],
[10]), ha az (X;):>o kielégiti a kovetkezd sztochasztikus differencidlegyenletet:

t
thf—i—ﬂ-/Xsds—i—a-Bt7 (1.1)
0

ahol # < 0 és o0 > 0 paraméter, B; egy standard Brown-mozgas, £ € L°()
pedig a kezdgérték. A fenti egyenletnek létezik egyértelmt, erds megoldasat > 0

esetén: .

Xf:em-ﬁ—i—a-/ =g, .

Leellenérizhets Ito-formuléval, hogy ez tényleg megoldédsa a fenti egyenlet-
nek. Legyen f(t,z) = x-exp(—0t), ekkor 0, f(t,z) = —0x -exp(—0t), 0, f(t,z) =
exp(—0t) és 02 f(t,z) = 0. Hasznélva az Ito-formulét:

df (t, X1) = Ouf (t, x)dt + Op f(t,2)d X, = —0X,e dt + e d X, =
= —0Xe dt + e~ "9X,dt + o ""dB, = oe "' dB,.



Azaz megkaptuk, hogy
t
X, %% =X, + 0/ e "dB,.
Ez egy 1 valoszintiséggel folytonos Gauss-folyamat, ami egyben Markov-
folyamat is. Vizsgaljuk azt a folyamatot ¢ € R-n, hogy
t 0
X, =o- / /4B, amelynek Xy = o - / e "dB, (1.2)
a kezdgértéke.
Ez egy majdnem mindeniitt folytonos stacionarius Gauss-folyamat. Ekkor
teljesiil, hogy
X, — X =€ (Xg—€) =0, hat — oo,
tehat a végtelenben eltlinik a két folyamat kozotti kiilonbség. A tovabbiakban
végig Ornstein-Uhlenbeck folyamat alatt a stacionarius valtozatot kell érteni.
A kovariancia konnyen kiszamithat6, hasznalva az It6-izometriat. Feltéve,
hogy t > s, ekkor
t
cov(Xy, X) = cov <0’ . /

ee(t_")dBu,a / ee(s_")dBu> =

t s s
=E (0’2/ 4B, / 69(5_“)dBu) = 02/ /=W fls—u) gy —
s —20u S 2
— 52,0(+s) /_OO 020U gy, — 52000+s) | [6_20 ]_ _ 2(; Hlt—s).

Ha pedig t < s, akkor a kitevében 6(t — s) helyett (s — t) van. Osszefoglalva:

cov(X X)—12 lt—s| 1.3
ty s) — 29 € . ( . )

Mivel centralt Gauss-folyamatrél van szd, ezért ez mar meghatirozza az elosz-
last. A kovariancia fiiggvénybdl levezethetd, hogy (X;) ergodikus.

Diszkrét id6ben (X;) egy p-edrendi autoregressziv folyamat (jel. AR(p)), ha
kielégiti a kovetkezs egyenletet:

Xt = OllXt_l + O[2Xt_2 + ...+ Olet_p + O¢ - €,

ahol ¢, fiiggetlen értékd zaj, ay, o kostansok. A p = 1 esetben ennek a folytonos
véltozta az Ornstein-Uhlenbeck folyamat, ugyanis felosztva egy intervallumot
1/n részre diszkretizélva a folyamatot:

k

k . [7n
X () =o-e'n / e 95 dW, = (1.4)
n — 00

k

k—1
0 pk=t o [
=g-en e’ "/ eedeS—&—U-een/
— 00

-1
e % aw, = pX (kn) + e(k),

ahol p = exp(6/n) és mivel
k

P P k _gk
a-eez/ e dW, ~ o - Phe 0% (WE —W;H) :a(Wﬁ —kal),
k—1 n n n n

2

ezért e(k) ~ N(0, %)

n

10



1.4. Frakcionalis Orstein-Uhlenbeck

Frakcionalis Orstein-Uhlenbeck folyamatrol akkor beszéliink, ha az (|1.1)-
eshez hasonléan (X);>( kielégiti a kovetkezs egyenletet:

t
Xt:gw-/XSdHa-BtH. (1.5)
0

A paraméterezés megegyezik a klasszikus valtozattal, csak a zaj szerepét a B
frakcionélis Brown-mozgas veszi at. A jelolés cikkenként valtozhat, néhol a A =
—0 jelolést hasznaljdk, mashol mar a cikk elején felteszik, hogy H > 0,5. A
megoldas létezésével kapcsolatban a kovetkez6 tétel teljesiil: ([5])

1.4.1. Tétel. Legyen (By;)ier frakciondlis Brown-mozgis H € (0,1] Hurst-
paraméterrel és ¢ € L°(Q) kezddértékkel. Legyenek —oo < a < oo, o > 0 és
0 < 0 paraméterek. Ekkor m. m. w € Q-ra teljesiilnek a kévetkezdk:

o Minden t > a-ra f; e~ dBH létezik, mint egy Riemann-Stieljes integrdl

es

t t
/ e "dBH (w) = 7" B (w) — e7*BH (w) + 9/ B (w)e " du.

o Raigzitett a < t esetén at — fat e~ dBH (w) figgvény folytonos.

o Az egyértelmi, folytonos megolddsa az aldbbi egyenletnek t > 0-ra

y(t)zf—l—@-/o y(s)ds—l—a~BtH(w)

megadhatd olyan maddon, hogy

t
yt)=e" £ +o- / =B ().

— 00

Specidlisan, ha & = o - ffoo e~ dBH (W), akkor

y(t) =0 - / t W aBH (). (1.6)

o0

A megoldas Gauss-folyamat és abbol, hogy a frakcionalis Brown-mozgés no-
vekményei stacionariusak kovetkezik, hogy az (X[ )i>0 stacionarius folyamat.

Szimuléciot szerettem volna késziteni, amihez sziikségem volt a kovarian-
cia fliggvényre, aminek a meghatarozasédhoz a [5]-es cikkben talalhato tételbol
érdemes kiindulni.

1.4.2. Tétel. Legyen H € (O; %) U (%;1], f<0és—o0<a<b<c<d<oo.
Ekkor

b d
/ e fudBH . / e 9aBH
a C

b pd
E = H(2H — 1)/ / e 0ty — w22 dydu.
a c
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A fenti képlet a = —0o = ¢, b = 0 és d = t esetben lesz egyenls cov(XH , X )-val
(tovébba szorozni kell o2-tel)

cov(X¥, Xy =H(2H — 1) / / e 0 |y — w22 dudu,  (1.7)

amit elegendé meghatarozni a stacionaritds miatt. A jobb oldali képlet esetén
a problémat jelent, hogy H € (0;1], ezért (2H — 2) € (—2;0], és igy ha u = v,
akkor 0-t kellene venni egy nagyon kicsi negativ szamon, ami miatt szingularitas
keletkezik a fliggvényben. Emiatt az R-ben nem lehetett hasznalni azokat a kész
programokat, amik numerikusan szamitanak ki kett&s integralokat.

Igy tovabbi atalakitasokra volt sziikség. El6szor fel kell bontani X-t, mint

t t
XH = a-/ Ot wgpH — x . 0t +/0 Pt qpH

majd kiszdmitani E((X{)?)-t a fenti tétel alapjéan:
0 0
cov (X!, X¢') = B(X(')?) = 0% - E (/ rapt- [ oras ) B
—o0 —o0

0 0
H(2H — 1)/ / e 0 |t — P2 dtds =

Ekkor kétszer kell mértékcserét végrehajtani, elGszér v = 0t, majd v = 0s va-

lasztéssal:
o?H(2H — 1) —u=0s | = _
oy [ /

2H—
_ 2 (utv
=0“H(2 62// +v)

ahol az utols6 lépésben felhasznaltam a [II]-es cikk 5.1 lemmajat, azonban ez
csak H €]0, 5; 1[-re érvényes. Azaz

cov(X{ X{T) = B((XJ)?) = o® - H -T(2H) - (~6) ",

duds =

2H-2
5

— o e = o2 HT(2H)(—0)2H,

Igy megkaptuk azt az eredményt, hogy:
t 0

cov(XH, X)) = 6> HT(2H)-(—0) 2H . +E ( / e—"(“—t)dBf/ e‘e”dBf> .
0 —o00

A tovabbi szamitasokhoz felhasznaltam a fenti tételt, és bevezettem a u—v =
x 4j valtozot (igy elhagyhatod az abszolatérték).

t 0
E <0_2/ —Q(u—t)dBH / —QUdBi-I) _

=H(2H - 1) / / —0CuH) gy — P2 dydy =

= H(2H — 1) / / 0Qu=a)| _ 2212 dpduy =

H(2H—1 2 9t/ / 0w 2H 2dmdu—

12



Felcserélve az integralds sorrendjét, kiintegralhatéd a szorzat u-tol fiiggd része.

[e%} T At
=H(2H —-1)-0%-¢° / e 2~ 2/ e 2 dudr =
20,7 ENE
H(2H—1 9/ ex 2H 2 67 dr =
~20 |,

1 t
=H(2H —1)-0%- eet—e/ 9?2 (7292 _ 1) da+

+H(2H— 1) .0_2 29/ GI 2H 2 72915 l)dl' —
- H _ bz
—(2H -1)-0%- "t/ et e 2?2 dr+

_H -0t _ 0t 0
+T(2H —1)-0%: %/ %P H =2y =
t

—H t 00
—R2H-1) 0 [eet/ sinh(—0x)z*H ~2dx 4 sinh(fﬂt)/ eemxw{zdx] .
0 t

Ezek utan az alabbi formuldhoz lehet jutni, Gsszerakva a két fenti részered-
ményt:

cov( X, X = 0% H[T(2H) - (—0) 27 - e+

2H — 1 !
I et / sinh(—0z) - 27~ 2da+
- 0

2H; ! - sinh(—0t) / eeerHZdz] . (1.8)
- t

A formulébdl lathato, hogy miért sziikséges, hogy 6 < 0, hiszen akkor a ma-
sodik integral nem lenne véges, illetve nem lehetne 6-val osztani. Magyaréazatot
ad arra a feltételre is hogy H > 0,5, ugyanis a szamitashoz felhasznéltam ezt a

a frak(:lonahs Ornstein-Uhlenbeck folyamatnak.

. Wﬂ/\v\,r\\ “\ﬂ o r\/’ﬂ\‘&/\,

oa s 1 /mf / \"»\‘1A
VL\ [/ \Mvr\ " 0i 1 w\ / fmkfwx |
™ \\,rj " ¥ i m/ il //
02l \ / [/VV\W \/ Wy\/\,
\ ] /
a8 v /
(a) 500 elemii mintara (b) 1000 elemd mintara

1.2. dbra. A frakcionalis Ornstein-Uhlenbeck folyamat 6 = —1 és 0 = 1 esetben

A frakcionalis Brown-mozgés hosszt emlékezett, és ez atoroklédik a frakei-
onélis Ornstein-Uhlenbeck folyamatra is. Ugyanis:

13



1.4.3. Tétel. Legyen H € (0; %) U (%, 1} és N =1,2,.... Ekkor fix t € R-re és
s — 00 esetén

2 N 2n—1

o —om, Com o

cov(X{T, X{1) =5 D _(=0)7" <H (2H—k)> $2H-2n | O(s2H-2n-2),
n=1 k=0

Ebbél kévetkezik, hogy (X{7) ergodikus és hosszti emlékezetii, ha H € (3;1].[]

1.5. Kevert frakcionalis Ornstein-Uhlenbeck

Kevert frakcionalis Ornstein-Uhlenbeck folyamatrél, akkor beszéliink, ha az
(1.1)-eshez és a (|1.5)-ashoz hasonloan a folyamat kielégiti a kovetkezs egyenletet
t > 0 esetén:

t
Xt:§+9-/XSds+o-MtH. (1.9)
0

Ennek a stacionéarius megoldésa is ismert, az elz&ekhez hasonloéan
t
ZH =¢. / =gt
— 00

A kovarianciafiiggvény is meghatarozhato a (|1.3)-es és a (|1.7)-es alapjan, hiszen
dMM = qa-dBX +b-dB,, majd felhasznalva a fiiggetlenséget kivetkezik, hogy
ZH =a- XH +b- X;. Ekkor:

cov(ZH, Z7) = a? - cov(XF, X)) + b - cov(Xy, X,) =

0 [t—s| _0.2
— a2H(2H _ 1) / / e—9(u+v)|v _ u|2H_2dvdu + b2 . 769“_3'.
—o00 J—o0 260

Tehat a fenti kovariancia fliggvénybdl is latszik, hogy ez is stacionarius fo-
lyamat. Tovabba folytonos Gauss-folyamat, mert két folytonos Gauss-folyamat
linearis kombinacioja.

0.0 02 04 06 08 10

1.3. abra. Kevert frakcionalis Ornstein-Uhlenbeck folyamat szimulacioja
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2. fejezet

Folyamatok szimulacioja

Ebben a fejezetben R-ben készitett szimulacioimroél és statisztikai probaim-
rol szeretnék irni. Az R([12]) egy programnyelv és fejleszti kornyezet, amely
statisztikai szdmitasokra lett optimalizélva. Az R el6nyeihez tartozik, hogy in-
gyenesen elérthetd és nyilt forraskoda program, igy az implementélt statisztikai
probéak listaja folyamatos fejlesztés alatt all.
tettem el legelGszor. Mindegyik folyamatot a [0; 1] intervallumon dbrazoltam és
ennek vettem az 1/n-es felosztasat. Mindegyik folyamat Gauss-folyamat, ezért a
mintavételezés utan egy n dimenzids normalis valoszintiségi valtozonak felelnek
meg, természetesen kiilénb6z6 varhaté értékkel, illetve kovariancia matrixszal.

Az R-ben a M ASS([13]) programcsomagban talalhaté az mvrnorm fiigg-
vény, amely véletlenszertien general k darab tobbdimenzidés normalis adatsort
adott kovariancia matrixszal és varhato érték vektorral. Az elsé fejezetben mind-
egyik abra ezzel a modszerrel késziilt, mivel mindegyik folyamatnak kiszamitot-
tuk a kovariancidjat.

Az R rendelkezik egy yuima([14]) nevi csomaggal, ami célul tizte ki bizo-
nyos sztochasztikus differencial egyenletek megoldéasat, becslését és dbrazolasat.

2.1. dbra. A yuima &ltal készitett fOU (H = 0,75, 0 = 2, § = —3 és n = 1000)

A szimulaci6 elkészitéséhez elGszor a set M odel fiiggvényt alkalmaztam a mo-
dell beallitdsara, azaz a kezdGérték, a H Hurst-egyiitthat6 és a o diffuzioés és a
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0 drift egyiitthaté megadéasara. Az adatsor elallitashoz a simulate fiiggvényt
hasznaltam, amihez a setSampling fliggvénnyel allitottam be a mintavételezé-
si pontokat, és a setYuima fiiggvénnyel pedig elértem, hogy a minta yuima
osztalyud legyen.

A yuima csomag szimulécioinak elényei kozé tartozik, hogy miikodik H <
0,5 esetén is, ugyanis numerikusan lettek megoldva a sztochasztikus differen-
cidlegyenletek, illetve sokkal szélesebb kdrben hasznélhatéak a fiiggvényeik. A
csomag tartalmaz szimulacién kiviili paraméterbecslésre alkalmas fiiggvényeket
is. Ehhez a mm frac fliggvényt hasznaltam egy H = 0,75, 0 = 2 és § = —3 pa-
raméterekkel és n = 1000 mintavételezési pontra generalt (yuima) szimulaciora.

Fractional 0OU estimation

hurst  (sigma) theta
Estimate 0.75 1.9821902 2.846518
Std. Error NA 0.3208526 NaN

Erdekes kérdés azt vizsgalni, hogy tekintheté-e azonosnak a kétféle modszer
statisztikailag. Erre a problémara a Box-M probat([15]) hasznéltam legelGszor.
Ez azt vizsgalja, hogy k darab tobbdimenziés normalis eloszlast adatsor kova-
riancia matrixai egyenléek-e. Esetiinkben k = 2. Legyen ¥, a yuima csomag
altal, illetve X, a szimul4cidém altal készitett adatsorbol generalt adatok valodi
kovariancia matrixa. Ekkor a hipotéziseim a kovetkezsk:

Hy: Sy =%,
Hy: S, # %,

Mindkét adatsort n = 100 darab mintavételezési pontban vettiik (¢ = i/n,
ahol i = 1,...,n), a0 = =3, H = 0,75 és 0 = 2 paraméterekkel, majd ezt
legeneraltam m = 300-szor. A generdlt adatsorokat egy Moy, x,-es matrixba
tettem, majd a megfelel6 faktorizalas utan alkalmaztam a tesztet.

Xy X oo Xim
M - Xm,t;‘ Xm,t; Xm,t"
le,i&;l le,tgl Yl,t:;

_Ym,t{‘ Ym7t§“ v vat:’; _

Ekkor a kdévetkezs eredményt kaptam:

Box’s M-test for Homogeneity of Covariance Matrices

data: M
Chi-Sq (approx.) = 5167.1, df = 5050, p-value = 0.1224

A Box-M préba nem utasitotta el a nullhipotézist, azonban mindkét adat-
sorbol becsiiltem a kovariancia méatrixot, ezért érdemes tovabbi vizsgalatokat
is végezni. A szadmitasokhoz a boxM nevi R fiiggvényt hasznaltam a biotools
csomaghol([16]).
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A szamitasaim alapjan (|1.8) ismertnek lehet tekinteni a kovariancia méatri-
xot, legyen ez ¥-val jelolve. Tovabbra is ¥,-nal jelolve a yuima csomag éltal
generalt adatok kovariancia métrixot. Ekkor a hipotéziseink a kovetkezdk:

H(]Z Ey:E
Hi: %, #%

A Bartlett teszttel([I7]) azt lehet vizsgalni, hogy egy korrelacioé métrix iden-
titds matrixnak tekintheté-e. Ehhez n = 500 mintavételezési pontban kiszami-
tottam a ¥ kovariancia méatrixot § = —3, H = 0,75 és 0 = 2 paraméterekkel.
Majd m darab szimulaciot készitettem el a yuima programcsomag segitségével,
az el6z6vel megegyezs paraméterekkel, a ¢ = i/n mintavételezési pontokban
(ahol i =1,...,n).

Yigp Yo oo Yign

Your  Youn ... Youn
Y = .

Y;n,t;l Ym,tg oo Ym,t:{

Els6 lépésben a fenti Y métrixot norméltam a Y-val, a sejtett kovariancia
matrixszal. Legyen ennek a folyamatnak a becsiilt kovariancia matrixa 3. Igy a

»-3 fly métrixot alakitottam at korrelacié méatrixsza és alkalmaztam a tesztet.

chisq p.value df
[1] 107248.6 [1] 1 [1] 124750

Erre a teszt 1 koriili p értéket adott, tehat nem vethets el a Hy hipotézis és
a két folyamatot tekintheté azonosnak.

A szamitasokhoz a cortest.bartlett([I8]) nevi R fiiggvényt hasznaltam a
psych csomagbol. Ennél a tesztnél kihasznaltam, hogy ismert a ¥ kovariancia
matrix, azonban a normalitist nem.

Létezik a psych csomagban egy cortest.normal fiiggvény is, amely szintén
azt vizsgalja, hogy egy kovariancia fiiggvény megegyezik-e statisztikailag az iden-
titds matrixszal, csak tObbdimenzids normalis esetben. Az el6z6 matrixra fut-
tatva ezt a kovetkezd eredményt kaptam:

Tests of correlation matrices

Call:cortest.normal(R1 = M5, nl = 500)
Chi Square value 103865.1 with df = 124750 with probability < 1

Onellendrzésképpen elvégeztem ugyanazt a tesztet a szimuldciémra, amit a
yuima csomagra végeztem a cortest.bartlett fiiggvényre. Ez a teszt is 1 koriili
p értéket adott, tehat jonak tekinthets a szimulaciot.

chisq p.value df
[1] 1202.373 [1] 1 [1] 4950

A yuima csomag alkalmas dW; szerinti zajjal meghajtott sztochasztikus dif-

A

Mindegyik esetben az Euler-Maruyama metédust hasznaltak, ami altalanositasa
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az Euler-metodusnak, amely differenciél egyenleteket old meg. Szemléltetéskép-
pen a CIR-folyamat

dYi=a-(c—y)dt +b- /Y dWt

fiiggvényeket hasznaltam fel a yuima csomagbol, mint a frakcionalis folyama-
toknal.

10 12

—

04 05 08

8

00 01 02 03

A
v ) Wﬁm M/\w \“ JW

! W

T T
2 4 6 8 10

T T T T T T
0 2 4 6 8 10

(a) Poisson-folyamat (b) CIR-folyamat

2.2. dbra. Kiilonb6z6 folyamatok a yuima csomaggal szimulélva
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3. fejezet

Parameéterbecslések

3.1. A varhato6 érték becslése, diszkrét eset

A fejezetrészben felvetett alapprobléma az, hogy hogyan lehetne megbe-
csiilni egy stacionérius folyamat varhatod értékét. A nehézséget azt jelenti, hogy
itt a tagok Osszefiiggsk, igy az atlag nem minden el6ny6s tulajdonsidga marad
centralt, Gauss-folyamat lesz, igy ebbe beletartozik az Osszes fajta Ornstein-
Uhlenbeck folyamat is.

Vizsgaltam a n; = X;+m folyamatot, ekkor E(n;) = E(X;)+m = m. Legyen
N1,M2, - -, Nn az n darab megfigyelésem egy intervallumon, adott 3 kovariancia
matrixszal. Mivel (1) Gauss-folyamat, ezért az egyiittes striségfiiggvény:

1

L yeey ) = ———— 6—%[771—m»--4717n—7n]TE’1[m—m,...,nn—m] _
() = e Vaers
_ 1ty e,
(27)%2 Vdet X
ahol 1 az n hosszi, azonosan 1 oszlopvektor és n = [n1,... ,Mn]T. Ahhoz, hogy

L-et maximalizaljuk a kitev6t kell minimalizalni —% nélkiil.
d Ty—1 Ty—1 Ty—1
%[ﬁ—m'l}z —m-1]=2m-1'¥""1-2-1'%""gy

Ennek a derivaltnak kell egyenlének lennie 0-val, és akkor megkapjuk a m becs-

lést:
1Ts1y

1™2-11

Ez valéban minimum, hiszen még egyszer derivalva:

(3.1)

m:

d
o 2m-1T87'1-2-1T8"1y] =2-1T87 11 >0,

ami azért pozitiv, mert ¥ pozitiv definit, és ebbdl kévetkezik, hogy ¥~ is pozitiv
definit, és igy 17X 711 > 0. A becslés eloszlasanak vizsgalatahoz kivetkezd tételt
fogjuk felhasznalni([19)):
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3.1.1. Tétel. Ha §T = (&1,...,&) egy n-dimenzids normdlis vektor vdltozd,
£~ N(m,X¢) és az A mdtriz n x m-es, akkor A egy m-dimenzids normdlis a
kovetkezd paraméterezéssel: AE ~ N(Am, A ¥¢ AT).

Ez alapjan i (skalar) normalis eloszlast, a varhaté értéke pedig:

E() = E <1TE‘177> E(1"sn)

1™s-11) 1511

C1'ST'E(p)  1™S'im 9
="y - Ty =m, (3.2)

tehat a becslés torzitatlan. A szérdsara pedig az teljesiil, hogy

D?(j1) = D? ISy D2(ATE ) 1TRTD?(n) (17T
1's-11 1Ts-11)? (1Tz-11)°

lT271D2 (ﬂ) (Zfl)Tl lTZ—lz (E_l)Tl 1 (3 3)
(lTE_ll)Q (lTE_ll)2 lTZ,117 .
ahol felhasznéltam, hogy szimmetrikus matrix inverze is szimmetrikus.
Feltételeztem, hogy ismerjiik a kovariancia maétrixot, igy a becslésiinknek
kisebb a hibaja. Tovabbi dtalakitas nélkiil alkalmazhato ez a becslés a klasszikus,
frakcionélis és kevert frakcionalis Ornstein-Uhlenbeck folyamat esetén.

A klasszikus Ornstein-Uhlenbeck esetén azonban tovabb is lehet szamitani.
Diszkrét esetben a folyamat olyan alaki, hogy

Xnt1 = pXn + €ni1, (3.4)

ahol p = exp (0/n), illetve €, fliggetlen, azonos eloszlast normalis valészind-
ségi valtozok ((1.4). Ekkor

DQ(Xn+1) = PzDQ(Xn) + D2(€n+l)a

a fiiggetlenség miatt. A tovabbiakban felteszem, hogy D?(X, 1) = D?(X,),
tehiat D?(X,,) = 0% (1 — p?) = 02, ahol 02 az e-ok szérasa. Az allando szoras
példaul stacionariussag esetén all fenn. Mivel 0 < 0, igy 0 < p < 1, ami a
normalis zajjal hajtott AR(1) folyamatoknél a stacionéarius megoldas létezésének
elégséges feltétele.

A becsléshez sziikség van a kovariancia matrixra. Kiindulva abbol, hogy

cov(X,, X,) = 0%. Legyen k > 0 egész, ekkor

cov(Xpar, Xn) = cov(pXnak—1,Xn) + cov(enir, Xn) = p - cov(Xpip—1, Xpn) =
= ... =pPeov(X,, X,,) + covieni1, Xp) = p* - 0%,

ahol kihasznaltam, hogy az e fiiggetlen zaj. Ekkor a kovariancia matrix a kovet-
kez6 alakban all eld:

1 P p2 . pn—l
P 1 P p"?
Y =o0% . . .
pn—l pn-—2 pn—3 1



Ennek az inverze pedig a kovetkez6 matrix:|[19)

1 —p 0 0 ... 0 0

—p 1+p> —p 0 ... 0 0

1 0 —p  1+4+p> —p ... 0 0
E_lzﬁ' : : : o : : (3-5)

0 0 0 0 ... 1+p> —p

0 0 0 0 ... —p 1]

A fenti becslésbe be kell helyettesiteni ezt a két matrixot, elészor 17X 1-t
szamitottam ki:

'y =02 [1—p (1=p ... (1=p)? 1-p], (3.6)
ahol az i. koordinata az i. oszlop Osszege. Ebbdl kovetkezik, hogy
1S " =02(201-p)+ (n—2)(1-p)%) =

=0 2(1-p)2+(n-2)(1-p)), (3.7)
azaz az el6z6 lépésben kapott vektor koordinatéinak Osszege. A nevezdre ratérve
és felhasznélva (3.6)-t:

n—1
1'S71X = 072(1 - p) <X1 +Xn+ ) (1- p)Xi> .

=2

Visszahelyettesitve (3.1) a szamlaléra és a nevezére kapott eredményeket:

CUTSTX X+ X+ Y (1 )X
1Ty 24+ (n—2)(1-p)

Ekkor az altalanos eset alapjan (3.3 torzitatlan és a szorésa:

_ v o? __ ox(+p)
12711 1-p)2+(n=-2)(1=p) 2+ (Mn-2)1-p)

ahol behelyettesitettiik a (3.7)) formulat.

D? (1)

(a) A becslések értékei (b) A négyzetes eltérés

3.1. dbra. A m becslés fOU esetén 2000 pontra o =1, 0 = —1

A (3.1)) abra bal oldalan azt lathatjuk, hogy kiilonb6z6 H értékekre mekkora
m becsléseket kapunk, a jobb oldalan pedig a valodi m értéktsl vald négyzetes
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T T T T T T T T T T
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000

(a)b=—-1,0=1 (b) 0 =-3,0=2

3.2. dbra. Egyiitthatok mintazata OU esetén 1000 pontra

eltéréest. A H € {0,50;0,55;...;1,00} értékekre futtattam le egy-egy szimuléci-
Ot. Az abra alapjan levonhat6 azt a kovetkeztetés, hogy a H novelésével nShet
a szOras is.

Mivel a ML-becslés a mintaelemek linearis kombinacioja, ezért érdemes vizs-
galni, hogy az egyes mintaelemek milyen sillyal szerepelnek az Osszegben. A
legelsé esetben a klasszikus Ornstein-Uhlenbeck folyamatot vizsgaltam. Ebben
az esetben a abran latszik, hogy az elsé, illetve az utolsé mintaelem ren-
delkezik nullatol jelentGsen eltérd sullyal. A két egymas melletti dbran latszik,
hogy a kiilonb6z6 paraméterezés a pontok elhelyezkedését nem véaltoztatja, csak
az értékeit.

w0 ° : 15
08 -
06 -
04 o
02 +

00 00

& Al
02
. . 05 o .
04 T T T T T T T T T T T T
0 20 40 60 80 100 0 100 200 300 400 500
(a) 100 elemti mintara (b) 500 elemi mintara
20
154
15 4
10 1
10 4
05 -
05
00 4
Lo ] 007 g ~-
05 05
T T T T T “’ . . :
0 200 400 600 800 1000 0 500 1000 1500 2000
(c) 1000 elemti mintara (d) 2000 elemt mintara

3.3. dbra. Egyiitthatok mintazata fOU esetén o = 1,0 =—1és H =0,75

A abran lathato kiilonbozé mintaelemszamra az egyiitthatok minta-
zatéat, ha frakcionalis Ornstein-Uhlenbeck folyamatrél van szé. Eszrevehets a
szabdlyossig, miszerint az els6 és az utols6 mintaelem szerepel nagy pozitiv
stllyal, a masodik és az utolso el6tti pedig kisebb (megkozelitSleg a harmada)
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negativ sullyal, az 6ssze tobbi egyiitthatdé pedig 0-hoz tart. A paraméterezés
mindegyiknél ugyanaz, o = 1, § = —1 és H = 0,75. Az 4bra szimmetridjara a
folyamat stacionaritasa a valasz.

T T T T T T T T
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000

(a) H = 0,55 esetén (b) H =0,75 esetén

T T T T T T T T T T T
o 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000

(c) H=0,8 esetén (d) H =0,9 esetén
3.4. abra. Egyiitthatok mintazata fOU esetén 1000 pontra o =1 és § = —1

A abran az lathato, hogy a H értéke hogyan befolyasolja az egyiitthatok
mintazatat, mikézben a tobbi paraméter valtozatlan, azaz ¢ = 1 és 6 = —1.
Megfigyelhets, hogy ahogy né a H tgy nd az egylitthatok nagysaga is.

Erdemes ugyanezt megvizsgalni a kevert frakcionalis esetben is. Vegyiik a
H=0,75,0=2,a=1,b=1 és § = —3 esetet, amikor a frakcionalis Brown-
mozgas és a klasszikus ugyanannyira befolyasolja a zajképzést. Ilyen paraméte-
rezés esetében szintén az elsG és az utolso egyiitthato tekinthets 0-t6l eltérdnek.

. . . . " T T T T T T
0 50 100 150 200 0 200 400 600 800 1000

(a) 200 elemi mintara (b) 1000 elemi mintéra

3.5. abra. Az egyiitthatok mintazata mfOU és H = 0,75, 0 =2,a=1,b=1 és
0 = —3 paraméterezés esetén

Azonban nem szabad arra gondolni, hogy ez minden paraméterezés esetén
ez teljesiil, hiszen ha az M = a- BH +b- By 6sszegben az a egyiitthat6ja joval

23



nagyobb nagysagrendi, akkor mar az egyiitthatok mintazata jobban hasonlit a
frakcionalis Ornstein-Uhlenbeck folyamatéra.

T T T T T T T T
0 200 400 600 800 1000 0 50 100 150 200

(a) 200 elemti mintara (b) 1000 elemt mintara

3.6. dbra. Az egyiitthatok mintazata mfOU és H = 0,95, 0 =2,a =55, b=1
és 0 = —3 paraméterezés esetén

A frakcionélis Ornstein-Uhlenbeck folyamathoz hasonléan a kevertnél is vizs-
galhaté az m becsléstél vald négyzetes eltérés. Itt 1000 mintavételezési pontra
szamitottam ki 40 kiilénb6z6 H paraméter esetén, tovibbd o =1,0 =—-1,a=1
és b = 1. Itt is megfigyelhets, hogy a szoras a H nagysagaval egyiitt ng. A
abra bal oldalan a becsléseket abrazoltam, a jobb oldali &bran pedig a négyzetes
eltérést.

00 05 10 15 20 25 30 35

15 20 25 30 35 40 45

L L B e S B o B B B B B S e o
05 05375 05675 06375 06875 07375 07875 08375 08875 09375 09875 05 05375 05875 06375 06875 07375 07875 08375 08875 09375 09875

(a) A becslések értékei (b) A négyzetes eltérés

3.7. abra. A m becslés mfOU esetén 1000 pontrac =1, 0 =—-1,a=1,b=1

3.2. A varhato6 érték becslése, folytonos eset

Ebben a részben egy olyan moédszert ismertetek, ami az el6zé részben fel-
vetett alapproblémét oldja meg mértékeserével, folytonos esetben. Legyen az
(Xt)¢>0 folyamat egy centralt, stacionarius Gauss-folyamat egy P valoszintdségi
mérték alatt. Egy P, valoszintiségi mérték alatt pedig az (X; — a(t))s>0 egy
szintén 0 varhat6 értékd, ugyanolyan kovariancia méatrixa Gauss-folyamat. Itt
a(t) € R a becsiilendé paraméter. A kovetkezd tétel a [20] konyvben talalhato.

3.2.1. Tétel. Legyenek P és P,y Gauss-mértékek. A két mérték ekvivalencidja
pontosan akkor teljesiil, ha létezik olyan gy valdszindiségi viltozd, hogy ng €s
X, kovariancidja P alatt a(t)-vel egyenld, azaz

Ep(Nage) - X¢) = a(t).
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It feltettiik, hogy E(X;) = 0. Ekkor a Radon-Nykodim derivdlt a kovetkezd alak-

ba irhato:
dPa(t)

dpP
ahol D egy normdld konstans, D = exp(3 ~Di(t)(na(t))).

(t)=D e,

Jelen esetben a(t) = m. Ezért ha létezik egy olyan 7;-t, amellyel teljesiil,
hogy

Ep(m - Xi) =1, (3.8)

akkor 7, := m - n1. Ekkor a Radon-Nykodim derivalt a kovetkezé alakban Aall

els:
dP,,

— (7

ap )
Erre egy maximum likelihood becslést alkalmazhatunk, logaritmust véve a ko-
vetkez§ kifejezéshez jutunk:

_ em-m—%ng?n(m).

1
men — §m2D12n(7h)a

majd m szerint derivilva megkapjuk a maximalizédlandé egyenletet:

m
D?n(ﬁl)

Ez a becslés tényleg maximum, hiszen az el6z6 egyenletet jobb oldalat még
egyszer m szerint derivalva —D?(n;)-et kapunk, ami negativ.

Példaképp legyen most X; = By, ahol B; egy [T1, Ts] intervallumon értelme-
zett Brown-mozgés. Ekkor n; = Br, /T1 (ha Ty # 0) hiszen

Oznl—m-D,Qn(m)@)mz

1

E(m - B;) = — - min(Ty,t) = 1.

T
Ekkor 7 = Br,, ugyanis

D*(m) = =5 - D*(Br,) = 7

Ezt a modszert a klasszikus Ornstein-Uhlenbeck folyamatra alkalmaztam a

[0, T intervallumon, amelynél cov(X;, Xs) = E(X;- X5) = ’2—‘(’9269“_3', akkor azt
szerettem volna elérni, hogy

T
U1:C1'Xo+62'XT+C3'/ X.ds,
0

alkalmas c¢q, co, c3 konstanssal kielégitse a (3.8) feltételt. Legyen

T
1:E(Xt~’l71):E((Cl-X0+CQ'XT—|—63'/ X5d8>Xt>:
0

2 2 2 T
— e Tt T et T 0lt—sl g
0129 (& 6220 € 0326 /0 (& S,
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ahol

T t T
/ Olt—=sl g — / 0(t=9) Jg +/ QO0s—1) gg — 1 [ee(tfs)r n 1 [ee(sft):|T _
0 0 t _9 0 9 t

1 Pt (T 1 et O(T—1) 9
"9 Tt T e e Tw

Ekkor a fels6 egyenletbe visszahelyettesitve

2 2 2 0t 0(T—t)
o o _ o e e 2
l=—c1— e —cy— . 7 t)—c;;-( _>:

20 20 26 0 + 0 0

2 2
_ 0t (_ _Cj> o(r—1)9" (_ _Cj) C30
g\t ) te 2w\ 2" 9) T g

Ekkor <5 =c¢; = ¢z és c3 = g—z vélasztas jo lesz. Tehat

—0

A becsléshez sziikség lesz még D(n;)%-ra is.

2
5 92 9 92 ) 94 T
D(m)* = —3 - D(Xo)* + — - D(X7)’ + — - D i Xds| +  (3.10)

Jp: 93 T 93 T
+2— - cov(Xo, X1) — 2— - cov Xo,/ Xsds | —2— - cov XT,/ Xds
g (o) 0 g 0

A hatbdl harom tagot nem lehet a kovariancia fiiggvény segitségével kozvet-
leniil kiszamitani. Amikor a harmadik tagot kell kiszamitani, akkor ki kell hasz-
nalni, hogy E(X;) = 0, majd alkalmazva az u = s — z helyettesitést, felbontva
az abszolutértéket és elvégezve az integralokat megkaphaté a végeredmény.

T 2
D(/ Xsds> =E </ de> / / (XX, )dsdz =
0 0
/ / 9‘3 “ldsdz = —/ / M dudz =
0 T—=z
—_— [/ / efeududer/ / eeududz] =
0 J-z o Jo
o’ T 6 0
-2 _ 0z\ _ (T—z) _
TP [/0 (1 e ) (e 1) dz

2 2

o 1 1 o 1
— g [ @y g e = 1 - e

Sziikséges még két kovariancia is:

’ o [T o oT
X Xeds | = —— - Sds = ——— - -1
cov 0,/0 s 59 /0 e’?ds 57 (e )
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Hasonl6an:

T o2 (T . o2 o
cov XT,/O Xsds :f@-/o e(*s)ds:f%z-(e —1).

Mindent visszahelyettesitve a (3.10)-as képletbe:

62 202 o? 1 1 o? o?
2_ Y |_29 20 2 _toor| _ o9 o7 O (0T _ _
D(m)” = 4{ 20 +0 8 {T—’_O 06 } 229 e +2092(e 1)]—

62 [—1 1 1, 1gp 2.0 2] 62 2
—O_2|:9+T+0—9€ —56 “rae _5 —ET_E (311)

Ezzel elkésziilt a becslés m-re, ha a klasszikus Ornstein-Uhlenbeck folyamatrol
van sz0, ugyanis Osszerakva a (3.9)-es és a (3.11])-es képletet:

m Xo+Xr—0 [ X.ds
D2(n1) 2-0T '

m:

Ez a becslés normalis eloszlasu[19] és a torzitatlan:

1 T
E(m):2_6T.E<XO+XT—0/O Xsd3> -

1 T 1
=5"e7" <m+m—9/0 E(Xs)ds> = 2_9T~(2m—0Tm):m.

Tlletve a négyzetes eltérésre teljesiil, hogy

1 o? o?

E((ﬁl*m)z):Dz(m): D2(1;) - 92 . (T—%) 0-(0T —2)’

ahol hasznéltuk a (3.11)) képletet. Ezen kiviil 7 elégséges statisztika és az egyet-
len hatésos becslése m-nek.[19]

Erdekes kérdés lenne még megnézni az el6z6 1, definicié megfelelé-e frakci-
ondlis Ornstein-Uhlenbeck folyamat esetén. Erre a kérdésre a valasz nemleges,
ugyanis itt n; fligg attol a ¢ € [0, 7] id6ponttol, ami nem megengedett.

Ehhez a szamitashoz sziikséges az Osszefiiggés, hogy

cov( X, xt1) = o2 - H[F(2H) (=) T2H ety

2H -1
—0

2H -1

t oS}
et / sinh(—6z) - 2> 2dx + - sinh(—0t) - / eameH_2dx} .
0 ¢
Tehat itt is legyen

T
m:cl-ng+¢:2.x§’+03./ XHds (3.12)
0
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alaki és ki kell kiszamitani cov(ny, X{7)-t. Az elsé tag a cov(X[, X{), és a
kovarianciafiiggvény elGzetes atalakitasat felhasznalva megkaphato, hogy

cov( X, xth =0 - H- [F(QH) (=) T2 ety

t t
21 / Hli—a) g2H-2g,  2H 1 / (Olte) | 2H=20
0

-20 Jo 26
2H —1 e 2H —1 e
+ —7 /t ef@—t) L2H=2 7. + 5 /t @) f 2H=2 4,1

A miésodik tag is hasonléan szamolhato:
cov(XH xHy=02. H. [F(2H) S(—0)TH O

T—t T—t
+2H il / T —t=) g 2H=2, 4 2H — 1 . / T —tFa) g 2H =201
0 0

—20 20
+2H -1 _/OO Hla—T+t)  2H-2, | 2H -1 _/OO Oa+T—t) 202, |
—29 T—t 29 T—t

Attérve a harmadik tagra:
T T
cov (XtH7/ X5Hd5> —c2.H- |:1"(2H) . (_€>—2H / 69|t—s|d8+
0 0

2H — 1 T [t—s|
+ 7 / / el=sl . sinh(—0z) - 2272 dzds+
- o Jo

2H -1 (T [T
+ 0 / / %% . sinh (=0t — s|) - 2> 2dads| .
- 0 [t—s|

Ez a maésik ketténél hosszabb szamolédst igényel a harmadik tag, ezt érdemes
szintén harom részre bontani.

T
/ Hli-slgg — L [eet LTt _ 2} .
0 0

Majd ezzel az Gsszetevivel kell foglalkozni:

T \t—s\ 1 t
/ / elt=sl . sinh(—0z) - 227 2dxds = — / g =2e00=2) gy
o Jo 20 [Jo

t t t T—t
_/ xZH_de+/ x2H_2e29$dm—/ x2H—260(t+w)dx+/ p2H—20(T—t—2) g0\
0 0 0 0

T—t T—t T—t
_/ x2H’2dx+/ x2H72e29a:d1,_/ p2H=2,0(T—t42) .|
0 0 0
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Illetve:

T ,T 1 [es) t
/ / e . sinh(—0|t — s|) - 2?7 2dxds = — [4/ g =207 g — / =2y
0 Ji—s| 20 [ Jo 0
t 00

T—
_ / xQH—2602md1, _ / x?H—Qee(I—t)dx _ /00 xQH—QeG(m—i-t)dx _ / ! .T2H_2d.13+

0 t t 0

T—t 0o 0o
_ / x2H—26621dx _ / $2H_2€0(x_T+t)d$ _ / xQH—QeG(z+T—t)dx .
0 T—t T—t

Visszahelyettesitve az eredeti (3.12)) egyenletbe ¢; = ¢2 és ¢3 = —0c; konstans-
sal:

1 1
cov(Xy,m) = croH [9 Py 5 (T~ )21y
e . (2H —1)- (=0) "2 .T(2H — 1, —0t)+

+e 0T 2H —1)- (—0)2 .D(2H —1,-6(T — 1)) |,

ahol I'(a,x) a befejezetlen gamma fliggvény. Innen ¢; egyértelmien meghaté-
rozhaté, de fiigg t-t6l, igy co és c3 is. Abrazolva a cj-re kapott kifejezést ¢
fiiggvényében, akkor lathato, hogy az nem konstans fiiggvény. Mivel tetszéleges
paraméterezés esetén konstansnak kellene lenni, ez elegendd is.

3.8. dbra. A ¢; dbrazolasa t fliggvényében, H = 0,75, 0 = 2, 0 = —3 paraméte-
rezéssel

3.3. Szigma becslése, diszkrét eset

A kovetkezs feladat a o2 paraméter becslése frakcionalis Ornstein-Uhlenbeck
folyamat esetén. Diszkrét esetben maximum likelihood becslést alkalmaztam.
Legyenek X XH . . XM a megfigyeléseink a t,...,t, id6pontokban, jelolje
X a [X{,...,XH] vektort. A becsléshez felbonthat6 a kovariancia métrix egy
o-tol fiiggs és egy o-t6l nem fiiggs részre. Ugyanis

£

i 2]
cov(XiH,XJH) =0 E (/ fti—w gpH /

— 00 — 00

ee(tj_”)dBf) =025,

ahol ¥; ; annak a frakcionélis Ornstein-Uhlenbeck folyamatnak a kovarianciaja,
ha o = 1. Legyen ¥ := (X;;)';_; métrix, ekkor az X kovariancia fiiggvénye
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02 - ¥-val egyenls. Kihasznélva az egyiittes normalitast és a centraltsigot, a
likelihood fiiggvény:

L(X) = ! X oL Xt

(27)% \/det(a2Y) (27)% 0"V det X ’

ahol a méasodik lépésben kihasznaltuk, hogy det(0?Y) = 02" det(X). Ennek a
fliggvénynek kell a logaritmusat venni:

I(X) = ,g n(0?) — In ((QW)% - Vdet 2) - # Xy 1y,

majd o2 szerint derivalni. A o2 a szélsGértékét ott veszi fel, ahol ez az egyenlet
0, azaz

n 1 1 Tw—1 _ AQ_XTzill
—2-U2+2U4-52 X=0«=¢"= - .

Meg kell hatarozni ennek a becslésnek az eloszlasat. Az elss 1épéshez sziik-
séges, hogy Y1 pozitiv definit. Ez pedig teljesiil, mivel pozitiv definit matrix
inverze is az. Ezért

.
n-62=XTy X=Xy inix = (z—%g) (2—%5) - 7o,

ahol a C := E_%X jelolés keriilt bevezetésre. Mivel X ~ N, (0,02 ¥), ezért a
(3.1.1) tétel alapjan C n-dimenziés normalis, E(C) = 0 és

DX(C) = (27 %)T - 62. 8.5 % =02 I,,

ahol I,, az n-dimenziés egységmétrix. Azaz C' ~ N, (0,02 - I,,). A kovariancia
fliggvény alapjan C oszlopai fliggetlenek, legyen az i-edik oszlop C;-vel jelolve.
Ekkor

n
n-6>=CTC =Y ClC;i~a’\}.
=1

Ekkor a becslés varhato értékére teljesiil, hogy

2 2 2
E(&Z)—E<Z~be> :%~E(X%):%~nzoz,

azaz G2 torzitatlan. A szérasa pedig

Ez a becslés persze csak akkor hasznalhato, ha a H és 6 paraméterek ismer-
tek. Mivel a becslés sorén csak az kellett, hogy a kovariancia métrix felbonthato
legyen o-tol fliggd és nem fiiggs részre, ezért ugyanez elmondhaté kevert frak-
cionalis Ornstein-Uhlenbeck esetben is.

A klasszikus Ornstein-Uhlenbeck folyamat esetén a folyamat a korabbiak
alapjan ilyen alakﬁ:

Xn+1 = an + €nt1,
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megfelels p-val és e-nal. Ezen kiviil méar felirjuk a kovariancia matrixot(3.5]), ami
alapjéan:

n—1
X'y lX =02 X1+X2—2pZXXz L+ Y X2 (1+p%)
1=2 1=2

n n n—1
Xf—i—ZX?—?PZXiXiA +P22X¢2

i=2 i=2 i=2

n n—1
XS g - 2 3 S -

i=2 i=2 =2

- [ X1+Z pXM].

Ekkor a becslés a kovetkezs alakban all els:

L, X'ylX o? -
2o A . [(1 — X2 +Z(X¢ —pXi_1)2] :

n

Ebben az esetben is vizsgélhat6 a valodi értéktdl vald négyzetes eltérés. A
(3.9) abra jobb oldalan az lathato, hogy kiilénbdzs H értékekre mekkorak 62
becslés értékei. A bal oldalan pedig a valodi o2 értéktsl valo négyzetes eltérés
van abréazolva. A H € {0,50;0,5125;...;1,00} értékekre futtattam le egy-egy
szimulaciot, igy Osszesen 40 kiilonb6z6 1000 pontos szimuléaciot készitettem el.

100

9
00 02 04 0§ 08 10

L e e L e
05 05375 05875 06375 06875 07375 07875 08375 08875 09375 0.9875 05 05375 05875 06375 06875 07375 07875 08375 08875 09375 09875

(a) A becslések értékei (b) A négyzetes eltérés

3.9. abra. A 62 becslés fOU esetén 1000 pontra, § = —1

3.4. Szigma becslése, folytonos eset

A kovetkez6 becslésnél attértem a folytonos esetre és felhasznaljuk azt a
tényt, hogy a frakcionalis Ornstein-Uhlenbeck folyamat ergodikus. Ehhez sziik-
ség van néhany definiciéra és tételre, ezeket a [2I] konyv alapjan dolgoztam
ki. Legyen (2, A, P) valoszintiségi mezs és rajta a T az Q-n definialt eltolas
operator. Példaul az X; folyamatra a k-val val6 eltolds operatora:

T(Xi, Xi1, Xito, ) = (X, Xigit 1, Xbit2, - - -)-

A témakdrben két fontos fogalom a stacionaritas és az ergodicités.
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3.4.1. Definicié. Egy T : Q — Q mérhetd transzformdcid staciondrius, ha
VA € A-ra P(T(A)) = P(A).

3.4.2. Definicié. Egy T : Q — Q mérhetd transzformdcio ergodikus, ha az
eltoldsinvaridns események bekovetkezési valdszintisége trividlis, azaz VA € A-ra

T7'(A) = A= P(A) =0 vagy P(A) = 1.

Az (X) staciondrius folyamat ergodikus, ha létezik T staciondrius, ergodikus
transzformdcid és X waldszindségi vdltozo dgy, hogy X, (w) = X(T"(w)).

3.4.3. Definicié. A T : Q — Q mérhetd transzformdcio keveredik, ha A, B
eseményekre
lim P(ANT~"(B)) = P(A)P(B).

n—roo

Az (Xy) folyamat keveredik, ha a hozzd tartozé T eltolds operdtor keveredik.

A definiciokbol latszik, hogy a keveredésbdl kivetkezik az ergodicitas. Ugyan-
is feltéve, hogy teljesiil a keveredés és B egy eltolas invaridns esemény, ekkor
tetszoleges A eseményre

P(A)P(B) = lim P(ANT™™(B)) = lim P(ANB)=P(ANB).
n—oo n—oo
Azaz az A és B fiiggetlenek, ahol A tetszéleges volt. Ha specidlisan A = B, akkor
azt kaptuk, hogy P(B?) = P(B), az pedig csak tigy lehetséges, ha P(B) = P(A)
az 0 vagy 1. Azonban a két fogalom nem ekvivalens, tehat lehet konstrualni egy
olyan folyamatot, amely ergodikus, de nem keveredik ([21]).

Tovabba, ha az (X;) stacionarius Gauss-folyamat, és R(t) — 0, ha |t| — oo,
akkor (X;) keveredik [2I]. Az ergodikus tulajdonsag azért fontos, mert akkor
hasznalhaté az Ergod-tétel:

3.4.1. Tétel (Ergod-tétel). A T operdtor akkor és csak akkor ergodikus, ha
h € LY (2, A, P) mérhetd fiigguény esetén

n—1

lim . > (T (Xo, ..., Xk)) = B(h(Xo, ..., Xz)) 1 valsz.

n—oo N -
Jj=0

Ismert tény, hogy a frakcionalis Brown-mozgés névekményei ergodikus folya-
matot alkotnak, és ez a tulajdonség atoroklsdik az (X frakcionalis Ornstein-
Uhlenbeck folyamatokra is, ha H € (0,4) U (3,1]. Ugyanis a kovariancia fiigg-
vényre teljesiil a kévetkezd tétel.([5])

3.4.2. Tétel. Legyen H € (0, %) U (
ha s — oo, akkor

%, 1], N = 1,2,... és ekkor rigzitett t-re,

2 N 2n—1
o —on o o
cov(XtH,kas):gz(_g) 2 <H (2H—k)> s2H=2n 4 O(s2H—2n=2y,
n=1 k=0

Ebbdl latszik, hogy R(t) = cov(XH, X ) — 0, ha t — cc.
Erdemes lenne vizsgalni a frakcionalis Ornstein-Uhlenbeck névekményeit,
mert az valdszintleg nem fiigg a 6-t6l. Tehat ha 0 = tg,t1,...,t, = 1 egy %—es
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felosztasa a [0, 1]-nek, akkor frakcionalis Brown-mozgas névekményeire ismert
tény(1.1.1)), hogy teljesiil az L'-beli konvergencia:

tjt1

n—1
nPHIN B — B[P — EB(IB{P). (3.13)
j=0

A sejtésiink az, hogy a frakcionélis Ornstein-Uhlenbeck folyamat névekmé-
nyei is ide tartanak.

1
n—1 n—1 tit1 H n—1 L
§ H H| % _ § H H H _ § "
|th+1_th |H - 9/ Xs dS +U(Btj+1 - Bt]‘) - ‘a"'%j + bn’]|H
=0 =0 tj =0

ahol be lett vezetve az a,_ ; jelolés az integralra és a b, ; a frakcionalis Brown-
mozgas novekményének o-szorosara. Tudjuk, hogy

ti+1
6 / XHds
tj

alkalmas ¢ konstanssal. A fentibdl az a sejtés vonhato le, hogy az Gsszeg ugyan-
oda tart, ahova a by, ;-k Osszege tartana, azaz

n—1
E ‘|an7j + bn,;
j=0

A becslésiinkh6z felhasznaltam a Lagrange-kozépérték tételt, miszerint ha
létezik f az [d, e] zart intervallumon folytonos fiiggvény, ami az (d, e)-ben diffe-
rencialhato, akkor létezik olyan ¢ € (d, e), amelyre teljesiil, hogy f(e) — f(d) =
f'(c)(e—d). Bzt az f(z) = a7, e = |an,; + bnj| és d = |b, ;| szereposztéssal kell
alkalmazni. Az abszolutérték miatt nem probléma, hogy nem tudjuk, d vagy e
a nagyobb.

6] 1

angl = < max|XH|- =~

n

L L
B bl ¥ —o0.

1 1 1 19
‘lan,j + b | 7 — Ibn,j|”‘ = ‘H cef (lan, +bngl — Ibn,j|)‘ <
1 L1 1 1 _q
<[ Qs sl = )| = |37+~ el <

A kovetkezs lépéshez sziikséges, hogy

cj < max(|an ; + bn il [bnj|) < lan;| + [bnl,

tehat:
1 1 _q 1 1 _q
< | Qs 4 00D sl = 5 Gl s s
Szummaézva minden j-re:
n—1 L . nfll .
D flam + bus 7 = ooy 7] < 37 g Qs b gDF o] <
§=0 j=0
1 ) n—1
L1
< = max(([an |+ [bug D7) - D langl — 0,
j=0



ugyanis |an, ;| — 0, és |by, ;| — 0, mivel a frakcionalis Brown-mozgas folytonos
fiiggvény, a szumma pedig O(1) nagysagrendd.
Ezek alapjan minden 0 < H < 1-re teljesiil, hogy

|
—

n

o - |XH

1 1
tit1 - XtI71|H — E(‘BII_I|H)'

<
Il
o

Mivel (XH) Gauss-folyamat 0 varhatoértekkel és D2(BH) = [t|*H, ezért

BH ~ N(0,1). Igy

i ]. 22 2 i 1 22
E(BH%)—/ z| 7 - ‘677d£€:7/ TH -e 2dr=
1By’ Ly~ e ).

Az y= 7”2—2 1j valtozo bevezetésével vissza lehet vezetni egy Gamma-fiiggvényre:

,/2/“’2—2; v, Lt
= —_ . - € . *

T Jo Y V2 4

1 o0

Y
1 1 1 1 ]. 1
= — .922°H 3”2 e Ydy = 928 . — 4+ = | .
V2R S A <2H+2>

Ezért o-ra a becslés kiszamithaté ugy, hogy

—H
n—1

H

. 1 _ 1 1

g Z|X£[+1_X5|H T2 '<F<2H+2>)
=0

Ehhez a becsléshez nem kell ismerni a # paramétert, azonban a H-t igen. A
abra jobb oldalan az lathato, hogy kiilonb6zé H értékekre mekkora & becsléseket
kaptam, a bal oldalan pedig a valodi o értéktsl valdo négyzetes eltérést. Itt H €
{0,5;0,5125;...;1} értékekre futtattam le egy-egy szimulaciot, és készitettem
el az adatsorbdl a becslést.

vl
[N

16 18 20
0011

08 10 12 14

L SR
05 05375 05875 06375 06875 07375 07875 08375 08875 09375 09875 L LU A
05 05375 05875 06375 06875 07375 07875 08375 08875 09375 09875

(a) A becslések értékei (b) A négyzetes eltérés

3.10. dbra. A & becslés fOU esetén 1000 pontra, § = —1

Az &bran az latszik, hogy a kb. 0,8-es H értéktdl kezdve a négyzetes eltérés
né, a becslés értéke pedig egyre csokken, ahogy H — 1. A sejtésiink az, hogy

.....
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3.5. Szigma és theta becslése Le Breton alapjan

Egy elterjedt és klasszikus becslése a o paraméter becslésének Le Breton
cikk([10]) alapjan késziil, amihez be kell vezetni a kovetkezd definicidkat és je-
161éseket. Legyen 0 < s <t < T

kp(t,s) =kt -s7 . (t—s)z 1 (3.14)
kg =:2-H-T(1,5—-H) -T(H+0,5), wf =" 21 (3.15)
_ 2H-T(3—2H)-T(H+0,5)

AH

t
MHE .= B, 1
e ) L (GO R

Az (MH) folyamat egy martingdl (szokds fundamentalis martingalnak ne-

természetes filtracioja egybe esik (XH) természetes filtraciojaval. Bevezetve a
Q(t) folyamatot:

Q)= 30 [ kutt9axs, o<i<T (3.17)
0

T dwf
és a (Zy), t €[0,T] szemimartingalt,

Zy = /Ot kg (t,s)dXs. (3.18)
Szintén igaz, hogy a Z; folyamat a kévetkezd dekompoziciot elégiti ki:
Zy :9-/OtQ(s)dwf+o-MtH.

Ebbdl kovetkezik, hogy egy jo becslést lehet kapni o-ra felhasznalva (Z;)
""" 2. wl 1 valészintiséggel, igy

n—1
7= el i S, 7
i=0
ahol (1) ¢ = 0,...,n egy megfelel§ particidja a [0, T]-nek. Ennek a becslésnek

nagy elénye, hogy nem fiigg 6-t6l, azonban H-t6l igen.

Attérve arra a problémara, hogy a @ paramétert szeretném megbecsiilni egy
frakcionéalis Ornstein-Uhlenbeck folyamat esetén. Az el6zé rész alapjan feltehe-
t6, hogy o ismert és egyenld 1-gyel. Ebben a részben is ugyanabbol a Le Bre-
ton cikkbdl dolgoztam([10]), és itt is hasznéltam az el6bb bevezetett wi’ ,
Q(t)[B17) és Z,(3.18) jelsléseket.

Jelolje X a megfigyelés vektot. Ekkor egy frakcionalis Brown-mozgasra vo-
natkozé Girszanov-tételt szeretnék hasznalni a Py és P; mértékekre, ahol Py azt
jeloli, hogy a paraméter értéke 6. Ekkor ([10])

20 —esp (- Quiz. - / Qe ).

Maximum likelihood becslést fogok alkalmazni, igy ennek a logaritmusat
véve:

1) =0- [ @iz~ 5 [ Qeorast,
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majd 6 szerint derivalva, a kévetkezs egyenlet kaphaté meg;:

t t
/ Q(s)dZs — 9/ Q(s)*dwf =0
0 0

Amibdl kovetkezik a becslés:

b, = ( /0 t@<s>2dwf)1 /0 Q(s)dz.. (3.19)

Ugyanebben a cikkben ([10]) szerepel a kiovetkezs tétel:

3.5.1. Tétel. A (3.19)-ben definidlt becslése a 0-nak erésen konzisztens, azaz
minden 0 € R esetén
limtﬁooet = 0.

A hibak vizsgélatdhoz érdemes a Laplace-transzformaltat hasznélni, amely
jelen esetben a > 0 paraméter esetén

w/(0.0) =& (exp (o | 0% )

alaka. Vizsgalva a torzitast: By (6,t) = E(6, — 0), és a négyzetes eltérést:
MSEw(0,t) = E(0; — 0)?, akkor ezek el6allnak a kovetkezs alakban:

9
B = — o
1(0,t) a0 (0,a)da,
[e%¢] e e] 62
MSEH(&t):/ \I/f(&a)da—i—/ a-%\llf{(&a)da.
0 0

Ekkor By és MSEy ezen alakjabol levezethets a kovetkezs tétel:

3.5.2. Tétel. Az el6zbleg definidalt 0, becslésre a kovetkezd tulajdonsdgok telje-
stilnek:

e Ha 0 <0, akkort — oo esetén
By (0,t) ~ —2t7" és MSEy(0,t) ~ 2|0t
e Ha 0 =0, akkor fix t-re
By (0,t) = By (0,0) - t~! és MSEy(0,t) = MSEy(0,0) -t

e Ha 0 >0, akkor t — oo esetén By (0,t)

B (0,t) ~ —2y/msin(rH) - 02 %/,
MSEy(0,t) ~ 2y/msin(rH) - 03 e %" V/t.

Erdemes megjegyezni, hogy nem fiigg a H paramétertsl az, hogy By, illetve
MSFEg milyen nagysagrendben tart 0-hoz, illetve 8 < 0 esetben a konstansok
sem fiiggnek téle.
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Osszefoglalas

A dolgozat elsé fejezetében ismertettem a frakcionalis Brown-mozgéas és a ke-
vert frakcionalis Brown-mozgas definiciojat, tulajdonsagait, illetve néhany hoz-
zéjuk kapcsolodo tételt. Hasonld felépitésben késziiltek az Ornstein-Uhlenbeck,
a frakcionalis Ornstein-Uhlenbeck és a kevert frakciondlis Ornstein-Uhlenbeck
folyamatokrdl szolo fejezetrészek. Mindegyik altaldnositasnél vizsgéaltam, hogy
milyen tulajdonsagokban kiilonbozik a klasszikus valtozattol.

A fejezetekben talalhato abrék, illetve az ehhez kapcsolodd szimulaciok sajat
munkik. Végeztem statisztikai vizsgalatokat is arra nézve, hogy statisztikailag
tekintheté-e azonosnak a szimuldciém és egy mésik szimulaciés modszer altal
generalt adatsor.

A dolgozat legvégén a folyamatok paramétereinek becslésével foglalkoztam.
Az m és a o paraméterek esetében vizsgaltam a diszkrét és a folytonos esetet is.
A legtobb paraméterbecslés mar kordbban is ismert volt, ellenben igyekeztem
bévebben és eltéré metddussal szdmolni a forrasokhoz képest. Kitértem a becs-
lések eloszlasara és egyéb tulajdonsigaira is. Folytonos esetben a névekmények
segitségével konstrualtam egy becslési médszert.

Ezt a témakort sok médon lehetséges még boviteni. Példaul a o paraméter-
nél, folytonos esetben ismertetek egy modszert, egy eredményt, illetve a hozza
tart6zé szamolast az Ornstein-Uhlenbeck folyamatnal. Ezt megprobaltam alta-
lanositani frakciondlis Ornstein-Uhlenbeck esetére, de ez még mindig tovabbi
munkat igényelne. Erdemes lenne a becsléseket egymashoz képest is vizsgalni,
illetve nem esett sz6 a H paraméter becslésérsl sem.
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