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1. Bevezetés

A szakdolgozatom célja az igynevezett Lebesgue-tipusu felbontési tételek bemutatdsa. A vé-
ges métrékek jol ismert Lebesgue-felbontdsdhoz hasonldan definidlhatjuk bizonyos terek pozi-
tiv eleminek Lebesgue-tipusu felbontasat egy igynevezett reguldris, illetve szingularis részre.
A dolgozat felépitése a kovetkez: eldszor formdk Lebesgue-felbontasat definidljuk és jellem-
mezziik, majd 6sszekapcsoljuk a lezdrhat6sag fogalméaval.

A formdk felbontdsa alapjan definidljuk pozitiv operatorok Lebesgue-felbontasit is, illetve
egy pusztan operatorelméleti kozelitést is bemutatunk.

Ezutan reprezentdlhaté formdk reguldris és szinguldris részének reprezentalhatésagéira
adunk jellemzést, majd az itt kapott eredmények alapjian reprezentdlhaté pozitiv funkciona-
lok Lebesgue-felbontésat is jellemezziik.

Megmutatjuk a klasszikus, pozitiv, véges mértékekre vonatkozd, Lebesgue-felbontési tétel
és a reprezentdlhat6 pozitiv funkciondlok Lebesgue-felbontasdnak kapcsolatét, karakterizaljuk
a kiilonbo6z6 felbontdsok egyértelmiiségét, majd végiil mutatunk egy alkalmazast masodrendi

elliptikus differencidloperatorokra.



2. Formak Lebesgue-felbontasa

El6szor formédk Lebesgue-felbontasat mutatjuk be. Forma alatt végig konjugaltan bilineéris
pozitiv szemidefinit formdt, azaz elsd valtozdjaban linedris, masodik véltozdjdban konjugal-
tan linedris format értiink, amely egy komplex linedris 2~ téren van értelmezve. A t forma

kvadratikus alakjit a kovetkezd modon jeloljiik:

to]l =tlp,0) e

Egy forma kvadratikus alakja a polarizicids egyenldség alapjan meghatdrozza minden pontban

a felvett értékét: ,
1 : .
te, o) = 7D i tlp +i].
Ez alapjan a t < 1o reldciét ugy értjiik, hogy
o] <wle] e Z.

2.1. Definicié. Legyenek t és vo formdk. Ekkor azt mondjuk, hogy t forma vo-abszoliit folyto-
nos, ha létezik (t,),en formdk novekvd sorozata, amelyre t, < c,vo valamely ¢, > 0 esetén,
és t = sup,,cy tn. A W forma majordlja t formdt, ha létezik ¢ > 0 szdm, amelyre t < cro. A
t forma szinguldris vo-re nézve, hogy ha egy s formdra teljesiil, hogy s < t és s < w, akkor

s = 0 kovetkezik.

2.1. A parhuzamos Osszeg és tulajdonsagai
Ebben az alfejezetben azt mutatjuk meg, hogy egy t forma felbonthat6
t=t +t

modon, ahol t,. tw-abszolut folytonos, illetve t, és to szinguldrisak, ezt nevezziik a formak
Lebesgue-felbontdsanak. Ehhez bevezetjiik az igynevezett paralell 0sszeg fogalmat, egy lem-

ma segitségével.

2.2. Lemma. Legyen (t,),en monoton novd (fogyd) formdk sorozata, amelynek egy s forma

felsd korldtja. Ekkor a pontonkénti hatdrértékek

t(p, ) = supt,(p, 9), t(p, p) = inf t,(p, )
neN neN



léteznek, és formdt definidlnak, amelyekre igaz, hogy 0 < t < s, illetve 0 < t < t,,.

Bizonyitds: t(p, p) nyilvan minden ¢ € 2 esetén létezik. Mivel a t,, sorozat minden tagjdra
teljesiil a paralelogramma egyenldség, igy a hatarértékekre is, ezért a Jordan-Neumann-tétel

alapjan t forma. U

2.3. Allitas. Legyenek t és ro formdk 2 felett. Ekkor a t : v paralell Jsszeg
(t:w)le] = inf {wlg+o]+Hgl} 2, 2.1)
egy formdt definidl.

Bizonyitds: A bizonyités soran (t : to) formdt £ fogja jelolni. A paralell 6sszeg definiciéjabél
kovetkezik, hogy p € 2 esetén £[p] > 0. Megmutatjuk, hogy /¢ egy félnorma, melyre tel-
jesiil a paralelogramma egyenl&ség, ami alapjan a Jordan-Neumann-tételbdl mar kovetkezik,
hogy £ egy forma.

Legyen A € C\ {0}, ekkor

Ep] = inf {rlg + Ao] + t[g]} = Jnf. {(w[Ag+ )] +tAgl} = N*le] e,

azaz /& abszolut homogén.
Legyenek ¢, 1 € 2. Ekkor minden g, h € 2 esetén teljesiil, hogy
flp+ 9] = nf {wlg+¢+ 9] +Hg]} Swlg+ht e+ +tg+

=wlg+ @] + 2R (g + ¢, h + ) + wlh + ] + t{g] + 2Rt(g, h) + t[A]

< 1wy + @] + 2/ (g + ]/ w[h + ] + tlg] + 2+/t{g]\/t[h] + t{h

< wlg + @] + tlg] + 2y/w[g + @] + tg] /W[l + Y] + t{h] + w[h + ] + t[g]

= (v/wlg +¢] + tfg] + /w[h + ¢] + t[A])%,

azaz g, h € 2 -ben infimumot véve (2.1) egyenldségbdl kovetkezik, hogy

Vele+9] < (Velel + VER) e ve X,

azaz /& szubadditiv, tehat félnorma.



A tés o formdkra igaz, hogy
2(wlg + o] + t{g] + w[h + ] + t[h]) =

=wlg+h+ e+ +tg+h]+wlg—h+p—P]+tlg— Al

minden g, h € 2 -re. Ekkor g-ben és h-ban infimumot véve 2 -ben, az el6z56 egyenlség bal

oldala (2.1) egyenldség szerint
2(¢&ly] + £[Y]).

A jobb oldal infimuma, (2.1) egyenl&séget felhasznalva, pedig nagyobb vagy egyenld mint
inf {wlg+h+¢+¢]+tg+hl}+ inf {wlg—h+e—d]+tg—hl} =
geX gEX
=&+ Ul + &l — o]
Ebbdl az alabbi egyenldtlenség kovetkezik:
2(€le] +EW]) 2 Elp+ ] +Elp—y] Y e

Itt o és ¢ helyébe formdlisan (¢ + 1)/2-t és (p — 1) /2-t helyettesitve, megkapjuk a masik

irdnyu egyenldtlenséget is
2(&le] +€[W]) <élp+ ] +Elp—v] el
A két egyenlbtlenséget kombindlva kapjuk, hogy
2(¢lp] +&[W]) =Ele+ ¥l +Elp—Y] oY e,
azaz teljesiil a paralelogramma egyenldség, vagyis £ valéban forma a Jordan-Neumann-tétel

szerint. O

Az aldbbi lemmaéban irjuk le a paralell 6sszeg alapvetd, elemi tulajdonsagait.
2.4. Lemma. Legyenek t,t,,10,10,,u,s formdk, \, u pozitiv szamok. Ekkor
G t:mw=1:t

(i) (M) : (M) = At : 1)



(i) (t:mw):u=t:(ro:u);

(v) t:ro <tést: < to;

V) t<u=t:1w<u:;

(vi) (t:w)+ (u:s) < (t+u): (w+s);

(vil) ¢, L t,lo, Lro=1t,: 1, | t:10;
(viii) (M) : (put) = 2t;

(ix) u<tu<w= (1/2)u <t:w;

) u<tu<w,t:ro<(1/2u=t:10=1/2u.

Bizonyitds: (1),(i1) és (v) kovetkeznek a paralell 6sszeg definici6jabol.

(iii) (2.1) egyenl6ségbdl kovetkezik, hogy barmely ¢ € 2 esetén

((¢: w) su)lg] = inf {ulg + ] + (t: w)[g]}

= glélgfa‘/ hlélgf;/ {ulg + o] + rolg + h] + t[h] }.

t: (to : u)-ra pedig

(¢ (02 w)l) = inf {(w: w)lh+ ] + ]}

= hlélﬁglengf {ulg + h + ¢] + w[g] + t[h]}

= hlgufz glengfz_ {u[g —h+ o]+ wlg] + t[h]}

. . / /
= jnf inf {uly’+ ] +wlg' + h] + th]},

g = g — h helyettesités mellett, tehat a két kifejezés megyezik.
(iv) A (2.1) egyenl8ségben g helyébe —p-t irva, kovetkezik, hogy (t : w)[p] < t[p].
(vi) Mivel a

inf, {m[g+90]+t[g]}_|_gjggy fslg' + o] + 1]}

< (wlg+9g + ¢l +tlg+ 1)+ (slg + 9" + ¢l +ulg + )

= ((w+5)[g+ g + ¢+ (t+u)g +7)



egyenlGtlenség minden g, ¢’ € 2 -re igaz, ezért az infimumra is, igy t < uesetént: 1w < u:
to.

(vii) Ha (t,)nen > tés (0),en > to, akkor (&, : 10,,) > (t: to) kovetkezik (v)-bol. A 2.2.
Lemma alapjan ekkor a nh_)IIolo (t, : 1o,) hatdrérték egy formdt definidl. Minden ¢ > 0 esetén

1étezik g. € 2, amelyre

(t: w)[g] > wlge + @] + t{ge] —
Tovabba Iétezik olyan n, . € N, hogy minden n > n,, . esetén
wnlge + @] + talge] — € < wlgeso] +tge]-
A két egyenlStlenségbdl kovetkezik, hogy
Jnf ,[g + @] + talg + ] < (t:w)[e] + 2,

minden n > ng, . és € > 0-ra, azaz lim,,_,(t, : 10,)) < t: 1o is teljesiil.

(viii) Az infimum mogotti kifejezést atrendezve kapjuk, hogy
At[g + ] + ptlg] = Atlp] + 2ARE(g, @) + (A + p)t[g]
)\2

[90]+t[\/h+ug+ \/%J - A+utm

AY# H[ngL\/— }

A kifejezés infimumdt véve az utolso sor jobb oldala 0, igy megkaptuk az allitast.

(ix) A (viii) pontot alkalmazva megkapjuk, hogy u : u = (1/2)u. Igy (i) és (v) pontokat
alkalmazva lathatd, hogy
u:ru<<u:tw <t:t.
(x) A (ix) pontbdl tudjuk, hogy (1/2)u < t: t, igy t : v < (1/2)u miatt egyenlGséget
kapunk. U

2.2. A Dt operator

A paralell 6sszeg tulajdonsdgai miatt a (t : nt),cy monoton nové feliilrSl korlatos forméak
sorozata, igy definidlhatjuk a

Dt = sup(t: nto)
neN
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kifejezést, amely egy forma a 2.2. Lemma értelmében, ®,, pedig egy jol definidlt operator a
formék terén.

A kovetkezd lemma a ©,, operator alapvetd, elemi tulajdonsagait irja le.
2.5. Lemma. Legyenek t,10,u,s formdk és \ > 0 szam. Ekkor teljesiilnek a kovetkezok:
1) Dawt = Dit;

(i) (t:nw) < Dyt n €N;

(i) t<s,u<tm=99,t<Dys;

(iv) Dp(At) = A\Dypt;

(V) Dt + Dps < Dy (t+5);

(Vi) Dy, idempotens, azaz Dp(Dpt) = Dyt
Bizonyitds: (i) Dt definici6jabol

Dpt =sup(t: nto) = lim (t: nw) = lim (t: nAw) = D)pt,

hiszen 1étezik egy (nx)ren € N, monoton novS sorozat, hogy nx, < Ak < ny + 1, ekkor
teljesiil, hogy
(t:ngw) < (t: Mew) < (t: (ng + 1)m).

Az egyenl6tlenségben limeszt véve kapjuk, hogy
Dpt = lim (t: ngto) < lim (£: MNkw) = Dypt < lim (t: (ng + 1)10) = Dpt,
k—oo k—oo k—oo

amibdl kovetkezik, hogy mindenhol egyenl6ség van.

(i1) Mivel t : nto monoton novd és t egy felsd korlatja, ezért
t:nw <D,t<t
(iii) A 2.4. Lemma (v) pontjabdl kovetkezik, hogy

t<s,umw=1t:nu<s:nmw,



majd n € N-ben szuprémumot véve adddik az 4llitas.
(iv) A 2.4. Lemma (i1) pontjabol kovetkezik, hogy
n n
AMinto=AM: At =A(t: -0
' X ( X ) |

majd n-ben szuprémumot véve kapjuk az allitast.

(v) A 2.4. Lemma (vi) pontjabol adédik, hogy
t:no+s:mu< (t+5): ((n+m)w),

majd egymdst kovetden szuprémumot véve n, k € N-ben kapjuk az allitast.

(vi) A (i1) és (iii) pontokbdl, illetve 2.4. Lemma (viii) pontjabol kovetkezik, hogy
t:nto =1t:(2n: 2nw) = (t: 2nw) : 2010 < Dt 20w < DK (Dpt) < Dyt

Szuprémumot véve n-ben kapjuk, hogy Dt = D (Dipt). O

2.6. Lemma. Legyenek t és v formdk. Ha v majordlja a t formdt, azaz t < cvw valamely

c > 0 esetén, akkor Dt = t.

Bizonyitds: Legyen ¢ > 0 olyan, hogy t < ctv. Ekkor a 2.4. Lemma (iv) és (viil) pontjai

alapjan minden n € N esetén

n n
t=t: <—t> <t:nmw <t
n-+c C

azaz n-ben szuprémumumot véve kapjuk, hogy sup(t : nw) = t. U
neN

2.7. Tétel. Legyenek t és o formdk X felett.
(1) Ha Dt = t, akkor t vo-abszoliit folytonos.
(ii) Ha (t,)nen formdk olyan sorozata, melyre vo majordlja t,-t minden n € N esetén, és ha

t = sup t,,, akkor ®,t = t. Ha t w-abszoliit folytons, akkor Dt = t.
neN



Bizonyitds: (i) Tegyiik fel, hogy ®,t = t. Ekkor t, = t : nto egy monoton novd sorozat,
melyre sup t, = t. Mivel t,, < nto, igy t tv-abszolit folytonos.

(i1) %gzyiik fel, hogy t = sup,,cy t, olyan, hogy tv majoralja t,,-t minden n € N esetén.
Ekkor ®,t, = t,, az el6z6 lemma alapjan. Most a 2.5. Lemmit alkalmazva

tn :Qrvtn < @me ta

majd n-ben szuprémumot véve megkapjuk az allitast. U

2.8. Tétel. Legyenek t, 1o és s formdk. Ekkor teljesiil, hogy
Dp(t:w) = (Dpt) 1o =1t: 10,

illetve

t:w<s:w & D,t<D,s.
Bizonyitds: Mivel 1o majoralja t : to-t, igy
t:1o=Dy(t:w)=sup ((t: 1) :nw) =sup ((t:nw): ) < (Dpt) 110 < t: 10,
neN neN

tehat teljesiil az elsd egyenlGség.

Ha ®,,t < ®,,5, akkor
t:=Dpt: 0 <Dys5:10==5:10.
Megforditva, ha t : to < s : tv, akkor minden n € N esetén
t:nw <s:nto,

amit indukciéval bizonyitunk. Ha n = 1, akkor ez nyilvan teljesiil. Tegyiik fel, hogy n-re is,

ekkor a 2.4. Lemmat felhasznalva kapjuk, hogy

()= () ) o< () )«
() o) o)




ami ekvivalens azzal, hogy

t:(n+ 1) <s:(n+1).

A kifejezésben szuprémumot véve n-ben kapjuk a bizonyitandé allitést. U

2.9. Kovetkezmény. Legyenek t és vo formdk 2 felett. Ekkor a ( : vo = t : 1 egyenletnek a

Dt forma a minimdlis megolddsa.

Bizonyitds: Az el6z0 tétel szerint ( = ®,,t valéban megolddsa az egyenletnek. Az 4llitds
masodik részébdl az is kovetkezik, hogy ha ¢ : w = t : w, akkor D,( = D,t. Mivel
Dl < C,igy Dt < ¢. O

A kovetkez6 allitdisban megmutatjuk, hogy a ®,,t operator segitségével a formak szingu-
laritdsa jellemezhetd:
2.10. Allitas. Legyenek t és w formdk 2 felett. Ekkor a kévetkezd dllitdsok ekvivalensek:
(1) tés v szinguldrisak;
(i) t:w=0;
(iii)) Dyt =0.

Bizonyitds: (1)=>(ii) Ha t szinguldris tv-re nézve, akkor t : to < tést:to < o miattt: o = 0.
(i1)=(iii) Tegyiik fel hogy t : to = 0. Ekkor a 2.9. Kovetkezmény miatt Dt = 0.
(ii)=-(1) Most tegyiik fel, hogy ©,,t = 0, és legyen s olyan forma, melyre s < téss < tv.

Ekkor a 2.4. és 2.5. Lemmakbdl kovetkezik, hogy

1
58 St <Dyt =0,

azaz s = ( vagyis t és tv szinguldrisak. U

Az alédbbi eredmény a fejezet f6tétele:

11



2.11. Tétel. (Lebesgue-felbontas) Legyenek t és w formdk 2 felett. Ekkor a

t-nek olyan felbontdsa, amelyben t abszoliit folytonos ® t-re nézve, és t — Dt szinguldris 1o-
re nézve. Tovdbbd ©,t maximdlis azon formdk kozt, melyeknek t felsé korldtja, és vo-abszoliit

folytonosak.

Bizonyitds: A 2.5. Lemmabol kovetkezik, hogy Dt < t. Mivel Dy, (Dpt) = Dyot, igy a 2.7.

Tétel alapjan D, t tv-abszolit folytonos. A 2.5. Lemma4bdl szintén kovetkezik, hogy

tehat D, (t — Dypt) = 0. A 2.10. Allitasbol adédik, hogy t — Dt szinguldris to-re nézve. Ha

u olyan forma, amelynek t fels6 korlatja, és tv-abszolit folytonos, akkor
u= @mu S @mt,

azaz ®,t valéban maximadlis ilyen tekintetben. U

12



3. Linearis relaciok kanonikus felbontasa

s 2

Ez a fejezet kitérot tesz a linedris relacidk irdnyaba. A linedris relaciékhoz kapcsolhat6 fo-
galmakra, eredményekre sziikség lesz a tovéabbi fejezetekben, de a linedris reldcidk kanonikus
felbontdsa 6nmagdaban is érdekes eredmény. A tovdbbiakban 7 és ¥ mindig Hilbert-tereket

jelolnek az adott skaldris szorzattal.

3.1. Definicié. Legyenek 77 és & Hilbert-terek. Ekkor egy U C 7 x & linedris alteret

linedris reldcionak neveziink. Egy U C € x & linedris reldcio esetén bevezetjiik az aldabbi

halmazokat:
domU :={fes# :{f f}eU}, ranU :={f' e :{f,f'}teU}
kerU:={f e :{f,0} €U}, mulU :={f' € # : {0, f'} e U},

melyeket rendre az U reldcio értelmezési tartomdnydnak, képterének, magterének illetve tobb-
értékii részének neveziink. Az U~ formdlis inverz egy U~ C ¥ x A linedris reldcid, amelyet

tigy kapunk, hogy U komponenseit felcseréljiik.

3.2. Definicié. Azt mondjuk, hogy az U C 7 X & linedris reldcio zdrt, ha U norma-zdrt a

F X K térben, ahol (-|) yxx a kovetkezbképpen van definidlva:

{9 9 ) oexn = (Flo) e+ (F1d) e {f. [} 9.9} € 0 x 2.

3.3. Definicié. Legyen U C 7 x & linedris reldcio, ekkor az U* adjungdltat a kovetkezd-
képpen definidljuk:
U* = Jut = (JU)*,

ahol J : 7 x K — K x H olyan, hogy

JULY=Af—f Afflexxx.
U = U* = (UYY* az U linedris reldcié lezdrtja.
Az alabbi 4llitas az operatorokra vonatkoz6 4llitds analdgja:

3.4. Allitas. Legyen U C A x K linedris reldcid. Ekkor teljesiil, hogy

(ranU)* = ker U*, (dom U)*+ = mul U*,
(ran U*)*+ = ker U, (dom U*)*+ = mul U.

13



Bizonyitds: Definici6 alapjan
f €kerU* =ker(JU): < ({f,0}{d, —g})xn =0 {9,4'} €U,
ami pontosan akkor teljesiil, ha
(f19)r =0 g ex
azaz, ha f’ € (ran U)+. A masodik egyenlGséget megkapjuk, ha az els6t alkalmazzuk U~ !-re,

hiszen dom U = ranU !, és mulU = ker U~!. A harmadik és negyedik egyenl8séget pedig

megkapjuk, ha az elsd és mdsodik egyenl6ségeket U™ linedris reldcidra alkalmazzuk. U

3.5. Allitas. Legyen U C 5 x K linedris reldcié. Ekkor teljesiil, hogy
ranU C ranU domU C domU

Bizonyitds: Legyen g € ranU, azaz {f,g} € U valamely f esetén. Ekkor létezik olyan
({fn, gn})nen C U sorozat, amelyre {f,,g.} — {f, g}, azaz ¢ € ranU. A madsodik

tartalmazas kovetkezik az els6bdl T = U~ !-re alkalmazva. O

3.6. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy U C € x K linedris reldcio reguldris, ha lezdrtja egy

operdtor grdfja. Ekkor U egy lezdrhato operdtor grdfja.

3.7. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy U C 7 x K linedris reldcio szinguldris, ha
ranU C mul U,

azaz mivel mul U zdrt, ez ekvivalens azzal, hogy
ranU C mul U.

Mivel 3.5. Allitds alapjdn

mulU C ranU,

ezért

mulU C ran U

is igaz, igy U pontosan akkor szinguldris, ha
ranU = mul U 3.2)

14



Most kiilonb6z0 karakterizdcidkat adunk arra, hogy egy U linedris relacié mikor lesz szin-

guldris.
3.8. Allitas. Legyen U C 77 x X linedris reldcio. Ekkor a kovetkezd dllitasok ekvivalensek:
(1) U szinguldris;
(i) dom U* C ker U*;
(i) dom U* = ker U*;
Gv) U* =domU* x mulU*

(v) U=domU x mulU.

Bizonyitds: (i)=(ii) A (3.2) egyenl6ség alapjan (ranU)* = (mul U)* ami ekvivalens azzal,
hogy ker U* = dom U*. Ebbdl kivetkezik, hogy dom U* C ker U*.
(i))=-(iii) A kovetkeztetés nyilvan igaz, hiszen ker U* C dom U* mindig teljesiil.
(iii)=-(iv) Legyen {f, g} € U*. Ekkor a (iii) pont miatt f € ker U*, azaz {f,0} € U*.
Ebbdl kovetkezik, hogy {0, g} € U*, azaz g € mul U*. Azt kaptuk, hogy { f, g} € dom U* x
mul U*. Most legyen {f,g} € domU* x mulU*. Ekkor definici6 alapjin {0,g} € U*.
Tovabba (iii) miatt f € ker U*, azaz {f,0} € U*. A linearitds miatt ekkor {f, g} € U*.

(iv)=-(v) Ha vessziik az U** adjungadltat, akkor az adjungalds definicidja alapjan
U = (mul U*)* x (dom U*)*

ami a 3.4. allitas alapjan a bizonyitand¢ allitas.
(v)=(vi) Ha (v) teljesiil, akkor ranU = mulU, azaz ranU C mulU, tehit teljesiil a

szingularitds definicidja. [

Az eddig bevezetett eszkozok segitségével megmutatjuk, hogy egy linedris relacié hogyan

bonthat6 fel egy operatorszerd 6sszegre, olyan médon, hogy

U=A+B={{fg+h}:{f 9} € A{f h}eBj},
tovabba A reguldris, B pedig szingularis.
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3.9. Tétel. (Linearis relaciok kanonikus felbontasa) Legyen U C 77 x & linedris reldcio.

Legyen P : ¢ — mulU ortogondlis projekcid. Tekintsiik U kivetkezd felbontdsdt:
U = Ureq + Using,

ahol U,cq és Uging a kovetkezd linedris reldciok:

Ureg : = {{f(I=P)f'} : {f, ['} € U}, (3.3)

Using : = {{f, Pf'} : {f. f'} € U}. (3.4)
Ekkor U,eq : S€ — & reguldris reldcio, Ugy,, : & — K pedig egy szinguldris reldcio,
amelyre teljesiil, hogy

mul Ugjng = mul U, mul Using = mul U.

Bizonyitds: El6szor azt mutatjuk meg, hogy U,., lezdrtja egy operator, tehat U,., reguldris.
Tegyiik fel, hogy { fn, f! }nen € U olyan sorozat, amelyre
{fn7 ([ - P)f;z} - {079}7

ekkor g € (mulU)L. Tovdbba az adjungélt definicidja alapjan, ha {h, h'} € U*, akkor

0= (fulh)e — (ful )
= ((I = P)fulh)a = (ful ) oe + (P fo1R).5
= (I = P)fulh)or = (fall)oe,
ahol kihasznaltuk, hogy (Pf’|h)» = 0, ami a 3.4. Allitasb6l adédik. Ekkor ha vessziik az
n — oo hatdrértéket, mdr adddik, hogy (g|h)» = 0 minden h € U* esetén. Ezek szerint
g € (dom U*)* = mul U. Ebbél kivetkezik, hogy g = 0, azaz U,., lezdrhat6 opertor.

Most azt mutatjuk meg, hogy Uy, szinguldris. Ha {h,h'} € 7 x ¢ elem, akkor
{h,h'} € (Using)* pontosan akkor teljesiil, ha

(W) = (WP f)or = (PhIf) e {f. [ €U},

azaz ha {Ph,h'} € U*. Ebbdl kovetkezik, hogy h € dom(Us;,,)*, akkor és csak akkor, ha
Ph € dom U*. Ez ekvivalens azzal, hogy Ph = 0, hiszen dom U* C (mulU)*. Tovdbb4
Ph = 0 ekvivalens azzal, hogy # € (mulU)* = dom U*, emiatt teljesiil, hogy

dom(Using)* = dom U*.
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Anal6g médon beldthatd, hogy h € ker(Us;n,)*, pontosan akkor, ha Ph € ker U*. Ha Ph €
ker U*, akkor Ph € dom U* és Ph = 0. Megforditva, ha Ph = 0, akkor Ph € ker U*. Emiatt
teljestil, hogy

ker(Using)* = dom U*.

A két egyenldség alapjan azt kapjuk, hogy
dom(Using)* = ker(Using)™,

azaz 3.8. Allitds alapjan Using szingularis.

Tovébba teljesiil, hogy
mul U gy = (dom(USmg)*)l = (dom U*)* = mul U,

illetve

mul Uging = {Pf":{0,f} €U} = {f":{0,f} €U} = mul U.

17



4. Formak lezarhatosaga

Ebben a fejezetben bevezetjiik a formdk lezarhatésaganak fogalmat, amely ranézésre teljesen
kiilonbozd a 2. fejezetben bevezetett abszolut folytonossag fogalmatol, azonban megmutatjuk,
hogy formdk esetében az abszolut folytonossag és a lezarhat6sag fogalma ekvivalens.

Ehhez el6szor segéd Hilbert-tereket vezetiink be:

4.1. Definicié. Legyenek t és v formdk 2 vektortéren. Ekkor a kovetkezd halamzok lesznek t

és v magterei:

kert:=x € 2 :tfz] =0, kerto := {z € Z : wlz] = 0}.
Ezek linedris alterek, hiszen ha cy,co € C, és v, € kert, akkor

tlerp + eot] = ctfp] + GtY] + atat(e, ¥) + Tt (i, ¢) <

< citlg] + tl] + eV HeltY] + cie v/ HYlte] = 0,

a Cauchy-Schwarz egyenlitlenség alapjdn.

Ha p,yp € X akkor:
t(p +kert, i +kert) = t(p, 1) + t(ker t,¢0) + t(p, ker t) + t(ker t, ker t) = t(p, ).

Ezek alapjdn definidlhatjuk az 2"/ kert és 2/ ker w faktortereket, és a faktortereken értel-

mezett (-|-)¢ = t(-,-) és v (-,-) = (+|)w skaldris szorzatokat. Ezen pre-Hilbert terek teljessé

tételét jelolje I, és Hy,. Hasonldan definidljuk F,y, teret is, ahol ker(t+1w) = ker tNker to.
Definidljuk az U C Ay X (I ® ) linedris reldciot a kovetkezdképpen:

U={{h+ker(t+w), (h+kero®h+kert)}:he 2} 4.5)

Mivel U egy izometria, ezért egy operdtor grdfja, a lezdrtia U™ egy v — Fu B G

izometria. Jelolje P a 7, ® H, — (van U**)* ortogondlis projekciot.
4.2. Allitas. Legyenek f,q € 2, ekkor

|P(f +kerto,g +kert)|®> = (t: w)[f — g].
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Bizonyitds: Ha ¢ € ker t és ¢ € ker o, akkor ran U** = ran U miatt
| P(f +kerw, g+ kert)||* = dist ((f + ¢, g + go),ranU)2 =

= inf {w[f + h+kert] + t{h + g + ker t]} :hi&fz_{m[f—l—h]—kt[h—i-g]}.

g + h-t g’-vel helyettesitve kapjuk, hogy

Jof {w[f —g+¢]+tg]} = (w: O[f - gl.

4.3. Kovetkezmény. Legyenek t és to 2 -en értelmezett formdk, U pedig a (4.5) pontban

bevezetett izometrikus operdtor. Ekkor a kovetkezd két dllitds ekvivalens:
(i) t szinguldris vo-re nézve;
(il) ran U™ = J7;, & .
Bizonyitds: A 2.10. Allitds alapjan (i) ekvivalens azzal, hogy t : w = 0. Az eléz6 allités
alapjan pedig t : to = 0 ekvivalens azzal, hogy P = 0, azaz ran U*™* = J4, & J4. U
Definidljuk a kovetkezd ¢; linedris rel4ciot:
= {{p+ker(t+mw),o+kerw} € H , x H:pec 2} (4.6)

Mivel ker(t + w) C kertw, igy ¢, egy operdtor grifja, amely rdaddsul egy S, — %

kontrakcid, hiszen

(0 + ker(t + 1)) L, = [l@ + kerwl|g, <o+ ker(t +w0)|Ls..,-

Emiatt lezartja ¢{* is kontrakcid, dom ¢{* = J#,,, €s ran (;* stirli .77;-ban. Ebbdl kovetkezik,

hogy ¢} is kontrakcid, dom ¢} = 4, ran ¢} stirli {ker ¢;*}*+ C 5 ;-ban, és ker i} = {0}.

4.4. Lemma. ker ;" megadhato a kovetkezdképpen:

ker i* = { lim {p, +ker(t+ 1)} € H 1w : t{on —om] = 0, wlp,] =0 n,m — oo}
n—oo
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Bizonyitds: A ¢ € ker " tartalmazds azt jelenti, hogy {¢,0} € 1 X H5, és valamely

(@n)nen € £ sorozatra
(t+ 1) —pn] =0 w[o,] =0,
azaz ¢ = lim,_,o{¢, + ker(t+w)} € &, ahol

t[‘Pn - gpm] + m[gpn - Spm] —0 m[Qpn] — 0,

ami ekvivalens azzal, hogy t[¢, — vm] — 0 és w[p,| — 0. O

Legyen @y : H{;n — ker (" ortogondlis projekcid. Ekkor t,;,,, format a kovetkez8képpen
definialjuk:
tsing (9, 1) = (Qulp + ker(t +10))[Qu(¢ + ker(t+w))) , . € 2. (4.7)
A tg;,, format a t forma to-re vonatkozo szinguldris részének hivjuk.
4.5. Tétel. Legyenek t és o 2 -en értelmezett formdk. Ekkor tg,, megadhato a kovetkezd
maodon:
tangle] = tlel + inf {wlp+h] — inf {tlg] +wlg+h]}}  pe2. (48
Tovabba az is igaz, hogy 0 < tg,, < t.
Bizonyitds: Mivel ¢} (ran t;) sirG {ker (;*}+ C J#,,, altérben, ezért
(Q(p + ker(t +1))|Q(¢ + ker(t + 1)), =
= hlélgf{; {((¢ + ker(t + 1)) + i (h + kerw)| (¢ + ker(t + 1)) + ¢/ (h + kerw)) , 1 =
= inf {t[p] + w[p] + (e, h) + (h, ) + (¢f(h + kerw)|i{ (h + ker )

heZ t+m}

= tfg] + inf {wl+h] —rolh] + (;f(h + ker )| (h + kerw) ,  }. 4.9)

Mivel dom ¢ stirli 77, ,-ban, ezért

0= giené {((g + ker(t+w)) + ¢{ (h + ker tv)|(g + ker(t + 10)) + ¢{ (h + ker m))Hm}

= (4 (h +kerw)[i{ (h + kerw)),, + giélgfg {t[g] + w[g] + (g, h) +0(h,9)}

= —tv[h] + (¢ (h + ker w) i (h + ker w)) +gi£gfg {t[g] + rolg + h]}. (4.10)

t+to
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A (4.9) és (4.10) egyenldségekbdl kapjuk, hogy

tanglp] = tle] + inf {wlp+h] — inf {t[g] + wlg +A]}},

ezzel belattuk az allitas elso felét.

Egyrészt t;,, > 0 a definicidja alapjan, masfeldl
tuinglip] < tle] + ol +h] — inf {tlg] +wlg +H]}, w2,

teljesiil h € 2" esetén. A h = —¢ valasztassal megkapjuk, hogy t;,,, < t. U

4.6. Definicié. Definidljuk a kdvetkezd formdt:

teglp] = to] — tanglel, 0 € X

A t,cq formdt a t forma vo formdra vonatkozo reguldris részének hivjuk.
4.7. Tétel. Legyenek t ésvo 2 -en értelmezett formdk. Ekkor

tmg[go]=§£{(t:m)[h}—m[¢+h]} e, (4.11)

és
0<t <t (4.12)
Bizonyitds: A (4.8) egyenlOségbdl €s t,.., definicidjabol kovetkezik, hogy
treglye] = sup { inf {t[g] +w[g+h]} —w[p+h}, e X, (4.13)
hex ~9EL

ami a t : 1o paralell 6sszeg definicidja alapjan éppen (4.11) egyenldségnek felel meg.

Mivel 0 < t,, < t,ezért 0 < t.; = t — tgpy < t1isigaz. [

4.8. Definicié. Azt mondjuk hogy a t forma lezdrhaté vo-re nézve, ha barmely (p),en 2 -beli

sorozatra teljesiil, hogy

tlon —om] =0 A wlp, ] >0 =t —0. (4.14)
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A lezérhat6 elnevezést az alabbi indokolja:

4.9. Allitas. Legyenek t,10 az 2 vektortéren értelmezett formdk. Ekkor az aldbbi dllitdsok

ekvivalensek:
(1) tforma vo-lezdrhato,
(i) T := {{p +kert,p+kert} : p € 2} C I, x H egy lezdrhaté operdtor grdfja.

4.10. Tétel. Legyenek t és vo 2 -en értelmezett formdk. Ekkor t.., lezdrhato vo-re nézve, és

kovetkezd dllitasok ekvivalensek:

(1) tlezdrhato vo-re nézve;
(i) t= treg-

Bizonyitds: (ii)=(i) Legyen (¢,)nen € &£ olyan sorozat, amelyre t..,[¢, — ©n] — 0,
w[p,] — 0, és legyen € > 0. Ekkor létezik olyan N € N, hogy ha n,m > N, akkor
treglon — ©m] < €. A (4.11) egyenlGség miatt kovetkezik, hogy minden h € 2" ésn,m > N
esetén

(t:w)[h] — w[e, — om + h] < e

Ha m — oo, akkor w[p,,] — 0 miatt minden h € 2 ésn > N esetén
(t: w)[h] —wlp, + h] <e.
Ekkor a (4.11) egyenl6ség alapjan

treg[0n] = sup {(t: w)[h] —w[p, +h]} <e,
hex
azaz t,., — 0, tehdt t,., lezarhat6 to-re nézve. Ha tehat t = t,.,, akkor t lezarhato.
(1)=-(i1) Tegyiik fel, hogy t to-lezarhato, ekkor elég azt beldtni, hogy ty,, = 0. A (4.7)
egyenlGség alapjdn ehhez azt kell belétni, hogy ker ;f* = {0}. Ez kovetkezik ha a 4.4. Lem-

madban adott egyenl6ségbdl, hiszen ha t lezarhat6 r-re nézve, akkor teljesiil hogy
(t + to)[en + ker(t + )] = t[p, + ker t N ker w] + to[p,, + ker t N ker o] — 0,

atlpn, — om] — 08és wlp] — 0 feltételek mellett. O
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4.11. Tétel. Legyenck tésvo formdk 2 vektortéren. Ekkor a kovetkezd dllitdsok ekvivalensek:
(1) tforma vo-abszoliit folytonos,

(ii) tlezdrhato vo-re nézve.

Bizonyitds: (1)=(ii) Ha t w-abszolit folytonos, akkor létezik (t,,),cn formdk olyan sorozata

és (an)nen > 0 szdmsorozat, hogy minden ¢ € 2 esetén

to[p] < anwlpl,  tafp] S ).

Ekkor a t,, formdk nyilvan lezdrhatdak, tv-re nézve, ezért t, = (t,),, a 4.10. Tétel alap-
jan. EbbSl kovetkezik, hogy t, = (t,)rey < te, a (4.12) egyenlGség alapjan. Ekkor
tlp] = nh_{go t.[¢] < teglp], amibdl mér kovetkezik, hogy t = t,.,, azaz t lezdrhat6 a 4.10.
Tétel miatt.

(i))=-(i) Legyen t lezdrhaté t-re nézve, azaz t = t,.,. Ekkor a 2.8. Tétel alapjan (Dyt) :
o = t: 1o, ezért a (4.12) egyenlGség miatt (Dyt),c; = tey. Itt a 2.5. Lemmat alkalmazva
kapjuk, hogy

t Z th 2 (th)’/‘eg — treg - ta

tehat ®,,t = {, ezért t tv-abszolut folytonos. O

Ha t és tv az 2 téren értelmezett formdk, akkor t = t,., + s, €zek szerint egy Lebesgue-
tipusu felbontés lesz. A kovetkezd tétel azt mondja ki, hogy ez a felbontds megegyezik a 2.11.

Tételben szerepl6é Lebesgue-felbontassal.

4.12. Tétel. Legyenek t és v formdk 2 vektortéren értelmezve. Ekkor igaz, hogy
th - tregu t— 33mt - tsmga

azaz t,.q forma vw-abszolit folytonos, 1o és t,, pedig szinguldrisak.
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Bizonyitds: Mivel t,., < t, ezért nyilvan D, t,., < Dpt. A t,., forma lezarhat6 r-re nézve,
ezért 4.11. Tétel miatt w-abszolit folytonos, igy Dyt.g = teg a 2.7. Tétel alapjan. Mivel
Dyt tw-abszolit folytonos, ezért lezarhat6 is to-re nézve, igy (Dpt)reg = Dpt < ¢y, tehdt
Osszegezve:

treg < Dtreg < Dt < ey,

azaz Dt = t.c4. ]
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5. Pozitiv korlatos operatorok Lebesgue-felbontasa

Legyen .7 Hilbert-tér a (-|-) skaldris szorzattal, A, B € () korlétos pozitiv operdtorok.
Azt mondjuk, hogy B majorélja A-t, ha (Af|f) < ¢(Bf|f) minden f € 7 esetén, valamely
¢ > 0 szdmra. Az A operdtor B-abszolit folytonos, ha 1étezik monoton névekvs (A,,)nen
pozitiv korlatos operatorok sorozata, melyeket B majordl, és sup(A, f|f) = (Af|f). Az A

operator szinguldris B-re nézve, ha barmely C' € () esetén
0<C<A N 0<C<B=C=0.

Az el6z06 fejezetekben haszndlt definiciok megegyeznek operatorok esetében a kovetkezo sze-

reposztassal:

t(f,9) = (Aflg) t.(f,9) = (Anflg) w(f,9)=(Bflg) f,g€H,

pontosabban fogalmazva t pontosan akkor abszolut folytonos (szinguldris) to formara nézve,
ha az A operator abszoliit folytonos (szingularis) B operatorra nézve. Ez a 4.11. Tétel miatt

pedig ekvivalens az A operdtor B-lezarhat6sagaval:
(Azp|z,) = 0 A (B(zp — )|ty —2m) =0 = (Azy|z,) — 0.
A paralell 6sszeg a kovetkez alakba irhato:

(t:w)le] = inf {(Blg+¢)lg+¢) +(Aglg)} <
gig;{!\3|!|!g+so|!2 +1Allllgl?} < I1B]lllgl

Ebbdl latszik, hogy t : w egy korldtos pozitiv forma. A DgA = sup(A : nB) pontonkénti

hatarérték operator korlatos és pozitiv lesz, amit a kovetkezd tétel garantal.

5.1. Tétel. (Vigier) Legyen (A,)nen C HB(H) pozitiv operdtorok monoton névd sorozata, és
|Anll < M valamely M > 0 szdmra. Ekkor az A, sorozat pontonként konvergdl a sup A,

neN
pozitiv korldtos operdtorhoz.

Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy A, monoton n6v6, és ||A,|| < M. Ekkor (A,x|z) < M|z|?,

ezért 1étezik a hatarérték, minden = € J7 esetén. A polarizaciés egyenldség alapjan:

3
Z (z + i*y) |z + i*y),

k=0

»Jkli—‘

(Apzly) =
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igy (Anz|y) konvergens minden x,y € 7 esetén. Legyen £(z,y) = lim (A,x|y). Ekkor £
n—oo

egy konjugéltan bilinearis forma, tovabba
12z, y)| = lim (Aaly) < M| ly],

azaz £ korlatos, ezért a Riesz reprezentaciés Tétel alapjan 1étezik egy olyan A operator, hogy
(Azly) = £(x,y) és || £]| < M. Az A operdtor pozitiv, és A > A, barmely n € N esetén. Ha
x € I, akkor

[Az — Anz ]| = [[(A = An)?(A = An) 22|
< (1A = AullI(A = An)' 2]

<2M((A— Ap)z|x) = 0,

ezért A,, sorozat pontonként konvergdl A-hoz. U

Igy a 2.11. Tétel alapjan mar konnyen belathat6 a kovetkezd tétel.

5.2. Tétel. Legyenek A, B € () korldtos pozitiv operdtorok. Ekkor A-nak létezik egy

B-re vonatkozo Lebesgue-felbontdsa:
A= DA+ (A— DgA).

Itt a D A korldtos pozitiv operdtor B-abszoliit folytonos, A — Dg A korldtos pozitiv operdtor
szinguldris B-re nézve. DA maximdlis azon operdtorok koziil, melyeknél A nagyobb, és

B-abszoliit folytonosak.

Most egy mésik megkozelitést mutatunk be operatorok Lebesgue-felbontdsdnak 1étezésére
operatorelméleti eszkozokkel, amely djabb operdtorokra vonatkozé karakterizacids tételekhez
vezet. Egy adott A € () pozitiv operitor esetén 77 jelolje azt a Hilbert-teret, ami annak
a pre-Hilbert-térnek a teljessé tétele, amelyben ran A-t a kovetkez6 skaldris szorzattal 1atjuk
el:

(Az|Ay)a = (Azly)  zye .
Ez j6l definidlt lesz, hiszen ha Ay = Az valamely =z € 7 esetén, akkor
(Azly) = (z[Ay) = (z[Az) = (Az|2).

26



Ekkor ran A definicié szerint siirl 7¢,-ban, jelolje J4 : ran A C ¢y — J a kanonikus
bedgyazds oprétort:

Ax — Ax T e .

Ekkor J,4 egy folytonos operéator:
|Ja(A2) > = |Az|]? < A2 |2 AY2|P = AV 2 (Az|A2)s  z € 2.
J a J4 adjungaltja egy 7 — 74 korlatos linedris operator, amelyre teljesiil hogy
Jyr = Az x € I, (5.15)
hiszen minden y € JZ esetén
(Jax — Az|Ay)a = (z|Ay) — (Azly) = 0,

azaz (J3; — A)x ortogonadlis a ran A stird linedris altérre, vagyis valéban fenndll (5.15) egyen-
A g

16ség. Ez alapjan nyerjiik, hogy
Sy = Jy(Az) = Ja(Az) = Ax x e .
Igy megkaptuk A kovetkezd faktorizaciéjat:
A= Ty T,

Jy* injektiv, hiszen

ker J4* = {ran J}}* = {ran A} = 0.
Az kovetkezOkben egy tételt vezetiink le, amelyre sziikségiink van ran J}* jellemzéséhez:

5.3. Tétel. (Douglas) Legyenek A, B € B( ) korldtos operdtorok. Ekkor a kovetkezd dlli-

tdasok ekvivalensek:
(i) ran A C ran B;
(i) AA* < ABB* valamely \ > 0 szdmra;

(iii) létezik egy C' € B(H) korldtos operdtor, amelyre A = BC.
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Bizonyitds:

(iii)=-(ii) Ha A = BC akkor
AA* = BB* = ||C|*BB* — B(||C||*)I — CC*)B* < ||C||*BB*.

(i11)=-(1) Ez a kovetkeztetés nyilvanvalo.

(iii)=-(ii) Most tegyiik fel, hogy ran A C ran B. Definidljuk a C' operatort 5#-n a ko-
vetkezSképpen: x € S esetén Axr € ran A C ran B, ezért 1étezik y € {ker B}, amelyre
By = Ax,legyen C'x = y. Ekkor A = BC), azt kell megmutatni, hogy C korlatos is. Mivel C'
az egész ¢ -n értelmezve van, igy elég azt megmutatni, hogy C' grafja zart a Banach zartgraf
tétel alapjan. Legyen (x,,, Yn )nen €gy sorozat C' grafjaban, amelyre lim,, oo (2, yn) = (2,9),
ekkor lim,, . Az, = Az és h_)m By, = By, azaz Ax = By. Mivel ker B zart, igy
y € {ker B}, tehdt Cz = y, Va;yiOsOC’ korl4tos.

(i))=-(iii) Végiil, ha AA* < ABB* valamely \ > 0 szdmra, definidljuk D : ran B* —
ran A* operatort igy, hogy D(B*x) = A*y. D jol definiélt, hiszen

ID(B*2)||* = [ A"y|]* = (AA"z|z) < X*(BB"z|z) = X*||B"||*.

Ezek szerint D egyértelmien kiterjeszthetd ran B*-ra. Ha D-t {ran B*}*-en 0-ként definidl-

juk, akkor DB* = A*. Legyen C' = D*, ekkor A = BC. U

5.4. Allitas. Az el6z6ekben bevezetett J aran A C € — € kanonikus operdtorra teljesiil,

hogy

ran J%5 = ran(J5*J5)Y? = ran AY2,

Bizonyitds:

| Thx||? = (5 Thzlz) = [|(T5T3) x|,

majd az elbbi tétel alapjin

ran J%5 = ran((J5*J5)Y?)* = ran AY2,
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5.5.Lemma. Legyenek A, B € B(I) korldtos, pozitiv operdtorok. Tegyiik fel, hogy T :
Hy — Hp lezdrhato operdtor, melyre ran A C domT. Ekkor (TJY)*(TJ,) € B(H)

korldtos pozitiv operdtor, amely abszoliit folytonos A-ra nézve.
Bizonyitds: A Banach zart graf tétel alapjan (7.J7%) egy korlétos operdtor, hiszen
ranJ, =ran A C dom7.
Legyen z,, € S olyan sorozat, amelyre (Ax,|z,) — 0 és
(TN (TI3) (@0 — T2 — ) = (T(Azy — Azpy)| T (A, — Amm))B — 0.
Ekkor a T" lezarhat6saga miatt

(T TR (TT3)xn|wn) = (T(Azy)|T(Azy)) , — 0.

5.6. Tétel. Legyenek A, B € B(H) korldtos, pozitiv operdtorok. Ekkor
M = {p € Ay : Ixn)nen € H, (Azy|z,) = 0, Bx, — 0} (5.16)

zdrt linedris altere 5¢-nek. Ha P : 5¢5 — M/ ortogondlis projekcio, akkor B felbonthato a

kovetkezd modon:

B = B, + B,

ahol B, = J5 (I — P)J}; abszolit folytonos, B, pedig szinguldris A-ra nézve. Ha C' € B(H)

pozitiv operdtor, amely abszoliit folytonos A-ra és C < B, akkor C' < B,.
Bizonyitds: Vezessiik be a kovetkezd linedris relacidt 7€, x z-n:
B = {{Ax,Ba} € Hy x Ay x € H). (5.17)

A 3.9. Tétel alapjan ennek a reldcidnak a regularis része, 7' : J¢; — 3, egy lezarhaté

operator grafja, ahol dom 7" = ran A és
T(Az) = (I — P)Bx x € .
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Az 5.5. lemma alapjan (7'J%)*(T'J}) abszolit folytonos A-ra nézve.

((TJA) (TJ}) x\y) TJAx’TJAyB)

(I — P)Bz|(I — P)By),,

(I = P)Jjz|J5y)
= (J5 (I - P)Jjzly),
azaz

Jg (I = P)Jg = (TJ)(TJ}), (5.18)
tehdt .J5;"(I — P).J}; abszolit folytonos A-ra nézve. Az 5.3. Tétel alapjan, és C' < J5*J} miatt
1étezik egy Ce® (A, H3) operator, amelyre teljesiil

01/2 J**C C*JB
Mivel
(C(Ba)|C(Bx)) = ||CV2a||* < |BY?|| = (Bu|Ba)s  we

és ran B siirli #5-ben, ezért ||C|| = ||C*|| < 1. A C = J3CC* J3 felbontds alapjan tehat azt
kell megmutatni, hogy

|C*Jga|® < (I - P)Jja|(I — P)Jga), €2, (5.19)

vagyis

IC*|* < (I — P)p|(I — P)p),, ¢ € Hp. (5.20)

Mivel C* kontrakci6, ezért elég megmutatni, hogy ran C* C ran(l — P).

A ran(@@*Jg) = ranC egyenlGség miatt elég azt beldtni, hogy ran éé*Jg C M.
Legyen ¢ € 4, x,, € ¢ olyan sorozat, amelyre (Ax,|z,) — 0, Bx, — 1. Mivel C < B,
igy

(C(xp — 2p)|Tn — ) < (B(xy — ) |0 — ) — 0,
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és (Cxy|z,) — 0, hiszen C abszoliit folytonos A-ra nézve. Masrészrdl teljesiil, hogy

|(¢|€6*ng)3\2 = nango |(an|aa*ng)B‘2
= |(J52alCC* T) |
= lim |(xn]Cx)‘2

n—oo
< lim (Cxylz,) (Czlz) =0 r €N
n—oo
Ebbdl kovetkezik az is, hogy ran P C ker Cr, igy
IC*|* = 1C(I = P)el* < ((I = P)p. (I = P)p), ¢ € Hp.

Mir csak azt kell megmutatni, hogy Jj;"PJ}; = B — J5 (I — P)J}, szingularis A-ra nézve.
Mivel J5*(I — P)J} maximdlis az el§bbi értelemben, igy ha C' olyan pozitiv operdtor amelyre

C < Aés C < JgPJy, akkor
C+Jg(I—-P)Js < B,
tehat A-ra nézve abszolit folytonos is, igy
C+ J5(I—P)Jy < Ji(I - P)Jj,

igy C' = 0, amivel belattuk az allitast. O

5.7. Kovetkezmény. Ha A, B € () korldtos pozitiv operdtorok, akkor teljesiil hogy
DsB = J5 (I - P)J; (5.21)

Bizonyitds: A 2.11. Tétel alapjan latszik, hogy D4 B és J5*(I — P).J}, is a legnagyobb olyan

operator, amelynél B nagyobb, és abszolit folytonos A-ra nézve. U

Most tovabbi operatorokra vonatkoz6 karakterizaciokat mutatunk be az eddigi eredmények

segitségével, ehhez el6szor néhany segédtételre lesz sziikség.

5.8. Lemma. Legyen T : 7€ — & linedris reldcio. Ekkor y € dom T™ akkor és csak akkor,

ha létezik C, > 0 szdm, amelyre
|(@'|y) x| < Collz||le {z,2'} €T.
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Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy y € dom T™*. Ekkor {y,y'} € T* valamely i/ € JZ esetén, és a

T* definicidja alapjan minden {x, 2’} € T-re
(@)l = 1@y )oe| < Nlllly |l

igy C, = ||/|| valasztdssal megkaptuk az egyik irdnyt.
Most tegyiik fel, hogy y € 7 olyan, amelyre teljesiil a tételben megadott egyenltlenség.

Definidljuk a kovetkez6 L, : 5 — C linedris reldciot:

L,= {{:c, (@|y)x}: {x,2'} € T}.

Ekkor a feltételiink miatt kdvetkezik, hogy mul L, = {0}, hiszen ha ||z|,» = 0, akkor
(@'|ly)r = 0, ezért L, egy domT-n értelmezett korlatos linedris funkciondl grifja. Ezek
szerint L, kiterjeszthet6 dom 7'-re normatarté médon, ezt a kiterjesztést jelolje Ey. A Riesz

reprezentédcios tételbdl adédik, hogy 1étezik y' € dom T', amelyre |||~ = || L, ]| és

L,=(z,y)r ye€domT.

Ez azt jelenti, hogy (2'|y).» = (x|y') » teljesiil minden {z, 2’} € T esetén, azaz {y,y'} € T*,

vagyis g € dom T™. O

5.9. Lemma. Legyen y € ¢, A pedig egy siiriin definidlt linedris operdtor 7 -n. Ekkor ha
teljesiil, hogy
sup{[(z[y)| : # € dom(A), [[Az[| <1} < oo,

akkor létezik z € €, amelyre y = A*z.

Bizonyitds: Ha a feltétel teljesiil, akkor |(z|y)| < M,||Az|| teljesiil minden x € dom(A)-ra,
valamely M, < 0 szdm mellett, tehat az Az — (z|y) leképezés korlatos linedris funkcional
ran A-n, igy egyértelmtien kiterjeszthet ran A-ra korldtos médon. Ekkor a Riesz reprezen-
téciés tétel miatt egyértelmiien 1étezik egy olyan z € ran A vektor, amelyre (Az|z) = (z|y)

minden z € dom(A) esetén teljesiil, ezért z € dom(A*) ésy = A*z. O
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5.10. Lemma. Legyen Ba (5.17) pontban bevezetett linedris reldcio. Ekkor
dom B* = {oery: Jipe ranAl/Q}.

Bizonyitds: Az 5.9. Lemma szerint dom B* azon @ € Jp vektorokat tartalmazza, amelyekre
teljestil, hogy
|(Bx|p)p|* < my,(Az|Ax)a, x e A,

valamely m, > 0 szdmra. Az Az = J, és Bx = J egyenl8ségekbdl adodik, hogy
(@5 o)l < my(JizlJiz)a  w €.

Ebbdl mar az 5.9. Lemma alapjan kovetkezik, hogy J}5 ¢ € ran J§* = ran A'/? O

5.11. Tétel. Legyenek A, B € PB(H) pozitiv linedris operdtorok. Ekkor a kivetkezd dllitdsok

ekvivalensek:
(i) B abszoliit folytonos A-ra nézve;
(ii) B lezdrhato A-ra nézve;
(iil) A = {p € 5 : Iwp)nen € A, (Azy|z,) = 0, Bz, — @} =0;

(iv) B = {{Az,Ba} € Ay x Ay : v € H} egy Hy — Hp lezdrhatd funkciondlt
definidl;

(V) A{g € Hp: J5g € ran AY?} halmaz siirii #5-ben.
Ha bdarmelyik feltétel teljesiil, akkor
B = (BJ})"(BJ}).
Bizonyitds: (1)<(ii) kovetkezik a 4.11. Tételbdl.
(il)<(iv) a lezarhat6sag definicidja megyegyezik B lezarhat6sagaval.
(iii)<(@iv) mivel .Z = mul B **, ezért nyilvanval6 az ekvivalencia.

(iv)=(v) 5.8. Lemma alapjdn egy linedris reldcié pontosan akkor egy lezarhaté operator

grafja, ha adjungéltja stirlin definialt, igy az 5.10. Lemmabdl adédik az ekvivalencia. t
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5.12. Tétel. Legyenek A, B € B() pozitiv linedris operdtorok. Ekkor a kovetkezd dllitdsok

ekvivalensek:
(1) B szinguldris A-ra nézve;
(i) A ={p € Ay : I xn)nen € H, (Axy|z,) = 0, Br, — @} = Hp;

(i) B = {{Az, Bz} € Sy x Hp : x € A} linedris reldcié maximdlisan szinguldris,

azaz dom B* = 0;
(iv) Ha J¥p € ran AY? valamely o € 3 esetén, akkor ¢ = 0;

(v) ran AY2 N ran BY/2 = {0}.

Bizonyitds:

(i)=(ii) Tegyiik fel, hogy B és A szingularisak. Ekkor az 5.6. Tétel alapjan J5" (I —
P)J}, A-abszolit folytonos, ezért 1étezik egy monoton novo (C), ) ,en pozitiv operator sorozat,
amely pontonként konvergal J} (I — P)J}, operatorhoz, és C,, < «,A valamely «,, > 0
szdmra. Ekkor minden n € N-re o;'C,, < B és a;'C,, < A, ezért C,, = 0 a B operator

A-szingularitdsa miatt. Ebbdl kovetkezik, hogy J5* (I — P)J}; = 0, azaz
0= (( = P)Jpz|(I = P)Jpx)p = ((I — P)(Bx)|(I = P)(Bx))s,  x€H.

Mivel ran B C 73 sird, ebbdl kovetkezik, hogy P = I, tehat .4 = 53

(i))=-(i) Ha .# = 3, akkor az 5.6. Tétel alapjan B és A szingularisak.

(i) (i) 4 = 3 = mul B** = {dom B*}* 3.4. Allitds miatt, ebbdl kovetkezik a két
allitas ekvivalencigja.

(il)<(@{v)<(v) Az 5.10. Lemma alapjan
dom B* = (J5) " (ran A"/?),

vagyis J5* folytan
Ji (dom B*) = ran AY2.

Ebbdl mar latszik, hogy a harom 4llitas ekvivalens. U
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6. Reprezentalhaté formak és funkciondlok Lebesgue-

felbontasa

Ebben a fejezetben komplex algebrakon értelmezett reprezentdlhatd formék €s reprezentélha-
t6 pozitiv funkciondlok Lebesgue-felbontdsat mutatjuk be. A tovabbiakban &/ mindig egy

komplex algebrit jeldl.

6.1. Reprezentalhaté formak Lebesgue-felbontasa

6.1. Definicié. Legyen 7 : of — PB(IH) algebra-morfizmus, valamely 7 Hilbert térre, azaz
linedris és a,b € of esetén m(ab) = w(a)w(b). Ekkor a 7 leképezést az </ algebra reprezentd-
cidjanak (dbrdzoldsdnak) hivjuk.

Azt mondjuk, hogy a 7 ciklikus dbrdzolds ha létezik olyan ( € € vektor, hogy

() = .
Ekkor (-t ciklikus vektornak nevezziik.

6.2. Definicié. Legyen t az o algebrdn értelmezett forma. Azt mondjuk hogy a t forma repre-

zentdlhato (dbrdzolhato), ha minden a € o esetén létezik olyan N\, > 0 szdam, hogy
tlab] < At be o, (6.22)
azaz minden a € < esetén az L, : o/ [ kert — o7 [ kert
L,(b+kert)=ab+kert be o/

operdtorok jol definidltak és folytonosak az (7 | kert, (+|-):) pre-Hilbert-téren. Jelilje m¢(a)

az L, egyértelmii kiterjesztését a 7 Hilbert-térre.
Az alabbi magyardzza az abrazolhat6 forma elnevezést:
6.3. Allitas. A 7 : of — B(H) az o algebra egy dbrdzoldsa a (4, (-|-)) Hilbert-téren.

A 2.11. Tétel szerint barmely t, v <7 feletti forma regularis illetve szingularis részekre
bonthat6. A fejezet célja annak vizsgélata, hogy dbrdzolhaté formédkbdl kiindulva mikor lesz

a reguldris illetve szingularis rész dbrazolhato.
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6.4. Lemma. Legyen o/ komplex algebra, t és 1o ezen az algebrdn értelmezett reprezentdlhato

formdk. Ekkor a (t : w) forma is reprezentdlhato és
[7ew(@)]| < max{|[m(a)l], [me(a)} o€ . (6.23)
Bizonyitds: A paralell 6sszeg definiciéja alapjan a, b € of esetén
(t:w)[ad] = Ci&f{{t[ab + ]+ [} < Cigyi;{t[ab + ac] + wlac]} <
< inf {[m (@)t + ] + [|m (@) [*rolc]} <
< max{|r(a) [, [ (a)[*} inf {t{b + €] + w[c]} =
= max{||z(a)[|*, [ (a) [} (t : w)[],

azaz az allitas kovetkezik. O

6.5. Tétel. Legyen o/ komplex algebra, t, 1o reprezentdlhato formdk <7 -n. Legyen t = t,., +

teing a t forma vo-re vonatkozo Lebesgue-felbontdsa. Ekkor a t,., forma reprezentdlhato, és
1740 (@) < max{[|m(a)l, [|mw(a)]|} @€ (6.24)

Bizonyitds: Han € N, akkor
to[ab] to[abd]
T (@)||? = su {n }—su {——ﬂaQ a€ .
(@I = sup 2250 L = sup {25 = [ma(@
A 2.11. Tétel alapjén t,.4]a] = sup(t : nw)[a]. Az el6z6 lemmabdl kovetkezik, hogy

neN

(t: nw)ad] < max{[|m(a)|*, [|mw(a)[|*}(t : nro[b]),

egyenldtlenség, ahol mindkét oldal szuprémumdt véve n-ben megkapjuk az 4allitdsunkban

szerepl$ egyenlGtlenséget. ]

6.6. Tétel. Legyen o7 komplex algebra és legyenek t, 1o ezen az algebrdn értelmezett dbrdzol-
hato formdk. Legyen t = t,.4 + tsing a t forma vo-re vonatkozo Lebesgue-felbontdsa. Definidl-

Juk a kovetkezd izometridt:

& A

sing

U: o /kert —

Teg

U:(a+kert) = (a+kertya+kerty,,) (a€ o).

Ekkor az aldbbiak teljesiilnek:
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(1) létezik U-nak egy unitér kiterjesztése 7 térre, ezt jelilje U ;

() Z {0+ kert..,} & IA

ng> zdrt linedris altér m, invaridns,

(i) 7~ '(A4,.,

& {0 + ker ty,, }) zdrt linedris altér pontosan akkor m invaridns, ha t,,

reprezentdlhato.

Ha 7, reprezentdlhatd, akkor a € @ esetén teljesiil hogy

1Teq (@) < Mm@l N, (@) < llmea)l],

illetve
%m(a)%_l =T, (a) ® Wtsing(a). (6.25)

Bizonyitds: (1) A t.¢; €s tsy, formdk nyilvan szinguldrisak egymadsra nézve. A 4.3. Ko-

vetkezmény alapjan ez ekvivalens azzal, hogy ranU = J¢ _ _ & J4 azaz ran U sird

reg toing?
., D H,,,-ban, igy létezik % = U™ unitér Kiterjesztés.
(ii) Legyen v : & — B(4,,, © H,,,,) az o/ algebra egy dbrazoldsa a kovetkezdképpen
definidlva:
Yila) = UmU ", (6.26)

amely a m-vel unitér ekvivalens dbrazolds. Az % ({0 + ker t,., } & F4.,, ) zért linedris altér

sing >

pontosan akkor 7 invaridns, ha {{0 + ker t,.,} ® %

sing

} 1)y invaridns. Rogzitsiink egy a € &7
elemet. Megmutatjuk, hogy az

W = {(0+ kert ey, b+ kerty;,g) : b€ o7}
stird linedris altérre teljesiil, hogy
1/}t(a)<@> g {0 + ker tTeg} EB %sing’

amibdl v, folytonossdga miatt ez % lezartjara is teljesiil.

® I

sing?

Legyen b € 7, mivel ranU = J&

reg

ezért 1étezik egy olyan (b,),eny € &

sorozat, amelyre

(by, + ker teg, by + ket tyg) — (0 + ket tyeq, b+ ker ;)
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A (b, + ker t),en = (Z by + Ker g, by, + ke tying ) Jnen sorozat konvergens J4-ben, igy
a m¢(a) operétor folytonossaga miatt (m(a) (b, + kert)),en = (ab, + ker ),y is konvergens.
Ebbdl kovetkezik, hogy (ab, + ker tsy)nen Cauchy sorozat, hiszen ty,, < t, tehdt (ab, +

ker tg;ng)nen konvergdl egy @q, € 74, vektorhoz. A 6.5. Tételbdl kivetkezik, hogy t,,

sing

abrazolhato, ezért
aby, +ker t,eg = m, (a)(by + ker teg) — 0 + ker tg.
Ekkor ¢(a) folytonossdga miatt teljesiil, hogy

Pi(a)(0 + ker t,¢4, b + ker tyi,y) = lHm ¢i(a)(b, + ker t,c4, by, + ker ty4)
n—oo

= lim % (m(a)(b, + kert)) = lim % (ab, + kert)

n—oo n—oo

= lim (ab,, + ker t,¢4, ab, + ker tg;, )
n—oo

= (O + ker treg; ©Oab T ker tsing)a

azaz

V(@) () C {0+ kert ey} & 4

sing *

(i) El6szor tegyiik fel, hogy % ~* (4

reg

@ {0+ ker ty;4 }) 7 invaridns, azaz {4, ® {0+
ker tging } } )¢ invaridns. Legyenek a, ¢ € o7 tetszleges elemek. A (¢ + ker t,.,, 0 + ker ty;,)

vektor v invariancidja miatt

Pi(a)(c+ker e, 0+ ker tyy) € 4

reg

@ {0 + ker tying},

ezért 1étezik egy .. € 4

reg?

amelyre
Yi(a)(c+ ket teg, 0+ ket tying) = (Pac, 0+ ker tgn,).
Mivel ranU = J4,,, © I, , ezért létezik egy (c,)nen € 47 sorozat, amelyre
(Cn + ket treg, ¢ + ket tiny) — (0 4 ker teg, € + ket ).

A 6.5. Tétel miatt t,., reprezentalhatd, igy t,.,ac,] — 0, ezért

T,e, (@) (€ — cn +ker teg) = ac — ac, + ker tog — ac + ker tqg.
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Ekkor azt kapjuk, hogy

(Pac, 0+ ker tg;ng) = Y(a)(c + ker treq, 0 + ker tyi4)

= ¢(a)(im (¢ — ¢, + ker t,ey, ¢ — ¢, + ker b))

n—oo

= lim Y(a)(c — ¢p + ket tey, ¢ — ¢ + ker tyi4)
n—0o0

= lim (ac — ac, + ker t,4, ac — ac,, + ker ty;,,),
n—oo

vagyis ac — ac,, + ker tg;,, — 0 + ker ty;,,. EbbOI kapjuk, hogy tginglac,] — tsnglac]. Ekkor
teljestil, hogy

tsing [GC] = nh—{EO tsing [acn} = nh_glo(tsmg [acn] + t'reg [acn])
= lim tlac,] < ||m(a)|?* lim t[c,]
n—00 n—00

= H7r{(a)||2 T}i_)rrolo(tres;[cn] + tsinglCn]) = ||7rt<a)||2tsing (], (6.27)

azaz ty,, dbrazolhato, és ||m, (a)| < ||m(a)||. Hasonléan, mivel t,.4(a(c — c,)] = t.cqlac]

sing

és tyingla(c — ¢,)] — 0, ezért

treglac] = lim tgla(e — )] = lim (tegla(e — )] + tumgla(e — ¢,))

n—oo

= Jim ta(e— )] < m(a)]? lim tfe — .

= [[m(a)|]* Hm (tregle — ca] + tainglc — en]) = Ime(a)|*treglc], (6.28)

azaz ||, (a)|| < [lm(a)]-
A masik irdny bizonyitdsdhoz tegyiik fel, hogy t;,, dbrdzolhat6. Legyen a € o7 tetszdle-

ges elem. Elég azt bizonyitani, hogy a
Z ={(d+kert,.,,0+kerty,,):de o}

.., D{0+ker ty,, } altérben stirG altér ¢ invaridns. Legyen (d+ker t,¢4, 0+ker tyny) € 2.
Mivel ran U siirl 4. @ 4

reg sing

-ben, ezért 1étezik egy olyan d,, € &7 sorozat, amelyre

(dn + kertyeg, dy, + ker tging) — (d 4 ker t.eg, 0 + ker tg,).
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Mivel t,, €s ts4 1s dbrdzolhat6 formak, ezért

Pi(a)(dn + ker treg, 0 + ker tyn) = lHm ¢(a)(d + ker teq, dy, + ker tyi04)
n—oo

= lim % m(a)(d, + ker t)

n—o0

= lim % (ad,, + kert)

n—oo

= lim (7, (dn, + ker t,¢), Taing (a)(d,, + ker tsng))

n—o00 g

— (ad + ker treg, 0 _'_ ker ts'mg)a

tehat Y (a)(Z) C Z.
A (6.25) egyenlGtlenség bizonyitdsdhoz legyenek a,x,y € o7 tetszbleges elemek, és le-

gyen (z,)nen € &7 olyan sorozat, amelyre
(2n + ker treg, 2n, + ker tying) = (2 4 ker tey, y + ker tyi).
Ha t,;,,4 reprezentalhato, akkor

(% 7(@)% ) (7 + ker treg, y + ket tying)
= wt<a) (13 + ker tregu Yy + ker tsing) = nh—>nolo QZJt(CL) (Zn + ker treg; Zn + ker tsing)

= lim % (m(a)(z, +kert)) = lim % (az, + kert)

n—00 n—00
= h_>m (ﬂ.treg (a)(zn + ker treg)a Tging (a) (Zn + ker tsing))

= (ax + ker teq, ay + ker tyng) = (1., (a) © 7, (a))(z + ker t,ey, y + ker ty,),

azaz U m(a)% "' és Ttrey D T,,,, Korldtos operatorok megegyeznek egy siri altéren, ebbdl

sing

mar kovetkezik (6.25) egyenloség. U

6.2. Reprezentalhat6 funkcionilok Lebesgue-felbontasa

Ebben az alfejezetben x-algebran értelmezett reprezentdlhat pozitiv linedris funkciondlok

Lebesgue-felbontdsaval foglalkozunk.

6.7. Definicié. Legyen o7 (nem feltétleniil egységelems) x-algebra, azt mondjuk, hogy egy f :

o/ — C funkciondl pozitiv, ha a € </ esetén f(a*a) > 0.
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6.8. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f funkciondl reprezentdlhato (vagy mdsnéven dbrdzolha-
10), ha létezik <7 -nak olyan m x-dbrdzoldsa egy ¢ Hilbert-téren, és létezik egy olyan ( € €,
hogy minden a € < esetén f(a) = (m(a)(|() teljesiil. Az eddigiekben az "dbrdzolds" algebra-

morfizmust jelentett, itt x-algebra-morfizmusokrdl van sz6, azaz teljesiil, hogy w(a*) = 7(a)*.

6.9. Allitas. Legyen f: o x o — C akovetkezd:

~

fla,b) = f(b%a).
Ekkor f,@/ -n értelmezett fél-skaldris szorzat.

6.10. Tétel. (GNS-konstrukcidé) Ha f pozitiv funkciondl az A x-algebra felett, akkor a kovet-

kezd dllitdsok ekvivalensek:
(i) f dbrdzolhato;
(ii) f ciklikusan dbrdzolhato;

(iii) létezik m > 0 szdm amelyre |f(a)]* < mf(a*a), és létezik egy M, > 0, a-tdl fiiggd
konstans amelyre | f(b*a*ab)| < M, f(b*b) minden b € <f esetén.

Bizonyitas: (i)=-(iii) Tegyiik fel, hogy f abrazolhat6. Ekkor létezik .o/ -nak egy 7 abrazoldsa
egy ¢ Hilbert-téren, és egy ( € ¢ vektor, amelyre

fla) = (w(a)C[¢) a€,
ezért
[f(@)* <l (a)CIPICI? = [ICIP (r(a*)m(a)|C) = [ICIP fla™a),

illetve

|[f(b"a”ab)| = [(w(b"a”ab)¢[¢)| = (w(a)m (b)¢|m(a)m(b)C) = |m(a)m(b)C]]
< [m (@I x()SI* = [lw(a)*(r (b)¢Im (b)) = [lm(a)|[*(r (b"b)CIC)
= [Im(a)* £ (b"0),

azaz M, = ||7(a)||* megfeleld.
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(iii)=-(ii) Legyen (-|-) adott fél-skaldris szorzat < felett a kovetkez6 médon definidlva:
(alb) := f(b*a) a,be .
Legyen N; a kovetkez6 magtér:
Ny = f{a € : fla*a) = 0},
Ekkor, ha vessziik az o/ /N faktorteret, és elldtjuk a
(Ja|Jb) := f(b*a) a,be o

skaldris szorzattal, ahol J : A — A/N/ faktor leképezés, majd ennek vessziik a teljessé tételét,

a kapott Hilbert-teret jelolje .7. Az f funkcional a stird J(A) C .7 altéren folytonos, hiszen
|f(a)]?* < mf(a*a) = m(Ja|Ja) = m||Jal? ac .
A Riesz reprezentacios tétel szerint 1étezik egy egyértelmi ¢ € 7, hogy
fla) = (JalQ),  aec.
Legyen L, operétor J(A)-n értelmezve a kovetkezd:
L,(Jb) = J(ab) a,be <.
Ekkor teljesiil, hogy
ILa(T0)|* = [T (ab)||* = f(b"a"ab) < M. f(b"D) = M,||Jb|%,

azaz L, folytonos, igy folytonosan kiterjeszthed % -ra. Legyen 7 : of — B() leképezés a
kovetkezd modon definialt:

m(a) = L, ac .

Konnyen lathat6, hogy 7 az 7 x-dbrazoldsa J¢ felett. Ekkor

(JalJb) = f(b"a) = (J(b"a)[C) = (= (b")(Ja)[C)
= (7()"(Ja)[() = (Jalx(b)()  a,be o,
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igy teljesiil, hogy
Jb=7(b)¢ be .

Ezek alapjdn ¢ a 7 reprezentaci6 ciklikus vektora, és

fla) = (Ja,() = (7(a)(,¢)  a€d.

(i1)=(1) Ez a kovetkeztetés nyilvanvalo. ]

6.11. Tétel. Legyen o7 x-algebra, f dbrdzolhaté funkciondl <7 -n, w pedig reprezentdlhato
forma <f -n. Legyen f: freg + fsing a2 fAforma t0-re vonatkozo Lebesgue-felbontdsa. Ekkor
freg €S fsing drdzolhatoak, és léteznek olyan f, és fs pozitiv funkciondlok, amelyekre J/C; = freg

és ]?s = fsing, illetve teljesiilnek a
[me ()| < [lme(a)ll, [ (o)l < [lm(a)] o€
egyenlotlenségek is.

Bizonyitds: A 6.5. Tétel miatt f,., reprezentdlhatd. Mivel a 6.6. Tétel alapjan % ({0 +
Ker freg} ®57,,.,) Tf..n, iINVaridns altér, igy ennek ortogonalis kiegészitd altere, % ~'(¢7,,, &

{0+ ker fsing}) is az. A 6.6. Tétel alapjan ekkor f;,, reprezentdlhato és

17 feg @ < Mm@l M7 gy (@] < llmp(a)ll, 0 €

teljesiil. Azt kell megmutatni, hogy f,cq €s fsing 1s pozitiv funkciondlbdl szarmazik. Mivel
f abrazolhato, ezért létezik egy (; € 57 ciklikus vektor, amelyre 7¢(a)(; = a + kerf, és
f(a) = (ms(a)Cys, (s): teljesiil minden a € o7-ra, a 6.10. Tétel szerint. Mivel ¢}, © J;,,,,
egy ortogondlis Osszeg ezért egyértelmien Iétezik olyan (. € 7%, és ¢, € 3, ., hogy
% (Cr) = (¢, ¢s)- Ekkor minden a € 7 esetén

~

Urni(a)% ™" = U (ns(a)Cs) = U (a+ker f) = (a+ker freg, a+ ker fng),
a (6.25) egyenldség alapjan pedig
Urg(a)% " =y, (a) @7y, (),
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igy ezt a két egyenlGséget véve kapjuk, hogy

(ﬂ-freg (a> D T foing (CL))(CTKS) = (ﬂ-freg (a)€T|7Tfsing (a)g@) = (a + ker fTeg|a + ker fsmg)‘

Azt kaptuk, hogy ¢, €s (s amy, , €s 7y, reprezentdciok ciklikus vektorai.

Legyenek f, és f, a kovetkez6 .7 -n értelmezett funkcionalok:

frla) == (75 ()G G ) ey Fs(@) = (M1 (@G C6) oty

Azt kell megmutatni, hogy a, b € &7 esetén

fr(b*a) = tye4(a,b), fs(b*a) = tging(a,b),

azaz f, és f, pozitivak is. Legyenek a, b € A tetsz6leges elemek, ekkor

fr(b7a) = (74,0, 0 ) GG froy = (T (070)Grs 0 4 ke fiing)[(Gry O 4 KT fiing)) freg® fuimg
= (Um(b* a) (G, 0 4 ke foing) (G 0 4 KT fuing)) freo fuing

— (U (VU 7)™ Gy O+ KT Faing)| (G 0+ KT Faing)) frosofonns

= (U (@)% (G, 0+ ker fung)| U mp (D)W (s 0+ Ker foing)) freyfuing

= (74,04 (@)Gr, 0+ Ker foing)| (7, (0)Cr, O 4 Ker fiing)) ey fing

= ((a+ker freg, 0+ ker foing)|(b+ker freg, 0 +Ker fuing)) freg@fuing = treg(a,b).

A szinguldris részre vonatkozé bizonyitds analég mddon torténik:

fs0*a) = (75, (0°0)ClC) fring = (O F KX frog, Tr, (67 @)C) (0 4K fregs €o)) frey fuing
= (U ;0" a)% ™0+ ker freg, G0+ K freg, Co)) fregfaimo

= (Umr (V) U7 (a)% 0+ Ker freg, C)(0 + KT freg, C)) freg® fuiny

= (Uri(a)% (0 +kex freg, G U my(0) ~ (0 + K freg, o)) frea® uing

(O ker freg, T s,y (@)C) (0 4 Ker freg, Triy (0)Cs)) freg® fring

= (

(O + ker frega a+ ker fsmg) | (0 + ker frega b + ker fsing))fregéefsmg = tsz’ng(a7 b)

O

6.12. Kovetkezmény. Legyen of x-algebra és legyenek f és g <f -n értelmezett dbrdzolhato
pozitiv funkciondlok. Ekkor létezok egy [ = freq + fsing felbontds, ahol f,cq és fsing dbrdzol-

haté pozitiv funkciondlok, f,., lezdrhato g-re nézve, fsng és g pedig szinguldrisak
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7. Pozitiv véges mértékek Lebesgue-felbontasa

Ebben a fejezetben a klasszikus mértékelméleti Lebesgue-felbontasrol és az eddigi Lebesgue-
felbontési tételek kapcsolatardl lesz szo6.
Legyen (27, €)) mérhets tér, <7 pedig a mérhet6 halmazok karakterisztikus fiiggvényei

altal generélt kommutativ *x-algebra.

7.1. Definicié. Ha p és v pozitiv métékek az (2, <)) mérhetd téren, akkor azt mondjuk, hogy
W mérték abszoliit folytonos v-re, hogy ha A € Q és v(A) = 0, akkor u(A) = 0 teljesiil. A u
és v mértékek szinguldrisak, ha létezik olyan S € ), hogy u(S) = v(Z \ S) =0.

7.2. Lemma. Legyenek 1 és v mértékek a (X, ) mérhatd téren. Ekkor a

flo) = [adu  gla)= [adp

funkciondlok pozitivak és reprezentdlhatoak. Tovdbbd igaz, hogy
(1) f pontosan akkor zdrhato le g-re nézve, ha i abszoliit folytonos v-re,

(i1) f és g pontosan akkor szinguldrisak, ha i és v is szinguldrisak egymdsra.

Bizonyitds: A funkciondlok nyilvan j6l definidltak, pozitivak és linedrisak, hiszen véges mér-
tékkel vett integrdlok. A 6.10. Tétel alapjdn az f funkciondl dbrdzolhat6sdga ekvivalens a

kovetkezd feltételekkel:

1. 1étezik K > 0 szam, hogy minden a € <7 elemre
[f(a)* < K f(a"a),
2. minden a € 7 elemre 1étezik \, > 0 szdm, hogy minden b € o/ esetén:
F(ba*ab) < A f(b°D).
Mivel o7 egységelemes, ezért a Cauchy-Schwarz egyenlétlenség alapjan
[f(a)]* < f(1) < f(a"a),
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lletve
f(baab) = / Jaf?bf? d o < mace|a / b d o = max[af(b°D)  abe o,
X X

tehat f és g abrazolhatdak.
(i) Legyen A € Q olyan, hogy v(A) = 0. Ekkor a konstans (a,,)nen = (XA )nen SOrozatra
teljesiil, hogy

glan] = 9(Xaxa) = 9(xa) = /XA dv =0,
VA
illetve

-~

flan — am] = f((xa — xa)(xa — xa)) = f(0) =0,

ezért f lezarhat6sagabdl kovetkezik, hogy

m ﬂan] =0,

=1l
n—oo

n(A) = /XAdM = f(xa) = [(Xaxa)

z
tehat ;. abszolut folytonos ji-re nézve
A masik irdny bizonyitdsahoz legyen (a, ),en oOlyan o7 -beli sorozat, amelyre
/|an|2dy = lim /g\[an] = lim f[an - am] = / |an - CLm|2dlu’ =0.
n— 00 n,m—00
Azt kell megmutatni, hogy f[an] — 0. A Riesz-Fischer tételbdl kovetkezik, hogy 1étezik egy
(ak, )nen részsorozata (a,)nen-nek, amelyre ax, — 0 v-majdnem mindeniitt. A p mérték
abszolit folytonossdgabol kovetkezik, hogy pu({z € Z : a, - 0}) = 0, azaz a, — 0

n

p-majdnem mindeniitt is. Mivel azonban az (a,),eny € L?(1) Cauchy sorozat részsorozata,
ezért fla,] — 0.
(i1) A 2.10. Tétel alapjan f és g szingularitdsa ekvivalens azzal, hogy f: g = 0. Ebbdl

kovetkezik, hogy e g[1] = 0, ezért 1étezik egy (b, )nen C &7 sorozat, amelyre
/|1—bn|2du:f[1—bn]—>0, /]bn|2dy:§[bn}—>0.
z z

Ismét a Riesz-Fischer tételt alkalmazva kapjuk, hogy 1étezik (b,,),en-nek egy olyan (by, )nen
részsorozata, amely 1 € o7-hoz konvergal p-majdnem mindeniitt, illetve 1étezik (by,, )nen-

nek is egy részsorozata, amely 0-hoz konvergal v-majdnem mindeniitt. Feltehet hogy (b,,)
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rendelkezik ezekkel a tulajdonsdgokkal. Legyen S := {z € 2" : b,(z) - 0} halmaz. Ekkor
X =(Z\SHUSé u(Z\S) <u{xre Z :b,(x)» 1}) =0, ezért u és v szinguldrisak
egymasra.

A mésik irdny bionyitdsdhoz tegyiik fel, hogy 1étezik egy S € (2 halmaz, amelyre v(S) = 0
és u(Z \ S) = 0. Ekkor minden a € <7 esetén

~ -~

(f: 9)la] = inf {fla+8] +g[bl} < fla — xsa +glxsa]

= flxa\sal + glxsal = / |a|2d,u+/|a|2d1/:0,
2\S S

azaz f és g szinguldrisak egymasra. 0

7.3. Tétel. Legyenek  és v véges, pozitiv mértékek az (2, $2) mérhetd téren. Ekkor léteznek
Hreg €S fising mértékek (X, Q) felett, amelyekre |1 = [iyeq + [lsing, @ [ireg Mérték abszoliit

folytonos v-re nézve, |isng és v pedig szinguldrisak.

Bizonyitds: Legyenek f és g az 7.2. Lemmadban definidlt funkciondlok. Ott beldttuk, hogy
ezek a funkciondlok dbrazolhat6ak, igy 6.12. Kovetkezmény alapjan léteznek f,c; + foing = f
</ -n értelmezett dbrdzolhat6 pozitiv fukciondlok, amelyekre f,., lezdrhat6 g-re nézve, fgip,
és g pedig szinguldrisak. Definidljuk a fi,¢4, ftsing : €2 — C halmazfiiggvényeket a kdvetkez6-
képpen:

freg(A) = freg(Xa);,  Hsing(A) = foing(Xa)-

Mivel f,cq €S foing pozitiv linedrisak, €z€rt fi,cq4 €S [i5ing pozitiv, végesen additiv halmazfiigg-
vények, melyeket p majordl. Ebbdl mar kovetkezik, hogy fi,eq €S fising pOzitiv mértékek.
Minden A € () esetén

n(A) = / Xadp= f(xa) = freg(Xa) + fsing(Xa) = treg(A) + Hsing(A),

z
illetve minden a € <7 elemre teljesiil, hogy

freg(a) = /adﬂrem fsmg(a) = /adﬂsz’ng-
Ekkor a 7.2. Lemmabdl mar kovetkezik, hogy (i, abszolut folytonos v-re nézve, fising €s v

pedig szinguldrisak. U
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8. A Lebesgue-felbontasok egyértelmiisége

Ebben a fejezetben a Lebesgue-felbontdasok egyértelmiségének kérdésével foglalkozunk. A
formdk esetében a 2.11. Tétel alapjan t felbontdsa egy maximadlis t,., to-abszolit folytonos,
€s egy tginy Ww-szinguldris részre egyértelmdi. Altaldban egy Lebesgue-felbontds egy abszolit
folytonos €s egy szinguldaris részre azonban nem egyértelmii. A fejezet célja, hogy az egyér-

telmtiségre adjon pontos jellemzést. Az aldbbiakban ehhez késziiliink el6 segédtételekkel.

8.1. Lemma. Legyen U C € x & egy linedris reldcio. Ekkor a kovetkezd dllitdasok ekviva-

lensek:
(1) U™ egy korldtos linedris operdtor grdfja;
(i) ranU** C dom U*;
(i) domU* = 7.

Bizonyitds: (1)<(iii) U** pontosan akkor egy linedris operdtor grafja, ha dom U** zart és
mul U** = {0}. dom U** pontosan akkor zart, ha dom U* zdrt, ezért mivel (dom U*)+ =
mul U**, ez azt jelenti, hogy dom U* = #".

(11)=-(i11) A linearis reldciok adjungéltjdnak definicigja alapjan
Hx X =UaUr=U"q JU",
ahol J{f, f'} = f', — f operator. Ebb&l kovetkezik, hogy
0 =dom U™ +ranU", H =ranU™ + dom U™,

amibdl kovetkezik az ekvivalencia. ]

8.2. Lemma. Legyenl : 7 — & egy siiriin definidlt, lezdrhato operdtor. Legyen v € & és
legyen P, : ¥ — spanw ortogondlis projekcio. Ekkor a T operdtor felbonthaté a kovetkezd

modon:

T=A+B. (8.29)

48



Itt A és B a kovetkezd siiriin definidlt linedris operdtorok:
A=(I-P,)T, B=PT. (8.30)
Ekkor teljesiilnek a kovetkezok:
(1) A lezdrhaté operdtor;
(ii)) v e domT* = B*™ € B(H, X)) és B*h = (h|T*v) v hah € F;
(i) v € A \domT* = ran B C mul B*, azaz B szinguldris és B** = ¢ xspan{v}.

Bizonyitds: (i) Mivel T stir(in definidlt és lezarhatd, ezért T™ egy zart strlin definidlt operéator.

Legyen v € ¥ olyan, hogy ||v||.» = 1. Ekkor A* a kbvetkez8képpen adhat6 meg:
A =T (I=P) = {{fg} € X H  f=v(fl)s € domT", g=T"(f—v(flv))}.
Innen kovetkezik, hogy

dom A* = span{v} @ (dom T™* Nspan{v}™).

Most azt mutatjuk meg, hogy dom 7™ N span{v}+ sir(i lesz span{v}+-ben, ebbdl mar
kovetkezni fog, hogy dom A* siiri # -ban az el6z6 egyenlGség miatt. Ehhez legyen a =
v/||v]|, tehdt span{v} = span{a}. Legyen x € span{a} tetsz8leges, (v, )neny C dom T
olyan sorozat, amelyre ||z, — z|| — 0, f € dom T pedig olyan, hogy || f — a|| < 1. (dom T

stirlisége miatt 1étezik ilyen (x,,),en € dom T sorozat és f € dom T') Ekkor teljesiil, hogy
[(fla)l = I(f = ala) + (ala)] = 1 = (f —ala) =1 —|[f —alll|a] >0,

ezért vehetjiik a kovetkezd sorozatot:

(zna)

(f]a)

Ez nyilvan dom T'-beli sorozat, hiszen két ilyen 6sszege, tovabba teljesiil, hogy

(xn|a)

(Ynla) = (wnla) - Fla) (fla) =0,

ezért (Y, )nen C span{a} is igaz. Megmutatjuk, hogy ez a sorozat tartani fog z-hez.

|(zna)l
|(fla)]

|(z, — z|a)] £l
[yn—2|| < [lzn—z|+ 1Al = llzn—zl+ =7~ IfII < llzn—2|{ 1+ — 0,

|(fla)] |(fla)]
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tehat domT N span{v}+ valéban siiri span{v}'-ben. Innen kapjuk, hogy mul A** =
(dom A*)t = {0}, vagyis A** egy operator grafja, azaz A lezérhato.

(i1) B definici6ja alapjan B* a kdvetkezo:
B*=T'P,={{f, g} € X x A :{v(flv)x,g9} € T"}. (8.31)

Ha v € domT™, akkor ez alapjan dom B* = 7. A 8.1. Lemmabdl kovetkezik, hogy B
stirtin definidlt korldtos operator és B** € (., % "). Tovabba ekkor B**h = (h|T*v) v,
hah € 7.

(i) Hav € # \ dom T*, akkor {f,g} € B* pontosan akkor, ha (f|v), = 0és g = 0.

Innen B*-ot megkaphatjuk a kdvetkez6 médon:

B* = {{f,0} : (flv)r =0} =span{v}* x {0}. (8.32)

Ekkor mul B* = (dom B*)* = span{v} 2O ran B, azaz B szinguldris operdtor. B*-ot
adjungdlva megkapjuk, hogy
B*™ = 7€ x span{v}.

8.3. Tétel. Legyenek t és vo formdk 2 felett olyanok, hogy t wo-abszoliit folytonos. Ekkor az

aldbbi dllitasok ekvivalensek:
(1) tformdt nem majordlja to;

(i1) t-nek van egy t = t; + ty felbontdsa, ahol t, vw-abszoliit folytonos, t; # 0 forma pedig

szinguldris vo-re nézve.
Bizonyitds: Legyen U C ¢, x 7 akovetkezs linedaris relacio:
U:={{p+kerw,p+kert} € 7, x H:p€ X} (8.33)
Azt tudjuk, hogy t pontosan akkor tv-abszolit folytonos, ha to-lezarhat6, ami ekvivalens azzal,

hogy U egy lezarhat6 operator grafja.
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(i)=-(i1) Ha tv nem majorélja t-t, akkor a U s{irin definidlt operator nem korlatos, azaz a
8.1. Lemma alapjdn dom U* # J#, ezért vdlaszthatunk egy v € 7 \ dom U* vektort. Legyen

P, : 7 — span{v} ortogondlis projekcié. Ekkor a 8.2. Lemméban adott felbontast véve:
U=(I-P,)U+ P,U.
Ez a felbontas a t kovetkezd felbontasdhoz vezet:

o] =tilp] + tofp] e 2,
ahol t;, olyan, hogy
tilo] = |1 = P)U(p + kerw)|[f = [|(I = P)U(p + ker [ o€ 2,

tofe] = [[PU(p + kerw)[[{ = [[(U(p + kerw)v)wll{ ¢ € 2

A 8.2. Lemmabdl kovetkezik, hogy t; w-abszolit folytonos. Mivel v € 5 \ dom U*,
ezért t; # 0 forma. Tovabba szintén 8.2. Lemmat alkalmazva kapjuk, hogy P,U szingularis
és (P,U)* = 4, x span{v}. Emiatt dom P,U C ker(P,U)™ = J#, ami alapjan minden
p € X -re:

. _ 9 2 _
g+kelrrt£3f6%‘in {H(g 90) —I—kermHm + ||PUU(90+kerm)||t} 07

vagy ami ezzel ekvivalens,
inf — =0.
Inf {wlg — ] +tlg]} =0
Ez a 2.10. Allités alapjdn azt jelenti, hogy t, és tv szinguldrisak.
(11)=-(1) Ha v majoralja t-t, akkor t; és t, formakat is majordlja. Ekkor t; is tv-abszolut

folytonos, ezért t; = 0, ami ellentmond a feltevésiinknek. J

Osszegezve azt kaptuk, hogy ha t w-abszolit folytonos, de to nem majoralja, akkor van
egy olyan t = t; + ty felbontds, ahol t; tv-abszolut folytonos és t, olyan nemtrivialis forma,

amely sziguléris to-re nézve.

8.4. Kovetkezmény. Legyenek t és v formdk 2 felett, és legyen t vo-abszoliit folytonos. Ek-

kor a kovetkezd hdarom dllitds ekvivalens:
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(1) ro majordlja t formdt;
(11) Ha egy s formdnak t felsd korldtja, akkor s vo-abszoliit folytonos;
(ii1) Ha egy s formdnak t felsd korldtja és szinguldris vo-re nézve, akkor s = Q.

Bizonyitds: (1)=(i1) Ha t az s forma fels6 korldtja, akkor tv majordlja s format, ezért s to-
abszolut folytonos is.

(il)=-(iii) Ha t a s forma fels6 korlatja, illetve s és tv szinguldrisak, akkor s tv-abszolut
folytonos is, ezért a 2.11. Tétel miatt s = 0.

(ii1)=-(1) A 8.3. Tételbdl kovetkezik. U

A fejezet fotétele, a formak Lebesgue-felbontdsdnak egyértelmiiségi karakterizacidja ko-

vetkezik.

8.5. Tétel. Legyenek t és v formdk 2 vektortéren értelmezve. Ekkor a t forma vo-re vonatko-
20 Lebesgue-felbontdsa akkor és csak akkor egyértelmii, ha t,., formdt majordlja vo. Ekkor az

egyértelmii Lebesgue-felbontds megegyezik a 2.11. Tételben adottal.

Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy a t,., = ©,,t format 1o majorédlja. Legyen t = t; + t, a t forma

egy tetszOleges Lebesgue-felbontdsa to-re nézve. Ekkor teljesiil, hogy
t+ 1t = Dot + (t — Dpt),
amibdl a 2.5. Lemma alapjan kapjuk, hogy
o =Dpt —t; + (t —Dpt) > Dt — ¢ >0,

ahol az utolsé egyenlStlenség a 2.11. Tételbdl adédik. Mivel ty to-szinguldris, ezért Dyt is

to-singuldris. Tovabba igaz, hogy

ezért a 8.4. Kovetkezménybdl adodik, hogy t; = D, t.
Most tegyiik fel, hogy t,., = D\t format tv nem majoralja. Ekkor a 8.3. Tétel miatt 1étezik

cgy
@mt - tl + t2
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felbontds, ahol t; tv-abszolut folytonos, t» pedig to-szinguldris. Ekkor:
t=(t + Dt +t—Dpt)) + (ta +t — Dyt — Dy (o + t — Dt)).

At +Dy(ts +t—Dyt) forma nyilvén r-abszolit folytonos, hiszen ilyenek 6sszege. Tovabba

a kifejezés masodik tagja,

szinguldris tv-re nézve a 2.11. Tétel miatt. Azt mutatjuk meg hogy ez a felbontas kiilonbozik
a

felbontastol. Valdban tegyiik fel, hogy megegyeznek, ekkor

tehat azt kapjuk, hogy

Ez alapjan azt kaptuk, hogy t, tv-abszolut folytonos, ami ellentmondas, tehat ez a felbontés

kulonbozik a 2.11. Tétel altal adott felbontastol. J

8.6. Kovetkezmény. Mivel A, B € B(H°) a pozitiv operdtorok esetén A B-lezdrhatdsdga
megegyezik a t(-,-) = (A - |-) forma vw(-,-) = (B - |-) formdra vald lezdrhatdsdgdval, illetve
fyg o — C pozitiv dbrdzolhato funkciondl esetén f g-lezdrhatdsdga megegyezik f(a, b) =
f(b*a) forma g(a,b) = g(b*a) lezdrhatésdgdval, igy az eldzd egyértelmiiségi tétel ezekben az

esetekben is analog modon alkalmazhato.
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9. Egy alkalmazas masodrendii elliptikus differencidlopera-

torokra

A fejezet célja egy differencidloperdtorokra valé alkalmazds bemutatdsa. Legyen 0 C R?

nyilt, 0 egy mésodrendd elliptikus differencidloperatorhoz tartoz6 forma a kovetkezd alaku:
(p, 1) = /aVsﬁ -V,
Q

ahol a a = (aj;;)};_, szimmetrikus, majdnem mindeniitt pozitiv szemidefinit métrix értékii
fiiggvény, ¢, 1) € dom 0. Ekkor a 0 forma pozitiv szemidefinit, konjugéltan bilinedris. Ismert,

hogy a 0 forma pontosan akkor zart, ha teljesiti az er0s ellipticitési feltételt, azaz
a > ul,

valamely p > 0 szdmra majdnem mindeniitt. Altaliban ez nem teljesiil és a forma nem is
lezarhatd, azonban a forma reguldris része mar lezarhat6 lesz. A fejezet célja hogy megmu-
tassa, a reguldris rész is egy elliptikus operdtorbdl szarmazik, vagyis a kapott forma pozitiv
szemidefinit. A reguléris rész a (4.7) egyenl6ség alapjin egy projekcié bevezetésével adhatéd
meg. Errdl a projekciordl mutatjuk meg, hogy ha dom d-re teljesiilnek bizonyos feltételek,
akkor egy ugynevezett lokdlis operdtor lesz, ami egy megszorzas operdtornak felel meg, majd
ebbdl mar kovetkezni fog a reguldris rész pozitiv szemidefinitsége.

A kovetkezé feltételek teljesiiljenek dom d-re:
(i) domd C {p € L*(Q)NW/,.(2): aVe-Vee L'(Q)};
(ii) domd N L>(12) invaridns a C2°(£2)-beli fiigvényekkel vald szorzdsra;

(iii) Létezik egy g € C}(R)-beli fiiggvény, amelyre g(0) = 0, ¢’(0) = 1,és go p € domd

minden ¢ € dom 0 esetén.
A kovetkezd segédtételeket a bizonyitds igénye nélkiil emlitjiikk meg:
9.1. Tétel. Legyen ¢ Hilbert-tér, 1 < p < oco. Vezessiik be a kovetkezd jelolést:
L®(Q, L) ={M :Q — L(H): M()x € L=(Q, ) xe€ A}
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Legyen T' € L(LP(Q, 7)) lokdlis operdtor a kivetkezd értelemben: Amennyiben f €
LP(QY, ), akkor T f(x) = 0 majdnem minden {x € Q) : f(x) = 0} esetén.
Ekkor létezik egy My € L>®(Q), L(FH)) megszorzds operdtor, hogy

Tf(x) = Mr(z)f(x),

és a T +— My leképezés egy izometrikus algebra-izomorfizmus L*>®°(Q, L(I€)) és az

LP(Q, F) téren értelmezett lokdlis operdtorok kozott.

9.2. Lemma. Legyen Q0 C R? nyilt halmaz, ¢ szepardbilis Hilbert-tér. Legyen % C
L3(Q2, 52) olyan zdrt altér, hogy vp € U minden v € C®, ¢ € U esetén. Ekkor a
Q : L*(Q, ) — U ortogondlis projekcié egy lokdlis operdtor:.

Most mar belathat6 a kovetkez6 tétel:

9.3. Tétel. A 0 forma reguldris része a kovetkezd alakban adhato meg:
areg((ﬂa w> = /aregvgo : V@D @, w € dom0.
Q

Itt ayey = a*/?pal/?, ahol p : Q — R projekcié mdtrix értékii mérhetd fiiggvény.
Bizonyitds: Lassuk el dom 0-t a kdvetkezd norméaval:

lello = 2le] + Il

Ekkor az U : domd — L?(Q) x L*(Q)?, Up = {p,a'/?V} képlettel megadott bedgyazis
egy izometrikus operator, ezért vehetjiik dom 0 teljessé tételét, mint L?(Q) x L2(Q2)¢ alterét,
ezt a teljessé tételt jeldlje 574. Legyen 1, : domd — L%*(Q) folytonos bedgyazds operdtor.
Ekkor

ker it* := {0} x 7 = {p € L*(Q)*: {0,¢} € J4}.

Legyen () : L*(Q)¢ — 7, ortogondlis projekcié. Ekkor a 7% — ker 13* projekciét a kovetked
hozzéirendelés adja meg:

{w, v} = {0,Qv}.
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A (4.7) egyenlség alapjan definidlhatjuk a 0,4 szingularis részt a kovetkezOképpen:
Quing (0, 0) = ({0, Q(a'*Vip)}{0,Q(a'*V)}) = ({0, Q(a'*Vip)}{v, a'2Ve}) =
= / Q(a'*V) - a'*Vi.

Q

A Dyeg = 0 — Dgypy forma ekkor a 4.10. Tétel miatt lezdrhat6 lesz az L*(2) skaldris szorzatra
mint formara nézve, azaz 0 lezarhato.

A kovetkezkben azt mutatjuk meg, hogy vy € J% minden ¢ € J7; ésv € C°((2) esetén,
ekkor 9.2. Lemma miatt () projekcié egy lokdlis operator lesz. Legyen f € JZ; rogzitett.

Ekkor 1étezik egy (¢ )neny € dom d sorozat, amelyre

2 (O\d
On ﬂ 0 a1/2V<pn % f

A Riesz-Fischer tétel alapjan ekkor van egy olyan ¢,, C ¢, részsorozat amely 0-hoz tart
majdnem mindeniitt, feltehetd, hogy (i, )nen ilyen tulajdonsigi. Legyen g € C}(R) olyan
fiiggvény, amely kielégiti a fejezet elején feltett (ii) tulajdonsdagot. Ekkor v, := goy,, € domd
minden n € N esetén, tovdbbd (¢’ o ¢,,) korlatos L>°-beli sorozat, és (¢’ o ¢,,) — ¢'(0) =1

majdnem mindeniitt, azaz a kdvetkezok teljesiilnek:

12(Q) 0 a2y L2(Q)4 /

Un

Most legyen v € C2°(€2). Ekkor

H?ﬂnal/QVvH%Q(Q)d = / [Un|?aVv - Vo — 0,
Q

ami a Lebesgue konvergencia tételbdl kivetkezik || g||2 aVv - Vv majordlé fiiggvény mellett.

Ebbdl kovetkezik, hogy

2 d
a1/2V(vwn) = val/van + Ppa/*Vu L(—Q)> vf,

. . . . . . . L2(Q .
tovabba v, € domd a fejezet elején bevezetett (i) tulajdonsdg miatt, és v, L@, 0, ezért

vf € . Ekkor a 9.1. Tételbdl kovetkezik, hogy () egy megszorzas operator, azaz 1étezik egy

q : Q — R4 mitrix értékd mérhetd fiiggvény, hogy

Qf(x) =q(x)f(z)  feL*Q),ze.
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A ¢ fiiggvényre teljesiil, hogy ¢°f = Q*f = Qf = qf, ezért ¢*> = ¢ majdnem mindeniitt, és
gl e (o, 2m)) = [|Q]] < 1, tehét g(x) egy projekcié matrix majdnem minden x € (2 esetén.

Ekkor 0 forma reguldris része a kovetkez6képpen irhato fel:

0req(0, ) = /al/z(f —q)a'PVp -V @1 € domD.
Q
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