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Bevezetés

A primszamok viselkedése az Okori gorogok ota kozponti kérdés a mate-
matikdban, és nagy valoszintiséggel még egy jo ideig az is marad. Ennek
vizsgalatara a leg@sibb modszer az alexandriai polihisztor nevéhez f(iz6d6
Eratoszthenészi-szita. Sokan e gondolat sugallatara probaltak kozelebb jutni
a primek latszolag misztikus viselkedésének megértéséhez, tébbek kdzott mi
is. Az els6 fejezetben az [1] cikk alapjan bemutatunk egy egyszert egyenletet
a primek eloszlasanak modellezésére. Utana ratériink a durva szamok fogal-
mara, ami természetes modon Osszekapcsolodik az Eratoszthenészi-szitaval.
Ezek olyan egész szamok, amelyek kis primosztoktél mentesek. Az ehhez
kapcsolodo @ szamelméleti fiiggvény aszimptotikus viselkedését Alexander
Buchstab orosz matematikus 1937-ben hatarozta meg egy késleltetett diffe-
rencidlegyenlettel |2], ennek alapgondolatat is bemutatjuk. Innentdl kezdve
sajat kutatasi eredményeim kovetkeznek. A maéasodik fejezetben felallitunk
egy durva szamokhoz kapcsolodd egyenletet, amelynek segitségével bizonyi-
tunk néhany ismert szamelméleti allitast. Ez az egyenlet azért is hasznos,
mert olyan alakban irtuk fel, hogy kénnyt beléle kézelité modelleket levezet-
ni. A legegyszeriibb modellt vizsgaljuk. A harmadik fejezetben meghatéaroz-
zuk ennek egyensilyi megoldasat, amelynek segitségével mi is megadjuk a &
fiiggvény aszimptotikajit, igy a modell egyensilyi megoldasat Gsszefiiggéshe
hozzuk a Buchstab-fliggvénnyel. Az utolsé fejezetben a modell kiillénb6z6 tu-
lajdonsagait vizsgéaljuk, majd numerikusan ellenérizziik a modell helyességét.



1. El6zmények

1.1. Egy egyszerd modell

,Proofs of the prime number theorem are extremely hard to fol-
low, and leave the impression, at least among amateurs, that
the essential property of prime numbers, namely their primeness,
plays very little part in the argument.”

Az idézet a kovetkezd egyenlet egyik felfedezGjétsl, G. Hoffman de Visme-t6l
szarmazik, és nagyon jol ratapint az ehhez hasonlé modellek sziikségességére:

oy = L)
2x
ahol f(z) a primszamok ,stirtiségét” hivatott megadni az x pontban.

A modell alapgondolata a kovetkez6: ha ,tal sok” prim van egy inter-
vallumban, akkor az csokkenti a késGbbi intervallumokban levé primek sza-
mat, és forditva, ha ,tul kevés” van, akkor néveli. Ennek hatterében az
Eratoszthenészi-szita all, ami a primek meghatarozasara szolgal, és a ko-
vetkezGképpen miikodik. Irjuk fel az 1-nél nagyobb egész szamok listajat.
Kezdetben minden listabeli szdm potencialis prim. Karikdzzuk be a listdn a
legkisebb szamot, a 2-t, majd huzzuk ki a listarol az Osszes néla nagyobb
tobbszorosét. Ezutan karikdzzuk be a listarol a kovetkezé legkisebb szamot,
a 3-at, majd huzzuk ki az &sszes nala nagyobb tobbszorosét, és folytassuk
ezt az eljarast. Ekkor a bekarikdzott szamok lesznek a primek. Amikor egy p
primmel szitalunk, akkor a potencialis primek koriilbeliil p-ed részét kihtz-

zuk, tehat a siirtiség az <1 — %) -szeresére valtozik. Tovabba minden prim csak

a négyzetétol szital ki djabb szamokat, ugyanis az ennél kisebb szamokat mér
korabban kihuztuk. Ezeket a megfigyeléseket szem el6tt tartva legyen f(x)
egy differencidlhato fliggvény, amely a primek ,strtségét” kozeliti x kdzvet-
len kérnyezetében és rendelkezik az el6z6 tulajdonsagokkal. Tekintsiik ezért
a kovetkezd intervallumokat:

A=[z,x+dz], B=[2* (v+dzx)?],

ahol dz infinitezimélis mennyiséget jelol. Megnézziik, hogyan valtozik a stird-
ség a B intervallumon, azaz megbecsiiljiik az f((z+dz)?)— f(2?) mennyisé-
get. Ehhez csak az A intervallumban levd primeket hasznaljuk. Minden ilyen
primmel torténd szitalas koriilbeliil (1 — %)—szeresére valtoztatja a strtséget
a B intervallumon, tehat minden prim f(z?)/z-szel csokkenti a stiriséget.
Mivel az A intervallumban koriilbelil f(x)dz prim van, ezért

(@) f @)dx

Xz

f((w+dz)?) = f(2*) =




Ugyanakkor a B intervallumon vett valtozast kiszamithatjuk a derivalt se-
gitségével is. A stirtiség valtozasa koriilbeliil megegyezik az f'(2?) és a B
intervallum hosszénak szorzataval. Mivel utobbi (z +dz)? — 22 ~ 2xdw, ezért

F((@+d)?) — fa?) ~ f' (%) 20de.
A kett6t Osszevetve megkapjuk az

—f(?)f(x)

222

f(z®) =

egyenletet. Innen mér csak egy egyszerid valtozdcsere adja a kivant Gsszefiig-
gést:

—f(@)f (V)

!

= ) 1

)= =121 (1)
Gauss méar a 18. szazadban helyesen megsejtette a kdvetkez6 formulat a

primek eloszlaséara:
1

m(x) ~ Li(x) = /; o (1) t

Ebbél kovetkezik, hogy a primek siistirége egy x pont koriil 1/log(z) kornyé-
kén kell legyen. Lathato, hogy ez kielégiti az (1) egyenletet. Mivel a prim-
szamok szama nem pontosan Li(z), sziikséges, hogy az (1) egyenletnek az
1/log(x) megoldasa stabil legyen a megoldéas koriili perturbaciok mellett. Eh-
hez az kell, hogy ha vesziink egy f fliiggvényt, ami egy zo pontig 1/log(x), és
ebben a pontban a fliggvényt perturbaljuk , tehat f(zg) # 1/log(zy), akkor
ezen kezdeti feltételek mellett z(-bol inditott (1) szerinti megoldas relativ
hibaja 1/log(x)-re nézve nulldhoz tartson. Ez pedig megmutathato, hogy
igaz. Természetesen az egyszertisitések miatti informécidvesztés folytan min-
den modellt fenntartassal kell kezelni, azonban ez a modell ezzel egyiitt is
mindenképpen emlitésre mélto.




1.2. Durva szadmok

Mint mar a bevezetében emlitettiik, a durva szamok olyan szamok, amik kis
primosztoktol mentesek.

1. Definici6. Egy természetes szamot y-durva szamnak neveziink, ha dsszes
primosztdja nagyobb mint y. Jelolje ®(x,y) az y-durva szimok sszességét
x-ig. Az 1-et tetszdleges y esetén durva szamnak vesszik [3].

Példa. A 2-durva szamok pontosan a paratlan szamok.

A kovetkez6kben Buchstab eredményét kozoljiik a @ fliggvény aszimptotikus
tulajdonsagéaval kapcsolatban [5]. Legyen w(u) az alabbi késleltetett differen-
cidlegyenlet folytonos megoldésa:

(uw(w))" = w(u—1)

ha u > 2, és

1 <u <2 esetén. Ekkor az alabbi Gsszefiiggés 4ll fenn:

O (x, xi) - w(U)log;Bxi)

T —r Q.

Most idézziik fel a primszamtételt és Mertens tételeit.

2. Tétel (Primszamtétel). Létezik olyan pozitiv ¢ konstans, hogy fenndll
7(z) =Li(x)+ 0O (acefc\/ log(‘r)> :

ahol Li(z) = [} 1/log(t)dt.

A kovetkezSkben a gyengébb forméjat is hasznéaljuk majd:

@)= 10;2:1:) w0 (@) '

Mertensnek harom tétele van a primszamokkal kapcsolatban, mi a masodikat
és a harmadikat kozoljiik.

3. Tétel (Mertens 2. tétele). Létezik eqy M konstans, hogy x© > 2 esetén

1 1
Z; =loglog(z)+M+O (log(x)) )

p<z



4. Tétel (Mertens 3. tétele). Legyen v az Euler-Mascheroni konstans, ekkor

T > 2 esetén . . X
Il (1‘13) ~ Tog(@) {”O <log<x>)}'

p<z
Megjegyzés. A primszamtételbdl konnyen kovetkeznek Mertens tételei (s6t
jobb hibataggal is), forditva azonban nem. Mertens tételeinek viszont van vi-
szonylag révid elemi bizonyitasuk is, a primszamtétel felhasznalasa nélkiil.

Most ratériink Buchstab eredményére. Az alapgondolatra koncentralunk,
ezért néhol révidebbre fogjuk az indoklast.
Kiindulasként tekintsiik a kovetkezé tételt:

5. Tétel. Hao x> 1 ésy > 1, akkor

O(z,y) =14+ > > O(z/p".p).

y<p<z v>1

Bizonyitds. Jelolje P~(n) az n legkisebb primosztojat. Ha egy n > 1 ter-
meészetes szam y-durva, akkor egyértelmien felirhaté n = p”m alakban, ahol
p= P~ (n) és pfm. Az utobbi két feltétel ekvivalens m > P~(n)-nel. Tehat

xy—1+z Z 1—1—1—22 Z 1,

y<p<z n<z,P— y<p<z v>1 m<z/p"*,P~(m)>p
ami pont az allitas. []

A tételt az alabbi alakban hasznéljuk:

O(x,y) = ZZCIDx/p ,p) (z>z>y>1).

y<p<z v>1

Ha alkalmazzuk v > 2 esetén az x/p” > ®(x/p”, p) becslést, akkor

O(z,y) = ®(z,2)+ Y (a/p,p)+0(z/y). (2)

y<p<z

Konnyen lathato, hogy /x < y < x esetén ®(z,y) = w(x) —w(y) + 1. Most
legyen x'/3 <y < 2!/2, ekkor a primszamtételt felhasznalva

O(z,y) = O(x,Va)+ Y O(x/p,p)+0@@*?) =

y<p<VzT
A xr xXr
T Ly T o (—) |
log() MZS < plog(x/p) log®(x)



Legyen u = log(z)/log(y) és y = x'/*. Ha 2 < v < u, akkor legyen

1
H(v):= Z - =log(v/2)4+ 0O <6_V log(y)) .
wl/”<p§x/5p

Ha az el6z6 egyenletben a szummat atirjuk H(v) segitségével, akkor parcialis
integralassal kapjuk, hogy

e =y ([ 5230100 (i) -

w0 e )

Definialjuk w(u)-t a kovetkezéképpen. Ha 1 <u <2, uw(u):= 2<u<3,
uw(u) :=1+log(u—1). Ekkor a kovetkezst kapjuk ®-re:

rw(u) —y x 1/3
@m,y):—+0( ) (x/gygx. 3

= Tosty T g b0
Ha y < z/log(z), akkor —y/log(y) beépitheté a hibatagba. Innentdl w(u)
induktive definidlhato. Ha 2'/4 <y <2'/3  akkor (2)-ben hasznéalhatjuk (3)-at
O (z/p, p) megbecsléséhez. Tehat amig (3) fennall, addig a kovetkezs Gssze-
fiiggés miatt w(u)-t 1 hosszi intervallumonként definidlhatjuk:

ot 2 st Gogt) )i {1+, 1o

y<p<\x

tehét 1
uw(u):1+/ wv)dv (u>2),
1

ami atirhato a szakasz elején felirt késleltetett differencidlegyenletté.



2. Az alapegyenlet

2.1. Alapotlet

Ebben a fejezetben levezetiink egy durva szamokhoz kapcsolodo Osszefiig-
gést, majd megnézziik, hogyan lehet hasznalni szdmelméleti tételek bizonyi-
tasahoz. Alapvetd célunk, hogy a ®(x,y) fiiggvény tulajdonsagait ne csak
aszimptotikusan, hanem véges = esetén is vizsgaljuk.

Az Bratoszthenészi-szita azt sugallja, hogy ®(z,y) ~ z ], (1 - 1—1)) Ezért
keressiik ®-t a kovetkezd alakban:

o) = (Lrtet)e [T (1-7). (1)

ahol t, =log,(y). Jeldlje p, az n-edik primszamot, p, legyen 1. Nézziik meg
¢ (z,t) néhany alaptulajdonsagat, felhasznélva (4)-et. Ha t € [t,,,t,.,,), ak-
kor ¢ (x,t) értéke allando6. Ha t <t,,, akkor ¢ (z,t) = —{fc—}, mivel y <2 esetén
® (z,y)=|z|. Hat > 1, akkor ® (x,z") =1, tehat

1

Az 5. tétel helyett egy egyszertibb tételbdl indulunk ki, ami lényegében azt
mutatja, hogy az Eratoszthenészi-szita egyik fazisabol hogyan jutunk el a
masikba.

o(x,t)=—-1+

. (5)
)

6. Allitas. Tetszdleges x >0, n > 1 esetén
T
(I)(xvpn>:(b(x7pn—l)_q) —Pn-1 | - (6)

Bizonyitds. Tekintsiik azt a halmazt, ami az x-nél nem nagyobb p,_;-durva
szamokat tartalmazza. Ebbé6l agy kapjuk meg a p,-durva szdmokat, hogy

kivessziik az Osszes m - p, alaki szamot, ahol m < pi , és m p,_i-durva
n

szam. Ez pontosan @ (ﬁapn%) elem. O]

Ennek az allitasnak a megfelel§je p-re a kivetkezd:

7. Allitas.

pn pn — t n—
90<$7tpn): ‘P(watpn:l)_"(l_ _1) 2 (551 tpn71p_1> . (7)

pn_l

10



Bizonyitds. Irjuk at (6)-ot (4) szerint, és osszunk is le z [ (1— %)—vel.

p<aten

p'fL 1-tp, tpn_ 1 —
(Lt (2,1p,) = (149 (2,1, 1)) pa—1 (1+¢ (x " 1—t;n)) pn—1

8. Allitas. n > 1 esetén

TP (1T % T7.M 1ty oo
ez, tp,) Hpi—lgp(x’tPO)_FZ(H pi—1 Hpj_1>90(x 71_tp¢)7

i=1 i=1 \j=i+1 j=i
(8)

ahol legyen 7, ., ;% -

Bizonyitds. Teljes indukcioval bizonyitunk. Ha n = 1, akkor ez éppen (7).
Tegyiik fel, hogy igaz (n — 1)-ig, irjuk fel (7)-et, és irjuk &t az indukcios
feltevés szerint ¢ (z,t,,_,)-et. O

9. Allitas. Tetszoleges 1 > 1 esetén

t t,
1' 1—t — 1_tpi Pi—1 ] 9
t}gl;@@(as ,—1_t) 90(95 Tt (9)

Bizonyitds. Feltehets, hogy t olyan kozel van t,,-hez, hogy t, , <t <t,, és
i <plt< | 217 | +1 teljesiilnek. Ekkor az 1. definicio szerint @ ('~ 2')=
=& (', z'i-1). Bzt (4) szerint felirva

t t,
1 1—t¢ 1—t — 1 1_tpi Pi—1 1_tpi )
< —l—go(x ,—1_t>>x +plx ,—1_% T

Atrendezve kapjuk, hogy

t t,. t,.
1-t - 1—tp, Pi—1 — t—tp, _ 1 1 1—tp, Pi—1 )
) R e ) R e (G Gt =)

Innen mér latszik (9), mivel |2'~'»i — 1| nulldhoz tart. O

11



Most (8) és (9) segitségével felirjuk az alapegyenletet.
A kovetkezSkben tetszéleges x > 1 és t > 0 szamok esetén legyen

~ I v/ -1

p<at
10. Tétel. Teiszdleges 1 >t >0, x> 1 esetén
—0 P (x,t)
t) =P (2,t) ¢ (2,0)+1 ~w-g) T d—2" (10
(0.0 = Pt o @)+ [ o (o000, 20 a2 g

Bizonyitas. Ha 0 <t <t,,, akkor trivialis. Tegyiik fel, hogy valamely n > 1
természetes szamra t,, <t <t, ., .Ekkor ¢ (z,t)=¢ (z,t,,), igy alkalmazhat-

—P(x t) A £z

juk (8)-at. Az elss tagok megegyeznek, hiszen [

i=1 p; —1 P(.Z’ u)
n
fiiggvény t,, helyen vett ugrasa éppen [[j_; pfil [T =
véges sok ugrashely van, és ]Ij((ji)) ezeken kiviil konstans, a hmesz bevihets

az integralba, ezért (9) miatt (10) megegyezik (8)-cal. O

Megjegyzés. Fontos észrevétel, hogy % monoton csokkend fiiggvény u
szerint, ezért az integral értékét gy lehet ndvelni, ha az integrandust csok-
kentjiik.

Lattuk, hogy ha t>1, akkor ¢ (z,t)=—1+—22 (z D Ez t>1 esetén a (10) egyen-
letben felhasznalhato, ugyanis ekkor az mtegral —+5 es t k6z0Otti részében
éppen ilyen tulajdonsagt. Tehat ha ¢ > =, akkor

P =P oyl o (w00 T D
‘ P< 1—(u— 5) u(u65> ( )
M §+5_1+ pt= () Pl
P (z,t) 1 P(xz,t) P(x,t) .. b P(z,u—06)  P(x,t)
p(x,%)¢($’z) Pt Plr1) o 1o D P (z)

Tehat az alabbi Osszefiiggést kaptuk.
Ha 0<t < %, akkor

o (x,t) =P (x,t) w(x,0)+(lsi{‘13)/6 ® (xl_(“_‘s), 1_u(;i5)) df; (z, 1) ., (11)

(e n

@(I’t):%

% <t <1 esetén pedig

8
~

N[ —=

12



ahol . P( 5 Po.t)
T, U— T, t
0=l [, e Py

2.2. Néhany alkalmazas

Ebben a fejezetben a fenti egyenletek segitségével azt az ismert allitast bizo-
nyitjuk, miszerint Hflo ~Pr_ yégtelen, majd megvizsgéljuk, hogy a Mertens-
tétel hogyan kapcsol(’)dlk a prlmszamtetelhez

El6szor egy egyszertd lemmat mondunk ki, ami a késébbiekben is hasznos
lesz.

11. Lemma. Tetszdleges n > 1 esetén, ha x-re teljesiil, hogy
vz =[] p
i=1

akkor Plet, )
x
t < L\ Pn/
‘90(x7 pn) — \/E
Bizonyitds. A logikai szitaformulat alkalmazva bizonyithatd, hogy tetszéle-
ges m =k [, p; alakt szamig m -]}, (1 - i) darab p;-khez(i =1,...,n)

(13)

relativ prim van [4], azaz ® (m,p,) =m ][], <1 — —) Legyen k> +/x olyan,
hogy

pi <m++/x.

=

m= kaz§x<(k+1)

=1

Ekkor trividlisan ® (m,p,) < ® (z,p,) <

P
(=) <vsvinl(1-2) ol (1-2) e

=1

@
Il
—

m, pn) ++/x. Ekvivalensen

amibdl

m—zx m—z [lis v < P(x,t,,)

x Y EE

-
&
IA
AN
0
~
bS]
3
S~—
|
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12. Tétel.

Bizonyitds. Indirekt tegyiik fel, hogy a hatarérték véges, és legyen ez egy
r > 1 szam. Legyen € > 0 megfelelen kis szam, és ehhez N kiiszijbindex
amelyre J[Z\ -
egyrészt a 11. lemma feltetele N-nel, masreszt \2/% <e. Hasznaljuk (10)-et és
az azt kovetd megjegyzést. Konnyen igazolhato, hogy ¢,, <t <1 esetén

Pz, (e u—9 P (x,t)
o @)= 5 (@t “‘m/ (“" ( 5)’1—(u—5))dp(x,u)'

A p fliggvény definiciojabol adodik, hogy tetszéleges x > 0 és s > 0 esetén
¢ (z,s) > —1. Ekkor ha x > x( és t,,, <t§1,aP(P(A§Hf°N - <14¢

ac,tpN)

egyenlGtlenségeket hasznélva adodik, hogy

Pl (he) Tt / e e —[jj((i’)} <o

iy

Ekkor viszont z > 2 esetén

1
gp(x,ﬁ) —(1+4¢) —+/ 2d —e—2e? > 2.

Ez azt jelentené, hogy a primek nagyon stirtin helyezkednek el. Azaz tetsz6-
leges k > 1 egészre x; = x3 jeldléssel

w(:cf’“>—7r<\/x?’“)z(1—2e)x§’“ I1 (1—%)—1>(1 25):’;—;

Igy

1 x%k 2r 1 x% 2r
> (1—1-?) (1+ ) > 1.
x] x?

Ez pedig ellentmondas, hiszen ez az alsé korlat k-tol fiiggetlen. ]

14



Trjuk fel (12)-t ¢t = 1-gyel.

P(z,1) _ _
T P(z,1)

1
-1+ (go (x, §)+1)—1+b(:v71). (14)
Atrendezve kapjuk, hogy

1 1\ (1 tp -6 1
olz,=|=Plz,=)|——lm (z,u )d —1.
2 2) \x &0 Jis a0 TP (zu)

2

Ezt (4)-be visszahelyettesitve kapjuk, hogy

7 (#) -7 (VE) = @ (2 V) 1= ol [ L 200, 1

1—(u—0 ’
N0 Jiis @ (w=0) " P(x,u)

(15)

13. Lemma. Legyenek f (u), g (u),m (u), M (u) valds figgvények, f (u) nem-
negativ monoton névd, m(u) < g(u) < M (u). Fkkor

/f ) dM (u /f )dg (u
/f ) dim (u)+ (M (b) —m. (8)) f (b)

feltéve, hogy ezek a Stieltjes-integrdalok értelmesek.

Bizonyitds. Hasznaljuk a parcialis integralast.

/f )dg (u) = [f (u) g (u)]! / (u) df (u) < [f (u) (g () —m ()]’ +
/m )df (u) = (g (6) —m (b)) £ (5)— (g (@) = m ()) £ (a) +

/f ) dm (u) < (M / () dm (u
Az also becslés teljesen hasonlo, 0
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14. Tétel.

"@=0 (1)

Bizonyitds. Hasznaljuk (15)-6t. Mivel ﬁlu) monoton ng, ezért

V' P(ryu—9) , —1 1 Yulog(z) . —1
I ’ ~(1 L .
i e e (0 () S e
(16)

Hasznaljuk a 13. lemmat. Ekkor M (u)-t és m (u)-t <1+O (

nek valasztva

/ “ (0 () / (o))

Itt

)) o
log(z) ulog(x)~

/—du—h —h(\/_)—/ logl()dt

Tehéat
1

w@-n (8)=(1+0 (5 7) ) B8 000 (05 )=0 (5.5 )

Ez is megerssiti, hogy a megfelels becslés 7 (z)-re Li(z) =1i(z)—1i(2). O

ATl<. <1 - p) (1 +o <10g( )>> log( feltevésbdl kiindulva, a fenti gon-

dolatmenetet megismételve, minden O helyére o irhato, tehat a primszamté-
telt kapnank. Ennek bizonyitasahoz kevesebb feltétel is elég.
Hasznaljuk a kévetkezo jeloléseket. Legyen d, (u) az a szam, amelyre

677

ulog ()’

o = (10 ()

Az (tl, tg) = max ’(Sm (81) —61 (82)| .

t1<s1<s2<t2

Legyen ¢ (z) olyan lassan nové fiiggvény, ami © — oo esetén végtelenhez
tart.
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15. Allitas. A A, <1 o(a) 1) =0 < L ) feltételbdl kovetkezik a primszdam-

~ Tog(@)” log ()

tétel.

Bizonyitds. A 14. tétel gondolatmenetét kell alkalmazni az integrél [%,1 —

és [1— lgéf;),l] részére. Az elsG esetben

({555 (-0 ) )

a masodik esetben

1 (1) =m (1) £ () =0 (w8, (1-571) ) =0 (25,

a kettot Osszerakva pedig

7 (2) =7 (VF) = (1+0 (logl(x)>> (1 () I (ﬁ))+o< d ) |

17
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3. Durva szadmok aszimptotikaja

3.1. Egyensilyi egyenlet

Térjiink vissza a (11)-(12) egyenletekhez, és egyszertsitsiik le. Hagyjuk el
a b(x,t) és P(x,t)p(x,0) tagokat, majd irjunk P(z,t) helyébe e?tlog(x)-et.
Ekkor a kovetkezot kapjuk:

t le_u,i
oz, 1) = —t / Ay =Dy (18)
0

0<t< % esetén, és

Bl t) = 2 (@ (:U %) +1) —1 (19)

% <t <1 esetén. Ha ennek van x-t6l fiiggetlen egyensilyi megoldéasa, akkor
az a kovetkezd egyenleteket elégiti ki:

o (t) = —t/o &?U)du (20)

u

o (t) =2t <¢* (%) +1) —1 (21)

% <t <1 esetén. Most az utobbiakkal foglalkozunk. Ha ¢(t) egy egyensilyi
megoldas, akkor tetszéleges 0 <t < % esetén

(t)Z—t/;gp(ﬁ)du—l—t/é@(ﬁ)du:% l—i-t/é—gp(ﬁ)du
7 0 u? . u? 7\2 : u? '

(22)
Tekintsiik a kovetkezG problémat. TetszGleges ¢ valos szamra keressiik azo-
kat a (0,1] intervallumon folytonos ¢.(t) fliggvényeket, amelyek kielégitik a
kovetkezoket :

0<t< % esetén, és

oo(t) = 2tc+t / ’ ng_“)du (23)
t u
ha0<t< %, és
we(t) =2t(c+1)—1 (24)
ha % <t<l1.
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16. Allitas. Tetszileges ¢ valds szdmra a (23)-(24)-nek van a feltéleleket
kielégitd egyértelmid megolddsa.

Bizonyitds. Mivel ¢ adott, £ <t <1 esetén ¢, egyértelmid. Masrészt a(u) =
= jeloléssel, ha u € [2, %f, akkor a(u) € [1,1], igy t € [, 1] esetén (23)-bol
kovetkezik, hogy a jobb oldalon minden érték meghatarozott. Ha u € [}l, %L
akkor a(u) € [%, %}, igy . itt is egyértelmi. Ezt folytatva latszik, hogy adott
c-hez a ¢, folytonos megoldas létezik és egyértelmd. ]

17. Allitas. Tetszbleges 0 <t <1 és d > c valds szimokra igaz az aldbbi:
pe(t) +(d—c) < pa(t) < @e(t) +2(d—c),
vagy ekvivalensen:

@a(t) —(d—c) > @c(t) > pa(t) —2(d—c).

Bizonyitds. Ha t > 1, akkor p4(t) —¢.(t) =2t(d—c), tehat ekkor az egyenlst-
lenségek fennallnak. Indirekt tegyiik fel, hogy valamely t-kre az egyik egyen-
I6tlenség nem teljesiil. Jelolje ezen szdmok szuprémumat 0 < a < % Legyen

#1 <t < a. Ekkor

=

)~ (%)

u2

pa(t) = pe(t) = 2t(d—6)+t/ pulis du <

t

=

< 2t(d—c)+t/ Q(ZQC)du —2(d—c)(1—1t) < 2(d—c).

t

Az als6 becslés teljesen hasonléan lathato. Ez viszont ellentmondés a
szuprémum miatt. O

Megjegyzés. Az el6bbi allitasbol kivetkezik, hogy rogzitett 0<t <1 esetén a
c— pc(t) leképezés szigortan monoton névé folytonos bijekcio a valos szamok
halmazan. A monotonitas ¢.(t)+(d—c) < pq(t)-bdl latszik, a folytonossag az
£ < pere(t) — pe(t) < 2e egyenltlenségekbdl lathato.

Megjegyzés. Ha egy 0 <ty <1 szamra |p4(to) —¢c(to)| < h, akkor minden
0<t<1esetén |@q(t) —@.(t)| <2h. Ha d—c > h lenne, akkor az el6z6 allitas
miatt pq(ty) —e(to) > h, tehat mivel ¢ —d-re ugyanezt kapnank, kovetkezik,
hogy —h < d—c < h. Innen hasznéljuk az allitast.
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18. Lemma. FEgyértelmien létezik olyan q valos szam, hogy tetszdleges k>0
esetén .

t—0 tk =0.

Bizonyitds. Legyen n>3 természetes szam esetén ¢, az a valos szam, amelyre
Pen (%) =0. Azt fogjuk igazolni, hogy a ¢g= lim ¢, érték létezik, és ez megfelels
n—oo

lesz. Legyenek 0 < s < 59 < % és ¢ tetszoleges valos szamok. Ekkor

1 e (12 ve (125
soc(SQ)ZS—2 2810 (§)+81/%du —&/#du:

S1
51 = (25)

52

v
:?¢0(31)_52/%du.

1
S1

Hasonléan lathato, hogy

S QQOC %u
pelsr) = Laulsa)+51 / %du. (26)

Legyen n > 3 esetén m, = max |p.,(t)|. Ekkor felhasznalva (26)-ot,

kapjuk, hogy

1 n 1 1 Cen (7))
c = c - “ du| <
gp"(n—i—l)‘ n+1¢"(n)+n+1/ u? ‘1=

n+1
1
< Mo /idu< Mn_
“n4+1 w2 T n+1
=

Tehat ‘cpan (%H) — e, (n%l)‘ < 7. Az utolso megjegyzésbdl kovetkezik,

2my,

hogy tetszéleges 0 <t <1 esetén !gocn+l(t) — e, ()| < ST, vagyis

max |ge, ., ()] = max e, (8) =g, () + e, (1) <

te[L, 1] te[L, L]

My,

+m,, <2m,,.
n+1

20



Amennyiben ¢ € [, 1], felhasznalva (25)-6t

n+1’n

t

1 Penes (15)
’(pcn+1(t)‘ = (n+1>tgpcn+1 (n——H)_t / ;du S

u2
o
n+1
1
[ 1 2m
< 2tm,, / —2du < -
u n
_1
n+1
adodik. Tehat m,, 1 < 2% Innen indukcioval ladthato, hogy m, < %,

ezért

|Cn+1 _Cnl -

1 1 <2mn<2”*1m3
Penti\ g | “¥en \ 5 ntl = 0l

Innen a haromszégegyenltlenség t6bbszori alkalmazasaval igazolhato, hogy

2"r

tetszleges m >n esetén |c,, —c,| < =T, ahol r fiiggetlen n-t6l és m-t6l. Tehat
¢, Cauchy-sorozat, vagyis konvergens, azaz létezik egy ¢ hatarétéke, amelyre

lg—cn| < 2n—,r Felhasznélva a 17. allitast, tetszéleges t € [%, ﬁ} és [>0 esetén,
ha n elég nagy,
r'2n 1
[2alt)] < 2(0) = e, (O] + 1, (B)] £ - < <8
Az egyértelmiiség a 17. allitdsbol kdnnyen adodik. O]

19. Tétel. Egyértelmien létezik egyensilyi megoldds, azaz olyan @*(t) figg-
vény, ami kielégiti (20)-(21)-et.

Bizonyitds. Hasznaljuk az el6z6 lemmat. Mivel az el6bb kapott ¢,(t) gyor-
sabban tart 0-hoz mint a ¢* polinom, ¢ helyébe ¢, (%)—et irva, (23)-at atren-

dezve .
o (1) = Pq(t) _}/2 Pq (m)du
7\ 2 2t 2), 2

adodik. Tartsunk ¢-vel 0-hoz. Ekkor g=¢, (3)=—1 foé @du. Ezt vissza-

u2

helyettesitve (23)-ba, azt kapjuk, hogy ¢, kielégiti a (20)-(21) egyenlete-
ket. O
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3.2. A p(z,t) fliggvény aszimptotikaja

20. Allitas. Rigzitett 0 <t <1 esetén p(x,t) tart o, (t)-hez, ahol r =5 —
— 1. Tetszdleges 1,69 > 0 esetén az [e1,1 — o] intervallumon egyenletesen is
konvergdl.

Bizonyitds. A primszamtételt és a Mertens-tételt felhasznalva
x

log(z) ~m(x) _7(\/5) = P(x, \/E) 1=

(g ) IL05) = (e (on) i

<V

Ebbdl kévetkezik, hogy

1 e’
l S
mglgo90<x’2) 2

azaz ha ¢(x,t) tart valamilyen ¢, (t)-hez, akkor r:%— 1. Tetszoleges %§t<1

esetén FI’D((I’?) ~ 2t, ezért tetszGlegesen kis € > 0 esetén ha z elég nagy, akkor
z,5
1 £ P(z,t) 1
20l op [ = ) +1 | —1—=+Db(x,t) < p(x,t) = ——% x,= | +1 | —=1+b(z,t) <
(o (3)#1) 1-5roen <vtmn =52 (o (mg) #1) 1ot

1
<2t (% (§)+1)—1+§,

ahol felhasznaltuk, hogy b(z,t) negativ. Irjuk fel (14)-et és rendezziik at.

Bidkor Plz1)  Plz) 1
o)== - g (gp (:):75)%—1).

2

Innen lathato, hogy x > 1 esetén b(z,1) korlatos. A

, b P(x,u—9)  P(x,t)
b(w,t)—(lslir(l) 1wt dP(x,u)

alakbol kovetkezik, hogy b(z,t) t-ben monoton csokkend. Tehat b(x,1) korla-

tossaga miatt b(z,t) is korlatos. Igazolhato, hogy 1 <t <1-— QIngl?f)(m) =1-e,

esetén b(x,t) =0 <#>, hiszen ekkor a fenti integralban az integrandus fe-

log(z)
liilrs] becsiilhets P(mx’ijz) < ?Olgég;) -tel. Igy ha z elég nagy, % <t<l—gy<l—g,
esetén

|90($7t) _Spr(t” S E.
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Tegyiik fel, hogy % <t< % Ekkor (11) hasonléan atirhato, mint (22), azaz

o(x,t) = &’tl))so (x, %) tim [ . (ml_(“_é) u—29 ) dP(a:,t) '

P(z, 3 N0 S, "1—(u—90)/) P(x,u)
(27)
Vagjuk két részre az integralt. Egyrészt az [%, % — ﬁ] intervallumon in-
tegraljunk, kihasznélva, hogy itt ¢ (xl_“, ﬁ) egyenletesen tart o, (ﬁ)—

i— pTonrnt %} intervallumon, ahol ¢ (27", £ korltos,
és az intervallum hossza miatt lesz kicsi az integral. Innen egyszer(i becslé-
sekkel igazolhaté az egyenletes konvergencia. Igy folytatva a tébbi [n%l, %]
intervallumon igazolhat6 a konvergencia, rdadasul egyszertbb is, mivel n >3
esetén nem kell szétvagni (27)-ben az integralt, csupan az [%, ﬁ] interval-
lumon vett egyenletes konvergenciat kell hasznalni. O

hoz. Masrészt az [

21. Allitas. o, (t) = ¢*(t)

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy ¢ az a szam, amelyre ¢, (t) = p*(t), és legyen
r = q+d. Ekkor azt kell igazolni, hogy d = 0. Indirekt tegyiik fel, hogy ez
nem teljesiil, és legyen d > 0 (a d < 0 eset teljesen hasonld). Ekkor a 17.
allitasbol kovetkezik, hogy oq(t) +d < @, (t) < 4(t) +2d. Mivel ¢,(t) foly-
tonos és limy o @, (t) = 0, ezért van olyan s, valos szam, hogy t < s, esetén
©q(t) > =4, amib6l ¢, (t) > ¢ kovetkezik. Legyen a(u) = 1%, 51 =a " '(s2),
so=a ' (a"(sp)). Legyen € > 0 elég kicsi, n természetes, xo valos és cg =
=max {1,inf {c>0: p(z,t) > —ct*, zo <z < 13,1, <t < s}} véges szamok
olyanok, hogy teljestiljenek a kovetkezok. Tetszbleges © > xo, t, s > t,,, esetén
P(x,t) t

P(x,s) T s <Ees

legyen ‘

Alog(z)?
og(z)” ¢ - <ot < coet,

vz 7 log(z)

Masrészt teljesiiljon a 11. allitas feltétele n-nel. Harmadrészt az egyenletes
konvergenciat hasznalva sy <t < so esetén legyen p(x,t) > %. Ekkor a 13.
lemma és a 11. allitds miatt 23 <z < p,x] és t,, <t < s; esetén
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P(x,t ) —(u— P(z,u)
- x 0 1—u P(x,u
tp"
4log(z)? ! u? £\
< =7 —_ 2 — <
~ \/E +t/(; Co(l_u)4du+ ECy 1—¢ <
< ecot + r +2 v 4 L oe) <ot
——+2ec <c _— —t*.
= EOE T s T g = 3= L) =3

Ekkor viszont 2§ < x < p2a és t,, <t < s esetén az el6z6hoz hasonloan

9\ 2
o(z,t) > —c (§> th.

Ugyanakkor ez igaz so <t < s9 esetén is, mivel ekkor o(z,t) > f—f. Innen a
fenti gondolatmenetet tobbszor megismételve igazolhato, hogy k > 0 egészre

k k+1 , ,
= [xé T ] és t,, < s <t < s esetén

9 2k
o(x,t) > —co (5) ¢,
4k | 2.4k+1

valamint x € [ 24 xd } esetén
9\ 2k+1
o, 1) < o (3) o

Ez utébbi viszont ellentmondés, mert elég nagy k-ra, so <t <s, esetén ¢(z,1)

minden pozitiv szamnéal kisebb lesz, specidlisan %—nél is. Tehat d = 0. O]

Belattuk, hogy rogzitett u > 1 esetén

o (at)~ (100 (3) ) 15 20

Ezt 6sszevetve Buchstab eredményével fennéll az
* 1 —
u

24
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4. A folytonos modell

4.1. A o(z,t) fliggvény vizsgalata

Ebben a fejezetben megvizsgaljuk a (18)-(19) egyenletek néhany tulajdon-
sdgat. El6szor a szokasos egzisztencia és unicitds tételeket latjuk be, majd
megvizsgaljuk a megoldas novekedésének fels korlatjat. Végiil a Laplace-
transzformaciot hivjuk segitségiil.

Erdemes az els6 valtozoban a (z,t) = ¢(a*',t) transzformaciot végre-
hajtani, ahol a > 2 régzitett valos szam. A 4. fejezetben lattuk, hogy létezik
©* egyensilyi megoldas, tehat a megoldast célszeri o (x,t) = ¢(x, )+ ¢*(t)
alakban keresni. Ekkor t(z, t)-re az alabbi osszefiiggést nyerjiik. Ha x> 0 és
0<t< %, akkor

du, (28)

Y(x,t) = —t /Ot v (x+10g21(;—u)’ )

% <t <1 esetén pedig

O(x,t) = 2t (:c %) . (29)

Természetesen a megoldas egyértelmiségehez sziikséges egy kezdeti feltétel.
Legyen v, : T'— R adott, folytonos fiiggvény, ahol

T={(z,t)eR*: 1< <0,27"-1<¢t<1}.

Ha a fenti integralban ¢ helyére konstans 1-et irnank, akkor végtelen lenne a
kifejezés, ezért feltessziik, hogy ‘1;0(35, t) ‘ <c-t3 valamilyen ¢>0 konstanssal. A
megoldéast is olyan fiiggvények korében keressiik, ahol van olyan c:[0, 00) - R

lokalisan korlatos fiiggvény, hogy ‘QZ(Q:, t)‘ <c(x)-t3.

22. Tétel. Tetszdleges, a fenti feltételeket kielégitd 1y kezdeti fiigguény esetén
eqyértelmien létezik (28)-(29)-nek egy lokdlisan korldtos v megolddsa.

Bizonyitds. A szukcessziv approximacioé gondolatat hasznélva megmutatjuk,
hogy létezik megoldas. Elgszor belatjuk, hogy megfelelen kis € esetén, ha
0 <z <e, akkor létezik megoldas. Létrehozunk egy olyan 4™ fiiggvényekbol
all6 sorozatot, ami tart a megoldashoz. Legyen ¢(© =1 ha 2 <0, és (@ =0
ha x> 0. Tetszbleges n > 1 esetén pedig a kdvetkezdképpen képezziik @/;(")—et.
Ha x < 0, akkor itt is (™ = 4. Ha 2 > 0, akkor

- /t @ZNJ(”*U (x+10g2(1—u), lf—u)
0

M (z,t) = —t = du, (30)
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O0<t< % esetén, és
1
B0 a,t) =200 (,5)), (1)

% <t <1 esetén.

Definialjuk még n > 1 esetén az n™ (x, t) =™ (x,t) —h=D (x t) fiiggvényt.
Ekkor latszik, hogy x<0 esetén n™ (z,t)=0. Ha n>2, akkor n™-re felirhatjuk
ugyanazt az osszefiiggést, mint ¢)(-re, azaz a (30)- (31) egyenletekbe irjuk a
12 helyére n-t. Legyen € = 0,1, és

C,=inf{C>0: ’ (xt)‘<Ct3x<€}

Jegyezziik meg, hogy C, létezik, ugyanis a feltétel miatt @ fiiggvényre is
van C > 0, hogy ’1/](0) (m,t)‘ < C-t3, és a (30)-(31) egyenleteket felhasznalva,

indukcioval konnyen lathato, hogy QZJ(TL) fiiggvény esetén is van ilyen C'. Ekkor
n™-re is van ilyen konstans, tehat a fenti halmaz nem iires, vagyis létezik
infimuma.

Ha t < 1/2, akkor

(n—1) 1 1—
'™ (1)) <t/ I ($+O§§( 4 >|alu<

min{t,l 2~ 5} t2 (1 _ 275)2
< < -mi <
_t/o Ch— (1 u) ——du < C,_1t mm{?(l—t)?’ 22) } <

1 2
< s
min {2(1—1¢)2,2(27¢)2} — C”*13t

S Cnfl 't3 '

Itt felhasznaltuk, hogy e =0,1 és u <1—27° esetén z+log,(1—u) <0. Ebbdl
trividlisan kévetkezik, hogy t>% esetén is fennall a fenti egyenlGtlenség. Tehat
C,< %Cn_l < (%)nfl (1. Innen mar kdnnyen latszik, hogy a ™ sorozat x<e
esetén egyenletesen tart egy ¢ hatarfiiggvényhez. Ez ugyanis a ¢ = (© +
+> 0, n®) Gsszefiiggésbol és az elobbi C,, becslésbél kovetkezik. Raadéasul
) kielégiti a (28)-(29) egyenleteket (vegyiik a (30)-(31) egyenletek mindkét
oldalanak a limeszét). Annak belatasa, hogy van megoldas, ha ¢ < z < 2¢
teljesen hasonléan megy, csak (O kell tgy definialni, hogy = < ¢ esetén az
imént kapott ¢)-mal legyen egyenls. Az egész eljarast tobbszor megismételve
azt kapjuk, hogy létezik megoldas x > 0 esetén.

Az egyértelmiséghez tegyiik fel, hogy ¢y és 1, két kiilonb6z6, olyan lo-
kilisan korlatos megoldas, amelyek ugyanahhoz a Yo kezdeti fiiggvényhez
tartoznak. Ekkor =1, —; egy olyan megoldasa a (18)-(19) egyenleteknek,
amelynek kezdeti fiiggvénye azonosan nulla és a megoldasnak van nullatol
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eltérg értéke. Legyen az a > 0 szdm azoknak az x szdmoknak az ifimuma,
amelyre létezik s, hogy n(z, s) #0. Legyen € =0,1 és C' olyan konstans, hogy
r€la, a+el esetén |n(x, t)|<C-t3, és van olyan (zy, 1) paros, amire egyenldség
all fenn. Ekkor felirhatok ugyanazok az egyenl6tlenségek, amelyek segitségé-
vel megkaptuk a C, < %Cn,l becslést, csak most a C' < %C—t kapjuk meg,
ami nyilvan ellentmondas. [

Most nézziik meg, hogy milyen gyorsan néhet a megoldas abszolutértéke.
Belatjuk, hogy legfeljebb exponencidlis sebességgel, és megvizsgaljuk, hogy
mennyire csokkenthetd le ez a korlat. Ez azért is jo, mert igy alkalmazhatjuk
majd a Laplace-transzformaciot.

23. Tétel. Legyen C konstans olyan, hogy ‘@O(x, t)‘ <C-23%t3 teljesiil. Ekkor
‘@(x,t)‘ < C-2%¢3,

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy az allitas igaz egy bizonyos xg-nal kisebb érté-
kekre. Ekkor zq-ra felirva az (28) dsszefiiggést, ¢ < 5 esetén kapjuk, hogy

. t |9 (o +1ogy(1—u), 1) ‘ ¢ ‘
‘1/1(950, t)‘ < t/ 5 du < tC'23%0 / udu < C'23%0¢3,
0 u 0

A bizonyitas lényegét tekintve ennyi. Ha precizen akarjuk belatni, akkor te-
gyiik fel, xg azoknak az y szdmoknak az infimuma, amelyekre léteznek olyan

> (233, Az el6z6 tétel bizonyitasabol tudjuk,

s szamok, hogy ‘@/;(y, s)

hogy készithetd egy olyan 15(”) fliggvénysorozat, ami megfelelGen kis ¢ esetén
az [ro, ro+e] intervallumon egyenletesen konvergal a megoldashoz. Felirva
ezekre a fiiggvényekre a (30)-(31) egyenleteket, majd teljes indukciot, a fenti
egyenlGtlenségeket, végiil hataratmenetet hasznalva lathato a tétel. ]

Az aszimptotikus viselkedés szempontjabol jo lenne, ha talalnank egy
olyan b < 0 konstanst, hogy az abszolitérték C2°%¢3-nal legyen becsiilhetd,
ugyanis ekkor a megoldas nullahoz tartana. Viszont a tétel élesitéséhez szigo-
ritani kell a kezdeti fiiggvényre tett feltevéseinket, és jobban ki kell hasznalni
a (31) egyenletet is.

24. Tétel. Legyen C konstans olyan, hogy t < 5 esetén ‘Jo(m,t)‘ < C-2%3,
és L <t <1 esetén pedig ‘@O(x,t)‘ < C-2"t/4. Ekkor ‘zﬁ(m,t)‘ < C-27¢3.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy az allitas igaz egy bizonyos xg-nal kisebb érté-
kekre. Ekkor xq-ra felirva a (28) Gsszefiiggést, ¢ < % esetén kapjuk, hogy

—W(Io’t)‘q U du<t(-1 froe1—n—1) <
C2w0 = /0(1—u)2 v= (1—t+og( —- )— '
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Ha % <t< %, akkor

| (pr
— < — <
C2%o =t /0 (1—u)? u+/1/3 W)=

t (1/2—+log(2/3)+-1log(t)—»llog(l)) <t

4 4 3

A bizonyitas technikai részét az el6z6 tételhez teljesen hasonloan kell elvé-
gezni. O

Ahhoz, hogy megtalaljuk, milyen kezdeti fiiggvény esetén tart a megoldas
nulldhoz, segithet a kdvetkezs tétel.

25. Tétel. Tegyiik fel, hogy létezik olyan g(t) nemnegativ, a [0,1] intervallu-
mon folytonos fiigguény, hogy eqyrészt %<t§ 1 esetén g(t) :2tg(%)7 mdsrészt
0<t<1 esetén valamilyen kis € > 0 szdmra

t)/otg(ﬁ)dua—e (32)

g(t u?

teljesiil. Ekkor

o, t)’SC’-g(t) kezdeti fiigguény és x—oo esetén ¥(x, t)—0.
Bizonyitds. Konnyen lathato, hogy ha g(t) kielégiti a fenti feltételeket, akkor
minden ¢ > 0 szam esetén c-g(t) is. Ha ’1/?0(% t)‘ < C-g¢(t), akkor tetszdleges
kis 6 > 0 esetén ‘1;0(17, t)‘ <2792 g(t) (mert —1 <z <0). Tegyiik fel, hogy

egy adott x9>0 szamnal kisebb = értékekre igaz, hogy ’12(95, t)’ <2792C.g(t).
Tegyiik még fel, hogy § =log,(1+4¢/2). Ekkor ¢t < % esetén

5=5z0C <t du <

’1;((%0,15)’ /t 2*5'10g2(1*“)g(ﬁ)
0

u2

fgft/ﬁg%%ﬁdUSQ%l—ama)§(1—£/%g@)

A bizonyitas ugyaniigy fejezhetd be mint az el6z6 két tételnél, ugyanis ilyen
kezdeti feltétellel is egyenletesen konvergens a ¢™ sorozat a [xg, xo+ ] inter-
vallumon, s6t (32) miatt ennek bizonyitdsa még konnyebb is. O

Az 1. abran (32) bal oldalat abrazoltuk, ha

3, ha0<t
a(t) = { <

1
2
1 1
Zt, ha§§t 1

IAIA
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Latszik, hogy koriilbeliil 0,3-nél az érték 1-nél nagyobb lesz. Ahhoz, hogy
ennél jobb értéket kapjunk bonyolitani kell a g(t) fiiggvényt. Példaul legyen

817, ha 0<t<s3
g(t)=¢ ¢!, has<u<i
t3, ha;<t<1

Lathato, hogy ez mar alig 1épi at az 1-et. Bonyolultabb ¢ fliggvényt va-
lasztva még lejjebb vihet§ ez a korlat, viszont nem sokkal, és nagy valoszint-
séggel nincsen a 25. tételt kielégitd fiiggvény. Azért lenne érdekes ha lenne,
mert ebbdl bizonyithato lenne a primszamtétel. Tehat a megoldas aszimptoti-
kus viselkedését més tton kell meghatarozni, mi a Laplace-transzforméacioval
probaljuk ezt megfejteni.

1.3 T T T T

1.2} >

0.9f ]

0.8 b

0.7 d

0.5 . . . .
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

1. dbra. (32) bal oldala g;(t)-vel.

4.2. Laplace-transzformacio

A Laplace-transzformécié nagyon hasznos késleltetett rendszerek vizsgalata-
ban, példaul allando egyiitthatos késleltetett linearis differencidlegyenletek
vagy feltjitasi egyenletek esetén [6]. Mivel az altalunk felallitott folytonos
egyenlet hasonlit az el6bb emlitettekre, érdemes megnézni, hogy ebben az
esetben mit segit a transzformécio.
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2. abra. (32) bal oldala go(t)-vel.

Egy f(x) fiiggvény Laplace-transzforméaltja a kovetkezo [7]:

C(f())(s) = / " f@)e e,

Ahhoz, hogy ez értelmes legyen, feltessziik, hogy f integralhato, és legfeljebb
exponencialis mértékben névekedhet, azaz léteznek olyan C' és b konstansok,

hogy
|f(z)] < Ce™™.

Ekkor $(s) > b esetén L(f(x))(s) biztosan értelmes. Megjegyezziik még azt
a tulajdonsagot, hogy ha két fliggvény Laplace-transzformaltja megegyezik,
akkor majdnem mindenhol megegyeznek. Tudjuk a 23. tétel miatt, hogy a
megoldas els§ valtozoban legfeljebb exponenciilis sebesességgel névekedhet,
tehat alkalmazhatjuk a Laplace-transzformaciot. Legyen rogzitett ¢ esetén
F(s,t) = L((x,1))(s). Bkkor t < 5 esetén
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F(s,t):/oooﬂ(x,t)es'zdx:/ooo . / Y :l:+log2(i W1 )duda:—

u

t 1 00 o
:—t/o E/o e % <x+log2(1—u),m) drdu =
t 6slog2(1—u) 3
[ e
0 u logy(1—u) -
t _slogy(l—u) 0 t _slogy(l—u)
[ (o e [ (o
0 u log, (1—u) - 0 U 1—u

ahol az y=x-+log,(1—u) helyettesitést alkalmaztuk. Jeloljiik az utols6 egyen-
16ség els6 tagjat G(s,t)-vel. Tehat ¢ < 1 esetén

t 6sIOgQ(I—u) U
F(s,t) = —t/ F (s, 1 u) du+G(s,t), (33)
0 _

u2

% <t <1 esetén pedig
1
F(s,t)=2tF (s, 5) . (34)

Lathato, hogy annyiban egyszertisddtek az (28)-(29) egyenletek, hogy az els6
valtozoban elttint a késleltetés. Erdemes az egyszeriiség kedvéért elvégezni a
masodik valtozoban a kovetkez6 helyettesitéseket.

F(s,t)=F (3, %) . G(s,t)=G (s, %) .

Ekkor t > 2 esetén

3 1 [ L 3
F(st)=— / e* 108070 (s, w)dut (s, 1), (35)
t—1

1 <t <2 esetén pedig

1

teljesiil. Ez atalakithato egy késleltetett linearis differencidlegyenletté, ami
viszont nem konstans egytitthatos, és ezekre sajnos nincs altaldnos megoldasi
modszer. Viszont ha 1<t <2, akkor az ismeretlen fiiggvénybél csak az F(s,2)
értéket hasznaljuk. Emiatt 2 <t < 3 esetén F(s,t) is kifejezhets F(s,2)-vel.
Ezt tovabb folytatva minden ¢ értékre F'(s,t) kifejezhets F(s,2)-vel.

Hasznaljuk a

F(s,t) = %F(s

6(3,2), g(s,t) = e losz(1-537)

T(s,t)=G(s,t)— %

jeloléseket.
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26. Tétel. 2 <n <t<n+1 esetén fenndll

th—1— 1T k
F(s,t) = /k / / (s, t’“ Hg<t D it st
+1

=1

2F(2, s -1t 1=l 9 (2, 5) 1
+—+Z/ / / Hg D dtedte . dts.
t k=1 k k—1 =1

Z

Bizonyitds. Egyszert atalakitasokbol kovetkezik, hogy 2 <n+1<t<n-+2
esetén

. 1~ 1 et . - 1~

F(s, t)—%F(s, n—i—l)—i—; / g(s,t1)F(s,t1)dt1+G(s, t)—%G(s, n+1).
Az egyenlet jobb oldalan csak olyan F (s,t) értékeket hasznalunk, amelyeknél
n <t <n+1. Ezért a bizonyitas n szerinti indukcioval és kisebb szamolassal
adodik. Azt kell még bizonyitani, hogy a tétel 2 <t < 3 esetén igaz. Irjuk
(36)-ot az el6bbi egyenlet jobb oldaldba. Ekkor azt kapjuk, hogy

t—1
F(s,t) = %F(s,z) +% / ols, tl)tzF(S,Z)dtl +Gi(s 1) — %é(s,z) _
1 1

2 7 =L 9F(5,2) g(s, t
=T(t, 8)+;F(8,2)+/ (tsj )Q(Sta Dt
1

1

Tudjuk (35)-bdl, hogy
3 1 [o° 3 3
F(s2) = —5/ g(s,u)F(s,u)du+G(s,2).
1

Be szeretnénk helyettesiteni (s, u) helyébe 1 < u < 2 esetén (36)-ot, u > 2
esetén pedig az el6bb kapott tétel azonossagait. Ekkor viszont megjelenné-
nek olyan integralok, amelyek nem feltétleniil értelmesek. Ezért F(s,2)-t a
kovetkez6 modon kozelitjiik. Rogzitett m > 2 esetén tekintsiik a kdvetkezd
problémat. Keressiik azt az F), fiiggvényt, ami kielégiti 2 <t < m esetén

. 1 [m . .
Fo(s.t) = _Z/ o(s,0) Eon(s, w)du+C(s, 1), (37)
t—1
1 <t <2 esetén pedig az
N 2. 1
Fm(S,t) = ;Fm(S, 5) (38)

egyenleteket. F),-re ugyanaz a tétel felirhato, mint F-re.
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27. Tétel. 2<n<t<n+1<m esetén fenndll

~ n—2 -1 pt;—1 tio=1 (g g k ‘
Fm(s,t):T(s,t)—i—Z/ / / (5 t) Hg(s" D ety . dtr+
— Je+1 Ji 2 t g b

1

2Fn(2,5) /H /tl—l /tk—l—l 2F,,(2,5) v 9(s. 1)
_|_—’ + . ! ’ dtkdtk_l RN dtl

=1

Truk fel (37)-et t=2-vel, és helyettesitsiik be az el6bb kapott eredményt az
egyenlet jobb oldalaba. Ekkor atrendezéssel megkapjuk F),(s,2)-t ,explicit”
alakban.

F(s,2) = {—% /2 " g(s,t0)T (s, to)dty+G(s,2)—
2k:1 k+2 Jk+1 k 2 i
/{1+/m 9(s:t0) 4y
1 to

m—2 m t()—l t1—1 tk—l_l k t
Z/ / / / HMdtkdtk_l...dtldto .
=1 Sk Jk k—1 1 o b

Sajnos ennnél atlathatobb képletet nem nagyon kaphatunk. Az eredeti prob-
lémahoz be kellene latni, hogy F,,-nek van inverze a Laplace-transzforméciéra
nézve, és kellene az inverz abszolatértékére egy jo felsé becslés. Ekkor ez a
becslés hataratmenettel igaz lenne F' inverzére is.

k
S,ti
(s.t0) ] g<t‘ )ttty ..dtldto}/
=0 ¢

4.3. Numerikus eredmények

Ebben a szakaszban megvizsgaljuk, hogy a folytonos modell hogyan kozeliti
a valosagot. Ehhez egy numerikus modszert alkalmazunk. Az egyszeriiség
kedvéért itt is a o(x, t) elsd valtozdjaban attranszformalt ¢ (z, t)-t vizsgaljuk.
Legyenek ky, ko természetes szamok, x; =1i/ky és t; = j/ky osztopontok, ahol
—k1 <1, 0 <j <k, egészek. A kovetkezs egyszerii Osszefiiggésbil szarmazik
a modszer, ha t;,, < 3, akkor

tii1 tit1 ¢($i+10g2(1_u)7%)
@Z}(ZL‘z‘, tj+1) = —“;—1_ @b({[‘u tj) _tj-‘rl / u2 1 du .
J t;
t- t tj+1 1
~ ]+1w(:€@7t])—t]+1~’lp xl+10g2<1—tj+1)’ _']+1 / _Qdu
t 1—tiy Y
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Sajnos az utoljara megjelent ¢ argumentumaban nem osztépontok vannak,
tehat kerekiteni kell 6ket, mi a kovetkez6képpen tessziik:

b1

1—t;41 %t{ o) i 1085 (1 =11.41) A Tt loga(1-1541))

=t

Jelolje y(i, j) a ¢ (z;,t;) numerikus kozelitését. Tegyiik fel, hogy ko paros.
El6szor is meg kell adni az y(4, j) = vo(z;,t;) kezdeti értékeket (i <0). Ekkor
i>1és1<j<ky/2 esetén

. i+1
w1 v (liklos( -t | 752 )
i3+ 1) =) - el

Ha pedig j > ko /2, akkor
y(i,j+1) =2t;-y(i, k2/2).

Minden numerikus futtatas kezdeti értékeinek a ¢ értékeit adtuk meg. Mivel
Pz, t) = p(a* ) t), ezért a értékét is meg kellett adni. Megjegyezziik, hogy
a gyakorlatban annyit valtoztattunk a fenti algoritmuson, hogy t; <log,(2)
esetén y(i,j) értékét O-ra allitottuk, hiszen a (11) egyenletben az integral
t <log,(2) esetén 0. Ez azért kellett, mert ha a nem olyan nagy - marpedig a
futéasi id6 miatt nem tudtunk til nagy a értékeket megadni -, akkor a log,(2)
érték viszonylag nagy, és ekkor a t; <log,(2) értékekre csak felesleges hibakat
halmozna a modszer.

A 3. abran 0 <t < 1 kozdtt, a = 10° paraméter mellett pirossal dbra-
zoltuk (a%,t)—t, z6lddel az egyensilyi megoldast, kékkel pedig a ¥ (xq,1t)
numerikus kozelitését az y(1,7) (j < ko/2) értékekkel. Lathato, hogy 1 jol
kozeliti ¢-t, persze ez varhato volt, hiszen a modszer az elsG valtozo szerint
csak egyet lépett, és minden bemeneti értéke a valos érték. Erdekes jelenség
lathato az dbran 0,45-ndl, ugyanis itt visszakanyarodnak a gérbék, mikézben
az egyensilyi megoldas tovabbra is lefele tart. Ez azért van, mert ¢t > % és
tetszoleges rogzitett els6 valtozd esetén a ¢ fliggvény gorbéje egy darabig
linearisan viselkedik, azutan viszont hirtelen visszaesik (—1)-re.

A 4. abran ez a jelenség lathato a = 107 értékkel, mellette zolddel az
egyensilyi megoldas. Ha a egyre nagyobb, akkor ez a zuhanas egyre kisebb
intervallumon kovetkezik be, igy a befolyasa is egyre kisebb lesz a jov6beni
értékekre. Most nézziik meg, hogy ¢(x, %) hogyan kozeliti p(a?", %)—et lokali-
san. Az b. abran p(a*’, 3) lathato pirossal, ¢(z, ) kozelitése kékkel, a=5-10*
és 0<z<log,(2) (a®/?~11-10°). Lathato, hogy a folytonos modellnek van egy
simité hatésa, egy egyenesnek tiinik, viszont szépen koveti ¢ f6bb mozgasat.
A 6. abran a értékét megnoveltiik 10%-ra. Itt is elmondhat6 az ami az el6bb,
rdadasul az is latszik, hogy ¢ is kezd kisimulni. Ezek alapjan kijelenthetd,
hogy a folytonos modellt érdemes tovabb vizsgélni.
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3. abra. A (10> 1) fiiggvény piros, ¢ (x1,t) numerikus y(1,5) (j < k2/2)
kozelitése kék, és az egyensulyi megoldas zold, 0 <t < 1/2.

0.8

0.6 d

0.4 1

0.21 4

-0.2 1

-0.4f E

-0.6 1

-0.81

4. abra. A p(107,¢) fiiggvény piros, az egyenstlyi megoldas zold, 0 < ¢ < 1.
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5. dbra. Az a =>5-10" paraméter esetén ¢(a?",1/2) piros, ¥ (x,1/2) numerikus
y(i ka/2) (1< < [k1-logy(3/2)]) kizelitése kek, 0 < 2 < logy(3/2).
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-0.05¢
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X

6. abra. Az a = 10% paraméter esetén ¢(a?",1/2) piros, ¥ (x,1/2) numerikus
y(i, ke/2) (1 <i<|ki-logy(3/2)]) kozelitése kék, 0 <z <log,(3/2).

36



D. ésszegzés

Az alapvetd cél az volt, hogy a primszamok eloszlasat jobban megértsiik, és e
tekintetben gy gondoljuk, hogy elérelépés tortént. Az alapegyenlet a ¢(x, %)
primszamokkal valé kozvetlen kapcsolatanak koszonhetéen - a harmadik sza-
kaszhoz hasonléan - szdmos tétel kiindulopontja lehet. Lattuk a numerikus
vizsgalat soran is, hogy a folytonos modell megérzi a ¢ fiiggvény legfon-
tosabb tulajdonsagait. Fz pedig sokkal attekinthetGbb, pusztan az analizis
eszkozeivel vizsgalhatd. El6nyos még, hogy a probléma vizualisan kénnyen
elképzelhets - egy [0, 0o] x [0,1] halmazon értelmezett fiiggvénynek a kiilon-
boz6 tulajdonsagait kell meghatarozni -, mésrészt célunk is vilagos: a ¢(z,t)
lehetSleg minél gyorsabban tartson a ¢*(t) fiiggvényhez tetszéleges kezdeti
feltétel esetén. Ez a hozzaalldés nagyon hasonlit az integral- és differenciél-
egyenletek témakoréhez, igy az ottani tudast kamatoztattuk. Az itt nyert
allitasok ugyan nem vihetSk at fenntartas nélkiil ¢(x, t)-re, viszont a kapcso-
lat nyilvanval6. Van lehet&ség tovabbi folytonos modelleket felirni, amik bar
egyre bonyolultabbak, de egyre tébbet mondanak a val6sagrol. A primsza-
mok és az integralegyenletek kapcsolata nagyon érdekes témakor. A tovabbi
kutatasi lehet6ségek szamosak, ugyanakkor az eziranyba tett elsé 1épésiink
optimizmusra ad okot.
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