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Koszonetnyilvanitas

Koszonettel tartozom témavezetémnek Nagy Noéminek, aki tandrom is volt, és megismer-
tette velem a differencidlegyenleteket, illetve a jarvanyok terjedésének effajta modellezését.
Feliigyelte munkamat, 6tleteket adott, tanacsokkal latott el, ellenérizte munkamat, és min-
dig rendelkezésemre allt, ha elakadtam. Valamint kdszonettel tartozom Simon Péternek,
aki ha kicsivel tavolabbrol is, de figyelte munkdmat, szintén tanarom volt. Nélkiiliik ez a
dolgozat nem késziilhetett volna el.

Koszonettel tartozom a jarvanyterjedés modellezését vizsgdlo ismert és ismeretlen ku-
tatoknak, matematikusoknak, akik még ezt a nem tul ismert utat elkezdték kitaposni a
matematikdban.

Végiil koszonettel tartozom sziileimnek, akik mindig tdAmogattak tanulményaim, illet-
ve a dolgozat megirdsa soran, és remélem, hogy szdmukra is érdekesnek bizonyul ez a
dolgozat.
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Bevezetés

A halézati modellezés a matematika egy viszonylag frissebb, par évtizedre visszatekinté
teriilete, amely az egyszert absztrakcioja és nagy altalanossiga miatt egyre tobb teriile-
ten alkalmazhat6. Hélozati modellezés esetén kiilonallo egységek valamilyen struktiaraba
rendez&dnek, altalaban a kozottiik kialakulé kapcsolatok és Osszefiiggések alapjan, és ezen
kapcsolatok mentén befolydsoljak egymés allapotat. Ennek egy remek reprezentalasa gra-
fok segitségével lehetséges, ahol a graf pontjai jelolik az egységeket, amelyek kiilonbo6zé
allapotokban lehetnek, és a koztiik 1évé kapcsolatokat jelolik a graf élei. Itt érthetiink
egyszertien két csiics kozott vezets éleket, de akar magasabb szintii 6sszefliggések is elkép-
zelhetdk, ilyenkor hipergrafokra van sziikségiink. Azonban a vizsgalni kivant folyamatok
tobbségében elegendd a feladat lefrasara egy egyszert graf is.

Ilyen folyamat a jarvanyterjedés halozaton — egy populacion — torténd vizsgélata, de
hasonléan leirhato egy divat, vagy vélemény terjedése is. Egy jarvany terjedésének vizs-
galatakor a halozattal egy populéaciot kivanunk leirni, igy a cstucsok jelentik az egyéneket,
és az élek jelolik a folyamat szempontjabol relevans kapcsolatokat. Tehat egy jarvany ter-
jedése soran egy él olyan kapcsolatot jelol két egyén kozott, amely mentén megfertézhetik
egymast. A grafnak ekkor egy egyszerd grafnak kell lennie, mivel sem a tobbszoros sem
a hurokélek nem értelmezheték a folyamat soran. Emellett az altalanossag megszorita-
sa nélkiil feltehetjiik, hogy a halozat Osszefiiggs. Fontos megjegyezni még, hogy ezek a
hélozatok lehetnek id6ben allandok (statikus), illetve idében valtozok (adaptiv) is.

A jarvanyok terjedését tobb modszerrel is vizsgalhatjuk. Alapvet&en a halézaton zajlo
folyamatot egy nagy allapotterid Markov-lanc segitségével irhatjuk le. Ezt vizsgalhatjuk
numerikus szimulaciok segitségével, illetve kiilonb6z6 modokon atalakithaté a folyamat
leirasa egy autonom rendszerré, amely mar egy determinisztikus folyamat lesz, szemben
a Markov-lanccal. Jarvanyok terjedésének tobbek kozott autondm rendszerekkel torténs
modellezésérsl tobb remek cikk és konyv is kesziilt. [1] [2] [3]

Egy jarvany terjedése sordn meg kell adnunk a terjedés dinamikajat, amely az egyé-
nek lehetséges allapotait és az ezek kozott torténd atvaltasok szabalyait rogziti. Ebben
a dolgozatban az SIR dinamikaji jarvanyok terjedésével foglalkozunk.Harom lehetséges
allapotot engediink meg, gy mint S (egészségesek), I (fert6zdk) és R (rezisztensek). Egy
egyén kezdetben altaldban egészséges allapotban van, mig egy fert6z6 szomszédja meg
nem fert6zi, majd ezutan a szomszédaitol fiiggetleniil meggyodgyulhat, avagy rezisztensé
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valhat. Ekkor tobbé mar nem fert6z6, se nem fert6zhets. Konnyen esziinkbe juthatnak
ilyen dinamikaji betegségek, tigy mint a baranyhimlg, vagy akar a legtobb virusos ferts-
zés. Egyéb allapotok is léteznek, példaul a lappangasos viselkedésre bevezethet6 még egy
lappango6 allapot is, azonban ezt és egyéb dinamikakat nem targyalunk ebben a munkiban.

A dolgozatban SIR dinamikaja jarvany terjedésével foglalkozom statikus, illetve adap-
tiv halozat esetén. Errdl a teriiletrsl kevesebb ismert eredmény van, szemben az SIS di-
namikaju terjedéssel, amellyel egy korabbi dolgozatomban foglalkoztam. [4].

A dolgozat felépitése

Két nagyobb részre tagolhaté a dolgozat. Az elsG részben statikus halézaton vizsgaljuk
az SIR dinamikaja terjedést. Ehhez felirunk egy egyszert, az tgynevezett atlagolason
alapulé modellt, illetve ezt kiterjesztve kapjuk a parok szintjén felirt modellt. Ennek a két
modellnek alapvetd kvalitativ tulajdonsagait vizsgaljuk, majd analitikus sszefiiggéseket
adunk meg a valtozok kozott, végiil pedig numerikus futtatasok segitségével is tesziink
par megallapitast. Ezeket a vizsgilatokat Matlab programkornyezetben végeztem.

A dolgozat masodik részében bevezetiink egy modellt adaptiv hélézatok esetére a
kordbban latott modellek alapjan. Ennek a kozelité rendszernek hasonlé kvalitativ tulaj-
donségait vizsgaljuk, mint a statikus halozati modelleknek, azonban analitikus megoldast
nem tudunk majd mondani erre a modellre. Viszont bevezetiink egy tgynevezett becsiilt
modellt, amelyet az el§bbiekben felirt adaptiv modellbdl vezetiink le. Ennek a kvalitativ
tulajdonsagai hasonlboak lesznek a korabbi modelléhez, és erre analitikus eredményeket is
el tudunk érni. Végiil pedig az adaptiv halézaton felirt modellekre is elvégziink par ro-
videbb vizsgalatot numerikus szadmitésok segitségével. Tesziink néhény kitekintést egyéb
kérdések felé is, amelyek kés6ébb kutatasok témai lehetnek.

A dolgozat sordn a numerikus szamitasokhoz felhasznalt 6sszes Matlab program sajat
készités.
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1. fejezet

SIR modell statikus hal6zaton

A dolgozat elsé felében egyszeriibb és ismertebb, statikus hélézaton — azaz idében valto-
zatlan grafon — zajlo terjedési modelleket mutatunk be. A terjedés dinamikédja a dolgozat
soran végig, igy ebben a fejezetben is a bevezetett SIR dinamikat kdveti.

SIR dinamika esetén a halozat csicsai harom &llapotban lehetnek: egészséges (S),
fert6z6 (1), rezisztens (R). Az allapotvaltozas egyiranyi, elGszor egy csiics egészséges al-
lapotban lehet, majd fertézéssel a fertéz6 allapotba keriilhet, végiil fert6zé allapotbol
rezisztens allapotba keriil, amikor meggyogyul. Ehhez a két allapotvaltozashoz egy-egy
ratat definidlunk, amelyek a valtozasok intenzitédsat paraméterezik. Jeldlje v > 0 a gyo-
gyulas ratajat, ami azt jelenti, hogy az allapotvaltozast egy v paramétert exponencialis
eloszlésu valoszintiségi valtozo irja le, azaz annak a valoszintisége, hogy egy fertézott cstics
t id6n beliil meggyogyul 1 — e~ 7. Hasonloan jelolje 7 > 0 a fert6zés ratajat. Ekkor az
allapotvaltozast egy 7k paramétert exponencidlis eloszlasi valdszintiségi valtozo irja le,
ahol £k a tekintett egészséges csiics beteg szomszédainak szdma. Tehat annak a valoszini-
sége, hogy egy egészséges cstics megfertdzédik ¢ idon beliil 1 — e *7, feltéve, hogy k darab
beteg szomszédja van. Fontos megjegyezni, hogy mig egy csiics gydgyulasa a kdrnyezetétol
fliggetlen, addig egy egészséges csics megfertdzése a fert6z6 szomszédok szaméatol fligg.

A folyamat ezen definicibk mentén egy Markov-lanc segitségével leirhato sztochasztikus
modellel jol modellezhets. A sztochasztikus folyamat segitségével felirhatunk a kiilénb6z6
allapotok valoszintiségeire egy nagy méretii differencialegyenlet-rendszert (alapegyenle-
tek). Ezen alapegyenlet-rendszer alacsony dimenzios kozelité modelljeinek vizsgalata adja
a dolgozat targyat. A sztochasztikus modellel és az alapegyenletekkel itt nem foglalko-
zunk, a preciz levezetések megtalalhatoak tobb cikkben és konyvben is [5], [6], illetve a
korabbi szakdolgozatomban is talalhat6 egy heurisztikus levezetés [4].



1.1. Atlagolason alapulé SIR modell

Statikus halozaton az SIR dinamik&ja jarvanyterjedésre legegyszertibben felirhaté modell
az ugynevezett atlagolason alapuld (mean-field) modell, amely a kévetkezs differencial-
egyenlet-rendszerrel irhato le:

[9](t) = —7[SI](¢), (1.1a)
1)) = 7[S7)(®) = 1)) (1.1b)
[R](t) = ~v[1](t), (1.1c)

ahol [S](t) jeloli az egészséges csticsok varhato szamat ¢ idGpillanatban. Hasonloan jeloli
rendre [I](t) és [R](t) a beteg és rezisztens csucsok, illetve [SI](t) a beteg és egészséges
csucsok kozott vezetd élek varhato szaméat a t idépillanatban. A révidség kedvéért a dolgo-
zat tovabbi részében elhagyjuk ¢ argumentumot. A fiiggvények mindig az id6 fiiggvényei,
és a derivalast eszerint értjiik. Ellenkez6 esetben mindig fel lesz tiintetve a valtozo, és meg
lesz emlitve, hogy mi szerint értjiik a derivaltat.

Mar a rendszer felirasabol latszik az egyszert Osszefiiggés a fert6z6dés és a gyogyulés
folyamata és rataik kozott. Lathato, hogy a betegek varhatd szamanak noévekedése fiigg
a fertézddési ratatol, illetve a szamuknak a fogyasa a gyogyulasi ratatol. Masik fontos
jellemz&je a rendszernek, hogy a fert6z6dés nem a betegek vagy egészségesek szadmatol,
hanem a kozottiik 16v6 kapcesolatok varhaté szamatol fligg, tehat az ST élek atlagos szé-
méatol. Pontosan emiatt ez a rendszer nem egy zart differencidlegyenlet-rendszer.

Fontos megemliteni a rendszer azon tulajdonsagat — amely magéabol a modell tulajdon-
ségaibol adodik —, hogy az egyenletek dsszefiiggsk [S] + [I] + [R] = 0, ugyanis teljesitenek
egy megmaradéasi szabalyt. Ez a szabdly a csticsok 0sszegére vonatkozik. Mivel a csticsok
szama allando a rendszerben, és barmely csics pontosan a harom allapot egyikében lehet
barmely idépillanatban, ezért igaz a kovetkezd Osszefiiggés. Ha feltessziik, hogy a csi-
csok szama a kezdeti pillanatban N, tehat [S](0) + [I](0) 4+ [R](0) = N, akkor minden
t iddpillanatban a kiilonb6z6 allapotban 1évé csiicsok varhaté szama egyenld a csicsok
Ossz-szamaval:

[S1(8) + [](2) + [RI(t) = N, (1.2)

ahol N a halozat csucsainak szama. Ebbél a megfigyelésbdl kovetkezik, hogy a késGbbi-
ekben elegendd lesz egy kétdimenzios fazistéren szemléltetni a rendszer valtozoinak viszo-
nyat.

Ahhoz, hogy a rendszer megoldhat6 legyen, ki kell fejezniink az ST élek atlagos sza-
méat az egészséges és beteg csticsok varhato szamanak segitségével. Ez csupan kozelitéssel
lehetséges, igy bevezetjiik a kévetkezd heurisztikus becslést az AB tipusu élek szamara:

, (1.3)

=] =

[AB] = [A][B]



ahol A, B € {S, I, R}, és d a graf atlagfokszdma. Ez a becslés abbol a heurisztikus érvelés-
b6l adodik, miszerint tekintiink egy A allapotu cstcsot, amelynek atlagosan d szomszédja
van. Ezeknek a szomszédoknak varhatoan [—f,] része van B allapotban. Ebb6l mar kovet-
kezik az elgbbi becslés. 7]

Ezt az (1.3)) becslést alkalmazva az (1.1) modellre, kapjuk a rendszer lezart alakjat:

5] = —r (8111, (1.49)
1] = 18101~ A1), (1.4b)
2] = A1, (1.40)

A tovabbiakban az (1.1)) modell lezart alakjaval foglalkozunk.

1.1.1. Egyensilyi pontok, stabilitas

Ebben az alfejezetben a lezért rendszer egyensulyi pontjait és azok stabilitdsat vizs-
galjuk.

Az egyenletrendszerbdl kénnyen lathato (amikor a derivaltak zérusat keressiik), hogy
az (s*,0,r*) harmas egyensilyi pontja a differenciél-egyenletrendszernek pontosan akkor,
ha s* és r* tetsz6leges nemnegativ szamok, amelyekre teljesiil, hogy s* 4+ r* = N. Tehéat
az (1.4) rendszernek végtelen sok egyenstlyi pontja van, és az is lathato, hogy csak az
ilyen alakd pontok lesznek egyensilyi pontok.

Fontos tulajdonsaga az SIR dinamikaji modelleknek, hogy a betegek atlagos szama
mindig tart a 0-hoz, tehat lim, . [I](t) = 0 [§]. Igy a csticsokra vonatkozo megor-
zési szabdly miatt az ugynevezett  final epidemic size” (Re 1= lim o [R](f)) konnyen
szamolhatd Sy := limy 1o [S](t) értékbdl, ugyanis Ry, = N — Su.

Most — a stabilitas vizsgélatahoz —, tekintsiik az (1.4)) rendszer jobb oldalat leiro f :
R3? — R? fiiggvényt. Majd vegyiik ennek a Jacobi-matrixét:

-yl —xlsl 0
Je([SLUL IR = | gl 7S] =~ 0 (1.5)
0 vy 0
Ebbe a matrixba helyettesitjiik be az egyenstlyi pont &ltalanos alakjét:
0 —74st 0
Ji(s",0,N —s") =10 7Ls*—~ 0. (1.6)
0 vy 0
Ennek a méatrixnak a sajatértékei: 0, 0 és T%_s* — . Lathatoan az egyik 0 sajatérték

az (1.4) rendszer Osszefiiggéségébdl adodik, igy a tovabbiakban el fogjuk hagyni az [R]-
re vonatkozo egyenletet a rendszerbdl, mivel ettdl a valtozotol amigy sem fiigg a tobbi
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egyenlet. Igy a rendszer egyensilyi pontja akkor stabil, ha T%_S* — 7 < 0. Tehat csupan
azt kell ellendrizni, hogy T%S* < v minden s* megengedett értékre. Atrendezve az el6z6
feltételt, kapjuk, hogy egy (s*,0, N — s*) egyenstlyi pont pontosan akkor stabil, ha s* <
%}. Specialisan adodik, hogy a (0,0, N) pont — azaz amikor minden csics rezisztens —
mindig stabil egyensilyi pont.

A vizsgalataink soran kiilén meg fogjuk vizsgéalni a betegségmentes éllapot, azaz az
(N,0,0) pont stabilitasat, mivel ebbdl kivetkeztethetiink az egész rendszer egyfajta sta-
bilitdsara. Ugyanis tegyiik fel, hogy a betegségmentes allapot stabil, ekkor annak egy kor-
nyezetébdl inditva a folyamatot — kevés szamu beteg esetén — a palya nem mehet nagyon
messze az (N, 0,0) ponttol, azaz nem terjedhet el nagyon a betegség. Ellenkezs esetben, a
betegségmentes allapot instabilitdsa esetén, nem mondhatunk ilyet, illetve tapasztalatok
azt mutatjak, hogy ilyenkor valoban nagyobb mértékben elterjed a betegség.

gy az el6z6ek alapjan a betegségmentes allapotra a kivetkezd stabilitasi feltétel ad-
hato:

rd < 7. (1.7)
Ez a feltétel azért fontos, mert kénnyen lathaté, hogy ha a 7d < « feltétel teljesiil, akkor
minden egyenstlyi allapot stabil lesz, ha pedig 7d > v, akkor az egyensulyi pontok egy
része instabil lesz. Azaz 7d = 7 esetén bifurkacio jon létre. A rendszer kétféle viselkedését
az[L.1] abrakon szemléltetjiik.

100 100

80 80 |-
~x 60 ~ 60 [
[} [
[o) (2]
L L
[0} o
S 40 =40

20 20

I
0 | o beidd | | | | |
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
egészségesek egészségesek

(a) T7d < v eset, stabil betegségmentes allapot (b) 7d > « eset, instabil betegségmentes allapot
(N=100,d=6,7=15,v=1) (N=100,d=6,7=13%,~v=1)

1.1. bra. A beteg csiicsok szama az egészséges csucsok fliggvényében az 1) atlagolason
alapulé modell esetén, stabil és instabil betegségmentes allapott paraméterek mellett.
Azaz a bifurkacié ,két oldala”.

Az [1.1] abrakon a 7d = 7 bifurkécio ,két oldala” lathato. Az dbra esetén 7d < v
feltétel. Ekkor csak stabil egyensilyi pontok vannak, amelyek végig a vizszintes hataro-
16 tengely mentén helyezkednek el, és a fertGzottek szdma szigorti monoton fogy. Ezzel
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szemben az abra esetén a 7d > v feltétel teljesiil, igy vannak instabil egyensulyi
pontok is, illetve a betegek szidma nem minden palya esetén monoton fogyéd. Kénnyedén
kiszdmolhato, hogy a palydk 7d[S] = vN egyenes mentén valtanak monotonitast. Ugyanis

1] =0,
0=+ (5101 — 411
= N ’y .
Feltehetd, hogy a betegek szama nem nulla, ekkor
d
d
=7—[9
7 =T515)
YN = 7d[S]

Ezt az egyenest jeloltiik sziirke szaggatott vonallal az abran. Tehat ha 7d[S] > YN,
akkor a betegek atlagos szama monoton ng, és amint az egészségesek atlagos szama annyira
kevés lesz, hogy 7d[S] < N feltétel teljesiil, akkor a betegek &tlagos szdma monoton
csokkenni kezd, ami az abran is megfigyelhetd.

1.1.2. Analitikus megoldas

Az [I.2] abran az atlagolason alapuld modellnek a fazisképe lathato. Az x-tengelyen a
rezisztensek, mig az y-tengelyen az egészségesek varhato szamat jeloltiik. Az egyen-
letrendszer alapjan lathato, hogy a trajektoridk mindig y-negativ és x-pozitiv iranyba
haladnak, ugyanis [S] <0 és [R] > 0 mindig. A korabbiak alapjan az x + y = N egyenes
az egyensilyi pontok egyenese, igy minden trajektoria ezen egyenes valamelyik pontjahoz
tart. Ez azért igaz, mert [S] és [R] monotonitasa és korlatossaga miatt léteznek a hatar-
értékeik a végtelenben. Valamint I, = 0 és a megdrzési szabaly miatt S + Roo = N,
tehat egyensilyi ponthoz tart minden trajektoria.

Stabilitasukrol azt mondhatjuk, hogy az egyenes egy pont mentén két részre oszthato,
alul stabil, feliil pedig instabil egyenstlyi pontokbol 4ll az egyenes (ezt bibor szinnel jel6l-
tiik, piros ponttal pedig ahol az egyensilyi pontok stabilitast valtanak). A korabbiakhoz
hasonloan ezen az abran is jeloltiik azt az [S] értéket (egy szaggatott egyenessel), ahol a
betegek szama monotonitast valt, ez viszont pontosan egybeesik a piros ponttal, ahol az
egyensilyi pontok stabilitdsa megvaltozik.

Az . abrat az egyenletrendszer numerikus megoldasa alapjan készitettiik, azon-
ban ezeket a trajektoriakat pontosan is meghatarozhatjuk.

A abra alapjan az egészséges csticsok szadmara vagyunk kivancsiak a rezisztens csicsok
fliggvényében. Ez egy fiiggvény lesz, mivel a rezisztens csiicsok szama az id§ fliggvényében
szigori monoton ng, igy egy egyértelmid hozzarendelés all fenn kozottiikk. Legyen ezek
alapjan x(r) := [S]([R]~'(r)), ahol [R]~!(r) a rezisztens cstcsok varhato szaméanak inverze,
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rezisztensek
1.2. abra. Az egészséges csiicsok szama a rezisztens csucsok fiiggvényében az atlagolason

alapulé modell esetén. (N =100, d =6, 7 = %, v=1)

tehat egy adott varhato rezisztens szamhoz pontosan egy idépontot rendel. Tekintsiik x
fliggvény derivaltjat:

: 1
z(r) = [S|([R] " (r)) ———
(r) = [SIR]( ))[R]([R]—l(r)
_ 7RSI ) UN(E] ()
(A ()
Td _1
- LS )
Td

Tehat a kovetkez6 differencidlegyenletet megoldva megkapjuk a trajektoriét:

, d
a(r) = —;Nﬂﬂ(r), (1.8)

amelynek konnyen megkaphatd a megoldasa, és azt transzformélva az id6 fiiggvényére

kapjuk a kovetkez6 Gsszefiiggést:

Td

[S](t) = Spe” 7 ¥ 1RO, (1.9)



A szamitasok soran feltettiik, hogy a rezisztens csicsok szama kezdetben [R](0) = 0.
Ellenkez6 esetben ezeket a kezdeti rezisztens csicsokat eltavolithatjuk a rendszerbdl, mi-
vel nem vesznek részt a jarvany terjedésében. Igy az altalanossiag megszoritasa nélkiil
feltehetd, hogy a folyamat kezdetekor nincsen rezisztens cstcs a rendszerben.

Az analitikus levezetéssel kapcsolatban az volt az egyik célunk, hogy kiszamoljuk, egy
adott pontbdl inditva, milyen egyensulyi ponthoz tart a palya. A tovabbiakban jo lehetd-
séget ad ennek a pontnak a kiszamitasara az formula. Ugyanis ha feltessziik, hogy az
(S0, 1o, 0) pontbol inditott palya (ahol So+ Iy = N) egy (5,0, N — Sy ) alaki egyensilyi
ponthoz tart, akkor annak pontos értékét megallapithatjuk tgy, hogy behelyettesitjiik ezt
az egyenstlyi pontot az formulaba. Masképp fogalmazva az egyenlet mindkét
oldalanak vessziik a hatarértékét +oo-ben. Igy kapjuk a kovetkezd alakot:

Soo = Spe~ TN =5), (1.10)

Ez az egyenlet viszont numerikusan kénnyedén megoldhato és a megoldés mindig létezik
és egyértelmt [9)], amibdl konnyen adodik R, értéke, azaz a final epidemic size” is.
Osszefoglalva a kovetkezd tétel mondhato ki az (1.4) rendszerrdl.

1. Tétel. Az datlagoldson alapulo rendszernek végtelen sok egyensilyir pontja van,
melyek (s*,0,1*) alakiak, ahol s* ésr* nemnegativ valds értékek, melyekre teljesil s*+r* =
N. Egy egyensilyi pont stabil, ha teljesil az s* < %} feltétel. A betegségmentes dllapot
stabil, ha Td < . Ellenkezd esetben instabil egyensilyi pontok is megjelennek.

Valamint egy (So, Io,0) pontbdl inditott pdlya (ahol Sy + Iy = N ) esetén [S] és [R]-re
190z a kévetkezd eqyenldség:

[S)(t) = SoeHIE,

illetve, hogy a pdlya az (S, 0, Rs) egyensilyi ponthoz tart, amelynek értéke a kivetkezd
rendszer megolddsdval kaphato meg:

S, = Soefg%(Nfsm)7

Ro=N—-5«.

Teljes halézatok

Szemben az el6zéleg targyalt lezart modellel, ha a halézatot egy teljes grafnak tekintjiik,
akkor csupéan [S1] = [S][I] becslést alkalmazzuk az egészséges-beteg élek varhato szamara.
Ekkor azonban a modell nem fiigg a haloézat méretétdl:

[S] = —7[S]], (1.11a)
1] = 7[S]l] — 1], (1.11b)
[R] = (1], (1.11c)

Az el6bb leirt becsiilt (1.11)) modellre ismert a kovetkezs tétel (Hethcote [10) [11]):
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2. Tétel. Legyen ([S]*(t),[I]*(t)) egy megolddsa az dtlagoldson alapuld egyenletrendszer-
nek (So, Io) kezdeti értékekkel. Ha T% < 1, akkor [I| monoton csokken 0-ba, amint
t — +oo. Ha T% > 1, akkor [I] eldszor monoton nd [I]mee = So + Io — Llog(Sp) — 1 +
Tlog(2) értékig, majd monton csékken 0-ba amint t — +oo.

[S] szigori monoton csékkend fiigguény, hatdrértéke [S)w = limy_, o0 [S](t), amely
eqyértelmi gyoke a kovetkezd egyenletnek:

9] — %log([S}oo) = So+ 1o — %log(So). (1.12)

A kutatas egyik célja megvizsgalni, hogy milyen modell irhato f6l adaptiv héalozat
esetén, majd az el6bbihez hasonlo tételek kidolgozasa a felirt modellre, ha lehetséges.

1.2. PaArok szintjén felirt SIR modell

A kovetkez6 részben az fejezetben ismertetett, atlagolason alapulé modellre kiszamolt
eredményekhez hasonlé eredményeket ismertetiink egy szofisztikaltabb modellre.

Az statikus halézatokra vonatkoz6 rendszert lehetséges tigy is béviteni, hogy
az ST élek atlagara felirt becslés helyett az élekre is felirunk differencialegyenleteket. [8]
Ekkor a parok szintjén felirt rendszer a kovetkez6 alaki:

(A t6bbi valtozora nem irunk fel egyenleteket, mivel azoktol ez a rendszer nem fiigg,
és valtozasuk szamunkra nem annyira érdekes.) Ebben a rendszerben megjelennek az
tgynevezett harmasok, példaul [SSI], amely az egészséges-egészséges-beteg cstcsok altal
alkotott harmasok varhato szamat jeloli. Lathato, hogy ekkor a harmasoktél valo fiiggés
miatt ez a modell nem lesz zart.

A parok szintjén felirt modellre szintén teljesiil a csicsok szamara vonatkozé megma-
radasi szabaly , illetve egy masik, az élek szamara vonatkozé megmaradasi szabaly:

[SS] + [I1] + [RR] + 2[SI] + 2[SR] + 2[RI] = dN. (1.14)

Ebben a rendszerben a harmasokra alkalmazunk becsléseket [7], hogy egy lezart rend-
szert kapjunk:

[AST] ~ dg_l [A?E]SI], (1.15)




ahol d a graf atlagfokszama és A tetszéleges allapoti csics. Ez a becslés is hasonléan indo-
kolhato heurisztikusan, mint az S1I élekre alkalmazott becslés, tehat a hdrmasok varhato
szamat becsiilhetjiik az atlagfokszam, a csicsok és az élek atlagos szdménak segitségével.

Alkalmazva a harmasok szintjén az el6bb bevezetett becsléseket, az ((1.13)) rendszer
egy zart rendszerré irhatd at, a kovetkezé modon:

[S] = —7[S1], (1.16a)
[_f] = 7[SI] —~[1], (1.16b)
[R] = ~[1], ) (1.16¢)
51 = —fs1] + -1 _[g]g”)[sﬂ (s, (1.16d)
. d—1[SS][S]
[55] = —2r— S (1.16¢)

Az igy kapott rendszer az SIR dinamikaju élek szintjén felirt (lezart) rendszer, amely
szemben az atlagolason alapulé modellel, t&bb nemlinearitast is tartalmaz. ElGszor meg-
vizsgaljuk ennek a rendszernek az egyenstlyi pontjait és azok stabilitasat, majd megpro-
balkozunk az fejezetben szereplé modhoz hasonloan megoldani az egyenletrendszert.

1.2.1. Egyenstlyi pontok, stabilitasuk

Ebben az alfejezetben az parok szintjén felirt statikus modell egyensilyi pontjait
és azok stabilitasat vizsgaljuk.

Hasonloan az atlagolason alapulé modellhez, most is konnyedén lathaté, hogy az
z* = (s%,0,r%,0,s5") egy egyensulyi pont, ahol s*, r* nemnegativ csticsszamok, ame-
lyek teljesitik s* 4+ r* = N megmaradasi szabalyt, illetve ss* tetsz6leges élszam, amelyre
teljesiil az élekre vonatkozo megmaradasi szabaly, valamint az, hogy ss* nem na-
gyobb mint a kezdeti [SS] élek szama, ugyanis a folyamat soran az egészséges cstcsok
kozott vezetd élek szdma monoton fogy.

Fontos megjegyezniink, hogy SIR dinamikaji modell esetén a betegek varhatd szama
mindig 0-hoz tart, azaz lim,_,, o, [[](t) = 0, ennek kivetkezménye, hogy a beteg-egészséges
élek atlagos szama is szintén 0-hoz tart, azaz limy_,, « [ST](t) = 0. [§]

A stabilitas megallapitdsahoz elGszor ki kell szamolnunk a rendszer jobb oldalat le-
ir6 f : R® — RS fiiggvény J; Jacobi-matrixat. Azonban az [R]-re vonatkozé egyenlet
kihagyhato, mivel ez a fiiggvény kifejezhets [S] és [I] értékébdl a megmaradasi szabaly
alapjan. Igy [R] kihagyasa utan legyen a jobb oldalt leiro fiiggvény f : R* — R%, ha-
sonloan T = (1, T, 14, 75) € R ahol kihagytuk az [R]-re vonatkozo koordinatéat. Ezek



alapjan elégséges f Jacobi-matrixat tekinteniink az z helyen, amely a kovetkez6 alaku:

0 0 —T 0
~ 0 —y T 0
J5(z) = —Tq% 0 —y—1+ Tq% Tq% | (1.17)
QTq% 0 —QTqﬁ—? —27’q§—‘11
ahol ¢ := %—1.
Behelyettesitve az £° = (s*,0,0,ss*) egyensulyi pontot, kapjuk a kévetkezé alaku
matrixot:
0 0 —T 0
. 0 — T 0
J@) = | 07 Y § (1.18)
0 0 —27qs 0

ss*
8*

stabilitasanak a feltétele, hogy az utolsé sajatérték negativ legyen. (Megjegyezziik, hogy

. Igy az egyensilyi pont

Ennek a métrixnak a sajatértékei: 0,0,—vy és —y — 7 4+ 7¢

az (1.18) matrix minimalpolinomja harmadfoki.) Atalakitva:

) (1.19)
s* T

q

Az ss* és s* viszonyarol altalanos esetben nem tudunk semmit, viszont a betegség-
mentes egyensulyi allapotban ismerjiik a pontos értékiiket. Ugyanis ekkor [S] = N és
[SS] = dN. Errsl kénnyen lathato, hogy egyensilyi pont. Ekkor az stabilitasi fel-
tétel a kovetkez§ alakira egyszertisodik [§]:

T(d—2) <. (1.20)

Ezek alapjan ha a betegségmentes allapotra nem teljesiil az stabilitési felté-
tel, tehat a betegségmentes allapot instabil, akkor tetszélegesen kevés, de pozitiv szamu
beteggel nagy mértékben elterjedhet a betegség.

Osszefoglalasként a kovetkezd tétel mondhaté ki.

3. Tétel. Az pdarok szintjén felirt rendszernek végtelen sok egyensilyi pontja van,
melyek (s*,0,7%,0, ss*) alakiak, ahol s*,r*, ss* nemnegativ valds értékek, melyekre teljesiil
s*+ 1" = N és ss* < s*(s* — 1). Egy egyensiilyi pont stabil, ha teljesil a qssi* <ZI+1
Jeltétel, ahol q := &2, )

A betegségmentes dllapot stabil, ha 7(d — 2) < 7.

A tovabbiakban az [SS] és [S] fiiggvényeket kifejezziik [S] segitségével az el6z8 feje-
zetben alkalmazott modszer segitségével.
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1.2.2. Analitikus megoldas

Az élek szintjén felirt modell esetén is megprobalkozhatunk a korabban — az atlagolason
alapulé modell esetén — latott modszerrel megoldani a rendszert, azaz bizonyos valtozokat
kifejezni egy szigorit monoton valtozo fiiggvényében. A kiovetkezGkben megprobaljuk [SS]
és [S1] valtozok értékét nem az idG, hanem az egészséges cstucsok varhato szamanak [S]
fliggvényében kifejezni.

Hosszabb szamolasokkal kapjuk a kovetkez formulakat [SS] és [S1] fiiggvények érté-
keire (alkalmazva a feltevést, hogy [R]|(0) = 0), ahol Kgg és Kg; alkalmas konstansok,
amelyek a kezdeti értékek alapjan valasztandok. A [8] konyvben részletesen olvashatok
ezek a szamolasok, melyek végén a miénkhez hasonlé alaki formuldkat kaptak a szerz6i.
Fontos tulajdonsag, hogy SS és SI élek szamanak varhato értéke csupan az egészséges
csticsok varhato szamatol fiigg.

[S9](t) = Kss[S](1)% (1.21a)
1ST)(t) = (% n 1) d[S](t) — Kss[S](t)% + Ks:[S](t)? (1.21b)
Kgs = @ (1.21c)
Ks; = —J%S&*q (1.21d)

Felhasznalva az [SI] értékére vonatkozo formulat, és hogy lim; ,[SI] = 0,
meghatarozhatjuk, hogy adott paraméterek és kezdeti értékek mellett melyik egyenstlyi
ponthoz tart egy trajektoria. (Itt is lathatoan [S], [I], [R], [SI] és [SS] fiiggvényeknek
létezik hatarérteke, [S] ,[R], [SS] monotinitasa és korlatossdga miatt, illetve hogy [I] és
[SI] tart a 0-hoz. Igy a palya hatarértéke egyensilyi pont lesz.) [9]

Hataratmenet utan az formulabdl a kovetkez6 egyenletet kapjuk S, értékére:

0= J(z + 1) oo — K552 + K759 (1.22)
T
Ez a feladat numerikusan kénnyedén megoldhato, és a megoldas mindig létezik és egyér-

telmii [9]. Igy megkapjuk S, értékét, amelybél a final epidemic size” a Ry, = N — Sao
formulaval szamithato.
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2. fejezet

SIR modell adaptiv hal6zaton

Az eddigiekben olyan héalézatokat tekintettiik, amelyek id6ben allandé szerkezetiiek. Azon-
ban rengeteg gyakorlati példa adhato, és konnyedén el is képzelhets, hogy egy jarvany
terjedése soran az emberi kapcsolatok (fertézési viszonyok) halozata nem allando6 idGben.
Nyilvanval6, hogy ha egy id6ben valtoz6 halozaton akarjuk egy betegség terjedését mo-
dellezni, az eddigieknél részletesebben kidolgozott modellek kellenek, amelyek a folyamat
soran figyelembe veszik a halozat valtozasat.

Id6ben valtozd halozatokat tobb fontos tulajdonsiag mentén is csoportosithatunk. A
dolgozat témaja, és modellezés szempontjabol is érdekesebb eset, ha a halozat szerkezete a
jarvany terjedésére reagalva valtozik, viszont a csticsszama allandd marad. Az ilyen tipust
héalozatot adaptiv hélozatnak nevezziik. Ezek alapjan olyan tipust adaptiv halozattal
foglalkozunk a dolgozatban, amely a betegség elterjedését befolyasolja, megprobalja a
terjedést csokkenteni. Ezt ugy érjiik el, hogy az egészséges és a beteg cstucsok kdzott éleket
szakitunk meg, és — ettdl fiiggetleniil — alacsony intenzitassal hozunk létre egészségesek
k6zotti éleket, hogy a halézat ne essen szét. Ennél a modszernél az élek szama valtozik.
A dolgozat masodik felében ezt a modellt targyaljuk részletesen. [12] 13} [14]

A tovabbiakban az adaptiv rendszerek esetén a graf atlagfokszdma szintén az idG
fiiggvénye, ezt jelolje d(t), amelynek kezdeti értékét jeldlje dy. Hasonloan legyen dg(t) az
egészséges csucsok atlagfokszama ¢ idépontban, amelynek kezdeti értékét jelolje ds(0).

2.1. Parok szintjén felirt rendszer

Az adaptivitast a kovetkezSképpen értjiik: bevezetiink két 0j paramétert, melyek a graf
struktarajaban létrejove valtozésokat befolyasoljak: w > 0 jeloli a beteg és egészséges egyé-
nek kozti kapcsolatok megszakitasinak intenzitasat, és a > 0 jeloli az egészséges egyének
kozotti kapcesolatok felvételének intenzitasat. Itt is exponencidlis eloszlast valoszintségi
valtozokkal lehet leirni az allapotvéaltozasok valoszintségeit. Igy tehat az adaptiv halozat
valtozésa az élek szintjén jelenik meg. Ezt viszont az (1.1) rendszerben nem tudjuk mo-
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dellezni. Igy a korabban bemutatott élek szintjén felirt modellt sziikséges alapul
venni, illetve az lezart alakot.

Az (1.13)) rendszerbe méar bevezethetjiik az adaptiv halozat miikodéséhez sziikséges
paramétereket, igy a kovetkez6 alaku lesz a rendszer:

5] = —7[S1], (2.1a)
[] = 7[S1] — ~[1], (2.1b)
[R] =1, (2.1c)
[ST] = —~[SI] + 7([SSI] — [ISI] — [S1]) — w[S1], (2.1d)
[55] = —27[SSI] + «([S]([S] — 1) — [SS]) (2.1e)

Ezt gy kapjuk, hogy az egészséges és beteg egyének kozotti kapcsolatok megsziintetésére,
vagyis az SI élek atlagos szamanak csOkkentésére beépitiink a rendszerbe egy w ratéval
hato tagot, illetve az egészségesek kozotti kapesolatok bovitésére egy o ratéaval hato masik
tagot, hiszen [S]([S] — 1) — [SI] jeloli a még nem Gsszekotott egészséges egyének kozotti
lehetséges S5 élek szamat. Utobbindl az egészséges-egészséges élekkel csupan addig bo-
vitjiik a halozatot, amig az a halozat felépitésébdl adodoan lehetséges (tehét legfeljebb
addig, amig az egészséges csticsok egy teljes részgrafot nem feszitenek ki).

Alkalmazva a harmasok lezarasa bevezetett becslést — a d atlagfokszam helyett
a dg egészséges csuicsok atlagfokszamaval — az adaptiv modell a kévetkezs alaki lesz

[S] = —r[S1], (2.2a)

[1] = 7[S1] — ~[1], (2.2b)

[R] = (1], (2-2¢)

[S1] = —~[ST] + Pds = 1SS = [SINIST] 7[S1] — w[ST], (2.2d)
ds 5]

S5 = —2r% 5 S[L[]S 0y aqsis) - 1) - (59, (2.2¢)

Fontos megemliteni, hogy adaptiv haldzat esetén a harmasok becslésére szolgéald ([1.15))
kifejezésben az egészséges csucsok atlagfokszamat jelols dg is az id§ figgvénye. A
rendszer is auton6m rendszer, ugyanis dg := w, igy csak a rendszer valtozoin
keresztiill fiigg az id6t6l. Emiatt érdemes [SR] értékét is vizsgalnunk, igy a kovetkezd

egyenletet, mar az alkalmazott lezarasokkal, még hozzavessziik a (2.2)) rendszerhez:

ds — 1[ST|[SR]
ds [S]

[SR] =~[SI] — 7 (2.2f)

A tovabbiakban a (2.2) modellt vizsgaltam a [2] tételhez hasonlé eredmények elérése
céljabol, (kiilonos tekintettel a final epidemic size”, azaz R,, meghatarozasara).
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2.1.1. Egyensilyi pontok és stabilitasuk

A kovetkezSkben a (2.2)) rendszer egyensilyi pontjait és stabilitasat fogom meghatarozni.

Egyensilyi pontok

Irjuk fel a rendszer jobb oldalan szerepl formulat egy tébbvaltozos fiiggvényként. Fontos
megjegyezniink, hogy adaptiv modell esetén az atlagfokszam és a ¢ arany is az idé fiigg-
vénye, igy ennek egyensilyi pontbeli értékét is sziikséges lehet meghataroznunk. Mivel

q = 41 ¢ dg = w, igy meg kell hataroznunk [SR] egyensilyi ponti értékét

ds
is.
A (2.2)) lezart rendszer jobb oldalat meghatérozo f : R® — RS fiiggvény a kovetkezd

alaku:
—TXy

TIy — Y2

VT2

—(y+TH+Y)Ts + Tq—(“;f“)“
—27’(]% + a(acl(xl — 1) — 335)

_ T4T6
V4 — Tq=,

ahol ¢ := df{;l — matestreu Ay egyensilyi pontok az f(z) = 0 egyenlet megoldasai.

T4t+x5+T6
Konnyt szamolassal adodik, hogy végtelen sok megoldasa van ennek az egyenletnek,

amelyek a kovetkez§ alakuak:

¥ =(s",0,77,0,5"(s" — 1), 2"), (2.4)

ahol s*, r* és z* nemnegativ valos szamok. Azonban itt meg kell jegyezniink, hogy a
betegségterjedési modellre tébb megmaradasi szabdly is érvényes, igy z* csupan akkor
egyenstlyi pontja az adaptiv halézaton felirt SIR dinamikaji modellnek, amennyiben
fennéll a koordinataira, hogy s* < N, r* < N, s* +r* = N és z* < s*r*.

Ezek alapjan a dg atlagfokszam és igy q arany értéke egy egyensilyi pontban a kévet-

kezé:
A R, (2.5)
s
s*(s* —2) 4 2*
* = ) 2.6
9 s¥(s* — 1) + 2* (2:6)

Egyensilyi pontok stabilitasa

Az egyenstlyi pontok stabilitdsat most is a Jacobi-matrix segitségével hatarozzuk meg.
Azonban az adaptiv modell esetén, szemben a statikus modellel, t6bb nemlinearitas sze-
repel az egyenletekben. Ugyanis adaptiv halozatnal az atlagfokszam, igy az egészséges S
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csiucsok atlagfokszama is, az id6 fiiggvénye. Emiatt a derivalasnal lényegesen t6bb tagot
kapunk, és figyelembe kell venniink az atlagfokszamot, igy a ¢ kifejezést is.

Tekintsiik a rendszer jobb oldalat meghatarozé f : RS — RS leképezést. Viszont
az |R] fliggvényre vonatkozo egyenletet elhagyhatjuk, ugyanis ez kifejezhets az elss két
valtozo segitségével. Igy legyen a jobb oldalt meghatéarozo fiiggvény az [R] elhagydsa utan
f:R®> — R®. Hasonléan legyen Z € R® az a pont, amelybél elhagyjuk az [R]-re vonatkozo
koordinatat, 7* € R® pedig az egyenstlyi pont.

Elegends tehat az f fiiggvény Jacobi-matrixat tekinteni az Z* egyensilyi pontban. Ez
a kovetkezd alaki lesz:

0 0 —T 0 0
0 -y T 0 0
Ji(@*) = |0 0 —(y+7+w+7¢*(s*=1) 0 0], (2.7)
a(2s*—=1) 0 —=27¢*(s*—1) —a 0
0 0 ~v-7¢% 0 0

ahol ¢* értékét korabban meghataroztuk a formulaban.

Fontos megjegyzés, hogy a Jacobi-matrix szamitasakor a ¢ miatt végzett szorzat-
derivaltaknak az a tagja, mikor ¢-t derivaltuk, mindig kiesik az egyenstulyi pontok be-
helyettesitésekor, ugyanis a tag tartalmazza az r, szorzotényezdt, amely az egyenstlyi
pontban 0. Igy csak ¢ ,derivalatlan” része marad a matrixban.

A matrix sajatértékei a 0, 0, —y, —a és —(y+7+w) +7¢*(s* — 1), és a minimal-
polinomja negyedfoki. A nulla kivételével a harmadik és negyedik sajatértékek szigorian
negativak, hiszen v és o paraméterek szigortian pozitivak. Illetve az 6todik sajatérték
pontosan akkor negativ, ha teljesiil a kovetkez§ feltétel:

—1) < p, (2.8)

ahol bevezettiink egy 1j valtozot a paraméterekre:
Y Tw

+1. (2.9)

Ezek alapjan az (N,0,0, N(N — 1),0) betegségmentes allapot pontosan akkor stabil,
ha teljesiil az
N-2<p (2.10)

egyenlGtlenség. Ha ez a feltétel nem teljesiil, akkor instabil egyensilyi pontok is megje-
lennek a rendszerben.
Osszefoglalasként a kovetkezd tétel mondhaté ki.

4. Tétel. A pdrok szintjén felirt adaptiv rendszernek végtelen sok egyensulyi pontja
van, melyek (s*,0,r*,0,s*(s* — 1), 2%) alakiak, ahol s* r*, z* nemnegativ valds értékek,
melyekre teljesil s* + r* = N és z* < s*r*. Egy egyensilyi pont stabil, ha teljesil a
q*(s* — 1) < p feltétel, ahol q* = % és p = %Tw + 1.

A betegségmentes dllapot stabil, ha N — 2 < p.
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2.1.2. Numerikus vizsgalatok

Mivel a (2.2) modellre analitikus megoldast nem ismeriink, illetve nem sikeriilt ra alkal-
mazni a korabbi modelleknél latott visszavezetési modszert, igy numerikus szamitasokkal
folytatjuk a modell vizsgalatat. Kezdetben Gsszehasonlitottuk a statikus parjaval, tehat
az (|1.16)) modellel azonos paraméterek mellett.

Megjegyezziik, hogy a kiovetkezs futtatiasok soran (és a tovabbiakban végig) statikus
modell esetén az atlagfokszamot d, és adaptiv modell esetén a kezdeti atlagfokszamot do,
illetve az egészséges csticsok kezdeti atlagfokszamat dg(0) mindig azonosnak valasztjuk.

100 - - 100
[S] - egészségesek — [S] - egészségesek

90} — [] - betegek T o0 ——[1] - betegek

80} 801
g 70t g 701
© @
N N
» 60OF @ 60
° b
T £
£ 50t & 901
> >
~ X
@ 40t 2 4oy
@ ©
= >
& 30f g 30f

20t 1 20y

0 . . . . 0 . . :
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 5(
idd idd

2.1. abra. Bal oldalon a statikus, jobb oldalon az adaptiv modell futtatasa lathato. A
paraméterek a kovetkezék: N = 100, d =dy = ds(0) =6, 7=1,7y=3,a=0.01, w =3

A adaptiv halozatra felirt modell masfajta viselkedést mutatott az statikus
megfelelGjével szemben. Jol lathato a2.1] abran, hogy mig statikus halozat esetén egyetlen
hullamban zajlik le a betegség, addig adaptiv esetben megjelenik egy iitemesség a terje-
désben, és ezaltal egyfajta lépcstzetes alakot mutat az egészséges csiicsok varhato szama.
Tehat lényegesen Osszetettebb mozgast latunk adaptiv hélézat esetén. A késébbiekben
ezt a lépcsGzetes viselkedést, illetve a beteg csicsok tjboli novekedését fellangolasnak”
fogjuk hivni.

Masodik 1épésként probaljunk meg a korabbi modelleknél latott faziskép mostani meg-
felelGjét felrajzolni. Hasonléan az parok szintjén felirt statikus modellhez, itt sem
lehetséges sikban abrazolni a fazisképet, igy ennek csupan egy projekci6jat abrazoljuk.

A abran jol lathatova valnak a fellangolasok, ahogy tgymond ,yvisszapattannak”
a palydk az instabil egyensilyi pontokrol. Itt fontos megjegyezni, hogy az &bran ugy
tiinik, a palydk bemennek [I] = 0 egyenesbe, azonban ez nem lehetséges, ugyanis az
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(b) Instabil betegségmentes allapot (N = 100,
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2.2. abra. A beteg csticsok szama az egészséges csticsok fliggvényében a 1} parok szint-
jén felirt adaptiv modell esetén, stabil és instabil betegségmentes allapoti paraméterek
mellett.

egyenesen minden pont egyensilyi pont, igy onnan méar nem johetnének ki a palyak. Az
lathato, hogy a palyak nagyon kézel mennek az egyensilyi pontokhoz, viszont a fellangolas
hatasara azutéan ismét eltavolodnak. Ezzel szemben a2.2al 4bran stabil esetben a statikus
halozaton latott modellekéhez hasonl6 fazisképet lathatunk.

Megjegyezziik, hogy a[2.2b] abran azért latunk egymast keresztezs palyakat, mivel ez
nem a teljes faziskép, csupan annak egy projekcioja az (5], [I]) sikra.

2.2. Becsilt rendszer

A parok szintjén felirt, modell tobb nemlinearitast is tartalmaz, amelyek miatt nem
tudjuk kifejezni a korabban latott moédokon az élek varhato értékét az egészséges csicsok
varhato értékének fiiggvényében, vagy ezekhez hasonlo formaban. Igy a tovabbiakban
alkalmazni fogunk erre a modellre néhany jo kozelitést, amelyekkel csokkenthetjiik a nem-
linearitasokat a rendszerben, és nagyobb eséllyel probalkozhatunk analitikus Osszefiiggés
keresésével.

Az egyik legegyszeriibb és legkézenfekvibb feltevés a rendszer méretére vonatkozik.
Ugyanis gyakorlati példdk alapjan is jol lathato, hogy ezres, tizezres vagy akar szazezres
rendszereket, populacidkat is vizsgalhatunk, amikor egy jarvany terjedését akarjuk model-
lezni (ekkor tipikusan N > 10000, dy > 50 és dgs(0) > 50). Ilyen nagy halézatok mellett
tobb kifejezés is jol kozelithets egy egyszeriibb alakkal. Nagy méretii hélozat esetén a
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kovetkezd becslések jol alkalmazhatoak:
-1
ds—1 1, (2.11a)
ds

[S]([S] — 1) =~ [S]*. (2.11b)

Ugyanis nagy méretii halozat esetén az atlagfokszam is nagy, igy nem véthetiink til nagy

hibéat, ha az altaluk alkotott aranyt dflgl, amely az id6 t fiiggvénye, a konstans 1 fiigg-

vénnyel helyettesitjiik. Ehhez hasonloan nagy hélozat esetén az egészséges csiicsok elGbbi

szorzatat [S]([S] — 1) is kozelithetjiik a szamuk négyzetével.
Ezeket a kozelitéseket felhasznalva kapjuk a kovetkezd, tigynevezett redukalt rendszert:

[S] = —7[S1], (2.12a)
1] = 7[S1] —~[1, (2.12b)
[SI] = —[ST] + 7 [51]([5%11— 51) _ 7[S1) — w[S1], (2.12¢)
(58] = —27% + a([S]? = [S9)). (2.12d)

A redukalt rendszer kevesebb nemlinearitast tartalmaz, igy nagyobb eséllyel probalkozha-
tunk olyan modszerekkel, amelyeket a statikus rendszerek esetén is alkalmaztunk. Ezek
el6tt azonban sziikséges meggy6z6dniink réla, hogy valoban nem ejtiink tal nagy hibat az
eredeti rendszerhez képest a kozelitések alkalmazaséaval.

2.2.1. Egyensiilyi pontok és stabilitasuk

A (2.2)) ,nem-becsiilt” rendszerhez hasonloan kénnyen lathato, hogy a (2.12)) becstilt rend-
szernek is végtelen sok egyenstlyi pontja van, amelyek altalanos alakja

¥ = (s5,0,7%,0, (s%)?). (2.13)

Ezen egyensiilyi pontok stabilitasat a kovetkez6 moédon hatédrozhatjuk meg. Elgszor ki
kell szamitani a rendszer jobb oldalat leiro f : R* — R* fiiggvény Jacobi-métrixat (itt a
korabbiakhoz hasonloan elhagyjuk az [R]-re vonatkozo egyenletet, mivel ez kifejezhets a
megmaradési szabaly alapjan [S] és [I] értékébdl). Szintén hasonloan legyen z € R? az a
pont, amelybdl elhagyjuk az [R]-re vonatkozo koordinatat. A becsiilt rendszernél az [SR)
értékére vonatkozo egyenletet is elhagyjuk, mivel a rendszer mar nem fiigg a fokszamtol,
igy nincs sziikségiink az [SR] fiiggvény ismeretére sem a tovabbi szamitasokhoz.

A Jacobi-matrix igy hosszabb-révidebb szdmolassal adodik:

0 0 —T 0
~ 0 -y T 0
Jf(Z) = _7.(565;9;4)“ 0 —(y+T+w) + T% T% (2.14)
27% —1|— 201 0 —27% —27'%‘1‘ -«
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Most helyettesitsiik be az egyensilyi pontok altalanos alakjat, elhagyva beléle [R]
koordinatajat, tehat az z* = (s*,0,0, (s*)?) pontot:

0 0 —T 0

- 0 -y T 0
JHZ") = 2.15
7&) 0 0 —(y+7+w)+7s* 0 (2.15)

2a8* 0 —278* -

Ennek a méatrixnak konnyen kiszdmolhatok a sajatértékei, ugyanis a karakterisztikus
polinomja egyetlen determinans kifejtési tagbol all:

E) = (=N A=Y)(-A=(y+T7+w) +75)(=\—a). (2.16)

Ebbdl jol lathatok a sajatértékek: 0, —v, —a, — (v + 7 + w) + 75*. A nulla kivételével a
méasodik két sajatérték ennél a modellnél is szigoriian negativ, hiszen v és a paraméte-
rek szigortian pozitivak. Illetve az utols6 sajatérték is negativ bizonyos feltételek esetén.

Ugyanis:
—(v+7+w)+ 75 <0, (2.17)
(y+7+w) > 78", (2.18)
(Ww + 1) > 5 (2.19)
-

Ez alapjan kénnyedén meghatarozhatjuk, hogy a betegségmentes allapot pontosan
akkor stabil, ha teljesiil a
N <p (2.20)

feltétel, ahol p a kordbban bevezetett valtozo6 a paraméterekre és N a halozat mérete,

amely az aszimptotikus feltevések miatt nagy. Emellett lathato, hogy ha N < p, akkor

minden egyensilyi pont stabil, és ha N > p, akkor instabil egyensilyi pontok is lesznek a

rendszerben. Tehat az N = p paraméter értékek mellett bifurkacio jelenik meg.
Osszefoglalasként a kovetkezs tétel mondhaté ki.

5. Tétel. A pdarok szintjén felirt, becsult adaptiv rendszernek végtelen sok egyen-
sulyi pontja van, melyek (s*,0,7*,0, (s*)?) alakiak, ahol s*,7* nemnegativ valds értékek.
Ezekre teljesil az s* +1r* = N egyenldség.

Eqgy egyensilyi pont stabil, ha teljesil a s* < p feltétel, ahol ¢* = % A beteg-

ségmentes dllapot stabil, ha N < p.

Osszehasonlitas a nem becsiilt rendszerrel

Amennyiben Osszehasonlitjuk a becsiilt és a nem becsiilt rendszerrdl kiszamolt tulajdon-
sdgokat, jol lathato, hogy az egyensilyi pontok és a betegségmentes allapot
stabilitasarol szolo feltételek egybevagnak, ha ,utolag” alkalmazzuk a korab-
ban targyalt approximaciokat nagy halézat esetén.
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2.2.2. Numerikus vizsgalatok
Osszehasonlitas a nem becsiilt rendszerrel

Most a parok szintjén felirt adaptiv modell és a belGle becsiilt rendszer eltérését fogjuk
vizsgalni numerikus modszerekkel. A varakozéasaink szerint a két rendszer csupan apré
eltéréseket mutat, melyek mértéke szignifikinsan csokken ahogyan a rendszer méretét
noveljiik.

200 25 —
eredeti egészséges eredeti modell
/
eredeti fert6z6 20 H — — becsiilt modell
150 ’
— — becsllt egészséges ~
[}
3 — — beosilt fert6z6 8 15
S 100 |- 8
7] [o)]
© 2 10 |-
[0}
o)
50 [~
N\ 5
0 \/\ 4 | | | 0 |
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
id6 egészséges csucs

(a) A két modell futtatasa az id6 fliggvényében (b) A két modell futtatésa az egészséges csicsok
fliggvényében

2.3. abra. A 1} parok szintjén felirt adaptiv modell és a becsiilt adaptiv modell
osszehasonlitasa N = 200, dy = 12, 7 = %, y=1 a= ﬁ, w = 1 paraméterek esetén.

A abran a két modell parhuzamos futtatasa lathato. Jol megfigyelhets, hogy a
gorbék csupan apré mértékben térnek el minden id&pillanatban, és nem halmozodik fel
semmilyen hiba a folyamat soran. A 2.3b] abran ugyanez a két futtatas lathato, ahol az
egészséges csicsok fliggvényében abrazoltuk az atlagos betegszamot. Megfigyelhetd, hogy
csupéan alacsony [S] érték mellett van észrevehetd kiilonbség, azonban ahogy ez novekszik,
a kiilonbség elttinik. A korabbiakhoz hasonléan, most is felrajzolhatjuk a (2.12) modell
fazisképének ([S], []) projekciojat.

A[2.4b] abran jol lathatoak a fellangolasok, amelyeket a modell esetén is tapasztal-
tunk, és a[2.3] abras Gsszehasonlits soran is lattunk. A Abran stabil betegségmentes
allapot mellett lathatjuk a faziskép projekciojat.

A fellangolésokkal a tovabbiakban nem foglalkozunk, viszont a késébbiekben tesziink
néhany megjegyzést ezekkel kapcsolatban, mint lehetséges ij kutatasi irany.
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(a) Stabil betegségmentes allapot (N = 100, (b) Instabil betegségmentes allapot (N = 100,

J0:6,T:1—10,7:1,a:ﬁ,w:10) 80:6,7':%,7:1,04:&,00:1)

2.4. abra. A beteg csiicsok atlagos szama az egészséges cstcsok atlagos szamanak fliggve-
nyében a (2.12)) becsiilt adaptiv modell esetén, stabil és instabil betegségmentes allapoti
paraméterek mellett, tehat ha N < p, avagy N > p.

2.2.3. Analitikus eredmények

Az alabbi részben az és az (|1.16]) rendszereknél latott moédon megprobalkozunk
a rendszer megoldasaval, illetve a valtozok kozotti analitikus dsszefiiggések meg-
talalasara tesziink kisérletet. Szemben a (2.2)) rendszerrel, a becsiilt rendszerben —
mivel a ¢ valtozot konstans 1-gyel becsiiltiik — hasonlé nemlinearitasok szerepelnek csu-
pan, mint a statikus modellek esetén, igy jo eséllyel probalkozhatunk hasonlé megoldasi
modokkal. Ezek alapjan a kovetkezo részben megprobaljuk [SS], majd [S1] valtozokat [S]
fiiggvényében kifejezni. Ez értelmes elvaras, hiszen [S] fiiggvény a modell esetén is
szigor monoton fogyo (feltéve, hogy nem a betegségmentes egyensilyi dllapotot tekint-
jiik), igy egyértelmi megfeleltetés all fenn az id6 és az egészséges csuicsok varhato szama
kozott.

Legyen az el6z6ek alapjan [S]71(s) az a fiiggvény, amely egy s egészséges csticsok var-
hato szaméhoz azt a t id6pontot rendeli, amikor a (2.12]) modellben s egészséges cstcs van
atlagosan — azaz tekintsiik az [S] fiiggvény inverzét. Vezessiik be a kovetkezd transzfor-
maciot: legyen [X] tetsz6leges fiiggvény, melynek [S] szerinti transzforméltja a kovetkezs:

[X](s) = [X]([S] 7 (5))- (2.21)

[(XT([S1(8)) = [X](®), (2.22)
igy konnyen elvégezhetjiik a visszatranszformélast is.
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Most derivaljuk az [X] transzforméltat s szerint:

1 1
= [X]([S] (S))[S]([S]*l(s))
XIS )
—TIST]([517(s))
)
T[SI](S)
Ezek alapjan definidlhato [EE] és [ I}, viszont a kénnyebb kovethetdség miatt a tovab-

biakban legyen z(s) := [SS](s) és y(s) := [SI]( ). Megjegyezziik, hogy [S] transzformaltja
maga az identitas: [S](s) = s.

[SS] fiiggvény megoldasa [S] fiiggvényében

Elgszor az SS tipusu élek atlagos szamat fejezziik ki [S] fiiggvényében. Vegyiik tehat
el6szor [SS] fliggvény derivaltjat. A transzformalt derivaltja alapjan:

frjuk be [SS] értékét a (2.12) modell alapjén:

—

i@)::—2T@EE§@lﬂj;g@2—[55K@)
- —7[S1](s) -
:2WW@_Q< s? WQ®>_

S

[SI)(s)  [SI](s)

Felhasznalva a bevezetett x és y fiiggvényjeloléseket, az

egyenletet kell megoldanunk, amely egy inhomogén linearis differencidlegyenlet. Ha atren-
dezziik az x fliggvényt és a derivaltjat a bal oldalra, akkor a kovetkezét kapjuk:

ﬂg—(2+9¥L)ﬂ@:—ﬁii. (2.23)

s Ty(s)

1

Lathato, hogy egy olyan fiiggvényt kell keresniink, amelynek a derivéltja % + %y(s).
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6—%A(s)

Tekintsiik “—— fiiggvényt, ahol A(s) == ﬁ, azaz A = ﬁ Erre a fiiggvényre igaz
a kovetkezo:
— 2 A(s) / —2A(s) 2 1 —2A(s)
e T e~ 74l o e T
( = x(s)) =0 i(s) — <g + ;w) 2 z(s).

Igy ezzel a fiiggvénnyel beszorozva a (2.23) egyenlet mindkét oldalat kapjuk a

—2A(s) 4
(e 7 x(s)) = _gie—%A(S) _ (6—%A(s)>’
§ T y(s)

egyenlgséget. Ebbdl adodik z(s) megoldasa, ha mindkét oldal primitiv fiiggvényét vessziik,
67%14(5)

majd visszaosztunk “—

fiiggvénnyel:
2(s) = 52 + ¢y 8274, (2.24)

ahol c; tetszéleges valos konstans.

1
[S1]
Osszefiiggéssel adtunk meg. Ez a fiiggvény nem az id6, hanem s, azaz az egészséges csticsok

A tovabbiakban vizsgaljuk meg az elébb definidlt A fiiggvényt, amelyet A :=

atlagos szamanak fliggvénye. Transzformaljuk at az id6 fiiggvényére, majd derivaljuk ¢
szerint:

Itt felhasznalhatjuk az A-ra és [S]-re ismert derivaltakat, valamint a (2.22)) vissza-
transzformalasi formulat:

S S _—rlsnw _
AQSYOY = == (TI8T0) = T

Ebbdl mar kénnyen adodik, hogy A([S](t)) = —7t + ca, ahol ¢, tetszéleges konstans.

Ezutén a (2.24]) egyenletet mar visszatranszformalhatjuk az egészséges csucsok atlagos
szamébol az id6 fiiggvényébe a (2.22) formula szerint:

2(1S)(8)) = SS](8) = [SP(8) + xS (B)e 5
= [S](t) + (016%02) [S]2(t)e
[S2(t) (1 + (cre™e2) eot).

Koénnyen lathato, hogy mivel ¢ és ¢y is tetszbleges, igy ezek ,0sszeolvaszthatok” egy tet-
sz6leges konstanssa, amely legyen C := ce7:

1SS](t) = [SI2(t) (1 + Ce™t) . (2.25)
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Ezek alapjan egy szabad konstansunk van, amelyet meghatarozhatunk a kezdeti értékek
alapjan. A szokdsos kezdeti feltételt felhasznalva (egyenletesen "elszort" kezdeti egészsé-
geseket feltételezve) adodik, hogy [SS](0) = 252, igy

c=2-1, (2.26)

ahol dy a graf kezdeti atlagfokszama.
Osszefoglalva kimondhato a kivetkezd allitas:

6. Allitas. A modell esetén az [SS] figguény értéke kifejezhetd az [S] figguény

segitségével a kévetkezd képlet alapjdan:
2 JO —at
[SS](t) = [S]7(¢) (1 + <_N — 1) e ) . (2.27)

[SI] fiiggvény megoldasa [S] fiiggvényében

Most az ST tipust élek atlagos szamat fogjuk kifejezni [S] fiiggvényében. Vegyiik az [SS]
fliggvény derivaltjat a transzformalt derivaltja alapjan:

oy = 20
O
—A[ST(s) + T[Sﬂ(s)([S{/Sg\]ﬁ))ﬁSf](s)) — 7[ST)(s) — w[ST](s)
: O
_rte [SS](S/)\— [SI](s)
T S1(s)

Itt most alkalmazzuk z és y jeloléseket, valamint felhasznaljuk a (2.9)) korabban bevezetett
paraméter jelolést, ugyanis itt is megjelenik ez az érték:

y(s):p_T+T7
i)~ Syls) = p— 2
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Ismét egy inhomogeén lineéris differencidlegyenletet kapunk. Ezutan hasznéljuk fel a ([2.24))
megoldést:

1

g(s) = <yls) = p—s (L4 crer™),
11 .
~i(s) = 5y(s) = £ = 1—ereF 0,
y(s)Y 2 A(s)
=) = (plog(s) —s) —crem™,
uls) _ plog(s) — s — cl/ e A dw + ¢
s S
Igy adodik y megoldasa
y(s) = pslog(s) — s* — cls/ e M dw + ey, (2.28)
So

ahol c3 tetszéleges valds szam.
Vizsgaljuk meg [ e~ kifejezést. Vegyiik a w = [S](u) helyettesitést, illetve hasznaljuk
fel, hogy A = . Ezek szerint

51]
s t .
/egA(w)dw:/ = AUSID 8] (u) du
S

0 0

— /Ot emoutse [S] (u)du (2.29)

g /O " e ()

atalakitas végezhetd el, hiszen [S](0) = Sy és [S](t) = s.
A (2.29) atalakitas segitségével mar at tudjuk transzformalni a (2.28)) egyenletet az
id6 fiiggvényére:

1ST)(t) = p[S)(1) log([S](1)) — [S12()—
—olsI(t) / e8] (u)du + ca[S)(1),

ahol Gsszevonva ¢; és co-t, ismét megjelenik C' := c1e7° konstans. Behelyettesitve ¢ = 0-

t és felhasznalva a szokasos kezdeti értékeket ([SI](0) = %@Syly), meghatarozhatjuk cs

(2.30)

N
konstanst:

d
WOSOIO = ,OS() lOg(Sg> — Sg + 0350,

d

NOIO = plog(Sy) — So + cs,

d,
C3 = NO(N — S()) — plOg(So) + S(), (231)
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feltéve, hogy Ry =0 és C' = %0 -1

Integraltényezé kifejtése

Az [SI] megoldasaban szerepld integraltényezs miatt (sajnos) a megoldasunk fiigg [S] =

—7[S1] fiiggvénygorbéjéetdl, és nem csupan [S](¢)-t6l. Ha ezt a kifejezést ki tudnank kiiszo-

bélni, akkor egy Osszefliggést kapnank, amelyet mér felhasznalhatunk S kiszdmitasara.
Az fo e~ [S](u)du integraltényezs a kovetkezGképp alakithatod at parcilis integralés-

sal:

/0 e8] (w)du = [e~*[S](u)]. _, + /0 e[S (u)du =

— e [S)(t) = Sp + a /0 ' e (S] (u)du.
Ha ezt beillesztjiik a korabbi formuldba, akkor a kovetkezét kapjuk:
1ST)(¢) = p1S)(e) lom([S)(5) — [S12(6)—
- Clse) e Is10 - S0+ a [ ot () + clS](0
_ pIS](1) og([S)(8)) — [SP(t) — Ce[S12(t)+
+ C[S)(6)S0 — C[S](t)a /O " e8] (u)du + 5[5 (1)

= plS1(#) log([S](¢)) — [SI*() — Ce™™[SP*()+
+C[51(t)So = O[S ](t)B<t> +e3[S](0),
[(t) — Ce™[S](t) + C'So — CB(t) + ¢3)
(t) [p log([S]( ) = [S]()(1 + Ce*) + ¢, — CB(t)] (2.32)

ahol B(t) := « fo e~ [S](u)du integralformula és ahol ¢y := C'Sy + cs.
co konstans kifejtve a kovetkezs:

Cy = CSO + c3

i i
_ (N“ - 1) o+ 2N — ) — plog(So) + S

= %S@ — Sy + do — %So — plog(Sy) + So
= do — plog(Sy).
Osszefoglalva a 1) és a formulakat, a kovetkezd tétel mondhato ki.
7. Tétel. A rendszerre teljesilnek a kovetkezd formuldk:

[SS](t) = [SI(t) (1 + cre™) (2.33a)
[ST)(t) = [S](t) [plog([S](t)) = [SIE)(L + cre™) + 2 — 1 B(1)] (2.33b)
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ahol

B(t) == a /0 e[S (w)du, (2.33¢)
dy
=5 - L, (2.33d)
¢y i=dy — plog(Sy), (2.33e)
pi= (7 JTF 24 1) (2.33f)

és dy a hdlozat dtlagfokszdma t = 0 iddpontban. (Megjegyezziik, hogy a tovdbbiakban az
eqységesség miatt a C' jelolés helyett ¢y jelolésre tértink dt, ahogy a tételben is ldthatd.)

A korabbi modellek esetén az [S1] élek atlagos szamanak kifejezése utan egy hatéarat-
menet segitségével kaptunk egy implicit formulét S, értékére, amelybdl ezt numerikusan
kénnyen meghatarozhattuk. Itt azonban most ezt nem tehetjiik meg a integraltag
miatt, ugyanis hataratmenet utan egy olyan kifejezést kapunk, ahol S, értéke fiigg [S]
teljes palyajatol, amelyet nem ismeriink. Ezért sziikséges, hogy megprobaljuk kikiiszo-
bolni, vagy legalabb becsiilni, ennek az integraltagnak az értékét. A kovetkezSkben ezzel
probalkozunk.

B(t) fliiggvény becslése

Tekintsiikk B(t) = ozfg e~ [S](u)du kifejezést. Ez az integral minden pozitiv ¢ értékre
létezik és véges, ugyanis [S](u) korlatos fiiggvény. [S] fiiggvénynek rendre trividlis alsd
kevesebb, illetve tobb egészséges csics nem lehetséges. S6t azt az esetet ki is zarjuk,
mikor [S](t) = So, Vt > 0 (tehat egyensilyi pontbol indulnank). Ugyanis ebben az esetben
a rendszer viselkedése trivialis, hiszen ez csak tugy lehet, hogy nincsenek beteg csiicsok,
azaz [1](0) = 0. Tehat csak azok az esetek érdekelnek minket, mikor a betegek kezdeti
szama pozitiv. Ezek mellett azt is tudjuk, hogy [S] monoton fogy6, és S, értéke pontosan
[S](t) figgvény infimuma, igy adodik, hogy V¢t > 0 : [S](t) > [S]e, hiszen véges id6
alatt nem juthatunk egyenstlyi pontba. Osszefoglalva, minden ¢ > 0 idépillanatban Sy >
[S](t) > [S]eo teljesiil.
Ezen két korlat felhasznalasaval meghatarozhatunk B(t) értékére is korlatokat:

t t
a/ e M[S]edu < B(t) < a/ e “Sydu, Vt>0. (2.34)
0 0
Mivel ez minden pozitiv t-re igaz, igy ha hatardtmenetet vesziink is igaz marad, mivel

az also és fels integraloknak is létezik hatarértéke a végtelenben, azonban hataratmenet
esetén a szigoru egyenlGtlenség nem teljesiilne feltétleniil. Viszont a (2.34]) becslések esetén
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konnyen lathato, hogy a szigoru egyenl6tlenség is teljesiil, ugyanis tekintve [S](t) szigora
monoton fogyasat és az integral szemléletes jelentését, egyenlség nem allhat fenn. Igy, ha
elvégezziik az improprius integralasokat, akkor a kovetkezG korlatokat kapjuk:

S < thm B(t) < Sp. (2.35)

A tovabbiakban a kovetkezd jelolést fogjuk hasznalni: By, := limy_, B(?).

[S]e becslése

A célunk, hogy valamilyen korlatokat adjunk S., értékre |0, Sy[ intervallumban. Tekintsiik
a ([2.33b]) formulét, és vegyiik a hatarértékét ¢ — +o0 szerint. A korabbiak alapjan tudjuk,
hogy ekkor a bal oldalnak 0 a hatarértéke, a jobb oldalra pedig S, és B, értékek keriilnek

illetve e~ is tart 0-hoz, mert « pozitiv, tehat:

Tegyiik fel, hogy S, > 0, ekkor a (2.36) formulat egyszertsithetjiik. Igy kapjuk az atren-
dezett, egyszertibb alakot:

Seo — plog(Sw) = ¢ — ¢1 B (2.37)

Ebben a kifejezésben alkalmazhatjuk B..-re a (2.35)) korlatokat. Figyelembe véve, hogy
c1 < 0, kapjuk az alabbi egyenlGtlenségeket:

Seo — plog(Ss) < ca — 1.5, (2.38)
Seo — plog(Ss) > 2 — ¢15. (2.39)

Fontos észrevétel, hogy mindkét egyenlGtlenség csupan p-n keresztiil fiigg a (v, 7, w)
paraméterektsl és az o paramétertdl egyaltalan nem filigg. Ez lathato a konstansok defi-
nicivja ((2.33d), (2.33¢)) alapjan. Tehat ¢; a paraméterektdl fiiggetlen, ¢, pedig szintén
csak p-n keresztiil a paraméterektdl.

Ha az S, értéket x > 0 ismeretlennek tekintjiik, akkor a bal oldalon a kovetkezd
alaku fiiggvény all: Q(z) := z—plog(z), amely egy konvex fiiggvény, egyetlen szélsGértéke,
mégpedig a minimuma x = p-ban van. A jobb oldalakon pedig egy C := ¢y — 1Sy konstans
([2.38)), illetve egy monoton névs e(x) := ¢y — ¢z egyenes all (mivel —c; > 0). Igy a
feladatunk megkeresni az olyan z-eket, ahol @ fiiggvény a C konstans (piros) alatt és az
e egyenes (kék) felett talalhato. Ezt szemlélteti vazlatosan a abra. Konnyen lathato,
hogy mindkét egyenesnek 2-2, 1-1 vagy 0-0 metszéspontja lehet a @) fiiggvénnyel.

A kovetkezd allitas lathato be.

8. Allitas. C-nek és Q-nak pontosan két metszéspontja van, és az eqyik kisebb, a mdsik
nagyobb, mint Sy.

28



e

2.5. abra. A két egyenl6tlenség: (2.38) és (2.39)) véazlatosan

Bizonyitas. Ehhez elég latni, hogy Q(Sg) < C. Valoban
Q(S) < C,
So — plog(Sy) < ca — €1,
S() — plOg(So) < Jg — plOg(Sg) — 0150,

So<CZO—C150,
. di
So<d0+(1—ND)So,
S<J—|—S—@S
0 0 0 N07
T
0<d0—NOSO,
So- -
Wd0<d07
S0<N,

ami mindig teljesiil (mivel feltettiik, hogy nem az I, = 0 esetet nézziik). Ebbdl pedig
kévetkezik, hogy van olyan intervallum is ahol Q(z) < C. Igy kapjuk az el6bbi allitast.
O
Legyen C-nek és Q-nak két metszéspontja A{ < Sy < AY. Igy a egyenlGtlen-
ség alapjan olyan z-et keresiink, amely |A{, AS[ intervallumban van, sziikebben |A{, S.
(Megjegyezziik, hogy Q a végtelenbe tart a nullaban, igy A > 0 biztosan pozitiv).
Hasonléan belathato a kdvetkezd allités.

9. Allitas. e-nek és Q-nak pontosan két metszéspontja van, és az eqyik kisebb, a mdsik
nagyobb, mint Sy.

Bizonyitas. Ugyanis e(Sg) = C egybeesnek, igy Q(Sy) < e(Sp), amelyre az el6z6hoz
hasonlé kovetkeztetéseket vonhatunk le. [

Legyenck Q és e metszéspontjai: A¢ < Sy < AS. Most viszont a alapjan olyan
x-et keresiink amely vagy x < Af{ vagy = > AS, amelybdl lathato, hogy ha utébbi inter-
vallumbol vennénk S..-t, akkor nagyobb lenne Sy-nal, ezért ezt az esetet kizarjuk.
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A kovetkezd allitasra még sziikségiink van:

10. Allitas. Beldthatd, hogy AY < AS, tehdt |AS, AS[ egy intervallumot hatdroz meg.
Bizonyitas. Valoban, vegyiik a Q(A$) értéket. Ha ez kisebb mint C, akkor A €]A¢, AY.

QA7) < C,
A — plog(AS) < g — 1Sy,

de mivel A metszéspont, ezért Q(AS) rajta van e egyenesen, tehat

G(Ai) < Cy — 0180,
Coy — ClAi < Ccg — 0150,
—ClAi < —0150,
Ai < 507

amely mindig igaz, hiszen —c; > 0, és az elébb belattuk, hogy A{ metszéspont Sj-nal
kisebb. [

Osszegezve tehit az x értéket (amely maga Ss) az |A{, AS[ intervallumban kell keres-
niink, igy az alabbi tétel mondhato ki:

11. Tétel. Ha tekintjik a modellt, akkor [S] végtelenben wvett hatdrértéke, tehdt
Soo (amelyrdl ha feltessziik, hogy pozitiv) az aldbbi nyilt intervallumba esik: So €]AT, A,
ahol

o AS a kisebb gyike az x — plog(x) = ¢y — 15y egyenletnek, és
o AS a kisebb gydke az v — plog(z) = co — c1x egyenletnek.

ahol c1, co és p a tételben szerepld konstansok.

A tovabbiakban numerikusan kerestem az A{ és A$ metszéspontok értékeit kiilonbozs
p paraméterekre. A keresés soran af2.6] 4brat kaptam eredményiil. Az abra alapjan adott p
érték mellett S, értéke a piros és kék gorbe kozott lehet. Ez szélsGségesebb paraméterekre
egészen sziik intervallum.

Tehat S értéke vagy 0, vagy egy numerikusan jol kiszamolhato intervallumba esik. Ez
azt jelenti, hogy példaul ha p nagy, tehat v+ w nagy és 7 kicsi, akkor jol meghatarozhato
Soo értéke, ahogy az az dbran is lathato, feltéve hogy S, # 0.

30



80

60

40 -

Metszéspontok helye

20

—— A®
—— AC

0 50 100 150 200
P

2.6. abra. A{ és az A metszéspontok helyei p fiiggvényében

2.3. Tovabbi kutatasi iranyok

A tovabbiakban megemlitjiik néhany lehetséges folytatasat ennek a kutatasi teriiletnek.
Az egyik esetben kozliink még par gyorsabb eredményt, amely motivaciot adhat az irany
vizsgalatdhoz.

2.3.1. Teljes rezisztens populacid

A modell esetén nem talaltunk explicit megoldasi modot az S, értékének kiszami-
tasara, csupan a[l1] tételben Gsszefoglalt eredményeket tudjuk rola elmondani, miszerint
S vagy egy meghatarozhato, paraméterektdl fiiggs intervallumban taladlhato, vagy az ér-
téke 0. Azt viszont nem tudjuk eldénteni, hogy S, értéke lehet-e és ha igen, akkor mikor
lehet 0. Ebben az esetben a folyamat végén, a teljes populéci6 rezisztens lesz.

Sejtésiink szerint kizarolag abban az esetben lehet az értéke 0, ha magat a folyamatot
is csak fertozottekkel inditjuk, azaz Sy = 0 kezdeti feltétellel. Igy a sejtés az, hogy Sa
mindig a [11] tételben meghatarozott intervallumban van, amelyrdl lattuk, hogy az also
hatara mindig pozitiv. Ugyanis a tétel alapjan az is kovetkezik, hogy az intervallumon
kiviil mas porzitiv értéket nem vehet fel S, igy ha van olyan paraméter, amelyre az
értéke 0 és olyan masik paraméter, amelyre az értéke az intervallumban van, akkor kell
lennie egy olyan paraméternek, amelynél S, értéke 0-bol ,beleugrik” a tételben szerepld
intervallumba.

Ennek vizsgalatdhoz egy lehetséges irany, hogy p — S fliggvény folytonossagat kéne
vizsgéalni. Ugyanis ekkor az el6bb emlitett ugras pontosan azt jelentené, hogy nem folyto-
nos ez a fliggvény. Azonban ha folytonos és taldlunk egy paramétert, amelyre S, értéke
az intervallumban van, akkor biztosan tudnank, hogy S,, minden p paraméter esetén a
tételben szerepld intervallumban van.

Ennek a kérdésnek a vizsgéalata szép lezarasa lenne az el6z6 fejezetnek, azonban ennek
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a vizsgalata mar nem fért bele a dolgozat kereteibe.

2.3.2. A )-javitott rendszer

A becsiilt rendszernek habar meg tudtuk allapitani az egyenstlyi pontjainak stabi-
litasat, és alkalmas korlatokat is kaptunk S, és igy a final epidemic size” (Ry = N — Su)
értékére is, feltéve hogy S, # 0, mégis tobb szempontbol nehézkes” a modell. ElsGként
felttinhet, hogy szemben a statikus modellekkel, a rendszer esetén a betegségmen-
tes egyensilyi allapot stabilitasanak feltétele nem az atlagfokszamtol, hanem a rendszer
méretétdl fiigg. Emiatt igy a lényegesen nagyobb p paraméter sziikséges a stabilitas el-
éréséhez. Masik zavar6 tényezd az analitikus megoldasban megjelentd integraltag, amely
miatt nem tudjuk a ,final epidemic size” pontos értékét megadni.

Mindkét zavaro tényezd a modell egyetlen jellemz§jébél adodik. Ez a jellemz6 az egész-
ségesek részgrafjanak mértéktelen bévitése, azaz hogy addig vesziink fel éleket az egész-
séges csiicsok kozott, amig azok teljes részgrafot nem alkotnak. Habéar az egészségesek
kozotti 0j élek felvételének gyorsasagat az a paraméterrel allithatjuk, lattuk, hogy a sta-
bilitasi feltétel és a ,final epidemic size” becslése soran is eltiinik ez a paraméter. Tehat
barmilyen kicsi pozitiv szidmra allithatjuk a strit6 o paramétert, a rendszer tovabbra is
nehezen becsiilhetd marad, és csak nagy paraméterek mellett lehet stabil. Ezt a ,rossz”
viselkedést érdemes lehet valamilyen valtoztatéassal korrigélni, hogy kénnyebb stabilitési
feltételt kapjunk, és jobban becsiilhetd, akar pontosan szamolhato legyen a ,final epidemi
size” értéke.

Egy lehetséges javitasi otlet, hogy az egészségesek részgrafjat ne stritsiik a teljes rész-
graf eléréséig, csupan valamilyen ardnyig. Legyen ez az arany egy adott 0 < A < 1
paraméter. Ezt a paramétert bevezetve a (2.12)) rendszerbe, csupan a egyenletet
kell médositanunk a kévetkezd modon:

[SS][ST]

[S58) = —27= g + aQISP? ~ [85) (2.40)

Itt példaul ha \ = ‘ZNO valasztassal éliink, akkor az azt jelenti, hogy az egészségesek rész-
grafjat csupan akkor bévitjiik, ha nem éri el a kezdeti fokszam szerinti stirtiséget. Es
ugyanigy, ha magasabb ezen részgraf striisége, akkor éleket fogunk elvenni az egészsége-
sek részgrafjabol. (Ez a viselkedés talan kozelebb allhat a valosagbeli viselkedéshez egy
karantén esetén.)

A abrakon a A-javitott modell futtatasait lathatjuk, kiilonb6z6 kezdeti atlagfoksza-
mokkal. A abran lathato ahogy az egészséges csticsok atlagfokszama nem novekszik
folyamatosan, hanem ,yvisszahiz” egy értékhez. Ez az érték azonban nem AN, ugyanis az
csupan az egészségesek altal feszitett graf strtiségét szabalyozza. Itt az atlagfokszamban

benne vannak az ST és SR élek is, igy kiszamolhat6, hogy

, SSe + SIo+ SRy SR
tlg—noo ds(t) = SOO = )\Soo + K
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(a) Az egészséges cstucsok atlagfokszédma az id6 (b) Az egészséges csucsok részgrafjanak strisé-
fliggvényében, kiilonbo6z6 kezdeti atlagfokszdm- ge az id§ figgvényében, kiilonbozé kezdeti at-
bél inditva lagfokszambol inditva

2.7. dbra. A Ajavitott modell N =100, dy = dg(0) =2,...,12, 7= 2, v =1, a = 75,

w=1, A= 1%0 paraméter-csalad esetén

lesz az egészséges csicsok atlagfokszamanak hatarértéke. A abran viszont az egészsé-
gesek altal feszitett részgraf sirtségét lathatjuk, ami pontosan azt a viselkedést mutatja
amit vartunk. Kékkel a kiilonb6z6 futtatasok lathatok, amelyek a fekete szaggatott vo-
nallal jelolt A értékhez tartanak.

Ezek utan tekintsiik végig a kordbban kiszamolt eredményeket, hogyan valtoznak a A
paraméter hatasara.

Egyensilyi pontok, stabilitasuk
Koénnyen lathato, hogy a (2.13)) egyensiilyi pontok a kévetkezd alakira modosulnak:
x* = (s%,0,7%,0,\(s%)?). (2.41)

A (2.14) Jacobi-matrix altalanos alakja csupan egyetlen elemében valtozik, viszont mi-
vel az egyensiilyi pontok alakja valtozik, ezért az egyenstlyi pontokban vett helyettesitési
értéke, és igy a sajatértékei is valtoznak a Jacobi-matrixnak. Tehat

0 0 —T 0
- 0 -y T 0
JHZ") = 2.42
72 0 0 —(v+74+w)+7As* 0 (2.42)
2aAs* 0 —27As* -«

alaku lesz a javitott rendszer Jacobi-matrixa az egyensilyi pontban. Ezek alapjan az
utolso sajatérték valtozik: —(v + 7 + w) + 7As*. A stabilitasi feltétel a kovetkezs alaki
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lesz:
p > As", (2.43)
és ezaltal a betegségmentes allapot stabilitési feltétele:

p> AN, (2.44)

ahol ha alkalmazzuk a \ = % valasztéast, végiil a p > d feltételt kapjuk, amely feltétel
hasonl6 a statikus hal6zatd modellekéhez.

Analitikus eredmények

Az [SS] élek analitikus megoldéasa [S] fliggvényében sem valtozik nagy mértékben a A
paraméter bevezetésével, mivel a levezetés soran egy egyszerd konstans szorzoként végig-
vihetd. Tehat viszonylag konnyen lathato, hogy a (2.24) képlet a kovetkezére modosul

z(s) = As® + 15274 (2.45)
és igy a formula,
[5S](t) = [S]*(t) (A + Ce™™) (2.46)
alaki lesz, ahol C'= 4% — ), )
do

Itt észrevessziik, hogy ha A = 9¢ valasztast alkalmazzuk, akkor C' = 0 lesz, és igy az

N
exponencialis tag kiesik a képletbdl.

Tekintsiik most az [SI] élek analitikus megoldéasat [S] fiiggvényében. Itt A paraméter
csak a formula felhasznal4dsakor keriil be a levezetésbe, és a tovabbiakban is konstans
szorzoként tovabb vihetd. Igy a egyenlgség a kovetkezdképp alakul:

s

y(s) = pslog(s) — As? — cls/ e AW 4 ey, (2.47)
So

A id6 szerinti transzformalt:
[ST](t) = p[S](t) log([S](t)) — A[S]*(t)

t ) 2.48
- C[S](t)/o e *[S)(u)du + ¢5[S](1), 249

ahol C' = % —ANésc3 = %’(N — Sp) — plog(Sp) + ASp.
Itt végiil ismét alkalmazva A\ := dﬁo valasztasat, C' = 0 lesz, és ezért a (2.48)) formulabol
kiesik az integral tényezé:

[ST](t) = p[S](t) log([S](t)) — ALSI*(¢) + cs[S)(), (2.49)
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ahol c3 konstans is egyszertisodik: c5 = dy — plog(Sy).

A tovabbiakban tehét az integral tényezd becslése sziikségtelenné valik, és kozvetlentil

alkalmazhatjuk a hataratmenetes technikat S,, meghatarozasara, amely vagy 0 vagy a

koévetkezd egyenlet megoldésaként kaphatunk meg:
0 = plog(Ss) — ASeo + do — plog(Sp).

Osszefoglalva a kivetkezs tétel mondhato ki:

(2.50)

12. Tétel. A \-javitott rendszernek végtelen sok egyensilyi pontja van, amelyek a kévet-

kezd alakiak: (s*,0,7*,0, \(s*)?). Eqy egyensilyi pont stabil, ha teljesiil a
p>As*
feltétel. Valamint teljesiilnek a kévetkezd formuldk:

[SS](t) = [ST2(t) (A + Ce™®)
[ST)(t) = [SI(#) [plog([S]()) — [SI(E)(A + Ce™™) 4 ¢2 — CB(t)]

ahol

B(t) := Oz/o e *S)(u)du,
do
C = N A,

ey i =dy — plog(Sy),

+
pi= (7 w+1>
T

és dy a hdlozat dtlagfokszima t = 0 iddpontban.

do valasztassal élve:

Specialisan A 1=

13. Kovetkezmény. Ha a A-javitott rendszer esetén alkalmazzuk a \ =

akkor a betegségmentes dllapot stabilitasdnak a feltétele a kivetkezd:

p>J0.

(2.51)

(2.52a)
(2.52b)

(2.52¢)

(2.52d)
(2.52¢)

(2.52f)

do .
N wvdlasztast,

(2.53)

llletve a ,final epidemic size” Ry = N — Su segitségével szdmolhato, ahol S a kévetkezd

eqyenlet megolddsa:

d
—OSOO = plog(Sy) — dp.

plog(Su) =
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Igy jol lathato, hogy a A-javitas segitségével lényegesen egyszeriisodott a rendszer meg-
oldhatosaga, és alacsonyabb paraméterek esetén is elérhets a stabilitdas. A tovabbiakban
igy érdemes lehet ezt a rendszert is mélyebben vizsgalni. Nem csupéan specidlis A valasz-
tas esetén, hanem altalanos paraméter mellett is lehetne tekinteni a javitott rendszert,
és megvizsgalni, hogyan valtozik a paraméter hatasara a |11 tételben megalkotott becslési
intervallum. Azonban ezen &tletek vizsgalata mar nem fért bele ennek a dolgozatnak a
kereteibe. Tovabbi kutatasok sordn érdemes lehet ezzel a rendszerrel mélyebben foglalkoz-
ni.

2.3.3. Fellangolasok

Az adaptiv SIR tipust modellek viselkedésében talan az egyik legérdekesebb jelenség, az
ugynevezett ,fellangolasok”, amelyek csak numerikus vizsgélatok soran valtak jol lathato-
va. Analitikus vizsgalatuk pedig nehézkesnek bizonyul. Azonban itt tesziink egy kisebb
kitekintést, hogy milyen irdnyokban lehet érdemes a tovabbiakban vizsgilodni.

Mivel egy autondém rendszerrel dolgozunk, ezért tudjuk, hogy a palyak véges idében
nem érhetik el az egyensilyi pontjukat. Azonban a sejtés az, hogy a fellangolasok csupan
addig torténnek, amig az egészségesek szama egy szint alad nem ér. A sejtés szerint ez a
stabil egyenstlyi pontok szintje, azaz ha [S] < p, akkor [I] mar monoton fogyolag tart
0-ba. Erre azonban analitikus eredményeket nem ismeriink, igy numerikus vizsgalatokkal
probalkoztunk, és megprobaltuk megmérni, hogy mennyi fellangolas torténik kiilénbo6zé
paraméterek mellett.

Adott («, v, T,w) paraméterek és nem-betegségmentes kezdeti értékek mellett legyen a
T id6pontig tortént fellingolasok szama az [I](t) fiiggvény szélsGértékek helyeinek szama
[0, T'] intervallumon, amely igy lehet maximum és minimum is. Jel6lje ezt W (7).

Habar W(T') értékére nem ismeriink analitikus kiszamitasi modot, de numerikusan
konnyen, viszont iddigényesen meghatarozhato. A 2.8 abran kiilonb6zé 7 és w értékek,
illetve rogzitett paraméterek (o = 0.01 és v = 1) és kezdGértékek (Sy = 60, I, = 10,
[Rlop = 0, [SS]o = 486, [SI]o = 54) mellett lathato a szélséérték helyek szama T' = 225
id6 alatt, azaz W (225) értéke.

Erdekes folytatdsa lehetne az eddigi kutatasnak a W(T) fiiggvény analitikus megha-
tarozasa, kiilonb6z6 modszerek keresése vagy megalkotésa a fellangolasok szaménak meg-
hatarozasara. Valamint az is fontos kérdés, hogy véges sok fellangolas van-e, azaz [I]-nek
[0, +00[-n véges sok szélsGértéke van-e.

2.3.4. Szimulacidok és diszkrét rendszer

Fontos megjegyzés, hogy az eddigi vizsgalatokat egy folytonos rendszeren végeztiik. Ekkor
a hullamvolgyek esetén [I] értékének minimuma tetszélegesen kicsi pozitiv szam lehet.
Azonban véges halozaton (pl. a lakossagon) terjeds betegség esetén ez nem lehetséges.
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®

0.40344

~

0.32552

o

0.26265

o

3
0.21193

IS

0.171

w

0.13797

N

0.11133

0.1 0.12394 0.1536 0.19037 0.23593 0.2924 0.36239 0.44913

T

2.8. dbra. W (225) értéke kiilonbo6z6 7 és w értékekre

Véges halozaton elgfordulhat, hogy egy hullamvolgy soran a betegek szama 0 lesz. Ilyenkor
viszont a jarvany terjedése megall, ugyanis nem lesz mar tobb fert6z6 cstcs.

Ennek vizsgalatdra — szemben az autoném rendszer vizsgalataval — alkalmasabb lehet
szimulaciokat irni, és gépi kérnyezetben vizsgalni a jelenséget. Mivel az autoném rendszer
megoldéisa a szimulécios palyak atlagat modellezi, igy varhatéan a szimuldciok soran azt
latnank, hogy mig bizonyos trajektoriak az elsé hullam alkalmaval kihalnak, addig més re-
alizacioi a folyamatnak fennmaradnak, és egy tjabb fellangolast okoznak. A késébbiekben
ezzel a teriilettel is érdemes lehet kiilon kutatés keretében foglalkozni.
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Osszefoglalas

A dolgozat elsd felében statikus halozaton zajlo terjedési modellekkel foglalkoztunk. Frre
a halozattipusra vezettiink be két modellt, az atlagolason alapulo és a parok szintjén felirt
modellt. Ezek egyenstlyi pontjairél és azok stabilitdsarol ismertettiink és bizonyitottunk
néhany fontos tulajdonsagot, amelyeket numerikus vizsgalatok segitségével ellendriztiink
is. Valamint az els6 modellre levezettiink, a méasodikra pedig ismertettiink analitikus for-
mulékat, amelyek segitségével az igynevezett ,final epidemic size” értékét is meghataroz-
hatjuk.

A dolgozat masodik felében adaptiv héalozatokkal foglalkoztunk. Bevezettiink két aj
paramétert, amelyek a halozat valtozasaért feleltek. Egy adaptiv modellt irtunk fol a
statikus parok szintjén felirt modell segitségével. Ennek szintjén vizsgaltuk az egyensilyi
pontjait és azok stabilitasat, azonban a tovabbi vizsgalatok miatt be kellett vezetniink egy
becsiilt modellt. Az 1j modellre mar be tudtunk latni analitikus eredményeket, amelyek
segitségével becsléseket tudtunk adni adaptiv halozat esetén a ,final epidemic size” érté-
kére. Az eredetileg felirt és a becsiilt modellek, valamint a statikus és adaptiv modellek
mikodését is Osszehasonlitottuk azonos paraméterek mellett. Végiil pedig alkalmaztunk
egy javitast a becsiilt rendszerre, hogy kikiisz6boljiik a nehézkes integral becslést, illetve
a héalozat méretétdl erGsen fiiggs stabilitasi feltételt.

A dolgozat alapjan osszefoglalasként elmondhatjuk, hogy statikus és adaptiv haloza-
ton lényegesen mashogyan viselkedik a terjedési folyamat. Mig statikus hal6zat esetén
egy viszonylag egyszerd egyszeri fellangolast majd lecsengést lattunk bizonyos paramé-
terek mellett, addig adaptiv halézaton ismétl6ds fellangolast tapasztaltunk. Az adaptiv
modellnél az analitikus Osszefiiggés, illetve a ,final epidemic size” meghatarozasanal ki-
sebb akadalyokba iitkoztiink: az eredetileg felirt modellnél a ,tal sok” nemlinearitas, a
becsiilt modell esetén pedig az integraltag miatt. Igy szemben a statikus modellekkel, itt
nem tudtunk egy konkrét értéket meghatarozni, csupan egy intervallumot adhattunk Sy
értékére. Egy A\ paramétert bevezetve, kissé modositva a rendszer viselkedését, majd al-
kalmazva a A = % specialis vilasztast, a statikus halézatokon felirt modellekéhez hasonld
feltételt és megoldhatosagot kaptunk. Erdemes lenne mélyebben vizsgalni ezt a javitott
rendszert, hogy nem specidlis valasztassal, hanem altalanos A paraméter mellett hogyan
alakulna a rendszer tovabbi viselkedése, és a ,final epidemic size” értékére alkalmazott
becslés, azonban ez mar kiviil esik a dolgozat keretein.
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