EOTVOS LORAND TUDOMANYEGYETEM
TERMESZETTUDOMANYI KAR

ALKALMAZOTT ANALIZIS ES SZAMITASMATEMATIKAI
TANSZEK

DIFFERENCIALEGYENLETEK DISZKRETIZACIOI ES
NEMNEGATIVITASI TULAJDONSAGAIK

MSc Diplomamunka,

Készitette: Témavezeto:
Kiss Franciska Faragé Istvan
Alkalmazott matematika mesterszakos hallgato Egyetemi tanér

Budapest
2018



Tartalomjegyzék

Bevezetés

1. Elméleti 6sszefoglalo
1.1. A Laplace-operator és a gyenge alak . . . . . . . . . ... ... .. ... .....
1.2. A maximum - minimum elv parabolikus egyenletre . . . . . . . . ... ... ..
1.3, M-matrixok . . . . . ..

1.4. Linearis tobblépéses modszerek . . . . . . . . ...

2. A feladat bevezetése
2.1. A hévezetési egyenlet bevezetése [1] . . . . . . ..o

2.2. A numerikus megoldés . . . . . ..o

3. Nemnegativitas oroklédése - Egylépéses modszerek
3.1. Véges elemes modszerrel . . . . . . .. Lo L

3.2. Véges differenciak modszere . . . . .. ..o oL

4. Nemnegativitas oroklédése — LTM
4.1. BDF2 moédszer . . . . . . .
4.2. BDF2 modszer specialis kezdeti kozelitéseken . . . . . . . . . .. ... ... ...
4.3. Numerikus kisérletek és sejtések . . . . . . . .. oo

4.4. A numerikus kisérletek tapasztalatainak elméleti belatésa . . . . . . . . . . . ..
(")sszegzés
Irodalomjegyzék

Koszonetnyilvanitas

16
16
19

22
23
25

27
27
30
32
34

37

38

39



Bevezetés

A hdévezetés az a jelenség, amely soran egy testben a magasabb hémérsékletd helyrsl az ener-
gia alacsonyabb hémeérsékletd helyre aramlik. Az tgynevezett hévezetési egyenlet alatt azt a
matematikai modellt értjiik, amely a fenti jelenség leirdsara szolgal.

A hévezetési egyenletnek olyan kvalitativ tulajdonsagai vannak, melyek valojaban fizikai
tulajdonsagokat takarnak, a matematikai modellnek pedig fontos ezeket tiikroznie. Ezért a
numerikus megoldasnak az a legalapvetébb kritériuma, hogy ezek a kvalitativ tulajdonsigok
oroklgdjenek. Egyik legfontosabb tulajdonsiag a nemnegativités, azaz ha a kezdeti fiiggvényiink
nemnegativ, akkor a megoldas is nemnegativ lesz. A fizikdban nagyon sok modellben, példaul
az abszolut hémérséklet esetében, a megoldas nem lehet negativ.

A dolgozat els6 részében lefektetjiik azokat az elméleti alapokat, melyeket a késGbbiekben
felhasznalunk. Bevezetjiik a maximum-minimum elvet parabolikus egyenletekre, definidljuk a
Laplace-operatort és a gyenge alakot. Felirjuk az M-matrixok definiciojat és a rdjuk vonatkozo
legfontosabb tételeket, illetve bevezetjiik a lineéris tobblépéses modszereket. Az ezt kovetd
fejezetben felirjuk a feladatot, azaz magat a hévezetési egyenletet mellékfeltételekkel, majd a
numerikus megoldast, amivel a fenti feladatot kozelitjiik.

Ezutan ratériink a mar elért eredmények targyalasara az egylépéses modszerek témakorében.
Felirjuk azokat a sziikséges és elégséges feltételeket, amelyek mellett a #-modszerre teljesiil a
nemnegativitas oroklédése. Ezt elGszor véges elemes esetben, majd a véges differenciak modsze-
rével tessziik meg és a térbeli osztasrészek fiiggvényében megadjuk a nemnegativitéds megérzését
biztosité idddiszkretizacios 1épéskdz nagysagat.

Az utolso fejezetben ratériink a nemnegativitas oroklédésének vizsgalatara linearis tobb-
lépéses modszerek keretein beliil, ahol a kétlépéses BDF (Backward Differentiation Formula)
modszert vizsgaljuk és a modszerre készitett numerikus kisérlet segitségével felirjuk sejtéseinket
a feltételekre. Ezutan a sejtéseinket fogjuk beldtni, majd Osszegezziik eredményeinket.

A dolgozatot Gsszefoglalassal és az irodalomjegyzék megadéasaval zarjuk.



1. fejezet

Elméleti osszefoglalo

Ebben a fejezetben bevezetjiik azokat a sziikséges fogalmakat, tételeket, melyekre a dolgozat

késébbi fejezeteiben hivatkozni fogunk.

1.1. A Laplace-operator és a gyenge alak

1.1. Definicié. Legyen 2 C R? egy korlatos tartomany, h € C%(Q) adott fiiggvény. A Laplace-

operator jelenti a h fiiggvény tiszta masodik parcialis derivaltjainak Osszegét, azaz

A hévezetési jelenség leirdasara szolgalo feladat klasszikus megoldasa mellett sziikségiink lesz
a gyenge alak felirasara is. Ez egydimenzioban a kovetkezdt jelenti. Tekintsiik a

ou  0%u
ge_vu €(0,1), t>0 1.1
egyenletet, melynek klasszikus megoldasa az u(x,t) € C*1(Qr). (A Q7 tér-id6 tartomanyt

késsbb pontosan definialjuk.) Legyen

v e Cy(0,1) :={v e C'(0,1)NC[0,1],v(0) = v(1) =0}

az ugynevezett probafiiggvény.
Ezzel a probafiiggvénnyel beszorozzuk az egyenletiinket és integraljuk (0, 1) intervallumon,
akkor a kovetkezs alakot kapjuk:
L ou L o2u

i E(m,t) ~v(z)dr = ) @(w,t) v(z)dz, Vv € Cy(0,1). (1.2)
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Ha u klasszikus megoldésa a (1.1) egyenletnek, akkor minden v € C}(0,1) probafiiggvényre
teljestil (1.2). Parciélis integralas segitségével a jobb oldalra az

/01 a—u(:zc,t) ~v(z)dr = [@(x,t) : v(w)} 1 - 1 Ou, v'(z)dx

0x? ox oo Jo O

egyenlGtlenséget kapjuk. Itt az elsé tag kinullazodik, hiszen a v fiiggvényt ugy valasztottuk
meg, hogy az = 0 és az = 1 pontban nulla értéket vegyen fel. Igy az (1.2) integralegyenlet
¢ 1 1

) %(I,t) ~v(z)dr = — i g—z ' (z)dx, Vv € C;(0,1) (1.3)
alakban irhato fel. Tehat olyan u(z,t) fiiggvényt keresiink, amely egy tetszéleges t rogzitett
érték esetén minden v € C3(0, 1) mellett az (1.3) egyenletet is kielégiti. Ezt az alakot nevezziik
gyenge alaknak, és az ilyen tulajdonsagu u fiiggvényt pedig gyenge megoldasnak. Ha u klasszi-
kus megoldasa az egyenletnek és (1.3) teljesiil, akkor u gyenge megoldas is. Ekkor elegendd,
ha minden rogzitett ¢ esetén x-ben egyszer folytonosan derivalhaté és folytonos, t-ben pedig

folytonosan derivalhato a fliggvény. Ezt Szoboljev-térnek nevezziik és H; (0, 1)-gyel jeloljiik.

Ha u € Hj-beli gyenge megoldas és elég sima, akkor klasszikus megoldas is.

1.2. Megjegyzés. Tobb dimenzioban hasonloképp tudjuk definidlni a gyenge megoldast. Eb-
ben az esetben a gyenge alak a divergencia és a gradiens segitségével, a Green-, és a Gauss —

Osztrogradszkij-tétellel irhato fel [1].

1.2. A maximum - minimum elv parabolikus egyenletre
Legyen €2 C RY korlatos, sima peremt tartomény, 7' € RT adott szam, és jeldlje

Qr = {(z,t),x € Qt € (0, T]} =Q x (0,7T]
R? x R*-beli halmazt. Ennek parabolikus hatara a kovetkezd halmaz:

Iy = {(2,0),2 € Q} U{(x,t),z € 9Q,t € [0,T]}.
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A kovetkezs fejezetekben bevezetjik a hévezetési egyenletet, mely a vizsgalt hévezetési
jelenséget modellezi. Ebbdl kévetkezik, hogy vannak olyan tulajdonsigai, melyeket a numerikus
modszerlinknek orokolnie sziikséges.

Az egyik legfontosabb ilyen tulajdonsidg a nemnegativitds megérzése, azaz ha a megoldas-
fiiggvény a parabolikus peremen nemnegativ, akkor ebbdl kévetkezik, hogy u(z,t) > 0 Qr-n.

Ennek belatasdhoz a maximum-elvet hasznéljuk, amely a kdvetkez6t mondja ki:

1.3. Tétel. (Mazimum-elv) Tegyiik fel, hogy u € C**(Qr)NC(Qr)-beli olyan figguény, amelyre

% —Au=0, (2,t)€Qr (1.4)

Ekkor az u fiigguény a maximumdt a parabolikus peremen felveszi, azaz

max u(z,t) = max u(zx,t).

Qr Ir
1.4. Tétel. (Minimum-elv) Az el6z6 tétel feltételeivel az u fiiggvény minimumdt a parabolikus
peremen veszi fel, azaz

min u(x,t) = minu(z,t). (1.5)
Qr Ir

A kovetkezdkben bebizonyitjuk a tételt, majd megmutatjuk, hogy ennek kovetkezményeként
a minimume-elv is kozvetleniil belathaté.

Bizonyitas. (Maximum-elv) Ha u fiiggvény konstans, akkor az allitas nyilvanvaloan igaz.
Tehat tegyiik fel, hogy u nem konstans fiiggvény. Jelolje M := maxp, u.

Indirekt modon tegyiik fel, hogy létezik olyan (xg,ty) € Qr pont, amelyre teljesiil az

u(zo, to) = pu > M (1.6)

egyenlGtlenség. Vezessiik be a kovetkez§ fiiggvényt:

w— M
2T

v(x,t) == u(x,t) + (tg — t).

Ez a fiiggvény C*1(Qr) N C(Qr)-beli, azaz a Weierstrass-tétel értelmében létezik maxg .
Mivel minden (z,t) € I'r esetén

u—M_u+M<
2 - 2 /J”

v(x,t) < M+

és v(xo,to) = u(wo,ty) = i, ezért v a maximumét nem I'r-n veszi fel, azaz csak Qr-n veheti

fel. Ennek a maximumnak legyen (z*,t*) € Qr a helye. Mivel ez egyben lokilis szélsGérték is
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(hiszen bels6 pont), ezért

0 0?
a—:(x*,t*) =0 és a—xg(a:*,t*) <0  Viesetén,

7

azaz Av(z*,t*) < 0. Igy teljesiil a kovetkezd egyenlétlenség is:

ov
2t ) — A * Y > 0.

(Ha t* = T, akkor 2¢(z*,t*) > 0.) Ebbdl pedig az kovetkezik, hogy
— (2", t") — —(z",t") > 0. (1.7)

Masrészt minden (x,t) € Qr pontban

ov _ Ou w—
E(m,t) — Av(z,t) = E(m,t) — Au(zx,t) —

2T

< 0,

hiszen az els6 két tag kiilonbsége nulla, mert u fiiggvényre (1.4) igaz. Igy az indirekt feltétel
miatt a harmadik tag negativ lesz. Ez viszont ellentmond az (1.7) (z*,t*) € Qr pontbeli

egyenlGtlenségnek. [J

1.5. Kovetkezmény. Ha u fiiggvénynek a —u fiiggvényt vélasztjuk meg, akkor a fenti bizo-
nyitas a minimum-elvet bizonyitja, hiszen a —u fliggvény maximuma megegyezik a eredeti u

fiiggvény minimumaéval. (A linearitas miatt a —u fliggvény szintén kielégiti a (1.4) egyenletet.)
Ezért érvényes a kovetkezd egyenlStlenség

minu(x,t) < wu(x,t) < maxu(x,t), V(x,t) € Qr, (1.8)

Ir Ir

amelyet maximum-minimum-elvnek neveziink és az ismeretlen megoldasfiiggvény kétoldali becs-

lését jelenti.

1.3. M-matrixok

1.6. Definicié. Az olyan A € RV*YN matrixokat, melyek f6atlon kiviili elemei nempozitivak,
nemszingularisak és inverziik nemnegativ, M-matrixoknak nevezziik. Egy A matrix nemnegativ,

azaz A > 0, ha Vi, j esetén a;; > 0.
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Az M-matrix nevében az M beti a koordindtanként monoton rendezésre utal. Ugyanis ha

egy A méatrix M-matrix, akkor az
Az > Ay =2 >y

implikéci6 igaz.

Az M-métrixokra érvényesek a kovetkezd tételek [4]:
1.7. Tétel. Egy M-madtriz fédtloja pozitiv elemeket tartalmaz.

A definiciéban szerepld feltételeket altaldban nem konnyt ellendérizni, mert ezekhez ismer-
niink kellene az A matrix inverzét. A kovetkezs tétel egy olyan sziikséges és elégséges feltételt

fogalmaz meg, amely kénnyen ellenérizhets feltételt ad egy matrixra.

1.8. Tétel. Legyen az A € RN*N mdtriz olyan, hogy a fédtldjan kivili elemek nempozitivak.
Ekkor A pontosan akkor M-mdtrixz, ha van olyan g € RN pozitiv vektor, mellyel Ag > 0, ahol

"> " azt jeloli, hogy a vektor minden koordindtdja szigorian nagyobb, mint nulla.

Ekkor a g és az Ag vektorok segitségével becslést tudunk adni az A~ matrix maximumnor-

majara.

1.9. Tétel. Legyen A M-mdtriz és g > 0 eqy olyan RN -beli vektor, melyre Ag > 0 teljesil.
Ekkor

A o M9l 1.9
AT s A, (1.9)

1.10. K6vetkezmény. Ha A diagonalisan dominans, megfelel§ elGjeltulajdonsagi matrix, ak-
kor M-matrix. Ugyanis, a ¢ = e = (1,1,...1) vektorral az 1.8 tétel feltételei teljesiilnek. Ekkor
az (1.9) becslés

1
TA™ [loo< —
- L Zjvzl @ij

alakban frhato fel.
1.4. LineAris tobblépéses modszerek

Tekintstink a

(1.10)
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kozonséges differencidlegyenletet, amelyet Cauchy - feladatnak vagy kezdeti érték feladatnak
neveziink. Itt wy az adott kezdeti értékiink. Feltessziik, hogy az egyenletnek létezik egyértelmi
megoldéasa, amely a sziikséges simasdggal rendelkezik. Példaul, ha f mésodik valtozdjaban
Lipschitz tulajdonsagu és folytonos fiiggvény, akkor egyértelmiien létezik megoldas. Ha f € C*,
akkor a megoldds C**1-beli. Célunk, hogy kozelité megoldést konstrualjunk az (1.10) feladat
megoldasara.

Osszuk fel a [0,7) intervallumot racspontokkal a kévetkezd modon:
wr={n-7,n=0,1,...}, (1.11)

ahol 7 > 0 adott paraméter, ezt ekvidisztdns racshalonak nevezzik. Olyan y, : w, — R
racsfiiggvényt szeretnénk meghatérozni, amely az adott racshalobeli pontokban jol kozeliti a
w(t) megoldasfiiggvényt, azaz y,(t,) ~ w(t,). Jeldlje vy, az y, fiiggvény ¢, pontban felvett

értékét, azaz y, (t,)-t. A racsfliggvény meghatarozasa a kovetkezd otleten alapul. Mivel

w(ty) = lim w(tn) _Tw<t”1), (1.12)

ezért kis 7 esetén

w(ty) m ==l 1,
T

Az (1.10) egyenlet jobb oldalanak kozelitése a t = t,, pontban az

[, w(tn)) ~ f(tn yn)

alakban irhato fel. Ezért az (1.10) egyenlet ¢ = ¢, pontbeli egyenlGsége alapjan felirhatok a
numerikus sémak.

Az egylépéses modszerek specialis alakjai :

e Explicit Euler modszer:

Yn = Yn—1 + Tf<tn717 ynfl)-

e Implicit Euler modszer:

Yn = Yn—1 + Tf(tn) yn)

e Trapéz modszer:

Yn = Yn—1+ % (f(tn1,Yn1) + f(tn, Yn))
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A t6bblépéses modszerek esetén az egylépéses modszerekkel ellentétben nemcsak y,,_q érték-
bél, hanem tobb el6z6 értékbdl szamitjuk y, értéket. A modszerek dltalanos alakja a kovetkezd

modon irhato fel:

aoYn + A1Yn—1 +---+ ArYn—k = h[bl)fn + blfn—l + ... bk’fn—k]a

aholn =k, k+1... és fr :== f(tg, yx). A modszert meghatarozo paraméterek ag, ay, . . . ay, bo, by,

.. b, ahol ag = 1. A t6bblépéses modszer alkalmazhatosaganak két feltétele van. Az els6, hogy
ag # 0, hiszen, ha ag nulla értékd lenne, y, nem meghatarozhato a fenti egyenletbsl. A masik
feltétel, hogy vo, 1, ... yr_1 adottak legyenek. Ha by = 0, explicit, ha by # 0, akkor implicit
modszerrsl beszéliink. A modszer alkalmazasa soran az 1o, y1, . . . yp_1 értékeket altalaban egy
jol megvalasztott egylépéses modszerrel hatarozzuk meg. Az egyiitthatok jo megvélasztasa
esetén magasabb rendt konzisztenciat kaphatunk, mégpedig p = 2k az implicit és p = 2k — 1
az explicit modszerek esetében.

Tekintsiik az (1.10) egyenletet az (1.11) racshalon. Legyen
W=w, {t;,1=0,1,2,...k—1}.

Ekkor jelslje F(w,) az w, — R fliggvények vektorterét és F(w?) az w? — R fliggvények vektor-
terét.

Jelolje N, : F(w,) — F(w,) a kovetkezs operator:

k k
20z (tag) = Yo bifusy Vi € W)

20 (tn) to€ {t,1=0,1,2,. . k—1}.

(Nr2r)(tn) = (1.13)

ahol z, € F(w;).

1.11. Definici6. (0-stabilitdas) Azt mondjuk, hogy az N, : F(w,) — F(w,) operator 0-stabil,
ha léteznek olyan K, 79 > 0 allandok, hogy V7 < 7y esetén tetszéleges ¢,, d, € F(w,) racsfiigg-

vényekre érvényes az alabbi becslés.

ler(tn) — dr(t,)] < K- <Z|CT (t;)] + max |—Ak—Bk|>, Vn="FkEk+1,...,

k<n<N

ahol Ay és By, a kovetkezdket jelenti.

k
= Zaj(cT(tj) — T es B, = Zb tn—j, CT n— J)) - f(tn—judr(tn—j)))‘
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Azaz, ha megfelel6en kozeli értékeket vesznek fel a ¢, és a d, racsfiiggvények az els6 k pontban,
és ezen racsfiggvények N, képei F(w,)-ban is kozel vannak egymashoz, akkor ebbdl kovetkezik,

hogy ¢, és d, is kozel vannak egymashoz F(w,)-ban.

1.12. Megjegyzés. A specialis k = 1 esetben, azaz az egylépéses modszerek esetén, ez a

definici6 megegyezik a szokéasos zéro-stabilitas fogalmaval [2].
Speciélis esetben a modszerek alakjai a kdvetkezdk:

1. Adams - tipust moédszerek, azaz ag = 1,01 = —1,a0 = a3 =--- = a = 0.

Alakjuk a kovetkezd:

= _hyn_l :b(]fn‘i‘blfnfl_’_---bkfn*k? n:k7k+1’

Ha by = 0, akkor a kapott explicit modszert Adams — Bashfort (AB) modszernek, ha

by # 0, akkor az igy kapott modszert Adams — Moulton (AM) moédszernek nevezziik.

Belathato, hogy a k-1épéses Adams-modszerek k 4 1-ed rendben konzisztensek.

1.13. Megjegyzés. Az egylépéses Adams — Moulton modszer by = 1 és by = 0 megva-

lasztassal az implicit Fuler modszert jelenti.

2. Retrograd modszerek : BDF (Backward Differentiation Formula)

Retrograd modszerek esetén by # 0 és by = by = --- = b, = 0. Igy alakjuk:
Yn + @1 Yn_1+ -+ apYn_r = hbofn, n=kk+1,...

A BDF modszerek egyiitthatoit az egyes esetekben az 1.1 tablazat tartalmazza.

A tablazatban p jeloli a rendet. A k = 6 -nal tobb lépéses moddszerek mar nem lesznek 0-
stabilak, igy konvergensek sem. Ezért ezekkel nem foglalkozunk. Ha tekintjiik a Dahlquist

- féle

u = Au, A € C( vagy R
) (1.14)
u(0) adott

tesztegyenletet, és alkalmazzuk ra a linearis tobblépéses modszer altalanos alakjat, a

kovetkezd irhato fel: .

k
Z QijYn—j — T Z bj)\yn—ja (115)

j=0 §=0)
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plki| b |ao a1 ) a3 Qy as Qg
11 1 1 -1
2 4 1
212 3 1 3 3
6 18 9 2
3|3 11 1 11 11 11
12 _48 | 36 | _16 | 3
414 25 1 25 25 25 25
515 89 | 1 | =300 | 300 | 200 | 75 | _ 12
137 137 | 137 137 | 137 137
66|80 | 1 | 360|450 | 400 | 225 | _ 72 | 10
147 147 | 147 147 | 147 147 | 147

1.1. tablazat. A BDF modszer 1épésszamai, optimalis paraméterei és a rendek kapcsolata

amely y; = &’ helyettesitési értékkel

k k
(&) =) ag"7 —7-A> be" 7,
3=0 7=0)
alakot 0lti, ahol

k

p(§) = Z a;E"d
j=0

. (1.16)

o(§) =) b
Jj=0)

Ekkor I1(£) egyenletet a lineéaris tobblépéses modszer karakterisztikus polinomjanak, p(&)
k-adfoku polinomot az elsé karakterisztikus polinomjanak, o(£) polinomot pedig a méso-

dik karakterisztikus polinomjanak nevezziik.

1.14. Definici6. (Gyokkritérium) Ha &;,&,...& a p(§) = 0 algebrai egyenlet gyokei,
akkor |§]| < 1,VI=1,2,...k és|§| = 1 esetén & egyszeres gyok.

1.15. Allitas. Egy linearis tobblépéses modszer pontosan akkor O-stabil, ha az els6 ka-

rakterisztikus polinomjara teljesiil a gyokkritérium.

1.16. Allitas. (Dahlquist -féle els6 rendkorlat) Egy k-lépéses linearis tobblépéses modszer

O-stabilitdsanak maximélis rendje

p < k+1, ha k péaratlan

p < k+ 2, ha k péros.
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1.17. Definicié. (Stabilitasi tartomany) Egy linearis tobblépéses modszer stabilitasi tar-

tomanyanak nevezziik az

Z :={z € C: amelyekre a z = A7 esetén a I1(£) polinom gyodkeire teljesiil a gyokkritérium}
halmazt.

1.18. Definici6. Egy linearis tobblépéses modszert abszolit stabilnak neveziink (azaz

A-stabil), ha C; C Z.

1.19. Definici6. (A(a)-stabilitas) Azt mondjuk, hogy egy linearis tébblépéses modszer
A(«)-stabil, ha

Z2{zeC:ze0U]arg(z)| < a}.

1.20. Megjegyzés. Egy modszer, ha A-stabil, ekvivalens azzal, hogy A(%) -stabil.

1.21. Megjegyzés. A BDF modszerek A-stabilak & = 1,2 esetben, 2 < k < 6 esetben
pedig A(«)-stabilak az alabbi tablazatban szerepls a szogekkel.

k|1 2 3 4 5 6
a | 90° | 90° | 86° | 73° | 51° | 17°

1.2. tablazat. A BDF modszer lépésszamai és az A(a)-stabilitasi tartoméanya

1.22. Allitas. (Dahlquist - féle masodik rendkorlat)

e Az explicit lineéris tobblépéses modszerek nem A-stabilak.

e Egy A-stabil linearis tébblépéses modszer rendje p < 2.
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1.23. Megjegyzés. A Dahlquist - féle masodik rendkorlat alapjan nem érdemes méasod-
rendtinél magasabb rendd modszert alkalmazni, hiszen p > 2 esetén mar nem lesznek
A-stabilak a modszerek. Ezért a dolgozat soran a BDF2-t, azaz a kétlépéses BDF mod-

szert fogjuk vizsgalni.

1.24. Megjegyzés. Az egylépéses BDF modszer az implicit Euler modszer.

A retrograd modszerek nagyon jol hasznalhatoak merev rendszerek kozelitésére.
1.25. Megjegyzés. A BDF modszerek maximélis rendje k 1épéses modszerek esetén k.
Ha egy feladat megoldasa olyan, hogy két fliggvény Osszegeként &ll el6 és az egyik viszonylag

gyorsan kioltodik (nulldhoz tart), akkor merev feladatrol beszéliink.

Tekintsiik a Shampine - Gear egyenletet, amely egy merev rendszert ad meg:
y'(t) = Ay(t) — AF(t) + F'(t), (1.17)

ahol F'(t) egy adott lassan valtozo fliggvény (azaz F'(t) kicsi) és A egy adott szam. Ekkor

megmutathato, hogy az (1.17) rendszer megoldasa
y(t) = F(t) + e [y(0) — F(0)].
Ha tekintjiik az y megvaltozasat egy adott tq értékben, akkor felirhato a
y(t +to) = F(t +to) + e [y(0) — F(0)]

egyenlet. Ha a Re) érték nagysagrendileg sokkal kisebb, mint nulla, azaz ReA << 0, akkor
y(t +ty) = F(t +to), azaz minden € > 0-hoz létezik t* > 0, amelyre

ly(t) — F(t)| <e, Vt>t"

[gy ebben az egyenletben F'(t) a nem merev Ssszetevs, e [y(0) — F(0)] pedig a merev dsszeteve.
A kozonséges differencidlegyenletek sok esetben felirhatoak linearis egyenletrendszer alak-
ban, azaz
y'(t) = Ay(t), (1.18)
ahol y € R? és A € R¥™%beli matrix. A fenti egyenletet tekintve, ha meghatarozzuk az A
matrix sajatértékeit, és teljesiil rajuk, hogy Aje. < 0 és A, < 0, akkor a rendszer megoldasa
d = 2 esetén felirhato

y(t) — Cle)\maxt + Cgekmint



1. FEJEZET. ELMELETI OSSZEFOGLALO 15

alakban, azaz nagyon eltéré lambda értékek esetén merev megoldast szolgaltat. Ez alapjan
érthetd, hogy altalaban, linearis rendszerek esetén bevezetheté a merevség ismérve a kdvetkezs
modon.

Tekintsiik az el6z6, (1.18) differencidlegyenletet. Jelolje

max; ]Re)\]\
— ! 1.19
min; |Re),| (1.19)

hanyadost, ahol \;, 7 =1,2,...d az A matrix sajatértékeit jeloli.

1.26. Definici6é. Azt mondjuk, hogy a fenti rendszer merev, ha Vj Re\; < 0és S = O(10)

(azaz 10-es nagysagrendi).

A merev rendszerek numerikus megoldéasa specialis megkozelitést igényel. Ilyen lesz a ho-
vezetési egyenlet szemidiszkretizacioja is (kés6bb belatjuk), ezért a tovabbiakban igy fogunk

eljarni.



2. fejezet

A feladat bevezetése

2.1. A hévezetési egyenlet bevezetése [1]

Legyen ®(z,t) az egységnyi id6 alatt egységnyi térfogaton (keresztmetszeten) athaladé anyag

mennyisége, azaz a fluxus. Jelolje F'(x,t) a forrast, azaz az egységnyi id6 alatt, egységnyi

térfogaton keletkezd anyagot.

Ekkor
Qf:/ A(D (21, 1) — B(ay, 1))dt

t1

az |1, xs] pontokkal hatéarolt szakaszon a [t1,ts] idSintervallumban, egy A nagysagu kereszt-

metszeten a (bearamlo - kidramlo anyag) tomegvaltozast jelenti, melyet felirhatunk

Q1 = / / —(A®(x,t))dzdt

alakban is. A forras altali anyagvéltozas:

to o
Q2 = / / AF (s, T)drds,
t1 x1

ahol F'(x,t) jeloli az = helyen, ¢ id6pontban keletkezd (elnyel6dd) anyag stirtiségét.

Masik oldalrdl a témegvaltozas az u(x,t) anyagi stirtiségre:

Qs :/ A(u(s, ta) —u(s,ty)ds —/ / (s,t)dtds.
z1

A mérlegegyenlet alapjan:
Q1+ Q2 = U,

16

(2.1)
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amely egyenletbe az el6z6 atalakitasok beirhatoak:

2 rr2 [ g T2t Gy
/t1 /x1 {%A(I)(:U,t)—i-AF(x,t)] dxdif—/x1 /tl Aadsdt,

Ebbdl integralaltalakitassal [ti,ta] és [z, o] tetszOlegessége és A keresztmetszet allandosaga

miatt a

o o0 _
ot Or

egyenletet nyerjiik, amelyet altalanos transzport egyenletnek neveziink. Ha Fick-torvény alap-

F (2.2)

jan hatarozzuk meg a fluxust, amely kimondja, hogy az anyagiramlas strtisége egyenesen aré-

nyos a koncentracio gradiensével és ellentétes iranyt, akkor

O(x,t) = —k(m,t)%(x,t), (2.3)

ahol k(x,t) az ardnyossagi tényezd. A (2.3) egyenletet behelyettesitve (2.2) egyenletbe,

o (b9 =
egyenletet kapjuk. Ha k értékét allandonak valasztjuk meg, akkor a forrasos hévezetési egyen-
letet kapjuk meg. Ha emellett feltessziik, hogy F' = 0, akkor a dolgozatban vizsgalt hévezetési
egyenletet kapjuk.

Egydimenziéoban homogén anyagparaméterek mellett a hévezetési egyenletet a kovetkezs-
képp lehet értelmezni: tekintslink egy L hossziisagi, henger alaka rudat. A rad pontjait z-el
jeloljiik, ahol = € [0, L]. Legyen u(x,t) az a fliggvény, amely megadja a rad hémérsékletét az x
pontban a t id6pillanatban. A kovetkezd egyenletet kapjuk:

0 0?
EA L 3 (2.4)
ot Ox?

A dolgozat soran az d-dimenzios egyenlet kovetkezs alakjat fogjuk hasznalni: legyen d € N7,
ekkor tekintsiik a térben az d-dimenziés homogén, forrasmentes hévezetési egyenletet, amelynek

alakja
d

ou 0%u
i=1 i

ahol u € C>(Q7) N C(Qr).
A parcialis differencidlegyenlethez meg kell adnunk a sziikséges mellékfeltételeket, hiszen az
egyenlet egy fizikai jelenséget modellez, igy sziikségiink van a kezdeti feltételre és a peremfelté-

telekre.
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Tekintsiik a (2.5) egyenletet az
u(z,t) = g(x,t), (z,t) € Tr (2.6)
mellékfeltétellel, ahol g : 'y — R adott folytonos fiiggvény. A (2.6) feltétel ¢ = 0 pontjaiban
u(z,0) = g(z,0) := up(x) (2.7)
az ugynevezett kezdeti feltétel, ami kezdeti hémérsékletet jelol, mig az
u(z,t) = g(x,t), x € 0N (2.8)

a peremfeltétel.
Ha az u(z,t) fliggvény a térbeli peremen allando értéket vesz fel, azaz g = const , akkor
minden ug(z) esetén

lim w(z,t) = u*(z),

amely megoldasa az

Lu*=0

egyenletnek. Ezt a megoldast nevezziik stacionéarius héeloszlasnak. Példaul egydimenzioban,

u(0,t) = pp és u(1,t) = py esetén
u(x) = zpo + (1 — x)ps.

Erre felirhat6 az (u*)”(z) = 0 egyenlet.
Jelolje L : C?(0,1) N C[0,1] — C[0, 1] a kdvetkezd operétort:

(Lp)(z) = p"(z), ahol domL := {p € C*(0,1) N C[0,1], p(0) = p(1) =0} . (2.9)
2.1. Definicié. Egy p € domL figgvényt az L operator sajatfiiggvényének nevezziik, ha
p(z) #0és INER: (Lp)(x) = A\p(z).
A X € R szamot az operator sajatértékének nevezziik.
Megmutathato, hogy a (2.9) L operator sajatfiiggvényei és sajatértékei

pr(x) = sin ke,

A\ = —k*n?. k=1,2,...
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2.2. A numerikus megoldas

A tovabbiakban az egydimenzios, linearis parabolikus tipusu feladat numerikus megoldasat
keressiik. Ezt a kdvetkez6 modon allitjuk els. ElsS 1épésként generalunk egy wy racshélot

Q-ban. Ha Q := [0, L] C R! (egydimenzi6s probléma), akkor

L
wh:—{xi—ih,i—o,l...N+1,h—N—+1}. (2.10)

Jelolje uy(x,t) a térbeli diszkretizaciot, az un. szemidiszkretizaciot. Ez N db fliggvényt jelent,
amelyet a gyenge alakbol allitunk el6. Ebben az esetben a térben diszkretizalt, ugynevezett
szemidiszkrét megoldéast a kovetkezs alakban keressiik

N

un(et) = 3 o ()¢l (2), (2.11)

i=1
ahol N (z) (i = 1...N) valamely Hy = span {¢1, 2, ... on}-beli véges elemes lineéris ba-
zisfiiggvény-rendszer. (Itt Hy a H}(0, L) halmaz egy alkalmas véges dimenzios részhalma-

za.) A perempontokat nem vessziik bele a szemidiszkretizacioba, hiszen ezekben a pontokban
N

a fliggvény értéke rogzitett. Az ismeretlen o' (t) vektorfiiggvényeket a gyenge alak segitsé-

gével kaphatjuk meg, a bazisfiiggvényekkel skalarisan szorozva Gket a kovetkezs kozonséges

differencidlegyenlet-rendszer megoldasaival allithato eld:

da?(t) o N
M= = Qa™(t) = 0,t > 0 -

a(0) = a®,

ahol M és @) adott, N x N méreti konstans matrixok, linearis véges elemek esetén alakjuk

pedig a kovetkezd:

410 --- 0 -2 1 0 - 0

1 4 1 1 -2 1
M = (1/6) ) és Q= (1/n?)

1 4 -2

Itt o = ug(x;) adott vektor.
Ha M ~!-gyel beszorozzuk balrél a (2.12) egyenletet, a kivetkezs alakra hozhatjuk a formu-
lat:
wiy(t) = f(t, wn (1)), (2.13)
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ahol wy : R — RY &s f(t,wn(t)) ebben az esetben M~'Qa’N(t) alakt. Ennek numerikus

megoldaséara a [0,7") intervallumon egy
wei={t; = jr, j=01...1} (2.14)

id6 szerinti racshéléon valamilyen numerikus modszert alkalmazunk. A tovabbiakban yg jeloli az
Wh,r = wp, X w, racshalon az v megoldasfiiggvény kozelitését a (x;,t;) pontban és ezt nevezziik
numerikus megoldasnak.

Vizsgaljuk meg a kapcsolatot az L operator és a () matrix sajatértékei és sajatvektorai
kozott.

A @ matrixra felirhaté a

Qu=X\v

sajatérték-feladat, ahol v € RV*2 és vy = vy, = 0 sajatvektor és )\ sajatérték. Q képlete

alapjan ekkor a kovetkezs egyenletek igazak:

1
ﬁ(vi_l—Qvi—kal):/\vi, 221,2,,N

Ezt atrendezve a

viog— 2+ M) v vy =0,  Vi=1,2,...,N (2.15)

egyenleteket kapjuk.
Ekkor vélasszuk meg a sajatvektorokat v; = sin auxr; alakunak, ahol az z; = ih racspontok

és keressiik a-t. Ezt behelyettesitve (2.15) egyenletbe, felirhatjuk a
sin aw;_; — (2 + Ah?) sin ax; + sinaw; ., =0
Osszefiiggést. Trigonometrikus azonossagokat alkalmazva és atalakitva ekkor a
U4 [QCosah—(2—|—)\h2)}:O, Vi=1,2,...N

kifejezést kapjuk. Mivel legalabb egy indexre v; # 0, hiszen v; sajatvektor nem lehet az azonosan
nulla vektor, ezért

2 cosah = 2 + \h?

irhato fel, mely segitségével A-t kifejezve a kovetkezd Osszefiiggést kapjuk:

A = ——(1 —cosah) = ——sin )

2cosah — 2 2 4 ., (ah
B h? 2 )
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A fenti egyenletbe a vg = vy 1 = 0 feltételeket belevéve kapjuk, hogy
Oék:k”/T, k:1,2,

hiszen
vy = sin(axg) =sin0 = 0,
Un41 = sin(azxyyg) = sina = 0.

Ebbdl pedig kapjuk a sajatértékekre, hogy

4 kh
)\k:—ﬁsinQTﬂ, k=1,2,...N (2.16)
a sajatvektorokra pedig
v = [sinaz;]y,, k=1,2,...N. (2.17)

Vizsgéaljuk meg az igy kapott rendszeriinket a 1.26 Definici6 alapjan. Az latszik, hogy min-
den sajatérték valos és negativ, igy csak a masodik feltételt kell ellendérizniink, azaz, hogy a
maximalis és a miniméalis sajatérték hanyadosa milyen nagysagrendqi.

Irjuk fel S képletét a mostani rendszerre.

[\

>

™

-2 ( (N=1)hr -2 ( (1-h)m .

max; A,  —Ay.p O (—> Sl (T) sin® (3 — &%) cos? 2 o [(Th

i el v —5 = 5 = = = cot
min; \; -\ sin® (%) sin®(

sin®(%%) sin” 5t

Ekkor legyen z = % Tekintsiik ennek a fiiggvénynek a hatéarértékét:

lim cot 2 = o0
z—0

Azaz S ~ O ((Li)"’) =S ~ O (7). Tehat a rendszeriink merev.
2

2.2. Kovetkezmény. A-stabil modszerre van sziikségiink a hévezetési egyenlet numerikus meg-

oldasdhoz. A BDF2 j6 modszer lesz, hiszen ez a modszer A-stabil, mint azt korabban megmu-

tattuk.



3. fejezet

Nemnegativitas oroklédése - Egylépéses

modszerek

Ebben a fejezetben a korabban bevezetett feladatot felirjuk egylépéses modszerekre és ismer-
tetjitk a témakorben sziiletett eredményeket [3]. Az el6z6 fejezetben definialt (2.12) feladatot
egylépéses modszerrel az

ot _ i

M=——= = Q07" + (1 — 0)ad) (3.1)

T

linearis algebrai egyenletrendszerrel oldhatjuk meg numerikusan, ahol 0 < # < 1 és a® > 0
adottak. Ezt a modszert -modszernek nevezziik.

Speciélis esetekben:
1. 6 =0 esetben a modszer
oIt o

M— = Qd’

T

alakd, amely az explicit Euler modszert jelenti.

2. 0 = 1 esetben az implicit Euler médszert kapjuk, melynek alakja:

J+l _ o
ME T Qait,

T

3. 0= % esetben pedig a trapéz modszer kaphato, amely

adtt —ad 1 . 1 .
_— = Zadtt —a/ 2
M - Q (2a + 5¢ > (3.2)

alaku.

22
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3.1. Véges elemes modszerrel

Ha a szemidiszkretizaciot véges elemes modszerrel hajtjuk végre, akkor az (2.12) egyenlet nu-

merikus megoldasa (3.1) alakt. Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:
X, = (M +76Q);
Xo:=M—-71(1-0)Q.
Feladatunk, hogy meghatarozzuk, milyen feltételeket kell felallitanunk 7-ra és h-ra, hogy a

nemnegativitas oroklgdjon. A tulajdonsag oroklgdésének sziikséges és elégséges feltétele, hogy

az

X =X X (3.3)

matrix nemnegativ legyen, azaz X > 0. Jeldlje

T

Ha felhasznaljuk az el6z6 fejezetben M és (Q definiciojat, akkor Xi-et és Xo-t felirhatjuk
h 14 2 h 1
X, =tridiag | = + 70—, -h — 10—, = + 70— | ;
6 h' 6 h’ 6 h
h 14 2 h 1 (3:5)
X, = tridiag [6 —7(1— 0>E’ Eh +7(1— 9)E7 6~ (1 — Q)E]

alakban.

Ezek utan elgallitjuk az X matrixot. Jelolje

7 = arch(p/2),

2
ahol p = 39:_29;1, és tegyiik fel, hogy N > 3. Ekkor X[ ' elemei a kovetkezSképp irhatok fel:
6
Qi,j, ha 7 S ]
(X )ig =
9]‘71‘, ha 7 > j
ahol

sh(iy) - sh(N +1—j)y

ei,j = (q0 _ %) . Sh(’}/) . Sh(N + 1)/7

az Un. egypard matrix.

Azaz X szimmetrikus matrix, és elemei:
1 2 o
(X)ig = Oigm1 + i) (g +a(1 = 0)) + 0i5(5 — 29(1 = 0)), hai <

1 2 ) )
(X)l,l = (01'_1,1‘ + 91"@'4_1)(6 + Q(l — 9)) + em(g — 2(](1 — 9)), ha i < 7



3. FEJEZET. NEMNEGATIVITAS OROKLODESE - EGYLEPESES MODSZEREK 24

Ha az X matrix struktarajat vizsgaljuk és feltessziik, hogy N > 2, akkor a kdévetkezd lemma

mondhatdé ki:

3.1. Lemma. Ha valamely q > 0 és 6 € [0, 1] esetén

q0 >

(S A=

egyenlGtlenség teljesiil, akkor az X maétrix valamennyi {6atlon kiviili eleme pozitiv.

3.2. Lemma. Ha valamely ¢ > 0 és 6 € [0, 1] esetén a

q0 >

(S I

egyenlGtlenség teljesiil és az X métrix diagonalis elemei koziil az els6 nemnegativ, akkor vala-

mennyi diagonalis eleme nemnegativ.

Az el6z6 két lemma segitségével megfogalmazhato a linearis véges elemes séma adott rogzi-

tett felosztasa mellett a nemnegativitas oroklgdésének sziikséges és elégséges feltétele.

3.3. Tétel. Legyen N € N eqy rogzitett felosztdsszdm. Ekkor tetszdlegesen nemnegativ kezdeti
fiigguény esetén a numerikus megoldds pontosan akkor marad nemnegativ, amikor (X);1 > 0,

azaz teljesiil az
sh(N—=1)y _ §—2¢(1-90)
sh(Nvy) — % +q(1-0)

, ha N > 2,

2
5~ 20(1-0)>0, ha N =1

reldcio.
Viszont ez a feltétel a gyakorlatban kevésbé hasznalhato, mert a numerikus megoldas egy
racshalo sorozaton zajlik, igy az N rogzitése nem valos koriilmény. Igy egy olyan feltétel

megadésa lenne célszerd, amely a megvalasztando lépéskozre ad korlatozast.

A kovetkezd tétel mondja ki a fenti elvarasokkal felirt feltételt.

3.4. Tétel. Tetszdleges N € N és kezdeti kozelités esetén a linedris véges elemes séma nemne-

gativitdsanak a

i< <; 9611 (3.6)
60 = 1=31—0) 3 '

egyenldtlenség sziikséges és elégséges feltétele.
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A tétel jelentése, hogy minden N érték esetén a nemnegativitas akkor fog 6roklgdni, ha X;
M-matrix, X5 pedig nemnegativ métrix lesz, illetve a nemnegativitast a 6 > % sémak 6rzik meg,
hiszen ha az el6z6 egyenlStlenségben azt az esetet tekintjiik, hogy mindkét oldalon egyenlGség
all, akkor 6—19 = ﬁ. Ebbdl 6-t kifejezve kapjuk, hogy 6 = %

3.5. Megjegyzés. A fenti tételek N > 2 esetén tovabb finomithatoak:
3.6. Tétel. Tetszdleges N > 2 és kezdeti kdzelités esetén a linedris véges elemes séma nemne-

gativitdsanak a

3(—=1+20) + /9 — 160(1 — 0)

<qg<
=4= 120(1 — 0)

1
60
elégséges feltétele.

3.2. Véges differenciak moédszere

A feladat kozelitésére elGszor a véges differenciak modszerét alkalmazzuk. Ekkor az (2.12)
egyenletben M métrix az egységmatrix lesz. A kiévetkezs egyenletben megkaphatjuk a pontos

megoldés "t kozelitését a kdvetkezd linearis algebrai egyenletrendszer megoldésaval:

vy 20
T h?

1=1,2,..., Nyn=0,1...;

Y — 2y Yt
h? ’

+(1-10)

v = wug(z);i=1,2,...,N;
Yo =Ynp1 =0,n=0,1,...
Jelolje y™ a n-edik id6réteghez tartozo kozelitések vektorat (N dimenzids oszlopvektor), azaz

y A y 77/ Y PR . gy 1rna é
‘<1y _‘<2y ;n—0’1727“' (3'8)

alakban, ahol y° adott és X; és X, az alabbi matrixok:

X1 = tridiag[—70/h* 1+ 270/h% —70/h; (3.9)
3.9
X, = tridiag|(1 = 0)r/h* 1 = 27(1 — 0)/h% (1 = 0)r /1]

A véges elemes modszerhez hasonloan itt is az lesz a nemnegativitas oroklédésének elégséges

feltétele, hogy X > 0, ahol X a véges elemes modszernél definialt (3.3) méatrix.
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Ahhoz, hogy az X matrix nemnegativ legyen, egy elégséges feltétel, ha X;* > 0 és X, > 0.
Az els6 feltétel teljesiil, ha X; M-métrix.

Igy a (els6 fejezetbeli) tételek alapjan X struktirajabol adodik, hogy M-matrix, azaz jo
elGjelstrukturaju és diagonalisan dominans. Az X, > 0 teljestiléséhez sziikség van a kovetkezd

feltételre:

1
§< —— hafelo1)
21 —ey 00 5.10)

q tetszéleges, ha 6 = 1.
Igy ez a feltétel lesz az elégséges feltétel a nemnegativitas 6roklsdésére. Egy nagyobb felsé
korlat is megadhato elégséges feltételként. Ha megengedjiik a nemnegativitidst az X, mét-
rix f6atlojaban 1évs elemekre, akkor n > 2 esetén a fentinél élesebb becslés adhatd a séma
nemnegativitasara. Ugyanis nem sziikséges az X5 nemnegativitasa, elegendd az X matrix nem-

negativitasa, azaz, hogy X; !X, > 0.

1420+ /1—0(1—0)
< h 1):
qgéJmezo; (3.11)

q tetszéleges, ha 0 = 1.

Még tovabb erésithetjiik a feltételiinket a kovetkezd tétellel:

3.7. Tétel. Létezik olyan Ny szdm, amelyre a véges differencidk mddszerével minden n > Ny-re

a nemnegativitds oroklddik,ha

1 1—-—v1-06

21-0) ~ 1T o109 (3.12)

Ha g¢-ra teljesiil a fenti feltétel, akkor 6rokldik a modszerre a nemnegativitas.

3.8. Megjegyzés. A fenti korlatok specialis, 0 = % esetben:

e (3.10) feltétel § = 5 esetben:

qg<1
e (3.11) feltétel § = 3 esetén:
e (3.12) feltétel f = % esetben:

1<qg<4—2V2.



4. fejezet

Nemnegativitas oroklédése - Linearis

tobblépéses modszerek

A tovabbiakban a szemidiszkretizacio tovabbra is rogitett (véges differencidk modszere), de
a (2.12) kozonséges differencidlegyenlet-rendszert megoldé modszert nem egylépéses, hanem

tobblépéses modszernek vélasztjuk.

4.1. BDF2 modszer

A dolgozat soran a kétlépéses BDF modszert, azaz a BDF2 modszer nemnegativitasat vizsgaljuk

u'(t) = f(t u(t))

egyenletre. A modszer
3yn - 4yn—1 + Yn—2
2T

= f(tn, yn) (4.1)

alakban irhato fel. Itt a bal oldal az egyenlet approximécidja, mig a jobb oldal az egyenlet jobb
oldalanak approximacioja. A fenti (4.1) egyenletet atalakitasokkal

4 1 2
n - Yn— o Yn— o tn7 n)s 42
Y 39 1+ 33/ 2 37'f( Yn) (4.2)

alakba frhatjuk &t, ahol y, € RY. A (2.12) egyenlet alapjan a (4.2) modszer a mi esetiinkben

az alabbi feladatot jelenti:

4 1

2
= —Un_1 4+ =Yn_o = =TM1Qu,. 4.3
Y 3y 1+3y 2 37' Qy (4.3)

27
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Ebbdl y,, kiemelésével és rendezéssel az

2 4 1
I—=7M1 = —UYn1 — —Un_ 4.4
( 37 Q)y 33/ 1 3y 2 ( )

alakot kapjuk, ahol M, Q € RV*N &s I az N-dimenzios egységmatrix. A (4.4) egyenlet felirhato

egylépéses vektoridlis alakban is, bevezetve a

Yn _ Yn—1
Yn
hipervektort és az
0 I —%B %B
Xl - 7X2 -
I 0 0 I

hipermatrixokat, ahol B = ( — %M 4@7‘)71. Ekkor (4.4) a kévetkezs alakban irhato fel:

XY, =X,Y, 1.
Azaz a matrixos alak a kovetkezd:
1 4
O [ Yn—1 _ _§B §B Yn—2 ' (45)
I O | yn 0 I'| |Yyna

Célunk a nemnegativités vizsgalata, azaz, ha Y, 1 > 0, akkor ebbdl mikor kovetkezik, hogy
Y, > 0. Ha y, o,y,-1 > 0, azaz Y,,_; > 0 koordinatanként, akkor ebbdl kovetkezik, hogy
Y, > 0, ha teljesiil a kovetkezs feltétel:

XX, > 0.

Jelolje X = XleQ. Mivel X; maéatrix inverze:

-1

0 I
X: =
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Osszefiiggést kapjuk. Ezért az X > 0 feltétel azt jelenti, hogy

0 1
> 0.

_lp 1p
Ez egy ellentmondasos elégséges feltétel, hiszen egyidejtileg nem teljesiilhet B-re a nemnegati-
vitas és a nempozitivitas (csak a B = 0 matrix esetén, amely nyilvanvaloan nem lehetséges).
Ezért barmely y,_1 és y,_o esetén nem fog teljesiilni a feltétel.

Tekintsiik az Y,, = XY,,_; egylépéses iteraciot. Matrixos alakban ez a kovetkezSképp irhato

fel:
Yn—1 0 I Yn—2 Yn—1

B Yn—1 _%Byn—Q + %Byn—l

<
3
|
|
Sy
Wi

Ebbdl pedig kovetkezik, hogy a nemnegativitas akkor oroklédik v, o, y,—1 > 0 esetén, ha

4 1
gByn—l - gByn—Q >0 és Yn—1 > 0. (46)

Ekkor a kovetkezé allitas fogalmazhatd meg:

4.1. Allitas. Ha B > 0, és y,_o, Yn_1 olyan vektorok, amelyekre
4Yn-1 2 Yn—2 = Yn-1 > 0, (4.7)
és y, a BDF2-vel szamitott eredmény, akkor teljesiil a
W 2 Yn1 2 Yo 2 0 (4.8)
egyenlGtlenség is.

Mint lattuk, tetszdleges (y,,) vektorsorozatra nem igaz a (4.7) és a (4.8) tualjdonsag. Ugyan-
akkor, ha a sorozat elemei specialis tulajdonsagokkal rendelkeznek, akkor ez a tulajdonsag

biztosithatd. Ez a specialis tulajdonsag a vektorok konkavitasa, amely a kovetkezGt jelenti.

4.2. Definici6. Legyen u a kovetkezs vektor:

Uop

U

un

UN+1
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ahol uy = uyy1 = 0, és jelolje
Uy
U=1:|eR"
un
Ekkor egy W vektort konkav vektornak neveziink, ha Q@ < 0, ahol Q a (2.12) egyenletben

definidlt matrix.

Megjegyezziik, hogy a fenti definicioban () matrix a méasodik derivalt kozelitését hatérozza

meg, ezért ez a definicié természetes analogiaja a folytonos fogalomnak.

4.3. Tétel. Ha y, o-t és y,_1 konkdv vektorok, azaz Qy,—o < 0 és Qy,—1 < 0, akkor a 4.1

Allitds igaz, azaz az y, megoldds nemnegativ.

4.2. BDF2 moédszer specialis kezdeti kozelitéseken

Ahhoz, hogy a 4.1 Allitas feltételeit belathassuk, két dolgot kell megmutatni. Az egyik a B
méatrix nemnegativitasa, a masik, hogy a (4.7) és a (4.8) feltétel minden n esetén érvényes.
El6szor a B matrix nemnegativitasat mutatjuk meg.
Véges differenciakkal vald kozelités esetén a fenti B matrix a kovetkezSképp irhato fel. Mivel
itt M =1, ezért B = (I — %TQ)A, igy a fenti 6sszefiiggés alapjan felirhatjuk, hogy I — %TQ =
27 (447 271

—57 3, —% } . A h és 7 is nemnegativ szamok, igy a véges differencidk esetében

tridiag [ 3RT> T3

I — %TQ méatrix minden esetben M-matrix lesz, mert diagonélisan dominans és jo eljelstruk-
turadju. Igy inverze nemnegativ, azaz

B >0

és ez tetszOleges paraméter-megvalasztas mellett igaz.

Tekintstink a
ou  O0%*u

ot Ox?

u(z,0) = ug(x),

ahol z € (0,1),
(4.9)

u(0,t) =0,u(l,t) =1
feladatot, ahol feltessziik, hogy wuy konkéav fuggvény, azaz uj(x) < 0 és a kezdeti fliggvény a két

végpontban
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Legyen u,(x) = x. Ekkor felirhato

Ouy Oy

ot ox2
UP<O) = Oa

up(l) = 1.
Ekkor az u*(x,t) = u(x,t) — u,(x) figgvényre a (4.9) a kovetkezs alak:

o 0*u*

ot 0x2’

u*(z,0) = ug(x) — z,

(4.10)
u*(0,t) =0 =u"(1,t) =0.

Ekkor az ug(z) — = kezdeti fiiggvény is konkéav, hiszen masodik derivaltja nempozitiv. Emellett

a fliggvény nemnegativ is, ugyanis az x tengely [0, 1] szakasza az ug(z) — x fiiggvény hurja.

Jelolje g;" az u* fiiggvény kozelitését a racshalo pontjaiban, azaz ;" ~ u*(x;,t,), ebbdl kovet-
kezik, hogy u(w;,t,) ~ §" + uy(z;) = y? + x; = y*. Ekkor ha ¢;" nemnegativ, akkor y? is
az.

Az el676 egyenletben yo € RY, (y°), = ug(z;). A (4.10) egyenletben pedig yo € R, (o), =
uo(z;) — x;. Igy a tovabbiakban elegend a homogenizélt peremfeltételre vizsgalnunk (4.7)
feltétel érvényességét, vagyis azt, hogy a (4.7) tulajdonsag atoroklsdik-e n index noévelésével.
(Az yo és y; "josagaval" most nem foglalkozunk, mert ezt elérhetjiik az alkalmasan megvalaszott
egylépéses modszerrel.)

Kuleskérdésiink, hogy az n-edik kozelitési érték, azaz y, megdrzi-e az el6z6 numerikus érté-

kek jo tulajdonsagait.
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4.3. Numerikus kisérletek és sejtések

A fenti elméleti megallapitasok igazolasara irtunk egy MATLAB programot, mely eredménye
alatamasztotta sejtéseinket. A program bemeneti paraméterei a kovetkezdk: T, amely az id6-
intervallumot, n, ami az idébeli felbontast és IV, ami a térbeli felbontast jeloli. A programban
yr-et Implicit Euler médszerrel kozelitettiik. Tobb kezdeti fliggvényt is kiprobaltunk, ezekre

mutatunk par példa esetet.

e Az elsG esetben a kezdeti fliggvény sin x. Futtatési bemenetek: T'=1, ¢ = 0,506, 7 = 2—10

Aq h — T
eSh_m'

Pontos megoldas Numerikus megoldas

1 & \.
o~ "

Az abran a vizszintes tengely a térbeli felosztast, a fligg6leges tengely pedig az idébeli

felosztast mutatja.

A futtatas soran ellendriztiik a 4.1 Allitas és a 4.3 Tétel feltételeit, melyek minden 1é-
pésben teljesiiltek. A futtatasunk tizenkilencedik 1épésének eredményeit a 4.1 tablazat
szemlélteti. Az egyes sorokban a feltételekbdl készitett vektorok szerepelnek, mig az osz-

lopokban az adott vektorok egyes koordinatai lathatoak.
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Koordinatak 1 2 3 4 5 6 7 8 9
A9 — Y1s 0.3737 | 0.7108 | 0.9783 | 1.1501 | 1.2093 | 1.1501 | 0.9783 | 0.7108 | 0.3737
Y19 — 1z | -0.00641 | -0.0123 | -0.0169 | -0.0198 | -0.0209 | -0.0198 | -0.0169 | -0.0123 | -0.0064
Qui9 -0.1257 | -0.2390 | -0.3290 | -0.3868 | -0.4067 | -0.3868 | -0.3290 | -0.2390 | -0.1257

4.1. tablazat. A 19-edik lépésben az egyes feltételek értékei

Lathatjuk, hogy mindegyik feltétel teljesiil, azaz (y,,) monoton csokkend, konkav sorozat,

amely teljesiti a 4y, > v, feltételt.

Koordinatak 1 2 3 4 S 6 7 8 9
Qy1 -0.2780 | -0.5288 | -0.7278 | -0.8556 | -0.8996 | -0.8556 | -0.7278 | -0.5288 | -0.2780
QY2 -0.2646 | -0.5032 | -0.6926 | -0.8143 | -0.8562 | -0.8143 | -0.6926 | -0.5032 | -0.2646
Qys -0.2518 | -0.4789 | -0.6591 | -0.7749 | -0.8147 | -0.7749 | -0.6591 | -0.4789 | -0.2518
QYa -0.2396 | -0.4557 | -0.6272 | -0.73749 | -0.7753 | -0.7374 | -0.6272 | -0.4557 | -0.2396
Qs -0.2280 | -0.4337 | -0.5969 | -0.7017 | -0.7378 | -0.7017 | -0.5969 | -0.4337 | -0.2280

A 4.1 és a 4.2 tablazatok azt is mutatjak, hogy a modszer megérzi a konkavitast, sét

4.2. tablazat. Quy; értékei az elsé 6t 1épésben

Qy; vektorra teljestil a

Qui > Qya > -+ > QYn—2 > QUn—1

monotonitési relacio.

e A masodik esetben a kezdeti fiiggvény (r — 2)? + 4. Futtatési bemenetek: 7' = 1, ¢ =
1 acph — 1
0,4559, T = 50 és h = 5
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Numerikus megoldas

35T

2871

161

05

A feltételek az el6z6 esethez hasonloan itt is teljesiiltek.

A numerikus kisérletek soran megfigyeltiink egy sziikséges feltételt, miszerint a 4.1 Allitas
és a 4.3 Tétel feltételei csak akkor teljesiilnek, ha 7 < % A fenti kisérletek alapjan a kdvetkezs

sejtés fogalmazhatd meg.

4.4. Sejtés. A kordabbiakban definialt y, vektorra teljesiilnek a kovetkezd tulajdonsagok:
1. (y,) monoton csokken,
2. dyn 2 Yn—1,
3. (Qun) <0,

4. (Qy,) monoton csokken.

4.4. A numerikus kisérletek tapasztalatainak elméleti bela-
tasa

Tegyiik fel, hogy 4y, 1 > yn_2 > y,—1 > 0. Mutassuk meg, hogy ekkor a BDF2-vel szamolt vy,

esetén teljesiil
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El6szor a 4.4 sejtés elss allitasat ellendrizziik, azaz hogy az (y,) sorozat monoton csokkend.

Nyilvanvaloan
4 1 1
Yn—1 = Yn = Yn—1 — (gBynq - gBynfz) =Yn-1— Byn1+ gB(ynfz — Yn—1)-
Ez tovabb alakithato
1
(I = B)yn—1 + gB(yn—Q — Yn-1) >0 (4.12)
alakba, ahol tudjuk, hogy
Yn—2 — Yn—1 Z 07
igy a (4.12) nemnegativitasdhoz elég belatni, hogy
(I - B>yn—1 > 0.
Ezt a feltételt ellenérizve kapjuk, hogy
2 2 2 2
I—B:I—(I—gTQ) :(I—gTQ—I)(I—gTQ) :—gTQB (4.13)

4.5. Megjegyzés. Legyenek A; és Ay két tetszbleges méatrix. Ekkor
Ay Ay = Ay - Ay

akkor és csak akkor, ha a sajatvektor-rendszeriik megegyezik.

Ha A; és A; métrixok egyenletesen kontinuansok (azaz tridiagonalis matrixok), akkor sa-
jatvektoraik megegyeznek, hiszen (2.17) alapjan a sajatvektorok nem fiiggnek a tridiagonalis
méatrixban szerepls elemektdl, csak a bazisvektoroktol.

Mivel @ is és B is tridiagonalis matrixok, ezért egymassal kommutalnak, azaz QB = B(Q).

Igy, ha

2
—gTBQyn,1 Z 0, (414)

akkor teljesiil a feltétel.
A B métrix nemnegativitasa a fenti bizonyitas alapjan minden 7 és h értékre teljesiil, Qy,,_1-
6l pedig sejtésiinkben feltettiik, hogy konkav (azaz < 0), igy (4.14) feltétel mindig teljestil.
Tehat a 4.4 Sejtés els¢ allitasat belattuk.
Most tekintsiik a konkavitads orokl6dését, azaz a 4.4 Sejtés harmadik allitasat. Azt kell

belatnunk, hogy ha Qy,,—» <0 és Qy,_1 < 0 akkor ebbdl kovetkezik, hogy Qy,, < 0, azaz

Qyn-1 < 0= Qy, <0. (4.15)
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Mivel @ és B kommutélnak, igy (4.6) miatt

Qyn = QB |:§yn—l - 1yn—2:| = BQ [é(yn—l - yn—2) + yn—1:| = B |:1Q(yn—l - yn—2):| +BQyn—la

3 3
(4.16)
ahol BQy,_1 < 0.
A 4.4 Sejtés negyedik allitasat feltéve (amelyet a numerikus kisérletek alatdmasztanak) a
konkav vektorok sorozata monoton csokken. Ekkor 0 > Qv,,—1 > Qy,. Nyilvanvaloan elég csak

a masodik egyenlStlenséget megmutatni, azaz belatandé

Qyn—l - Qyn 2 0.

Ezt tovabb alakitva

4 1 1 1
Qyn—l - Qyn = Qyn—l - Q (gByn—l - gByn—Q) - Qyn—l - Q |:§Byn—1 - gByn—Q + Byn—l =
1 1
QYn-1 — g@B(yn—l - yn—2) —QBy,1 = (I - B)Qyn—l - gB [Q(yn—l - yn—z)] .

Mivel I — B = —27QB (4.13) alapjan, ezért

QUn—1 — Qyn = —§TQB (QYn-1) — %B (QYn—1 — Qyn—2]

alakban frhato fel.

Mivel feltettiik, hogy Qu,_o > Qu._1, ezért az egyenlet masodik tagja nemnegativ lesz.
Az els6 tagban Qu,_1 < 0, azaz a korabbi fliggvény konkavitdsa megorzédik az iteréci6é soran.
Feltessziik, hogy a Q-val valo szorzas is megdrzi a konkavitast, azaz Q%y, < 0. (Ezt a numerikus
kisérleteink is alatamasztjak.) Igy az elsé tag is nemnegativ, azaz a fenti korlatozo feltevés
mellett a 4.4 Sejtés negyedik allitédsa is érvényes. Ezzel egyiitt a 4.4 Sejtés harmadik allitasat
is belattuk.

Osszegezve: Megmutattuk, hogy a 4.4 Sejtés négy allitasa mellett a BDF2 megfelels konkéav

kezdeti vektorokkal nemnegativ y,, vektort allit eld.



Osszegzés

A dolgozat soran a motivacio felirdsa utan bevezettiik a sziikséges elméleti fogalmakat, azaz
a Laplapce-operatort, a gyenge megoldéast. Bebizonyitottuk a maximum-minimum elvet para-
bolikus egyenletekre. Felirtuk az M-matrixok definiciojat és a rajuk vonatkozo legfontosabb
tételeket, definidltuk a linearis tobblépéses modszereket.

Ezek utan magat a hévezetési egyenletet vezettiik be, majd a feladat numerikus megoldasat.

Ismertettiik az egylépéses modszerek korében eddig elért eredményeket elészor véges elemes
esetben, majd a véges differencidk modszerére.

Ezutan ratértiink a nemnegativitas oroklédésére a BDF2 modszerrel. A modszer alakjabol
elgallitottuk azokat a feltételeket, amelyekkel a nemnegativitds 6roklgdik. A elméleti megalla-
pitésok ellenérzésére irt MATLAB programot is bemutattuk, ennek segitségével pedig felalli-

tottunk egy sejtést, amely mellett teljesiil a nemnegativitas. Ezek utan a sejtés egyes feltételeit

elméletileg is belattuk.
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