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Bevezetés

Dolgozatomban a tobbtipust elagazd folyamatokkal foglalkoztam, melyre egy egyszert
elagaz6 folyamat altalanositdsaként is tekinthetiink. Az els§ fejezetben az elméleti hat-
tér bemutatasaval kezdem, az elagaz6 folyamatok kezdeti megjelenésével. Ezt kovetGen a
témakor két nagy kérdésére, a generaciok egyedszamara és a kihalas valosziniiségére fogal-
mazok meg allitasokat és bizonyitom ket az [1] és a [2| gondolatmenetét kvetve. Emlités
szintjén itt is kitérek a tobbtipusos esetre. A mar emlitett az [1], [2] irodalmon kiviil az [5]
-ben is elhangzo néhiny példan keresztiil adok egy altalanos attekintést az elagazo folya-
matok felhasznalasi teriileteirsl a teljesség igénye nélkiil. Az altalam bemutatott modell
leginkabb biolégiai, genetikai modellekhez, illetve azok felhasznélasahoz kapcsolhato. Ezek
mellett az elagazé folyamatok szamos teriileten alkalmazhatoak, mint példaul a sorbanal-
las elmélete, mely megjelenik a tavkozlésben is, jarvanyterjedés modellezésénél is jelentds,
el6térbe keriil illetve a fizika szamos teriiletén is el6fordul példaul az elektronsokszorozo
mikodése és egy nuklealis lancreakcio is lefrhato a segitségével.

Ezt kovetGen ratérek a dolgozatom kozponti téméjara, az dltalam vizsgalt sajat modellek
bemutatasira. Két és tobb tipusi modelleket vizsgaltam, illetve az altalam irt szimulacio
szerint szimuldltam tobb paraméterbeallitas mellett. Majd ezeknek a szimulacioknak az
eredményét prezentéltam. Két tipus esetén két kiilonboz6 modellel is foglalkoztam, itt
leginkabb a tipusok arédnyara voltam kivancsi. Tobbtipusi esetben is érdekes valamilyen
szintd tipusarany, itt a tipusok ardnyat néztem az Gsszes egyedszamhoz képest, illetve az
elsG tipus ardnyat szintén az Osszes egyedhez képest. Ezen feliil vizsgaltam a folyamat
paraméterektdl valo fiiggését, hogy hogyan fiigg a szaporodas paraméterétsl egy folyamat
valtozasa fix haladlozas mellett, illetve ennek a masik oldalat, hogy hogyan fiigg a halélo-
zas paraméterétsl a folyamat adott szaporodas esetén. A kapott eredményeket abrakon

mutattam be. A megirt szimulaciok forraskodjai pedig dolgozatom végén talalhatoak.



1. fejezet

Elagaz6 folyamatok

1.1. Elagaz6 folyamatok kezdeti problémaéaja

A 19. szadzadban figyeltek fel arra, hogy az arisztokrata csalddnevek sorra halnak ki. 1873-
ban Galton fogalmazott meg egy kérdést az ilyen tipusi események valoszintségével kap-
csolatban:

"Egy nagy nemzet benépesit egy teriiletet. A nemzetnek az N szamu felnétt férfi tagjai-
ra koncentralunk, és feltessziik, hogy mindegyikiiknek kiilonbozik a vezetékneve. Minden
egyes generacioban a férfiak ag%-anak nem lesz feln6tt kort elérd fingyermeke, a;%-anak
egy lesz, ax%-anak kettd, ..., as%-anak 6t. Hatarozzuk meg, hogy az r-edik generaciéban
a vezetéknevek milyen aranya halt ki. Hanyszor lesz olyan, hogy m ember viseli ugyanazt
a vezetéknevet?"[6]

Erre a felvetésre Henry Watson valaszolt egy megoldassal. 1874-ben irtak egy kozos ta-
nulmanyt a csaladok kihaladsanak valoszintiségérsl ezért nevezték el a folyamatot Galton-
Watson folyamatnak. Ekkor a megoldasuk azt allitotta, hogy a kihalas valészintisége min-
dig 1. Késébb 1930-ban Johan Frederik Steffensen publikalta a helyes megoldast bizonyi-
téssal egyiitt. 1845-ben pedig mér Irénée-Jules Bienaymé is foglalkozott a kérdéssel és
helyes megoldéssal szolgalt, de bizonyitas nélkiil, és a cikket tobb mint széz évre elfelej-
tették. Bienaymé emlékére szoktak Bienaymé-Galton-Watson folyamatnak is hivni.

A t6bb mint 140 éves sztochasztikus folyamat nevét onnan kapta, hogy kiindulunk vala-
honnan, egy kezdeti egyedbdl vagy elembdl, majd a populacié elagazik k részre, és minden
egyes rész kiilén él tovabb. Ezt az 1.1. dbran szemléltetem. Az abran talalhato graf pont-

jai az egyedek, a pontokhoz rendelt paraméterek (p,q), ahol p jeloli az egyed sorszamat,



(1.9)

2.2 (312 (4,1 .

©12) (A\25) 8,35) (9,13) (10,7
L

1.1. dbra. Elagazo folyamatok szemléltetése

vagyis hogy el6tte hany egyed sziiletett, ¢ pedig az utddai szamat. Latszik, hogy akar a
(2,2), akar a (7,25)-0s egyedbdl kiindulva is ilyen tipust dbrat kapunk. Ezért is valaszt-

hatjuk minden folyamat esetén az 1 kezdeti egyedszamot.



1.2. Elagaz6 folyamatok altalanos modellje

A folyamat a kovetkezSképpen irhato le. Tekintsiink 1 darab kezdeti részecskét, ez lesz
az eredeti vagy nulladik generacio, ez a részecske képes ugyanilyen tipusid utédok létre-
hozéasara. Minden részecske py valosziniiséggel hoz létre k darab 10j részecskét. Az n-edik
generaciot pedig az (n—1)-edik generacio részecskéi hozzak létre. Minden részecske viselke-
dése egymastol fiiggetlen. Az egyik kérdés, hogy milyen valésziniiséggel hal ki a folyamat,
vagyis hogy milyen val6szintiséggel lesz a részecskék szama 0 elég sok 1épés utan. Illetve

a masik kérdés, hogy mit mondhatunk az utédok Gsszlétszaméarol.

1.3. Egyedek szama

Az egyedek szédmat figyelve a folyamat haromféleképpen viselkedhet. ElsG eset, hogy a
folyamat elinduldsa utan hamarosan kihal, ezt hivjak szubkritikusnak, mésodik esetben a
folyamat exponencialis sebességgel tart a végtelenhez, tehat nagyon gyorsan elszaporodik,
ez a szuperkritikus eset. Végiil el6fordulhat, hogy a folyamatra egyik sem igaz, hanem
valahol a két érték kozott valtozik, ez pedig a kritikus eset. Nyilvan a folyamat ezen
viselkedése is egy paraméter fiiggvénye, ez pedig a varhato érték. Tehat nézziik meg,

milyen feltételek mellett alakulnak ki a fenti tipusok.

1.3.1. Altalanos esetben

Altaldnos esetben az egyedek szamanak varhato értékének meghatarozasat az [1] és a [3]
alapjan mutatom be, generatorfiiggvény segitségével. Jelolje X,, az n. generaci6 elemsza-
mat, legyen Xy = 1 és legyenek &, fiiggetlen, azonos eloszlast valoszintiségi valtozok r > 1
esetén. Irjuk fel X,-et a kovetkezs alakba:

Xn—l

Xo= )Y &

r=1

Tovabbé adjuk meg &,., vagyis az utodok eloszlasat a kévetkezGképpen:
P& =k) =p, k=012 p=1
k=0

Mivel X,, egy véletlen tagszamu 6sszeg, adjuk meg az eloszlast generatorfiiggvény segit-

ségével. Igy az utodszam eloszlasnak generatorfiiggvénye az alabbi médon adhato meg:



g(x) = Zpk -t
k=0

és
gn(x) =) P(X, =k) 2% han=0,1,2,...

k=0
Az n-edik generacio, vagyis X,, elemszama X,,_; darab &, valoszintiségi valtoz6 Gsszege.

A generatorfiiggvényre felirhatok az alabbiak:

N g0(w) = & gi(7) = g()
gn(m) :ZP(Xn—l :k) 'xk:ZZP(Xn:MXn—l :j)'P(Xn—l :j)'xk:

k=0 k=0 j=0
o

DY P =) PGt 4§ =k) = P(Xnor =) ) PGt 48 =k)-at

k=0 7=0 k=0
Feltettiik, hogy a &, fiiggetlen, azonos eloszlast valészintiségi valtozok és g(x) generator-
fliggvényiik, az osszeg & + & + -+ + & generatorfiiggvénye pedig (g9(z))’. Ezért a g,

generatorfiiggvény, felirhato Gsszetett fliggvényként:

gn() = gn-1(9(x)) = g(g(- - - 9(g(x)) - --)) = g(gn-1(2)) (1.1)

J
~\~
n—szer

Ennek segitségével a generatorfiiggvények rekurzioval kiszamithatok:

92(x) = g(on
g3(z) = g(g2(x))

Ennek segitségével X, varhatod értéke és szordsnégyzete kiszamolhato. Tegyiik fel, hogy
E(Xl) =m és DQ(Xl) = 0'2.

1.3.1. Tétel. [1] A fenti feltételek mellett E(X,) = m".

Bizonyitas. Tudjuk, a generatorfiiggvény tulajdonsagaibol, hogy ¢'(1) = ¢1(1) = E(X;) =
m. Tovabba igaz, hogy E(X,) = ¢,(1), majd ezen megallapitasok és (1.1) segitségével
kapjuk:

9n(1) =g (Vg1 (1) = (¢'(1))?g, 5 (1) = (¢'(1))°gp5(1) = --- = (¢'(1))"'gi (1) =



Tehat ebbdl adodik, hogy E(X,,) =m™. O
1.3.2. Tétel. [1] A fenti feltételek mellett

m" —1
O.2mn71

D*(X,) = m—1

no? ham =1

ha m # 1

Bizonyitas. Tudjuk, hogy ¢”(1) = E(X?) — E(X,) = E(X?) — ¢/(1), tehat a szorés-
négyzet: D*(X,) = ¢”(1) + ¢,,(1) — (g, (1))2. Ezek alapjan:

gn(1) = gn 1 (1)(g,1(1))* + ' (1) g1 (1)
Hasznalva, hogy ¢'(1) = m és ¢"(1) = E(X?) — E(X,) = > +m? —m

gn(1) = (0% +m? —m) - m*"V +m- g7 (1) =

(02 +m?—m) - (m*" D +m2=D) 4migl (1) = = (02 +m? —m)(m* 24 m" ).
Tehat
D*(X,) = (o> +m? —m)(m> 2+ -+ m" ) +m" —m* =*(m* 2+ 4+ m") =
02m"1mn__11, ha m # 1
és
D*(X,) =no? ham=1
U

Vagyis, ez azt jelenti, hogy a szorasnégyzet exponencialis sebességgel n6, ha m > 1,

exponencialis sebességgel csokken, ha m < 1 és linearisan valtozik m = 1 esetén.

1.3.2. Kétféle részecske tipus esetén

Kétféle részecske tipusu folyamatra hasonloan kiszamolhatok, ez egyfajta altalanositasa
az egy tipusi folyamathoz képest. Két kiilonb6z6 egyedtipus, barmely tipusi egyed, a
tObbitdl fiiggetleniil mindkét tipust leszarmazottat létrehozhat. Jeldlje U, és V,, az n-edik
generacio elsé illetve masodik tipusainak egyedszamét. A kés6bbiekben egy ehhez hasonld
modellt is bemutatok, ott a két tipust A illetve B jeloli. Ekkor az n + 1. generaciohoz

tartozo egyedek szdma a kovetkezdképpen irhato fel:

10



Un_1 Vn—l

1 2

0= 3+ 3
j=1 j=1

Unfl anl

=260+ "
j=1 j=1

(f ,C. ) pedig fiiggetlen azonos eloszlastu véletlen vektorok, eloszlasa pedig:
(&) _ @ _ gy _ — — 6s 1 =
P(&7 =k, =1) = pi(k, 1), IZ;Z—O,LQ,..., haj=1,2,...és1=12

pi(k,l) <0és Y pi(k,1) =1, hai=12
k,l=0

A folyamat elindulhat az elsg illetve masodik tipust egyeddel is, ekkor természetesen a
masik tipus kezdeti egyedszama 0. Az altalanos folyamathoz hasonlban itt is bevezethetd

a generatorfiiggvény, mely a kovetkezd alakban irhato fel:

= Z pilk,Da® -t i=1,2.

k,1=0

Varhato érték helyett varhato érték métrixot néziink, ami az alabbi feltételes varhato
értékekbdl All:

|U0—1V0—0

(U )=
( =0) =

Moy = E(Ulon =0, V0 =1)= E§<2
( =1) =

ezekbdl a varhato értékekbdl képzett matrix pedig a kovetkezd:

my; Mi2
M =
Ma1 Ma2

Jelolje X,, = (U,,V,) a folyamatot leir6 kétdimenzios vektort. Ekkor a varhato értékre

vonatkozo allitas altalanositasa két tipus esetén a kovetkezSképpen néz ki:
E(Xpr| X)) = X, M.

Tobbtipust folyamat esetén ez a gondolatmenet altalanosithaté tovabb.

11



1.4. Kihalas val6szintisége

Masik kérdés amire véilaszt szeretnénk adni, hogy mennyi annak a valdszintisége, hogy
véges sok lépés utan az egyedek szama 0 lesz. Tehét valamilyen n-re P(X,, = 0)-ra vagyunk
kivancsiak. Természetesen k > n esetén, ha X,, = 0, akkor X = 0, tovabba feltehetjiik,
hogy 0 < py < 1, vagyis py = 0 esetét nem vessziik figyelembe, hiszen ez azt jelenti, hogy
a populacié sosem hal ki, hiszen 0 a valoszintisége, hogy egy egyednek nem lesz utéddja.

Jeloljiik g,,-el ezt a valoszintiséget, illetve a generatorfiiggvény definiciojabol adédoéan ¢, =
P(X, =0) = g.(0).

1.4.1. Tétel. [1/P(3n: X, =0)=1, ham <1 és P(3En:X,=0)<1, ham> 1.

Bizonyitas. (1.1) alapjan felirhato, hogy ¢u+1 = gn11(0) = ¢(9.(0)) = g(g,). Mivel g(x)
szigorian monoton novekvd fiiggvény a q1,qs, ..., qp, ... egy monoton novekvs sorozat,
aminek a fels¢ korlatja 1. Tehat a ¢ = lim, . ¢, hatarérték létezik, és 0 < ¢ < 1.
Tehat a ¢ a ¢ = g(q) fixpont egyenlet legkisebb megoldasa. Nézziikk meg a g(x) gorbét
a 0 < x < 1 intervallumban, ekkor lathatjuk, hogy ez egy konvex fiiggvény. Vizsgéaljuk

meg az y = x egyenest és a varhato érték, vagyis a ¢'(1) = m kapcsolatat. Mivel ¢"(z) =
Zk‘(k‘ — Dppa™? > 0, ezért g(x) legfeljebb két pontban metszheti az y = 2 egyenest.

%dejuk, hogy ¢g(1) = 1, igy az egyik metszéspont biztosan az (1, 1) pontban talalhato. Ha
m = ¢'(1) > 1, akkor a fiiggvény grafikonjahoz az (1, 1) pontban huzott érinté meredeksége
nagyobb mint 1, tehat ebben az esetben 0 < ¢ < 1. Ha viszont m = g (1) < 1, akkor az
érint6 meredeksége kisebb mint 1 vagy egyenlé 1-el, ekkor ¢ = 1. [

1.5. Egyéb modellek

A dolgozatomban ismertetett sajat modellhez hasonlo modell szerepel a |4]-ben, mely
a dolgozatomban szereplé modellhez hasonléan tobbtipust modell. Kezdetben 1 darab
egyed van, melynek van egy kezdeti tipusa, ez a tipus élete soran megvaltozhat. Itt a ré-
szecskékre gének alléljaiként tekintenek, tehat mutacio soran az allél valtozik meg. Minden
egyed egymastol fliggetleniil szaporodik alland6 sebességgel, de egyszerre csak 1 utéodot
hozhat létre. Mutacioé soran mindig egy teljesen 1j tipus jon létre, szaporodasnal pedig
az utod a sziil6 tipusat orokli. Ezeket a folyamatokat végtelen allél folyamatoknak vagy
Crump—Mode—Jagers binaris folyamatoknak is nevezik. A cikkben bevezetésre keriil né-

hany fiiggvény, melyek segitségével a mér altalam ismertetett szubkritikus, kritikus és
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szuperkritikus folyamatokat jellemzi. Az els6 ilyen bevezetett mennyiség L,(z) ami azon
tipusok szamét jeloli, ahol méar tobb mint x egyed él t ideje, ez az altalam is vizsgalt
modellben ¢ = 0 és = 1, tehat az Ly(1) esetén a tipusok szamét jelenti. Masodik ilyen
mennyiség az O,(s) ami azon él6 egyedek szamat jelenti, ahol ¢ > s esetén, a kezdeti
muticioé mar legalabb s ideje végbement, tehat a sajat modell esetén az O,(0) jeloli az ak-
tudlis egyedek szamat a t idGpillanatban. Végiil ennek a két mennyiségnek a keveredésével
M, (z, s) jott 1étre vagyis azon tipusok szama ahol tobb, mint x egyed létezik és a tipus leg-
alabb s ideje létezik, tehat s = 0 valasztéassal azt kapjuk, hogy M,(z,0) = Li(x). Tovabba
ezen mennyiségre fent all, hogy 0 < s; < s esetén My(x, s1,82) = My(x, s1) — My(x, s9)
vagyis megkapjuk azon tipusok szadmat amelyek tébb mint x egyeddel rendelkeznek és
(s1, 52| id6 ota léteznek. Ezekkel a mennyiségekkel pedig jellemzi ¢ — oo esetén a ko-
vetkez§ varhato értékeket. Szuperkritius esetben az FE,M;-re kapunk egy exponenciélis
integrallal szamithato képletet, szubkritikus esetnél az F,O;-re kapunk egy exponencialis
mennyiséget, majd kritikus esetben szintén. Ezen mennyiségek varhato értéke konvergal,

ezért a sajat modellben is varhato ezen mennyiségek konvergenciaja a szimulécié soran.

1.6. Példak elagazo folyamatokra

1.6.1. Elektronsokszorozo6

Az elektronsokszorozo a gyenge elektronaram felerdsitésére szolgal. Egy sugarforras altal
kibocsatott elektronok becsapodnak egy kis kilépési munkéija elektrodaba, vagyis olyan
anyagba amibél kénnyen kilépnek az elektronok, igy ez nagyobb szami szekunderelekt-
ront eredményez. Az elektronsokszorozé egy vagy tobb ilyen kis kilépési feliilettel ellatott
elektrodat és egy kilépé elektrodat vagyis anddot tartalmaz. Itt a kezdetben kibocsa-
tott elektronok a kezdeti egyedek vagyis a nulladik generéicio, az elektrodékkal torténd

talalkozas utan pedig a tovabbi generacidk jonnek létre.

1.6.2. Nuklearis lancreakcio

A részecskék most lassi neutronok, amik véletlenszertien {itk6znek atommagokkal. Az
atommag p valoszintiséggel m részre hasad, illetve ¢ = 1 — p valészintiséggel nem hasad.
A hasadas eredményeként m darab Gj neutron szakad ki, melyek szintén beleiitkozhetnek

atommagokba és 1jabb neutronok szakadhatnak ki. Ha az els¢ atommag nem hasad,
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akkor a folyamat nem indul el, ha viszont mindegyik atommag hasad minden részecske
m 1j utdédot hoz létre. Vagyis ha p kozel van 1-hez a neutronok szdma gyorsan megng,
tehat ez a szdm exponencialis sebességgel novekedhet, fizikai értelemben "robbanas"-rél

beszélhetiink, ez a szuperkritikus folyamatnak felel meg.

1.6.3. Mutans gének fennmaradasa

Gének esetén minden génnek lehet k& darab tetszéleges utodja, de minden gén tetszélegesen
mutéans génné alakulhat. Ez a mutans gén ezek utén ilyen mutéaciojia gének kiindulé egyede
lehet. Megvizsgalhatjuk ennek a mutacionak a fennmaradési valoszintségét. Ezt a példat

részletesebben fogom ismertetni a sajat modellemen keresztiil is.

1.6.4. Sorbandllas

A sorbanéllasi folyamatoknal vizsgaljuk a varakozasi idéket a kiszolgélasig, és ezek a vara-
kozasi id6k elagazo folyamattal irhatok le. Tegyiik fel, hogy egy iigyfél vagy vevé talal egy
szabad kiszolgalot, aki azonnal kiszolgalja, igy 6 lesz a nulladik generacié. A kiszolgaléds
alatt érkezGk lesznek az elsG generacio egyedei, és igy tovabb. A folyamat addig tart, amig
a sorbanallas be nem fejezGdik. Vagyis ha bemegyiink egy boltba, ahol a pénztarnal éppen
nincs sor, mi lesziink a nulladik generacio, akik ezalatt az id6 alatt érkeztek, mig minket
kiszolgalnak, 6k lesznek a masodik generacio, és igy tovabb. A sorbanéllas modell el&szor
Agner Krarup Erlang-nél jelent meg 1909-ben, aki egy telefonkdzpontba beérkezs tele-
fonhivasok szamat modellezte és megalkotta az M/D/1 modellt, majd késébb az M/D /k
modellt. Ebben a modellben M a Markov roviditése, jelentése pedig, hogy a beérkezések
Poisson folyamat szerint torténnek, D a determinisztikusbol jon, vagyis determinisztikus

a kiszolgélas ideje, k pedig a kiszolgdlok szamat jeloli.

1.6.5. Jarvanyterjedés

Egy érdekes példa az elagazé folyamatok alkalmazasara az [5] alapjan, mely a 2012-es
labdarigd Europa-bajnoksag, amelyet Lengyelorszag és Ukrajna rendezett, ahol is kanya-
rojarvany volt ekkor. A kanyaré emberrél emberre terjeds betegség, mely oltassal megel6z-
hets. A betegségnek két periodusa van, egy lappangasi és egy fertézési, ezért kéttipusos
modellel modellezhets. A vizsgalandé kérdés pedig "Hogyan befolyasoljak a mérkézések

eredményei egy kanyar6 jarvany kirobbanasat a szurkolok hazautazasa utan?".
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2. fejezet

Az altalam vizsgalt modell

A kdvetkez6 részben szeretném bemutatni az altalam vizsgélt, sajat modellt, mely az els-
z6ekben bemutatottakhoz képest lényegesen kiilonbozik, hiszen itt fellép egy mutécio is.
Kezdetben 1 egyed létezik, ez lesz a nulladik generacio, az egyedek exponenciilis élettar-
tamot élnek, tehat véges idén beliil elhaldloznak vagy torlédnek, egymastol fiiggetleniil
Poisson folyamat szerint szaporodnak illetve binomialis eloszlas szerint mutalodhatnak a
tobbi egyedtdl fiiggetleniil 4j tipust létrehozva. Ekkor minden generacié soran pontosan
egy 1j tipus johet létre. Vagyis kezdetben az elsé tipusbdl van egy darab egyediink, mely
k szamu utddot hoz létre, melyek tipusa jelen esetben 2% valoszintiséggel 1j tipussa val-
tozhat. Két illetve tobb tipus esetén vizsgaltam a folyamat, a tipusok és az egyedszamok
valtozasat. Két tipus esetén két kiilonbo6z§ esetet vizsgaltam, az egyik amikor az els6 tipus
mely legyen most A tipus a B tipussa atalakulhat, viszont a B tipus mar nem alakulhat A
tipussa, viszont ugyanigy szaporodhat, jeloljiik ezt az esetet A—B-nek. Erre akar példa
lehet egy gén rosszindulatu elvaltozasa, megbetegedése, ahol leginkabb az érdekel minket,
mikor hal ki ez a muténs B tipus. Masik eset, hogy a B tipus is atalakulhat A tipussa,
jeloljik ezt A<»B-vel. Ebben az esetben pedig a tipusok egymaéashoz vett aranya lehet
érdekes. Fzt kdvetGen a tobbtipust esetben mindig 1ij tipus jon létre a mutacidk soran, ez
akar az elsG két tipusu eset altalanositésa is lehet. Itt érdekes az is, hogy egyaltalan hany
tipus jon létre, a kiilonb6z6 tipusok egyedeinek szama, mikor hal ki egy-egy tipus, illetve
hogy ezek a tipusok hogyan oszlanak meg az Osszes egyedhez képest.

Mindhidrom modell esetén harom paramétert valaszthatunk meg, ezek pedig a kovetke-
z6ek. Jelolje p a haldlozés valoszintiségét, vagyis hogy egy egyed milyen valdsziniiséggel
torlodik, mire a kovetkez6 id6pontban a folyamatra néziink. Legyen r a sziiletés vagy

utodlas paramétere, tehat milyen valoszintséggel sziiletik az adott egyednek utodja. Vé-
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giil a mutéacié paramétere melyet a szimulacié soran csak az A<>B tipusu folyamat esetén

valtoztattam, ez végig nagyon kicsi, pontosan 2% illetve az A«+B tipusu folyamat ese-

tén rendre 4% és 2% maradt. A paraméterekre bizonyos fokig megkotéseket kell tenniink,

ugyanis nyilvanvaléan a sziiletés valdsziniiségének magasabbnak kell lennie a halalozas

valoszintiségénél, tehat r > p -nak teljesiilnie kell, hiszen r < p esetén a folyamat el sem

indul illetve kihal, ez az 1.4.1 tétel feltételének megfeleltethets, tehat ezt az esetet nem

érdemes vizsgalni. A megvizsgalt esetek paraméterek szempontjabol a kovetkezdk voltak:

A+ B tipusu folyamat esetén:

Esetek Halalozas pa- | Sziiletések A tipus muta- | B tipus muta-
ramétere (p) | paramétere ci6 paraméte- | ci6 paraméte-
() re re
ElsG eset 0.02 0.9 0.04 0.02
Masodik eset | 0.1 0.9 0.04 0.02
Kiilonbo6z6 halalozasi paraméter esetén:

Estek A tipus ha- | B tipus ha- | Sziiletések A tipus muta- | B tipus mutéa-
lalozasi para- | lalozasi para- | paramétere ci6 paraméte- | ci6 paraméte-
métere (pa) métere (pp) (r) re re

Harmadik eset | 0.02 0.05 0.9 0.04 0.02

A—B tipus esetén:

Esetek

Haldlozéas paramétere (p)

Sziiletések paramétere (r)

Mutécié paramétere

Elsé eset

0.05

0.5

0.02

Tobb tipus esetén:

Esetek Halalozas paramétere (p) | Sziiletések paramétere (r) | Mutacio paramétere
Els6 eset 0.2 0.8 0.02
Maésodik eset 0.2 0.4 0.02
Harmadik eset 0.4 0.8 0.02
Negyedik eset 0.4 0.7 0.02
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2.1. A szimulaci6

2.1.1. A+ B tipusu valtozat

Az A+ B tipust folyamat esetén, tehat amikor a B tipus is mutalodhat A tipustuva, az
adatok tarolasa egy adattablaban torténik. Van egy utod fiiggvény, ami a sziiletések és
a haldlozésok hatasira egy véletlen szamot generdl, ez lesz az egyedek szama a kovetke-
z§ id6pontban, amikor a folyamatra néziink. Ebbdl az egyedszambol binomialis eloszlés
szerint kivalasztodnak a mutalédo egyedek, ezek B tipusiak lesznek. A B tipusra hasonlé-
képp jatszodik le a folyamat. Az A tipus esetén a mutalodas paramétere kétszer nagyobb
lesz mint a B tipus esetén, tehat kétszer valosziniibb, hogy A B-be alakul mint forditva.
Az egyedek szamanak tarolasara szolgalo adattabla pedig a 2.1. abran lathatéo moédon néz
ki.

6 A 188 3
74 3B ]

8 A 59 B 8
9 A 1B 166
0 A M B 31
1A 403 B 565
2 A 61 B 1071
B A 1414 B 2007
%A 2%% B 3620
15 A 5114 B 7200
6 A 9%9% B 13692
17 A 18325 B 25821
18 A 34681 B 48925
19 A 65593 B 92449
20 A 123618 B 174634
A A 233686 B 320887

2 A M1421 B 623584

2.1. abra. A<~»B tipust modell adatainak tarolasa

2.1.2. A—B tipusu valtozat

Tulajdonképpen az A—B tipusi folyamat és a tobbtipusa folyamat szimuldci6janak elve
ugyanaz, a kiilénbség csak a tarold6 matrix méretében van. Tehat az adatok tarolasa egy
matrixban torténik, ahol az oszlopok sorszama jelzi, hogy hanyadik tipusrdl van sz6. A
sorok jelentése pedig a kovetkezG: a paratlan sorszami sorokban taladlhatd, hogy melyik
tipushoz hany egyed tartozik, vagyis a mutaci6 és az egyedszam alakuldsidnak egyiittes
eredménye. A paros sorokban pedig a halalozés és sziiletések altal 1étrejott egyedek sza-

ma, a mutacio el6tti allapot talalhato. Példaul nézziik az alabbi méatrix esetén a 18. sort,
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ekkor az els6 tipusbol 44 darab egyed van, a mésodik tipusbol pedig 5. Ekkor az elsG
tipusbol 1 egyed mutalodik, 6 harmadik tipust lesz, az els§ tipusi egyedekbdl pedig 43
darab marad. Ezt kévetGen a 20. sorban lathato, hogy a szaporodasok és a haldlozasok
figyelembevételével az els§ tipusbol 59 darab lesz, a masodik tipusbdl 4 darab marad,

a harmadik tipusbol pedig 2 lesz. A tablazatbol tobbek kozott leolvashatd, hogy negye-

11
2|2
3|2
43
5|3
6 6
76
8 9
9 9
10 13
112
12 17
13 17
14 2
15 21
16 34
17 34
18 44
19 43
20 59
21 58
2 7
23 75
24 108
25 104 7

o0
00
00
o0

N P N S T P B N T N N N N I I )

02

26 149 10 02 00
27 146 10

28 209 16

02 30

©w©o o o s sla s NN - oo ooocoocoooo oo oo oo o
°
°

29 203 16 03 36

© oo ololoclolooc oo oloooloooooooo oo oo oo o

30 300 17 0's
0's
07

07

48

3 3

31 204 17 48 6
32 418 24

33 412 24

014 10
014 10

® @ 5|5 b s b s b 0|0 oo oo oooooooolooooooo oo o
®» o o oo oo o oo oooooooooooooooocoooo o oo o
© o olo/c olo o oo oloocoloooocoooooooocoo oo o oo o
© o oo o ooooooooooooocooooooooooooo oo o
© o olo/coloooooloocoooooooooooooooooo oo o

v o e

34 564 31 o1

3

0|20 15

2.2. dbra. Tobbtipust modell adatainak tarolasa

dik tipusia egyedek nagyon hamar kihaltak ebben az esetben, illetve a hetedik tipusra is
ugyanez a sors vart. Az is lathato, hogy minél nagyobb sorszami 4j tipusok esetén az elsé
egyedek szdma is magasabb. Ez nem meglepd, hiszen példaul a hatodik tipus esetén az
elsG 6t tipus mutalodott egyedei alkotjék a kezdeti egyedeket, ezért ezek egyre nehezebben
halnak ki.

2.1.3. Egyedek szimanak varhato értéke a tobbtipust modell ese-
tén
Xél) = 1 kezdeti egyedszambol indulunk, ez természetesen elsg tipusi lesz. Hatérozzuk

meg az n. generaci6é varhato értékének szamat az elsé tipus esetén:

BX) =XV 1 —p)+ X (1—p)r-(—m)=X" 1 —p) (L+7) (1-m)=
(1—p)-(L+7)-(1—m)
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ahol Xl(l) az elsG tipus els6 generacidjanak elemszamat jeloli, dltalanosan pedig XT(zj) a j-

edik tipus n. generacidja. p a halalozas, r a szaporodés valdsziniisége, m pedig a mutacio
paraméterét jeloli, vagyis az (1—m) szorz6 a nem mutalodas valoszintisége. Ezt a mutaciot

figyelembe véve kapjuk a kovetkez6 eredményeket:

—~

EXM) =BX")-(1—p)-(1+r)- Q1-m)=1-p)? 1+7)?(1—m)’

EX)=BX") (1—p)-(L+1)-1—m)=1—p)"- (1+r)" (L—m)"

Igy mar kénnyen kiszamithatjuk milyen paraméterek esetén kapunk szubkritikus, kritikus
illetve szuperkritikus folyamatokat. Mivel jelen szimulaciok esetén az m mutacié para-
métere végig allando, igy szamolasom soran is ezzel fogok szamolni, tehat az m = 0.02
értékkel.

(L=p)" (L7 (1—m)" =1
(L=p)-(L47)-(1—m)=1

Vagyis az m = 0.02-t behelyettesitve:

1
l—p=———
P=008 (1+1)

| - 0.98- 7 — 0.02

S 098-(1+7) 098+0.98-r

p=1

Kritikus folyamatot kapunk ha:

098 -7 —10.02
P =098 +098 7
. 862 . .
2.1.1. Példa. Legyen p = 1362 ésr = 0.9, ezen paraméterek mellett kritikus folyamatot

kapunk, melyet a szimuldcidval is megkaptam, amely a 2.5. dbrdn ldthato. Ha a folyamatnadl
csak az 0sszes egyedszamot nézzik, a tipusoktol pedig eltekintiink, akkor is jol ldtszik a

folyamat kritikus tulajdonsdga, ldsd a 2.4. dbrdn.

Szubkritikus folyamatot ha:

_ 0987 =002
P~ 0081098 7

2.1.2. Példa. Legyen p = 0.49 és r = 0.9 , ezen paraméterek mellett szubkritikus folya-

matot kapunk, melyet a szimuldcioval is megkaptam, ldsd a 2.5. és a 2.6. dbra.
Szuperkritikusat pedig ha:
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2.3. dbra. Egyedek szama kiilonb6z6 tipusok esetén a kritikus esetben
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2.4. abra. Egyedek szama a tipusok figyelembevétele nélkiil

_ 0987 —0.02
P=008+008-r

2.1.3. Példa. Legyen p = 0.4 ésr = 0.9, ezen paraméterek mellett szuperkritikus folya-

matot kapunk, melyet a szimuldcioval is megkaptam, lasd a 2.7. és a 2.8. dbra.
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Egyedek szama

2.5. dbra. Egyedek szama kiilonb6z6 tipusok esetén a szubkritikus esetben
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2.6. dbra. Egyedek szdma a tipusok figyelembevétele nélkiil a szubkritikus esetben
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2.7. abra. Egyedek szama kiilonb6z6 tipusok esetén a szuperkritikus esetben
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2.8. dbra. Egyedek szama a tipusok figyelembevétele nélkiil a szuperkritikus esetben
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Természetesen ehhez hasonldéan kiszamithato a tobbi tipus esetén is az egyedek szdma-
nak varhato értéke. Az elsG tipushoz képest itt az elsé egyedet mutaciébol kapjuk, majd
ezt kovetGen a tovabbi varhato értékek az el6bb levezetettek szerint alakulnak. Lassuk

el6szor a masodik tipus esetén a varhaté értékeket.
E(X(Q)) E(X(l))
EXP)=BXP)-(1—p)-A+r)-(1—m)=BEX") m-(1—p)-(1+7)-(1—m)
EXY=BXZ) -1=p)-(1+r)-Q=m)=1—p)"-(1+r)"-(1—m)"-m

Altalanosan pedig egy n. tipus esetén pedig el6z6 tipusok mutalodasabol kapjuk a kezdeti

egyet vagy egyedeket. [tt mar a kezdeti egyedszam n névekedésével novekedhet.

E(X") = B(X™)-(1—p)-(1+r)-(1—m) = (1—p)J-(1+r) - (L—m) -m 3 B(X)
BX) = B(XGD) - (1=p)- (147)-(1=m) = (1=p)" (14+1)" Y B(x

Ezek utan pedig felirhatd, mennyi a varhato értéke az Gsszes egyednek tipustol eltekint-
ve. Jelolje Y, az n. generacid egyedszamét, ekkor az egyedszam kifejezhets a kiilonb6zé
tipusok adott pillanatban vett értékével. Ez az els6 tipus n. generdcidja, a masodik tipus

n — 1. generacidja és igy tovabb.

1 2 i
Yn:qu)‘i‘X,(L_)l‘i‘ Zsz i+1

n

= E(ZXT(li—i-i-l ZE n— H—l
i=1

(1)

Felmeriil a kérdés, hogy mi a varhato értéke az hanyadosnak. Ennek a pontos értéke
tovabbi kérdés marad, viszont szimulacio segitséggvel kaphatunk egy becslést. A szimulé-
ci6 soran 100 egymas utani futds eredményének atlagat vettem, illetve az n — oo feltétel
helyett, én a lehet6 legnagyobb n = 100 értékre vizsgaltam a folyamat viselkedését. Tehat

tekinthetjiik ezt egyfajta becslésnek a hanyados varhato értékére nézve, illetve elég nagy
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n-re. A p halalozasi illetve az r sziiletési paraméterek fiiggvényében abrézoltam a héanya-
dos varhato értékét. A szimuléci6 soran a p paraméter fiiggvényében a 2.9. dbran lathato

eredményt kaptam. Az r paraméter fiiggvényében pedig a 2.10. 4bran lathato eredménye-

o8
N o
3
8 o | .
o an
=
@ | o
:E o
0 g_ o
'EC)
Lo ]
Lam R
L]

(1)
2.9. abra. E( Yil ) becsiiltértéke p paraméter fiiggvényében, r = 0.95 valasztas esetén

n

ket. Ez azt jelenti, hogy elég nagy n esetén ez a hatarérték feltételezhets, hogy 0-hoz tart.

-t
e o}
Lo | o@ o
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24



Az abrak alapjan a hanyados értéke ott nagyobb, ahol feltételezetten kevesebb egyedszam
jon létre. Ez a haldlozési paraméter esetén azt jelenti, amikor p értéke koriilbeliil 0.35
és 0.5 kozott van, vagyis nagyobb a valdszin(isége, hogy az egyedek elhaldloznak. Itt a
konstans nulla a nagy egyedszam helyett inkdbb az egyedek kihalasara utal. A sziiletési
paraméter esetén viszont a p koriilbeliili 0.35 értékéig magasabb, kezdeti névekedés utan
hirtelen lecsokken, vagyis ha kevés egyed sziiletik, az elsG tipus ardnya az 6sszes egyed-
hez képest magasabb, majd jol lathatéan tart a O-hoz. Ez annak a jele, hogy az Osszes
egyedszam nagyon gyorsan megnéGtt. Mivel mindkét esetben egy paraméter fiiggvényében
vizsgaltam a varhato értéket, a masik paramétert fixen megvalasztottam, mégpedig gy,
hogy a masik paraméter a lehets legnagyobb tartomanyt vehessen fel. Ez p fiiggvényében

az r = 0.95 érték valasztasat jelentette, r fiiggvényében pedig a p = 0.02 érték valasztasat.

XV B(xV
FE Y, értékkel ellentétben az é(—Yn))

osszehasonlithato.

varhato értéke megadhato és a szimulacioval

EXY)  (1=p)m- (L4r)" (1—m)"
Y B

(1)
Tehéat a E( ; ) szimulaci6ja alapjan lathaté a paraméterektdl valo fiiggés, kiszamolas
ExM)

E(Yy)

esetén valoszintileg nem kapnank szépen felirhaté eredményt, ezt mutatja a feliras

is, mely csak Osszeg alakban adhato meg szép forméban.

2.2. Eredmények

2.2.1. Két tipus esetén
A B tipusi folyamat esetén

A<+ B tipust folyamat esetén mindkét tipus mutalédhat a masik tipussa. A mutacié para-
métereket kiilonbozének valasztottam, mivel igy gondoltam ez érdekesebb lehetdség mint
a szimmetrikus eset. Az A tipus mutacios paraméterét végig 4%-nak valasztottam, mely
kétszerese a B tipus mutaciés paraméterének, mely 2% volt. Ezen esetekben két dolgot
vizsgaltam, az egyik a tipusok noévekedése, illetve ami talan még érdekesebb, a két tipus
egymashoz vett aranya. Ezen vizsgalatok alapjan az alabbi dbrakat kaptam.

A 17. oldalon taladlhato tablazat alapjan nézziik a paraméterbeallitasokat, elsé esetben
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elGszOor megnézziik az A és B tipus novekedését abrazolo grafikont, vagyis a 2.11. abrat.

3.0e+09
|

Egyedek szama
1.5e+09

0.0e+00
I

2.11. abra. A«<»B tipusu folyamat egyedek szaméanak alakulasa az els6 esetben

Az abran lathaté az exponencialis novekedés mindkét tipus esetén. Lathatunk egy hirte-
len elszaporodast ami a 29. id6pillanat kérnyékén torténik meg, majd ezt kdvet&en a 36.
id6pillanatban a program tulfut tehat az ezt kdvetd exponencidlisan névekvé egyedek sza-
mat mar nem volt képes megjeleniteni. Az abran pirossal megrajzolt fliiggvény a B tipus
szaporodasat mutatja, lathato, hogy hamarabb elszaporodik a kékkel jelzett A tipusnal.
Kiolvashato az abrabdl tovabba az is, hogy eddig a hirtelen ugrasig a két tipus hasonlo
mértékben noévekszik, természetesen ez az abran valé nagysagrendeknek is készonhetd.
Ennél pontosabb képet ad a két tipus egymashoz vett aranyanak abrazolasa. Ezt pedig
a 2.12. dbra mutatja. Tehat a kezdeti ingadozisok utan koriilbeliil a 12. idépillanatban
ez a hanyados beall egy konstans 0.7-es értékre. Vagyis ezen paraméterek mellett az 5
hanyados 0.7-hez tart. Ezt az aranyt viz%éltam a tobbi paraméter beallitas esetén is.
Megnézhetjiik, milyen értéket kapunk az 3 aranyra, ha Markov-lancként tekintiink a fo-
lyamatra, és csak a mutaciot vessziik figyelembe, a szaporodast és haldlozast nem. Ekkor

felirhat6 a P atmenetval6sziniiség matrix:

0.96 0.04
0.02 0.098

P segitségével pedig a stacionarius eloszlas meghatarozhato:

26



08

Arany
|

04

0.0

2.12. abra. A<+>B tipusi folyamat, tipusok aranya az elsG esetben

0.96 0.04

T, ) = (m,
(m, m2) 0.02 0.098 (m, m2)

. s . , . P x :
Innen a stacionarius eloszldsra a kovetkez6t kaptuk: m = x, my = 5 ez jelen esetben

(;, %)—nak fele meg, tehat a tipusok aranyara azt kaptuk, hogy % = 2 vagyis ez jelentGs
kiilonbség a sajat modell szimulaciojaval kapott 0.7-hez képest.

Masodik esetben a haldlozés paraméterét megndveltem, a tobbi értéket viszont valtozat-
lanul hagytam. Ekkor azt varjuk, hogy a folyamat lassabban kezd el emelkedni, hiszen
tobb egyed halalozik el. Mivel minden méas paraméter valtozatlan maradt, igy a mutaciod
paraméterei is, hasonl6 aranyra szamitottam. A tipusok valtozasa igy a 2.13. Abra mutat-
ja. Vagyis a folyamat mindkét tipus esetén hasonlo nagysagokig elszaporodott, viszont ez
néhany idépillanattal késébb kovetkezett be. Ezen lassabb elszaporodas miatt, a folyamat
akar tekinthet§ az el6z6 folyamat idGbeli eltoltjaként is. A két tipus aranyara pedig a
2.14. 4bran lathato eredményt kaptam. Itt az % hanyados kezdeti ingadozasok utan egy
nagyon lassan monoton cstkkend fiiggvényt latunk, mely koriilbeliil 0.8-ig tart, de itt nem
annyira egyértelmi ennek a hanyadosnak a hatarértéke a 40. id6pillanatot meghaladva.
Harmadik esetben a két tipus haldlozdsdnak val6szintiségét kiilonb6z6 nagysagira allitot-
tam, ekkor a B tipust egyedek haldlozasanak valoszintisége az elsé esethez képest megnétt,

a masodik esethez képest viszont csékkent. Az A tipusu egyedek haldlozasuknak valoszi-
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2.13. abra. A<»B tipust folyamat egyedszamok valtozasa a masodik esetben
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2.14. abra. A<>B tipusu folyamat, tipusok aranya a mésodik esetben

niisége pedig az elsd esettel egyezik meg. Ekkor az egyedek szamanak névekedésére a 2.15.
abrat kaptam. Az dbran az elsg esettel ellentétben itt az latszik, hogy az A tipusu egyedek
szaporodnak el hamarabb. Aranyok tekintetében pedig lasd a 2.16. abrat. Vagyis a kez-
deti ingadozast egy monoton névekedés kdveti, ebben az esetben a hanyados hatarértéke
nem allapithaté meg. Ami érdekes az el6z6 két abraval ellentétben hogy az 5 hényados

szinte végig 1-nél nagyobb. Ez azzal magyarazhat6é, hogy az A tipusu egyedek kisebb
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2.15. abra. A<»B tipusu folyamat egyedszdmok valtozasa a harmadik esetben

1.5

Arany

05

0.0

2.16. abra. A<>B tipusi folyamat, tipusok aranya a harmadik esetben

valoszintiséggel halnak ki mint a B tipust egyedek.

A —B tipusi folyamat esetén

Ebben az esetben csak az A tipus tud B tipussa alakulni, ezért a tipusok arédnya ebben az

esetben is érdekes. A 2.17. abran az A tipus és az Osszes egyed aranya lathato. Kezdetben
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igen magas a hanyados majd hirtelen lecsdkken és el6bb utobb beall a konstans 0.5 értékre,
ami azt jelenti, hogy kezdetben természetesen az A tipusi részecskék szama nagyobb. Ezt
kovetGen az A tipus szaporodik, elhullik és mutalodik, a B tipus viszont nem mutalodik,
tehat ide keriilnek kezdeti A tipusiu egyedek is, végiil a két tipus ardnya meg fog egyezni

vagyis az 5 hényados 1-hez fog tartani.

- _
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2.17. abra. A—B tipusi folyamat, A tipus ardnya az Osszes egyedhez képest

2.2.2. Tobb tipus esetén

Nézziik a tobbtipust modell esetén milyen eredményeket kapunk. Itt a kezdeti 1 elsG
tipusi egyed utan, az egyedek szaporodasan és elhulldsan kiviil, minden genericiéban
pontosan egy Gj tipus johet létre. A mar megvizsgalt tulajdonsaguk szerint, ezekkel a
paraméterekkel szuperkritikus folyamatokat kapunk, igy hat nem meglepd, hogy nagyon
hasonléan fognak viselkedni a kévetkez6 esetekben. Ennek ellenére nézziik meg a kiilénb-
ségeket. ElGszor nézziik az elsd esetet, melynél a paraméterek a kovetkezok voltak: p = 0.2
és r = 0.8. A 2.18. képen a kiilonb6z6 tipust egyedek szdmanak valtozasa lathato az id6
elteltével. Mivel egy bizonyos szdm felett az R programban tudl fut a memoria, ezért be-
vezettem egy korlatozast ami 2 millidrd volt, lathato, hogy ezt a szamot a legtébb tipusia
egyed elérte. Ez azt jelenti, hogy b&ven novekedne még az egyedek szama tipusonként.
A 2.18. abra egy részét kinagyitottam, igy kaptam a 2.19. 4brat, pontosabban megnéz-

tem mi is torténik révidebb id§ alatt, hogy viselkednek a tipusok egyedszamai. Itt is jol
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2.18. abra. Tobbtipusi folyamat egyedszamanak valtozasa p = 0.2 és r = 0.8 paraméterek

esetén
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2.19. abra. Tobbtipusi folyamat egyedszamanak valtozasa p = 0.2 és r = 0.8 paraméterek

esetén, nagyitott

lathato, hogy a legtobb tipustu egyednél exponencialis sebességgel megindul a novekedés
valtozo gyorsasaggal. Tehat el6fordul olyan is, hogy egy-egy tipus esetén ez a névekedés
lassabb mint egy késGbbi tipusnél, ami hirtelen ugrassal, magasabb kezdeti egyedszammal
indul. Ugyanakkor el6fordulnak hamar kihal6 tipusok is, ez is jol kivehet§ az dbran. A

2.20. képen az Osszes egyed szamanak valtozasa lathato, vagyis minden tipus szama az
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adott pillanatban. Eszrevehetjiik, hogy kériilbeliil a 65. idépillanatig egy kvazi konstans
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2.20. abra. Tébbtipust folyamat egyedszamanak valtozasa p = 0.2 és r = 0.8 paraméterek

esetén, Osszes egyed

fiiggvényt lathatunk ami természetesen nem konstans errél a nagyitott képen is megbizo-
nyosodhatunk, viszont ehhez képest itt egy hirtelen megszaporodas torténik. Koriilbeliil
a 80. id6pillanatban ez atmegy egy joval lassabb emelkedésbe, ami az altalam bevezetett
korlatozas kovetkezménye lehet. Nézziik akkor, mi is torténik a folyamat elsé felében, ezt
a 2.21. abra mutatja. Itt is megfigyelhets ugyanaz az exponencialis novekedés mint kiilon-
kiilon a tipusoknal. Erdekes lehet még, hogy ehhez az Gsszes egyedszamhoz képest hogy
viszonyul az els6 tipus, hiszen 6 szaporodott el a leghamarabb, neki volt a legtobb ideje
a novekedésre. Ezt a viszonyulast megfigyelhetjiik a 2.22. képen. Lathato, hogy az 0sszes
egyedszamhoz képest az els§ tipusi egyedek szdma konstansnak latszik, mig nézziik meg
a folyamat elindulésat, ezt a 2.23. abra mutatja. [tt pedig latjuk, hogy az elsé tipus egyed-
szama kezdetben az 6sszes egyed szamanak legnagyobb részét kiteszi, tehat a két fiiggvény
kis idén beliil szinte megegyezik. Az el6z6, 2.23. dbran lathato, hogy ez a radikalis eltérés
60. idgpillanat koriil jelentkezhet, nyilvan ekkor hirtelen megugrik a tobbi tipusa egyedek
szama is. Vizsgaltam még a kiillonb6z6 tipusok aranyat az Osszes egyedszamhoz képest,
amit a 2.24. abra mutat. A kép alapjan koriilbeliil a 20. idépillanatig ez az arény elég
rendszertelen, majd ezt kovetGen minden tipus ardnya csokkenni kezd az Osszes egyedhez

képest és konvergal 0-hoz. Ezt jobban szemiigyre vehetjiik a 2.25. 4bréan.
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2.21. abra. Tobbtipusi folyamat egyedszamanak valtozasa p = 0.2 és r = 0.8 paraméterek
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2.22. abra. Tobbtipusiu folyamat egyedszamanak valtozasa p = 0.2 és r = 0.8 paraméterek

esetén
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2.23. abra. Tobbtipusi folyamat egyedszamanak valtozasa p = 0.2 és r = 0.8 paraméterek

esetén, nagyitott
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2.24. dbra. Tobbtipusi modell esetén tipusok aranya az Osszes egyedszamhoz képest
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2.25. abra. Tobbtipusi folyamat esetén tipusok aranya
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Maésodik esetnél a sziiletési és halalozasi paramétert az el6zénél kisebbnek valasztot-
tam, p = 0.2 és r = 0.4 értékeket vették fel. Mivel p értéke valtozatlan maradt, r értékét
pedig a felére csokkentettem, az varhatd, hogy a novekedés joval lassabban indul be, ezért
az egyedszamok is jelentGsen alacsonyabbak lesznek az els6 paramétervalasztashoz képest.

A vart eredményeket a 2.26. dbra bizonyitja. Nagysagrendekkel kisebb értékeket kapunk,

60000
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|
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2.26. Abra. Tobbtipusu folyamat esetén egyedszamok valtozasa

igy korlatozas sem befolyasolja az eredményt, tisztan kivehetd a populacié exponenciélis
novekedése. A folyamat tipusok szerinti abrazolasa lathaté a 2.27. abran. Az elsG esethez
képest itt jol lathato a tipusok kozotti kiilonbség, kiillondsen az els6 tipus és a tébbi tipus
jol elkiiloniil egymastol. Ez leginkabb az els eset 2.21. Abrajahoz hasonlithato. Varhatoan
ezért egy nagyobb idgintervallumban hasonlo elszaporodas kévetkezhet be. A folyamat el-
indulasat tekintve pedig sokkal lassabb egyedszdm noévekedés tapasztalhatd, amit a 2.28.
abra prezental. A tipusok aranya itt is érdekes, az els6 esethez nagyon hasonlé eredményt
kapunk, ami a 2.29. dbran lathato. Itt viszont az els6 esettel ellentétben nem mindenhol

az els6 tipus aranya a legnagyobb az Osszes egyedszamhoz képest.
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2.28. 4bra. Tobbtipusi folyamat esetén a tipusok novekedésének indulasa
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tipusok aranya az dsszeshez
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2.29

. abra. Tobbtipusi folyamat esetén a tipusok novekedése
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Harmadik esetnél az az érdekes szamunkra, hogy a paraméterek valasztasa a harmadik
esethez képest kétszeres, tehat p = 0.4 és r = 0.8. Mivel a paraméterek aranya azonos,
igy nagysagrendben is azonos eredményt varunk. Ennek teljesiilése a 2.30. abran lathato.

Viszont ennek ellenére a harmadik esetben a 100. generacidra a masodik esethez képest
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2.30. abra. Tobbtipusu folyamat esetén a tipusok novekedése

kevesebb mint a fele a populacioé nagysaga. Ez azzal magyarazhato, hogy bar a halalozas
valoszintiségének ndvekedésével a sziiletések valoszintisége is névekedett, kevesebb egyed
él el addig, mig utédot hozhat 1étre, tehat kevesebb egyed szaporodhat, igy az egyedszam
is csOkkenni fog. Negyedik esetnél az el6zGekkel ellentétben, a folyamat nagyon kozel
esik a kritikus esethez és ez a 2.31. dbran is észrevehetd, ahol az els6 tipus és az Osszes
egyedszam van egyiitt dbrézolva. Ez nyilvan annak koszonhetd, hogy a p = 0.4 és r =
0.7 valasztassal a fentebb meghatarozott egyenletet, a paraméterek kis modositaséval
kielégitene. Ebben az esetben a populacié a 100. generdcioban nagysagrendekkel kisebb. A
tipusok novekedése a 2.32. 4bran lathatdo modon egymashoz joval kozelebb esik, egyik tipus
sem marad tartosan nagyobb a tébbihez képest. Ez pedig a 2.33. abran is megfigyelhetd,

tehat a tipusok aranya az Osszes egyedszamhoz képest is valtozékonyabb.
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2.31. abra. Tobbtipust folyamat esetén a tipusok niévekedése, elsG tipus és Gsszes egyed-
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2.32. abra. Tobbtipusu folyamat esetén a tipusok novekedése
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tipusok aranya az dsszeshez
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2.33

. abra. Tobbtipusi folyamat esetén a tipusok novekedése
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2.2.3. Paraméterektdl valo fiiggés

Azt mar lattuk, hogy a p és r paraméterek kiilonb6z6 valasztasukkal a folyamat kiilonbo-
z8képpen viselkedik. Most nézziik meg, mi torténik akkor, ha az egyik paramétert fixen
megvalasztjuk, hogy viselkedik akkor a folyamat a masik paraméter fiiggvényében. Mind-
két esetben 100-szor futtattam le a szimuldciot és az n = 99-et vagyis a 100. generéicid
egyedszamat figyeltem, majd a 100 darab futés &tlagat véve a paraméterek fiiggvényében
abrazoltam. Nézziik, hogyan fiigg az egyedek szama a halélozas paraméterétdl, ekkor le-
gyen r = 0.95. Nyilvanvaloan azt varjuk, p minél kisebb az egyedek szama anndl nagyobb

lesz és a 2.34. abran pontosan ezt lathatjuk. Az dbrara ranagyitva lathatjuk mekkordk

egyedszam
1.0e+11
|
%

0.0e+00
I

2.34. abra. Egyedek szama p fiiggvényében r = 0.95 esetén

is azok az értékek amiket kozel O-nak latunk, ez van a 2.35. 4bran. Még egy nagyités-
sal mar pontosan lathato, p mely értékétél kapunk 0-t, ez felel meg a szuperkritikusbol
szubkritikusba torténd dtmenetnek. Most legyen p értéke fix és nézziik az r paramétertol
valo fliggést. Ez a fix paraméter most p = 0.02. A szaporodas paraméterénél pedig olyan
Osszefiiggést varunk, hogy r értékének novekedésével az egyedszam is névekedni fog. Ezt
a 2.37. abra bizonyitja is. Itt pedig azt szeretnénk megnézni, r mely értékénél kezd el
szaporodni a folyamat, vagyis milyen valasztas esetén nem lesz mar 0 az egyedszam, ezért
ezt a képet is megnézhetjiik nagyitasban. A 2.38. dbra szerint r kis értékeire is viszonylag
nagy egyedszamot kapunk a még 100. generacioban is. Azt pedig, hogy r értékét mennyire

valaszthatjuk kicsinek p = 0.02 mellett, a 2.39. 4bra mutatja.
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2.35. dbra. Egyedek szama p fiiggvényében r = 0.95 esetén, elsé nagyitas
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2.36. abra. Egyedek szama p fiiggvényében r = 0.95 esetén, masodik nagyitéas
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Be+05
I

4e+05
I

0

o]
e}

COQ0O000O0D 000 0R
I I I I I T T

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30

De+00
|

r

abra. Egyedek szama r fiiggvényében p = 0.02 esetén, els§ nagyitas
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2.39. abra. Egyedek szama r fiiggvényében p = 0.02 esetén, masodik nagyitas
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2.3. Osszefoglalas

A dolgozat elején talalhatd elméleti Osszefoglald soran az elagazd folyamatok két nagy
kérdését mutattam be, vagyis az egyedszam alakulasat és annak a valoszintiségét, hogy a
folyamat az n. generaciéban kihal. Megnéztiik mikor lehet egy folyamat szubkritikus, szu-
perkritikus illetve kritikus. Megismerhettiink mas modelleket is, és hétkoznapi példékat
is elagaz6 folyamatokra. Dolgozatom masodik részében bemutattam kétfajta két tipusa
modellt is, az els6 esetben a két tipus kolesonosen mutalodhat at a méasik tipussa (A«<B),
viszont eltérd mutacios paraméterekkel. Masodik két tipusi modell esetén viszont csak az
egyik tipus mutalodhatott(A—B). Megvizsgaltuk mindkét modell esetén a tipusok aré-
nyat. Ezt kdvetGen a tobbtipust modell vizsgalata kovetkezett, mely a két tipust modell
(A+B) tovabbi altalanositasa volt. Itt szintén érdekes volt a tipusok valamilyen forma-

ban egymashoz viszonyitott aranya, a folyamat paraméterektdl valo fiiggése, valamint az

(1)

E( u varhato érték becslése szimulacioval. Az eredményekbdl lathato, hogy ezek a
n

szimulaciok fontosak, hiszen egy-egy paramétertsl valo fiiggés képlettel nem lenne szépen

leirhato.
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2.4. Programkodok

2.4.1. Két tipus esetén

A& B esetén:

fv<-function(n,p,r){#n egyed eseten hany lesz a kovetkezo korben
m<-n-rbinom(1l,n,p) # halalozas valoszinusege
if (n!=0){
N<-m+rbinom(1l,m,r)} # szuletes valoszinusege

return(N)

v[1]<-1
valt[1]<-0

for(i in 1:99){

if(v[il>0){
a<-fv(v[i],0.2,0.8);
b<-fv(valt[i],0.2,0.8)
x<-rbinom(1,v[i],0.02)
if (valt[i1>0)A{
y<-rbinom(1l,valt[i],0.02)
telse{y<-0}
v[i+l]l<-a+y
valt[i+1]<-b+x

}else{break}

tipus<-data.frame(etipus=("A") ,etipusszam=(v) ,mtipus=("B")
,mtipusszam=(valt))

A—B esetén:
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folyamat<-matrix(data=0, nrow = 200, ncol = 2) #csupa O matrix

folyamat[1,1]<-1 #kezdeti egyed

#n kezdeti egyed
utodok<-function(n,p,r){
m<-n-rbinom(1l,n,p) # halalozas valoszinusege
if (n!=0){
N<-m+rbinom(1l,m,r)}# szuletes valoszinusege

return(N)

mutacio<-function(x){
k<-rbinom(1l, x, 0.98)

return(k)

for(i in 1:199){
if (i%%2==1) {#paratlan
for(j in 1:2){
if (folyamat[i,j]!=0){
folyamat[i+1, jl<-min(utodok(folyamat[i,j], 0.05,0.5), 2000000000)
}else{next}

Yelse{
#paros
if (folyamat[i,1]!=0){
folyamat[i+1,2]<-mutacio(folyamat[i,1])

}
ossz<-min(folyamat[i,1]-folyamat[i+1,1],2000000000)
if (ossz!'=0){
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folyamat[i+1,1]<-o0ssz
}else{next}

2.4.2. Tobb tipus esetén

folyamat<-matrix(data=0, nrow = 100, ncol = 100) #csupa 0 matrix

folyamat[1,1]<-1 #kezdeti egyed

#n kezdeti egyed
utodok<-function(n,p,r){
m<-n-rbinom(1l,n,p) # halalozas valoszinusege
if (n!=0){
N<-m+rbinom(l,m,r)}# szuletes valoszinusege

return(N)

mutacio<-function(x){
k<-rbinom(1, x, 0.98)

return (k)

n<-2

for(i in 1:99){
if (i%%2==1){#paratlan
for(j in 1:100){
if (folyamat[i,j]1!=0){
folyamat[i+1, jl<-utodok(folyamat[i,j], 0.05,0.5)
Yelse{next}
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Yelsed{
for(1 in 1:99){#paros
if (folyamat[i,1]!=0){
folyamat[i+1,1]<-mutacio(folyamat[i,1])

}else{next}
}
ossz<-min(sum(sum(folyamat[i,])-sum(folyamat[i+1,])),5000000000)
if (0ossz!=0){

folyamat[i+1,n]<-ossz

n<-n+1

}else{next}

2.4.3. Abrak

egyedek<-matrix(data=0, nrow = 100, ncol = 200)
egyedekkt<-matrix(data=0, nrow = 100, ncol = 2)

for(i in 1:100){
egyedek[i,]<-folyamat[2*i-1,]
cl <- rainbow(200)
#tipusok abrazolva
plot (x1lim= ¢(0,100), ylim=c(0,2000000000), type="1", xlab = "Ido" ,

ylab = "Egyedek szama", cl[1])

for(i in 1:200){
lines(egyedek[,i], type="1", col=cl[i+1], 1lwd=2)
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for(i in 1:2){
line(egyedekkt[,i],type="1", col=cl[i+1], 1lwd=2)

plot(xlim= c(0,30), ylim=c(0,100), type="1", xlab = "Ido" ,
ylab = "Egyedek szama", cl[1])
for(i in 1:200){

lines(egyedek[,i], type="1", col=cl[i+1], 1lwd=2)

plot(xlim= c(0,30), ylim=c(0,100), type="1", xlab = "Ido" ,
ylab = "Egyedek szama", cl[1])
for(i in 1:2){
line(egyedekkt[,i],type="1", col=cl[i+1], 1lwd=2)
}

#egyedszam abrézolva
egyedszam<-vector( length = 100)
egyedszamkt<-vector(length = 100)
for(i in 1:100){
egyedszam[i]<-sum(egyedek[i,])

}

for(i in 1:2){

egyedszamkt [i]<-sum(egyedekkt[i,])

plot(egyedszam, type="1", xlab = "Ido" , ylab = "Egyedek szama", lwd=2)
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plot(xlim= c¢(0,30), ylim=c(0,100), egyedszam, type="1", xlab = "Ido"
, ylab = "Egyedek szama", lwd=2)

lines(egyedek[,1],type="1", col="red")

lines(egyedekkt[,1], type = "1", col="red")
lines(egyedekkt[,2], type="1", col="blue")

plot(egyedek[,1]/egyedszam, type = "1", xlab = "Ido" , ylab="tipusok arany"
, col=cl[1])

for(i in 2:100){

lines(egyedek[,i]/egyedszam, type = "1", xlab = "Ido" , ylab="tipusok arany"
, col= cl[i+1], 1lwd=2)

}

plot(xlim= c(80,100), ylim=c(0,0.1) ,egyedek[,1]/egyedszam, type = "1",

xlab = "Ido" , ylab="tipusok arany", col=cl[1])

for(i in 2:100){
lines(egyedek[,i]/egyedszam, type = "1", xlab = "Ido" , ylab="tipusok arany",
col= cl[i+1], 1lwd=2)

plot(egyedekkt[,1]/egyedszamkt, type = "1", xlab = "Ido" , ylab="tipusok arany",
col="red",1lwd=2)

lines(egyedekl[,2]/egyedszam, type = "1", xlab = "Ido" , ylab="tipusok arany",
col= "blue", 1lwd=2)
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plot(xlim= c(80,100), ylim=c(0,0.1),egyedekkt[,1]/egyedszamkt, type = "1",

xlab = "Ido" , ylab="tipusok arany", col="red",lwd=2)
lines(egyedekkt[,2]/egyedszamkt, type = "1", xlab = "Ido" , ylab="tipusok arany",
col= "blue", 1lwd=2)

plot (tipus$etipusszam,xlim = c(0,10),ylim = c(0,100) ,col="blue",type="1",
xlab="Ido", ylab="Egyedek szama", lwd=2)

lines(tipus$mtipusszam,col="red",type = "1")

plot (tipus$etipusszam/tipus$mtipusszam,xlab = "Ido", ylab = "Arany",
type = "1", 1lwd=2)

2.4.4. Paraméterektsl valo fiiggés

p paramétertsl valo fliggés:

folyamat<-matrix(data=0, nrow = 200, ncol = 200) #csupa 0 matrix

folyamat[1,1]<-1 #kezdeti egyed

#n kezdeti egyed
utodok<-function(n,p,r){
m<-n-rbinom(1l,n,p) # halalozas valoszinusege
if(n!=0){
N<-m+rbinom(1,m,r)}# szuletes valoszinusege

return(N)

mutacio<-function(x){
k<-rbinom(1l, x, 0.98)

return(k)

y<-matrix(data=0 ,nrow = 100 , ncol = 99)

z<-vector("numeric" , length = 99)
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for(m in 1:100){
for(p in 1:99){
folyamat<-matrix(data=0, nrow = 200, ncol = 200) #csupa 0 matrix
folyamat[1,1]<-1
n<-2
for(i in 1:199){
if (i%%2==1) {#paratlan
for(j in 1:200){
if (folyamat[i,j]!=0){
folyamat[i+1, jl1<-min(utodok(folyamat[i,j]l, p/100 ,0.95), 2000000000)
Yelse{next}

telsef{
for(1l in 1:199){#paros
if (folyamat[i,1]!=0){
folyamat[i+1,1]<-mutacio(folyamat[i,1])
#folyamat[i,1+1]<-folyamat[i,1]-folyamat[i+1,1]

}else{next}
#folyamat[i+1,1+1]<-sum(folyamat[i,1]-folyamat[i+1,1])
}
ossz<-min(sum(sum(folyamat[i,])-sum(folyamat[i+1,])),2000000000)
print(ossz)
if (0ossz!=0){
folyamat[i+1,n]<-o0ssz
n<-n+1

}else{next}

print(p)
y[m,pl<-sum(folyamat[199,])
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z[pl<-mean(y[,p])
t [pl<-p/100

}

}

plot(t,z)

r paramétertsl valo fiiggés:

folyamat<-matrix(data=0, nrow = 200, ncol = 200) #csupa 0 matrix

folyamat[1,1]<-1 #kezdeti egyed

#n kezdeti egyed
utodok<-function(n,p,r){
m<-n-rbinom(1l,n,p) # halalozas valoszinusege
if (n!=0){
N<-m+rbinom(l,m,r)}# szuletes valoszinusege

return(N)

mutacio<-function(x){
k<-rbinom(1l, x, 0.98)

return (k)

z<-vector ("numeric" , length = 99)

y<-matrix(data=0, nrow = 100 , ncol=99)

for(m in 1:100){
for(r in 1:99){
folyamat<-matrix(data=0, nrow = 200, ncol = 200) #csupa 0 matrix
folyamat[1,1]<-1
n<-2
for(i in 1:199){
if (i%%2==1) {#paratlan
for(j in 1:200){
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if (folyamat[i,j]!=0){
folyamat[i+1, jl<-min(utodok (folyamat[i,j], 0.02 ,r/100), 2000000000)
}else{next}

Yelsef{
for(1l in 1:199){#paros
if (folyamat[i,1]!=0){
folyamat[i+1,1]<-mutacio(folyamat[i,1])
#folyamat[i,1+1]<-folyamat[i,1]-folyamat[i+1,1]

}else{next}
#folyamat[i+1,1+1]<-sum(folyamat[i,1]-folyamat[i+1,1])
}
ossz<-min(sum(sum(folyamat[i,])-sum(folyamat[i+1,])),2000000000)
print(ossz)
if (ossz!=0){
folyamat[i+1,n]<-o0ssz
n<-n+1

}else{next}

print(r)
y[m,r]<-sum(folyamat[199,])
z[rl<-mean(y[,r])

}

}

plot(z)

plot(t, z , xlab = "r" , ylab="egyedszam")

37



2.4.5. Hanyados varhaté értékének becslése

folyamat<-matrix(data=0, nrow = 200, ncol = 200) #csupa 0 matrix

folyamat[1,1]<-1 #kezdeti egyed

#n kezdeti egyed
utodok<-function(n,p,r){
m<-n-rbinom(1l,n,p) # halalozas valoszinusege
if (n!=0){
N<-m+rbinom(1l,m,r)}# szuletes valoszinusege

return(N)

mutacio<-function(x){

k<-rbinom(1l, x, 0.98)

return(k)
}
t<-vector("numeric" , length = 99)
y<-matrix(data=0 ,nrow = 100 , ncol = 99)
z<-vector ("numeric" , length = 99)

for(m in 1:100){
for(p in 1:99){
folyamat<-matrix(data=0, nrow = 200, ncol = 200) #csupa 0 matrix
folyamat[1,1]<-1
n<-2
for(i in 1:199){
if (i%%2==1){#paratlan
for(j in 1:200){
if (folyamat[i, j]!=0){
folyamat [i+1, j]1<-min(utodok(folyamat[i,j], p/100 ,0.95), 2000000000)
telse{next}

}elseq{
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for(l in 1:199){#paros
if (folyamat[i,1]!=0){
folyamat[i+1,1]<-mutacio(folyamat[i,1])
#folyamat[i,1+1]<-folyamat[i,1]-folyamat[i+1,1]

}else{next}

#folyamat [i+1,1+1]<-sum(folyamat[i,1]-folyamat[i+1,1])
}
ossz<-min(sum(sum(folyamat[i,])-sum(folyamat[i+1,])),2000000000)
print (ossz)
if (ossz!=0){

folyamat[i+1,n]<-ossz

n<-n+1

}else{next}

}

print (p)

if (sum(folyamat[199,]) !=0){
y[m,pl<-folyamat[199,1]/sum(folyamat[199,])}else
{y[m,pl<-0}

z[pl<-mean(y[,pl)

t[pl<-p/100

#t<- seq(from=0, to=1, by=0.01)
plot(t,z)

plot(t, z , xlab = "p" , ylab="héanyados")
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