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Bevezetés

Egy lineéris egyenlGtlenség-rendszerrel és néhany valtozora egészértékd feltétellel
adott vegyes egészértékid programozasi feladat megoldasanél hasznélhaté6 modszer,
hogy néhany 1j valtozé bevezetésével egy olyan kibévitett felirast kapunk, amely az
eredetivel ekvivalens feladatot eredményez. Az 1j valtozok bevezetésével bizonyos
értelemben egyszeriibb vagy erGsebb felirast kaphatunk.

Az egészértékd programozasban f6ként arra hasznalhatoak a kibgvitett felirasok,
laxacio. Ez alatt azt értjiik, hogy az 1j relaxaltnak az eredeti valtozok terébe vald
visszavetitésével kapott poliédert szigorian tartalmazza az eredeti LP relaxalt altal
kapott poliéder. Ezaltal jobb korlatot kaphatunk egy optimalizalasi feladat soran.
Erre jo példak Sherali és Adams altal, a [12] cikkben ismertetett kibGvitett felirasok.

A kibgvitett felirdsokat hasznalhatjuk arra is, hogy exponencialisan sok egyen-
lettel, illetve egyenlétlenséggel definialt poliédert egyszertibben is megkapjuk. Azzaz
olyan kibgvitett felirast haszndlunk, amihez csak polinomiélisan sok egyenlet, illetve
egyenlGtlenség kell, és az eredeti valtozok terébe valé ortogonélis vetitéssel megkap-
juk az eredeti poliédert. Erre Balas és Pulleyblank a [4] cikkében talalhato példa.

A szakdolgozatomban egy harmadik modszer elméleti eredményeit rendszerezem,
illetve a maximalis sulyd stabil halmaz probléméara implemetnaltam is a modszert
C-++ programorzasi nyelven. A modszer lényege, hogy a kibgvitett felirdsnak az ere-
deti valtozo térbe valo visszavetitésével ugyan nem kapunk jobb relaxaltat, de ha a
kibévitett felirdsokhoz adunk hozzi vagasokat, és tgy vetitjiik le, akkor mar jobb
korlatot nyerhetiink, mintha csak az eredeti poliéderhez adtuk volna hozza a meg-
felel vagasokat.

A szakdolgozatom els6 fejezetében Osszefoglalom a késGbbiek soran hasznalt is-
mereteket. Bemutatom az ortogonélis vetités valamint a racsmentes vagasok, illetve
a split vagasok fogalméat. Ismertetem, hogy hogyan tudjuk a split vagasoknak meg-
felel vagasokat reprezentélni a kibgvitett felirasnal.

A masodik fejezetben specidlis vegyes egészértékii programozasi feladatokrol fog-

lalom 0Ossze a split vagasokkal kapcsolatos ismerteket. Itt nem csupan az egészérté-



kiiséget koveteljiik meg néhény valtozorol, hanem azt is, hogy binaris valtozo legyen.
Bodur és tarsai a [6] cikkben ismertettek egy olyan konstrukciot, amely, ha n jelo-
li az egész valtozok szaméat, akkor n — 1 Gj valtoz6 hozzdadasaval olyan poliédert
eredményez, amelynek a split lezartja egész. A konstrukcidhoz sziikséges a poliéder
extrém pontjainak és extrém irdnyainak az explicit ismerete.

A harmadik fejezetben altalanos vegyes egészértékd programozasi feladatokrol
foglalom 0Ossze az ismert eredményeket. [smertetem a minimaélis kib&vitett feliras fo-
galmét. Megmutatom, hogy milyen fels korlat adhaté a minimaélis felirashoz sziiksé-
ges 1j valtozok szamara. Belathato, hogy egy minimélis kibévitett felirashoz tartozo
polidér dimenzidja feliilr6l becsiilhet6 az eredeti poliéder extrém csticsainak, illetve
extrém irdnyainak a szaméval. Ennek eredményeként igazolhatod, hogy nem minden
esetben van olyan kibdévitett felirasa egy P poliédernek, ami split vagasokat tekintve
jobb eredményre vezet.

A negyedik fejezetben ismertetem, hogy altalanos esetben a 3. fejezethez ha-
sonloan, hogyan lehet megkonstrualni a legerGsebb kiboévitett felirast a split, illetve
altalanosabban a racsmentes vagasokat tekintve. Megmutathato, hogy specidlis eset-
ben a konstrukcidhoz sziikséges 1 valtozok szama csokkenthetd.

Az 6todik fejezetben bemutatom, a Lovasz és Schrijver altal a [10] cikkben bina-
ris egészértéki feladatokra bevezetett felemelés és vetités operatort. Errdl belathato,
hogy az erdsité 1épésnél hasznalt vagasok split vagasok. Ezt a megfigyelést kihasz-
nalva Bodur és tarsai a [6] cikkben egy er&sebb operatort kaptak.

A hatodik, utols6 fejezetben ismertetem a szamitasi tapasztalataimat az 1j fel-
emelés és vetités operatorral kapcsolatban. Itt részletesen targyalom, hogy milyen
hatasa van ennek az operatornak a maximalis silyd stabil halmaz probléma korlta-
tozds és szétvalasztas modszerrel torténd megoldasa soran. Ehhez egy C+—+ progra-
mot irtam, ami a FICO XPRESS optimalizalo program segitségével (1d. [13]) oldja
meg az egészértékl programozési feladatot. Tovabba a grafelméleti reprezentaciot a
LEMON kényvtar (1d. [14]) segitségével valositottam meg.



1. fejezet

El6készuletek

Ebben a szakaszban ismertetek néhany eredményt, amit hasznélni fogok a késéb-
biekben a poliéderek kib&vitett felirdsarol, illetve a split vagasok hatéasairol szolo

elemzésekben. Legyen
P = {xGR":Abe} és Q) = {(m,y) eR"+q:Cx+Gy§d},
olyan, hogy
proj,(Q) = P,
ahol proj, (@) jeloli a @ poliéder ortogonalis vetiiletét az x terére. Azaz ekkor teljesiil,
hogy @ C (P x RY), ezért Q-t a P kibdvitett LP felirasdnak nevezziik. A P és
(@ poliédereken ugyanazt az eredményt kapjuk, ha egy olyan célfiiggvény szerint

optimalizalunk, ami csak x-t6l fiigg.

Legyen n = ny + ny és tekintsiik a kovetkez6 vegyes egészértéki halmazokat:
PP =Pn(Z" xR™) és Q" =Qn(Z™ x R™T),

Ekkor proj, (Q'F) = PP, Ezt a kovetkezGképpen hasznosithatjuk. Ha érvényes split
vagasokat alkalmazunk a () poliéderen, majd levetitjiik a P poliéderre, akkor sztikebb
halmazt kaphatunk, mint ha kozvetleniil a P-n alkalmaznank a split vagasokat.
Ezaltal a P'' jobb kézelitését nyerhetjiik.

1.1. Ortogonalis vetités
Legyen, mint korabban,
Q={(z,y) e R : Caz+ Gy < d}.
Ekkor a ) ortogonélis vetiilete az x terére
proj,(Q) = {x € R" : 3y € R? olyan, hogy (z,y) € Q}.
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kipja K = {u € R™ : vTG =0, u > 0}. Ha K = {0}, akkor proj,(Q) = R", ezért a
tovabbiakban feltessziik, hogy K # {0}. Ekkor a vetités a kovetkez§ alakban irhato:

proj,(Q) = {z e R" : v’ Cx <u'd Yue K}

Ebbdl egybdl kovetkezik, hogy egy poliéder vetiilete szintén poliéder. Jelolje K™ a
K extrém irdnyait, ekkor proj,(Q) definiciojanal hasznalhaté K™ a K helyett. A @

recesszios kiupja
rec (Q) = {(u,v) € R" x R?: Cu+ Gv <0},
és a vetiiletének a recesszios kiipja
rec (proj,(Q)) = {u € R" : v'Cd <0 Vue K"}

Tehat
rec (prOJx(Q)> = proju (rec (Q)) .

Adott z € proj,(Q) pont Gsképe az {(:L’,y) EQ: = i} pontok halmaza.
Hasonloképpen definidlhatjuk proj,(Q) iranyainak az Gsképét is. A vetités tovabbi
tulajdonsagai tudhatok meg Balas az [1] cikkjébdl.

1.2. Racsmentes vagasok

Vegyes egészértéki racsnak hivjuk a Z™ x R™ halmazt. Az L C R™ halmazt racs-
mentesnek nevezziik, ha L N (Z™ x R") = (), ahol n = n; + ny. A racsmentes
halmazok szoros kapcsolatban allnak a vegyes egészértékii halmazokra vonatkozo
érvényes vagasokkal, mivel az érvényes vagassal levagott teriilet rdcsmentes. Legyen
L C R" racsmentes halmaz, a ¢’z > d egyenlGtlenséget (c € R" és d € R) racs-
mentes vagasnak nevezziik, ha érvényes conv (P \ L)-re. Itt és a tovabbiakban is egy
X C R” halmaz konvex burkat a conv (X) jeloli.

Tekintsiik a kovetkezs vegyes egészértékt halmazt PIY = PN (Z™ x R™2), ahol
P C R". Ha L racsmenetes, akkor

PP = PN (Z™ x R™) = (P\ L)N(Z™ x R™).

Tehat PP C conv (P \ L), ezért barmely (P \ L)-re érvényes egyenlétlenség érve-
nyes lesz P!P-re is. Legyen £ = {L;, Lo, ...} racsmentes halmazok rendszere. Ekkor

definidlhatjuk P racsmentes lezartjat L£-re nézve a kovetkezGképpen:

L(P) = () conv (P \ L). (1.1)
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Természetesen P O L(P) D PP, Legyen m € Z", v € Z, és m; = 0, ha j > ny, ekkor

egy racsmentes halmazt kapunk a kévetkezGképpen:
S(my)={reR":y+1>7lz >~}
Jelolje §* az Osszes ilyen split halmazt, azaz
S*={S(m,y):me€l",ye€Z,ésmj=0,haj>mn}

Mivel minden S € 8* racsmentes halmaz, ezért P O S*(P) D P!,

A racsmentes vagasokat masképp is értelmezhetjiik. Tekintsiink egy K véges
indexhalmazt és legyen D) = {(a:,y) € Rm x R™ : AFp < bk} minden k € K
indexre. A D = Upcg Dy egy érvényes diszjunkcid a Z™ x R™ vegyes egészérték
halmazra nézve, ha Z™ x R™ C D. Egy linearis egyenlGtlenség diszjunktiv vagasa a
P poliédernek, amit a D diszjunkcioboél kapunk, ha érvényes a conv (PN D)-re. Mivel
D¢ =R™\ D egy racsmentes vagasa a Z™ x R"? vegyes egészértékd halmaznak, ezért
a D-bdl kaphato diszjunktiv vagasok megegyeznek a D°-bdl kaphatd racsmentes
vagasokkal.

Legyven adott az L racsmentes halmazrendszer a vegyes egészértékd Z™ x R
halmazra nézve és egy Q C R""? kibgvitett felirdsa a P C R™ poliédernek, ekkor a

Q@ kibovitett feliras racsmnetes lezartja

L(Q) = ) conv (Q\ LT), (1.2)

LeLl

ahol LT = L x R? Minden L € £ halmazra az L™ halamaz racsmentes a vegyes

egészértékid Z™ x R™17 halamazra nézve.

1.3. Racsmentes vagasok a kibévitett LP felirasok-

hoz

Legyen P C R™ egy poliéder és legyen (Q C R™"7 a kibovittet felirasa P-nek, azaz
P = projg.(Q). Feltessziik, hogy @ felirasaban az els6 n valtozo ugyanaz, mint P
felirasaban, igy a projg.(.) operator az elsé n koordinatat tartja meg, a tobbit torli.

Bodur és tarsai bizonyitottak a [7] cikkben, hogy tetszéleges S C S* rendszerre

S(P) 2 Projgn (S(Q))

S6t a fenti két halmaz egyenld, ha |S| = 1. Ezt konnyen altalanosithatjuk a kovet-
kezGképpen.



1.3.1. Tétel. Legyen P C R™ egy poliéder és a kibévittet felirasa @@ C R"19, és

legyen L racsmentes halmazok rendszere R"-ben. Ekkor
L(P) 2 proje: (£(Q).
Tovabba L(P) = projg. (£(Q)), ha |L] = 1.

Bizonyitas. Ha = € projg.(£(Q)), akkor van olyan y € RY, hogy (z,y) € £(Q).
Ekkor tehat (z,y) € conv(Q \ L') minden L € L esetén, de ekkor x € conv(P \ L)
minden L € L rdcsmentes halmazra. [

Bebizonyithato (1d. a [7]), hogy |£| > 1 esetén lehet szigori is a fenti tartalmazas.
A bizonyitas a kovetkezs egyszert R2-beli példan alapul.
1.3.2. Példa.
1 1, ,1 1
) (1,2),(5,0), (5,1
2)7( 72)7<27O)7(2? ))

és a hozzatartozo kibévitett feliras R3-ban

P = conv((0,

1 1 1

1>’ (_7070)7 (_

1
Q:conv((O,E,l),(l,i, 5 2,1,0)).

Hasznéaljuk a kovetkezd split halmazokat S; = {(:B,y) ERZXxR:1>ua; > 0}, ahol

i = 1,2. Ekkor a P split lezéartja az (3, 5) pont, mig Q split lezéartja iires.



2. fejezet

A 0 — 1 valtozbju vegyes egészértéki

halmazok

Ebben a fejezetben ismertetem Bodur és tarsai altal a [6] cikkben publikalt ered-
ményt, miszerint n binéris, és k folytonos valtozoval adott vegyes egészérti poli-
édernek mindig van 2n + k — 1 véaltozot hasznélé kibovitett felirdsa. FEz a feliras
egy természetesen adodo konstrukcidobol kaphatd, de hasznélja a poliéder extrém
pontjait és extrém irdnyait is. Ezek kiszdmitédsa azonban a gyakorlatban idGigényes
mivelet is lehet.

Tekintsiik a kdvetkezd, az els§ ny koordinataban 0 — 1 értékd, vegyes egészérték
halmazt P'” = PN ({0,1}™ x R™), ahol P = {z € R" : Az < b} és az els6 ny
valtozora a 0 — 1 korlat szerepel a feltételek kozott. Egy véges X C R™ halmaz esetén
jelolje cone (X) az X nemnegativ linearis kombinacidinak a halmazat. Tegyiik fel,
hogy P egy csticsos poliéder. Jeldlje P extrém pontjait !, ..., 2™ és extrém iranyait
71, ..., 7. Ekkor

P = conv (z',...,2™) + cone (7', ..., 7).

TetszGleges t € {1,2,...,n,} szamhoz definidlhatjuk P egy kibdvitett LP felirasat
az R térben

Q' = conv (2!, ...,2™) + cone (7, ..., #),
ahol 77 = (77,0) itt j = 1,...,1 és a 0 az R-beli nullvektor, mig 27 = (z7,7), itt

j=1,...,m, és

; 1 ha & tort
Y =
0 kiilonben
Belathato, hogy ha split vagasokat alkalmazunk 0-1 split halmazokkal a kibd-
vitett felirdst Q'-re, akkor az elsé t koordinataban egész poliédert kapunk, igy ha
a 0 — 1 split vagasokat QQ"'-re alkalmazzuk, majd levetitjiik az eredeti térre, akkor

megkapjuk P konvex burkat.
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2.0.1. Lemma. Adottt € {1,...,n1} esetén legyen
P =Q'n{(z,y) eR*" xR :y; =0,j=1,...,t} (2.1)

Ha P' egy extrém pontja (v*,y*) € R" xR', akkor x; € {0, 1} minden j € {1,... 1}

indexre.

Bizonyitas. Minden j = 1,...,t-re az y; > 0 egyenldtlenség érvényes a Q' po-
liéderre, ezért P' egy oldala a Q'-nek. Ekkor viszont (z*,y*) a Q'-nek is extrém
pontja. Tovabba P! minden pontjara fennéll, hogy y = 0 , ezért y* = 0. A Q' defi-
nici6jabol adodoan, ha (x*,0) extrém pontja Q'-nek, akkor z* extrém pontja P-nek

és x5 € {0,1} minden j =1,...,t esetén. [

2.0.2. Lemma. Tetsz6leges j € {1,...,t} indexre, az y; = 0 egyenldség érvényes

split vagéas a Q' poliéderre, amit az
Sf={zeR"™:1>uz;>0}
0-1 split halmazbél nyerhetiink.

Bizonyitas. Legyen j € {1,...,t} adott index és tekintsiik a kovetkezd poliédert:
Wo=Q" N {(z,y) € R* xR : z; = 0}. A Q" poliéderre érvényes egyenlGtlenség
az x; > 0, ezért Wy oldala a Q' poliedernek. Ekkor viszont W, minden extrém
pontja olyan extrém pontja a Q' poliédernek, amelyre teljesiil, hogy x; = 0. Mivel
Q! minden irdnya, és igy W, minden irdnya is olyan, hogy az y valtozokhoz tartozo
koordinatakban 0, ezért y; = 0 fenndll W, minden pontjara. Hasonl6 adédik, hogy a
Wi =Q"' N {(z,y) € R"xR" : z; =1} poliéder minden pontjara igaz, hogy y; = 0.
Tovabba Q' \ S; = Wy U Wi, ezért y; = 0 egy split vagasa a Q' poliédernek. [

2.0.3. Tétel. A Q™ poliéder az S j = 1,...,ny halmazok altal vett 0 — 1 split
lezartja egész, ezért
projx(So’l(Qm)) = conv (P'P).

Bizonyitas. A proj,(S°'(Q™)) 2 conv(P'") egyenlétlenség nyilvanvaloan telje-
siil, csak a masik irdnyu tartalmazast kell bizonyitani. A 2.0.2 lemma alapjan min-
den j € {1,...,n} indexre az y; = 0 egy érvényes, 0 — 1 split halmazbol nyert split
vagas. Tehat a P™ tartalmazza a S®'(Q™) halmazt, ezért igaz a vetiiletekre is a
tartalmazés, azaz proj, (S**(Q™)) C proj,(P™). Viszont a 2.0.1 lemma szerint P™
egész poliéder, tehat proj,(P™) = conv(P!F). O

Az elébbi tétel kovetkezménye, hogy minden binaris vegyes egészértékd R"™-beli

halmaznak létezik olyan kibovitett felirasa az R™™™ térben, amelynek a 0 — 1 split
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lezartja egész. Bodur és tarsai megmutattak (1d. a [6]), hogy a Q™! C Rtm—l
0 — 1 split lezartja szintén egész. Tovabba az is bebizonyithatd, hogy a kibgvitett
feliras dimenzidjara ez egy éles korlat, azaz bizonyos vegyes egészértéki halmazok
esetén nem létezik olyan kib&vitett felirasa a halmaznak, amely n,; — 1-nél kevesebb

1j valtozot haszndl és a 0 — 1 split lezartja egész.

2.0.4. Tétel. A Q™" poliéder az S} j =1,...,ny halmazok éaltal vett 0 — 1 split
lezartja egész, ezért
proj, (80’1(62"1’1)) = conv (PIP).

Bizonyitas.

ni

S Q™) ﬂ conv (Q™ 1\ 5F) C conv (QM M\ S )n P (2.2)

ahol P™~! a 2.1 szerint van definialva, az utolsé tartalmazas a 2.0.2 lemma miatt

igaz. A 2.0.1 lemma bizonyitasdban lattuk, hogy P™"~! egy oldala Q™ ~!-nek ezért
conv (Q™ "\ SF )N P = conv (P 1\ S, (2.3)

mivel (1d. [9] 9 egyenldség) minden P poliéderre és annak egy F' oldalara fenall, hogy
conv (P\ S)NF = conv (F'\ 5) tetszbleges S halmaz esetén. A 2.0.1 lemma szerint
P~ egész az elsé ny — 1 koordinataban. Ezért az adodik, hogy a kivetkezd modon
definialt Wy = P71 N {(z,y) € R* x R™~! : 2, = 0} poliéder, és hasonléan
a Wy = Pt {(z,y) € R* x R~ : x, = 1} poliéder is egy-egy oldala a
Pmi=1 poliédernek, ezért ezek is egészek az elsé n, — 1 koordinataban. A definicio
alapjan Wy és Wy ni-edik koordinataja is egész, ezért mindketts egész az els6 n,
koordinataban. Mivel conv (P™ 1\ S} ) = conv (Wy U W), igy conv (P™~1\ S;F)
szintén egész. Felhaszndlva a 2.2 tartalmazast és a 2.3 egyenletet azt kapjuk, hogy
SOH(Q™ ) egész az elsS ny koordinataban, igy proj, (SH(Q™ 1)) is. O

2.0.5. Megjegyzés. A P poliéder kibgvitett felirdsahoz hasznaltuk P extrém pont-
jait és extrém irényait is. Tovabbéa el6fordulhat, hogy exponenciélis sok egyenlGt-
lenség kell a kib&vitett formula felirasdhoz még akkor is, amikor a P poliédernek

polinomialisan sok oldala van.

Korabban S* jelolte a split halmazokat. Barmely S C §* és k > 0 esetén definial-
hatjuk a P k-adik lezartjat S-re nézve, amit S*(P)-vel jeléliink. Legyen S°(P) = P
és SH(P) = S(S*(P)), hak > 1.

Azt mondjuk, hogy a P N (Z™ x R")-re érvényes egyenlGtlenség split rangja k,
ha nem érvényes (S*)¥~(P)-re, de érvényes (S*)*(P)-re.
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3. fejezet

A j6 kibévitett LP formulak

tulajdonsagai

Korabban a 2.0.3 tételben lattuk, hogy 0 — 1 vegyes egészértéki halmazoknak van
olyan kibévitett felirasa, aminek a split lezartja egész. Altalanos vegyes egészérté-
kd halmazokra ez nem mindig lehetséges. Azonban konstrualhaté olyan kib&vitett
feliras, ami jo relaxacidhoz vezethet split illetve altalanosabban racsmentes vigasok
alkalmazasaval. Ebben a fejezetben ezekrol a kibévitett felirasokrol lesz szo.

Tovabbiakban, mint ahogyan korédbban, jelolje £ egy a Z"* x R"? halmazra nézve
racsmentes halmazok Osszességét. Tovabba legyen n = ny + no, illetve P C R" és a
kibévitett felirdsa Q C R™"9. Legyen

L(Q) = ) conv (Q\ L"),
LeL

ahol LT = L x R% Természtesen minden L € £ halmazra az LT is racsmentes a

vegyes egészértékd Z™ x R™ 77 halamazra nézve.

3.1. Minimalitas
Tekintsiik a @1, Q2 C R™ halmazokat és az L racsmentes halmazrendszert. Ekkor,

Q1 C Q= Q\LT CQ\L" VLeL= (conv (Q:\L") C () conv (Q2\L").

LeL LeL
Tehat ha @1, Qo € R két kiilonbozs kibsvitett LP felirasa a P C R" poliédernek,
akkor

Q1 € Q2= L(Q1) € L(Q2) = projpa (L(Q1)) C proje. (£(Q2))

minden racsmentes £ halmazrendszer esetén. Tehat a tartalmazasra nézve kisebb

kibovitett felirdsok erdsebb racsmentes vagasokhoz vezethetnek. Ez az észrevétel
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motivalja a kdvetkez6 definiciot. Egy kibgvitett LP felirdst minimalisnak neveziink,
ha szigortan nem tartalmaz mésik kibévitett LP felirdst. A minimalis kib&vitett

felirasok még rogzitett ¢ esetén sem egyértelmtiek. Forméalisan a definicio a kévetkezd.

3.1.1. Definici6. Legyen @Q C R""? kibgvitett felirdsa P C R™-nek. Azt mondjuk,
hogy ) minimalis kibévitett felirds, ha minden " C @ halmazra teljesiil, hogy

P € projp.(Q').
A minimalis kibévitett feliras jellemzésére hasznalhatjuk a kdvetkezs lemmaét.

3.1.2. Lemma. Legyen (Q a P csiicsos poliéder kibévitett felirasa. A () miniméalis
kibovitett felirasa a P poliédernek akkor és csak akkor, ha a kovetkezd két feltétel

teljestil
(i) P extrém pontja (irdnya) extrém pontja (irdnya) QQ-nak
(ii)) Q-nak nincsen mas extrém pontja illetve extrém irdnya

Bizonyitas. Tekintsiik P extrém pontokkal illetve extrém irdanyaival torténd felira-
sat, azaz

P = conv (z',...,3™) + cone (7, ..., 7).

Mivel @@ kibgvitett felirdsa P-nek, ezért P minden irdnyanak és minden pontjanak
van legalabb egy Gsképe Q-ban. Legyenek ezek ' = (7,¢y7) € Q, ahol i = 1,...,m
illetve 77 = (77, w’) € rec (Q), ahol j = 1,...,1. Tekintsiik a kivetkezs poliédert:

Q’ — conv (;%17 . ,im) + cone (f’l, - ,fl).

Természetesen Q' C Q. Legyen z € P, ekkor létezik 1 € RY és olyan A € R, amire
teljesiil, hogy 17X = 1, tovabba = = Y1 \i@ + >, u;7. De mivel Y1, \id? +
Zgzl w7 € Q" azt kapjuk, hogy x € proj,(Q’), azaz Q' kibvitett felirdsa P-nek.

Belathato, hogy minden i = 1,...,m indexre ' extrém pontja Q’-nek. Ugyanis,
indirekt tegyiik fel, hogy van olyan 1 <t < m index amire (%', y") nem extrém. Ek-
kor (&%, y") = > Nat + 22‘:1 177 alakban all els, ahol p € RY és X € R olyan,
hogy 17\ = 1 és )\, = 0. Azonban ekkor ugyanezt a p és \ egyiitthatokat hasznal-
va azt kapnank, hogy ' nem extrém pontja P-nek, ami ellentmondés. Hasonloan
bizonyithato, hogy minden j = 1,...,[ indexre #/ extrém iranya )’-nek. Tehat Q'
teljesiti a lemma (i) és (ii) feltételét.

Tegyiik fel, hogy ) minimalis kibGvitett felirdsa P-nek. Ekkor a minimalitas
definicioja miatt Q' nem lehet valodi része QQ-nak, azaz Q = )'. Ekkor viszont )

teljesiti az (i) és (ii) feltételeket.
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Forditva tegyiik fel, hogy @ teljesiti az (i) és (ii) feltételeket, és indirekt tegyiik
fel, hogy @ nem minimalis kibdvitett feliras. Ekkor létezik Q C @ kibovitett felirasa
P-nek. Mivel Q szigoru része ()-nak ezért () valamelyik extrém pontjat vagy extrém
irdnyat nem tartalmazza. De ekkor van P-nek olyan extrém pontja vagy extrém
irdnya, aminek nincs &sképe Q—ban, ellentmondva annak, hogy Q kibovitett felirasa
P-nek. 0

3.2. A kibdvitett LP felirasok korlatai altalanos ve-

gyes egészértékii halamzokra

Ebben a szakaszban egy sziikséges feltételét ismertetem annak, hogy egy kibgvitett
LP feliras erGsebb relaxaciohoz vezessen. Ehhez az kell, hogy a kibévitett feliras
dimenzidja szigorian nagyobb legyen, mint az eredeti felirdsé. F§ észrevételként
Bodur és tarsai a [6] cikkben ismertetett megfigyelését hasznaljuk. Ennek, és a 3.1.2
lemmanak a segitségével korlatot kapunk a sziikséges 0j valtozok szadmara, ami a

legerésebb kib&vitett felirashoz kell racsmentes vagasok alkalmazasa esetén.

3.2.1. Tétel. Legyen P C R™ poliéder és a kibévitett felirasa (Q C R""9, va-
lamint t = dim(Q) — dim(P). Ha t < ¢, akkor barmely L rdcsmentes halmaz-

rendszerhez létezik olyan ' C R™™ kibévitett felirdsa P-nek, amire teljesiil, hogy

projea (£(Q)) = proje- (£(Q)).

Bizonyitas. Legyen d, = dim(P) és d, = dim(Q). Elgszor tegyiik fel, hogy P
nem teljes rangi, azaz n — d, > 0. Ekkor létezik n — d, olyan linedrisan fiiggetlen
egyenl@ség amit P minden z eleme kielégit. Masképpen fogalmazva van olyan A teljes
sorrangll matrix és b vektor, hogy minden x € P pontra fenéll az Ax = b. Hasonléan
minden (z,y) € @ pont kielégit (n+ q — d,) linearisan fliggetlen egyenléséget. Mivel
ha (z,y) € Q, akkor x € P, ezért Az = b. Tehat Q minden (z,y) pontja teljesiti az
Az + 0y = b egyenletrendszert és még (n+q — d,) — (n — d,) = q — t egyenletet,
jelolje ezt Cx + Ey = d. Tehat a kovetkezs egyenletrendszert kaptuk:

e ) 0)-(0)

ahol az A = (A,0; C, F) matrix teljes sorrangu.
Megmutatjuk, hogy E szintén teljes sorrangi. Ugyanis indirekt, tegyiik fel, hogy
nem. Ekkor A utols6 ¢ — ¢ soran elemi lépéseket végrehajtva egy 1j egyenletet kap-

hatunk, ahol y egyiitthatoi nulldk. Jelolje ezt az egyenletet ¢! +0y = g, ekkor ¢ # 0,
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mert A teljes sorrangi. Kapjuk tehat, hogy

n—d, { A 0 b

1 { c 0 ( ! > =1 9 |,
g—t—1 { \c |\’ d

ahol az (A, 0; ¢,0; C’, E') méatrix teljes sorrangi, azaz c linearisan fiiggetlen A sora-

itol. De ekkor n —d, + 1 egyenletet elégitenének ki P pontjai, de dim(P) = d, miatt

ez ellentmondas. Tehat E tényleg teljes sorrang.

Mivel E teljes sorrangi, az A matrix utolso g—t soran elemi ekvivalens lépésekkel

elérhetd, hogy az egyenletrendszer a kovetkez§ alki legyen:

x

n—d, { A 0 0 b

" " Ys - 1" )
g—t {\C" I E d
Yn

Itt I a (¢ —t) X (¢ —t) méretd egységmatrixot jeloli, és yp illetve yy az y egy
particioja, ahol B C {1,...,q}, |[B| =q¢—tés N = {1,...,q} \ B. Ekkor minden
(r,y) € Q pontra

yB — d// _ C{//x _ El/yN

teljesiil. Ha @ linearisan fliggd valtozoit vetitéssel elhagyjuk, akkor a dimenzi6 nem
csokken. Azaz legyen Q)" = proj,, (Q), ekkor dim(Q’) = dim(Q) = d,. Tovabba a
Q' C R™* kibgvitett LP felirasa P-nek, mert

proj,(Q') = proj, (proj, , (Q)) = proj,(Q) = P.

Most belatjuk, hogy £(Q') = proj,, . (ﬁ(@)) Mivel ) egy kibovitett felirasa Q'-
nek, ezért £(Q') 2 proj, ., (£(Q)) fenall. A forditott iranyt tartalmazas belataséhoz
indirekt tegyiik fel, hogy létezik egy olyan pont, amire

(Z,9n) € L(Q) \ proj,,, (£(Q))- (3.1)

Legyen yp = d”" — C"x — E"yn. A 3.1 indirekt feltevés szerint létezik legalabb egy
L € L racsmentes halmaz, amire teljesiil, hogy (Z, ¥, yn) ¢ conv (Q \ (L x Rq)), de
(Z,yn) € conv (Q"\ (L x R)). Ezért létezik | € Z,, hogy

(i)7 ij) E conv {($17y}\[)7 c (xl7y§\f)}7

ahol minden i € {1,...,l} indexre (z',y%) € Q" \ (L x R'). De ekkor minden
i € {1,...,1} indexre (2%, y%, k) € Q\ (L x RY), ahol y; = d" — C"z" — E"y,
és ezért (2, Y, yy) € conv (Q \ (L x RY)), ami ellentmondas. Tehat d, < n esetén

Projgn ('C(Q)) = Projgn (ﬁ(Ql))
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Tekintsiik most a d, = n esetet. Ekkor nincs olyan egyenl6ség amit P minden
pontja kielégitene, és a (C, E') matrix teljes sorrangu. Innen ugyanazokkal a 1épések-
kel adodik, hogy E szintén teljes sorrangt és a tobbi eredmény hasonléan kévetkezik.
Ezért projg. (£(Q)) = projg. (£(Q")) a d, = n esetén is fenall. O

3.2.2. Megjegyzés. A tétel bizonyitasa soran L racsmentessége sehol sem volt
hasznalva, tehit az eredmény igaz minden £ halmazrendszerre és az 1.1 illetve az 1.2
egyenletek altal definialt £(P) és £(Q) halmazokra.

3.2.3. Kovetkezmény. Legyven P C R™ poliéder és a kibévitett felirasa () C R"™19,
Ha dim(P) = dim(Q), akkor projg.(£(Q)) = L(P) tetszéleges L racsmentes hal-

mazrendszerre.
Tekintsiik a kovetkezs két trividlis kibgvitett felirasat P C R™-nek:
Qo =P x{0}? & Qo =P xR%

Mivel Qp € Qu, ezért L(Qy) C L(Qs). Tovabba dim(Qy) = dim(P), igy a 3.2.3
kovetkezmény miatt projg. (£(Qo)) = L(P). Ekkor viszont projg. (£(Qx)) = L(P)
is fenall, azaz ezek a trividlis kib&vitett felirasok nem hasznosak racsmentes vagasok
alakalmazasanak a szempontjabol.

A racsmentes vagasok alkalmazasanal kaphato legerdsebb kibdvitett felirashoz
sziikséges 1) valtozok szamara korlatot kaphatunk a 3.1.2 lemma és a 3.2.1 Osszeté-

telével.

3.2.4. Kévetkezmény. Legyen P C R" poliéder és () C R"™ minimaélis kibévitett
felirasa P-nek. Jel6lje k a P poliéder extrém pontjainak és az extrém iranyainak a
szaméat. Ekkor dim(Q) < k — 1.

Tovabbéa legyen t = k — 1 — dim(P). Ha q > t akkor, létezik Q' C R™*" kibo-
vitett felirasa P-nek, amire teljesiil, hogy minden L racsmentes halmazrendszerre

projp. (L(Q)) = projg. (£(Q")).

A 3.1.2 lemma szerint P barmely minimalis kibévitett felirdsanak ugyanannyi
extrém pontja és extrém irdnya van, mint a P polidérnek. Kovetkezésképpen a mi-
nimalis felirds dimenzi6jat korlatozza P extrém pontjainak és extrém iranyainak a

szama. Azaz a 3.2.3 és a 3.2.4 kovetkezményekbdl kovetkezik, hogy:

3.2.5. Kovetkezmény. Legyen P egy csiicsos poliéder és dim(P) = k — 1, ahol k
jeloli a P extrém pontjainak és az extrém irdnyainak a szamat. Ekkor tetszéleges

L racsmentes halmazrendszer és tetszéleges () kibdévitett felirds esetén fendll, hogy

projes (£(Q)) = L(P).
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4. fejezet

A leger6sebb kibévitett feliras
altalanos vegyes egészértékii

halmazokra

Ebben a fejezetben ismertetem a racsmentes halmazokra vonatkozé legerésebb @)
kibovitett felirdsat egy P C R™ poliédernek. Legerdsebb felirason azt értjiik, hogy P
minden Q' kib6vitett felirasara és minden £ racsmentes halmazrendszerre teljesiil,
hogy projg- (£(Q)) C projg. (£(Q’)). A 3.2.5. kivetkezmény szerint nem minden
esetben van altalanos vegyes egészértékid halmaznak olyan kib&vitett felirasa ami
jobb racsmentes vagasokat eredményez. Ebben az esetben a ) kibévitett felirashoz
adott racsmentes vagasok sem jobbak P racsmentes vagasainal. S6t, ha () nem vezet
jobb racsmentes vagasokhoz, akkor P-nek nincs is olyan kibgvitett felirdsa, ami
jobb racsmentes vagasokat adna. A tovabbiakban jel6lje az A matrix oszlopai altal
generalt teret conv (A), és az A oszlopai altla generalt kipot cone (A).

Legyen P C R” poliédernek m > 0 extrém pontja és [ > 0 extrém iranya.
Legyenck tovabb4d a V. C R™™ ¢és az R C R™ ! matrixok oszlopai a P extrém

pontjai, illetve az extrém iranyai. Ekkor
P = conv (V) 4 cone (R). (4.1)

Definidljuk P egy kibdvitett felirdsat a kovetkezSképpen:

V R
X(P)=conv | I, | +cone | 0 [, (4.2)
0 I;

ahol I, az s x s méretti egységmatrix, 0 a megfelels méretti null matrix. Igy valoban
egy kibdvitett felirast kapunk, hiszen projg. (X (P)) = P. Mivel X (P)-t tgy kapjuk,
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hogy P extrém pontjaihoz és extrém iranyaihoz kiilonboz6 egységvektorokat adunk,
ezért P és X (P) extrém pontjai és extrém iranyai kozott egy-egyértelmii megfelelte-
tés van. Tehat a 3.1.2 lemma szerint X (P) egy minimalis kibévitett felirasa P-nek.
Tovabba X (P) extrém pontjai affin fiiggetlenek, s6t ha barmelyik extrém iranyat
hozzdadjuk egy rogzitett extrém ponthoz tovabbi affin fliggetlen pontokat kapunk.
Kovetkezésképpen X (P) dimenzidja legalabb m + [ — 1. Ezt Gsszevetve a 3.2.4 ko-
vetkezménnyel adodik, hogy dim (X (P)) =m + 1 — 1. Bodur és tarsai a [6] cikkben
bizonyitottak, hogy X (P) a lehetd legerdsebb kibévitett feliras P-nek a racsmentes

vagasokat tekintve.

4.0.1. Tétel. Legyen Q) kibévitett felirasa a P C R™ poliédernek. Ekkor tetszéleges

L racsmentes halmazrendszer esetén igaz, hogy

proj: (£<X<P>>) C proja (£(Q))

Bizonyitas. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehets, hogy ) minimalis kibé-
vitett felirdsa P-nek. Ekkor a 3.1.2 lemma szerint kolcsonosen egyértelmi megfelel-
tetés van () és P extrém iranyai és extrém pontjai kézott. Masképp fogalmazva van

k > 0 egész, amelyre létezik olyan V' C R¥*™ &5 R’ C R¥*! matrix, hogy

Vv R
@ = conv + cone
Vv’ R

teljestil. Definidljuk a kovetkezé QT poliédert:

\% R

V/ R/
Q1 = conv + cone

0 I

Ekkor QT kibévitett felirasa Q-nak és X (P)-nek is. Az 1.3.1 tétel szerint ekkor
teljesiil, hogy

projga (L(Q™)) C projga (£(Q)) és projg. (L£(Q")) C projga (ﬁ(X <P>)). (4.3)

Hasonloan X (P) dimenziojahoz meggondolhatd, hogy a QT dimenziojara is teljesiil,
hogy dim(Q%) =k +1— 1= dim (X(P)). De emiatt

prois. (£(X(P) ) = proie. (£(Q°)). (1.4)

Osszerakva a 4.3 és a 4.4 tartalmazéasokat a tétel adodik. [
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Leirhatjuk X (P)-t explicit alakban a kovetkezSképpen:

X(P) = A | € R+ 3N\ [ olyan, hogy ANl=11, | 2 + 0o |z,
H H 0 Il

Nyilvanvalo, hogy a fenti felirasban A = X\ és p = g tehat X (P)-t a kovetkezd
egyszeriibb alakban is felirhatjuk:

X(P)={(z,\p) ER"xR" xR :z=VA+ Ry, 1"A=1A\p>0} (4.5)
A P poliéder explicit alakban val6 felirasa:
X(P) = {:c € R": 3\ polyan, hogy = VA+ Ry, 17X =1, \pu> 0} (4.6)

Az egyetlen kiilonbség P és X (P) felirasdban az, hogy a P extrém pontjainél
¢és az extrém irdnyainal hasznalt szorzok X (P) felirasaban explicit valtozok. Meg-
lep6 lehet, hogy egy latszolag trividlis valtoztatassal erdsebb racsmentes vagasokat
kaphatunk X (P)-re alkalmazva, mintha P-re alkalmaznank ezeket.

Most részletesebben is Gsszefoglalom, hogy az X (P) kibGvitett feliras split lezart-
jat hogyan tudjuk leirni. Megjegyzendd, hogy altaldnos racsmentes halmazokra is at-
vihetGek a kovetkezs eredmények. Balas a [2] cikk 3.3 tételével megmutatta, hogy ho-
gyan lehet felirni explicit médon két poliéder univjdnak a konvex burkéat. Tekintsiik
az S* = {z € R" : 7F +1 > (7%)Tz > ~*} split halmazt és a P = {z € R : Az < b}

poliédert, ekkor a fent emlitett tétel szerint

conv (]5 \ S%) = {x eR":3z,7 € R" és v € R olyan, hogy (4.7)
r=7T+2, 0<r<l, (4.8)

Az < vb, Az < (1 —v)b, (4.9)

(w)7a <ot (o2 (1= n)0r 1) (4.10)

Legyen P a 4.6 egyenléség éltal definidlt és tekintsiik az S = {S* : k € K} split
halmazokat. A 4.7 - 4.10 rendszerrel egy split halmazra tekintett lezartjat kapjuk
a P poliédernek. Ezek alapjan a P poliédernek az S-re vonatkozo split lezartjat a

kévetkezéképpen irhajuk le:
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S(P) = {:1: eR": 3z, T, \ j\, fi, i, V¥ olyan, hogy

x =zt 4+ zF, 0<vk <1, kekK,

" = VF + Rp¥, Th = VA + RfF, keK,
170\F = ok, 17Nk =1 — &, ke K,
(7)) 2k < vk, (7T > (1-vF) (0 + 1), keK,

ek >0, e ik >0 ke K}. (4.11)

Hasonl6 modon S(X (P)) felirhat6 (x, A, 1) pontok halmazaként, ahol z kielégiti
a 4.11 rendszert és ezen feliil \F = \F + /:\k, valamint ;¥ = % + ji* teljesiil minden
k € K-ra.

4.0.2. Kovetkezmény. Legyen P és X (P) a 4.6 és a 4.5 rendszerekkel definalva és
legyen S = {S* : k € K} adott split halmazrendszer. Ekkor

proj,, (S(X(P))> = {x eR": 3z, z, \ j\, i, i, V¥ olyan, hogy a 4.11 teljesiil,
Nep N = 2 AV R i =+ Y minden k#K € K. (4.12)

A 4.0.2 kévetkezmény jobb megértése érdekében tekintsiik azt az esetet, amikor
P egy politop. Ekkor R és i, i, i1 nem szerepel a 4.11 rendszerben és a 4.0.2 kovet-
kezményben. Ha z € S(P), akkor valamely k € K-ra x egyenls két pont 7% és 7%
konvex kombinacidjaval. Ezeket a pontokat x bardtainak hivjuk az S* split halmazra

nézve. Az % konvex kombinécioja V oszlopainak, ahol a j-edik oszlop egyiitthatoja

A% Hasonl6 igaz T"-ra csak a A} egyiitthatokkal. Ha « € proj, (S(X(P))), akkor

V' j-edik oszlopara teljesiil, hogy 5\2’? + j\f = 5\?/ + 5\;‘/ k # K € K-ra. Masképp
fogalmazva minden k& € K-ra z két baritja az S* split halmazra tekintve fiigg x
két baratjatol k' # k-ra olyan értelemben, hogy V' j-edik oszlopahoz tartozé szorzok
Osszege k-ra pontosan megegyezik ugyanezzel az Osszeggel k' £ k-ra.
Megmutathaté még, hogy a racsmentes vagosokhoz valo legerGsebb kibGvitett
felirashoz sziikséges valtozok szaméra az m + [ felsGbecslés nem éles. Egy specia-
lis esetben erdsithetjiik ezt a felsé korlatot. Tegyiik fel, hogy néhany extrém irany
egységvektor, ekkor a nekik megfelel§ hozzaadott valtozok levetithetéek az erds ki-

bévitett formula valtozasa nélkiil.

4.0.3. Lemma. Legyen P és X(P) a 4.6 és a 4.5 rendszerekkel definalva. Legyen

Ry C R a P azon extrém irdnyainak a halmaza, amik egységvektorok. Ekkor létezik
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olyan X CRn+m+1— | Ry| kibdvitett felirdasa P-nek, amire teljesiil, hogy tetszo-
leges L racsmentes halmazrendszerre nézve projgn ([,(f( )) = projg» <£ (X(P))

Bizonyitas. Legyen k = |Ry| < n és tegyiik fel, hogy az R-ben 1évé vektorok

rendezve vannak gy, hogy az els6 k vektor alkotja Ry.

V Ry R\ Ry
X = conv I,, | + cone 0 0
0 0 Iy

Az X (P) nyilvanvaloan kibgvitett felirasa X-nak. Korabban lattuk, hogy teljesiil
a dim (X(P)) = m+ 1 — 1. A 3.2.5 kdvetkezmény szerint X dimenziojara fenall,
hogy dim(X) < m + [ — 1. Belathato, hogy X extrém pontjai és azok a pontok,
amiket ugy kapunk, hogy X tetszbleges extrém irdnyat hozzaadjuk X egy rogzitett
extrém pontjahoz m + [ darab affin fiiggetlen pontot hatidroznak meg. Tehat az
is igaz, hogy dim(X) > m + [ — 1, és ezért telejesiil, hogy dim(X) = dim(X).
A 3.2.4 kévetkezménybdl adodoan projgasm-i—k (E(X(P))) = L£(X), amibél az

allitds kovetkezik. O
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5. fejezet

Felemelés és vetités

Ebben a fejezetben ismertetek egy 0j felemelés és vetités operatort, amit Bodur és
tarsai publikaltak az [5] cikkben. Ehhez el@szor bemutatom a Lovéasz és Schrijver
altal definidlt N(P) operatort. A [10] cikk 1.3 lemméja szerint N(P) egy poliéder
az R™ térben és N(P) C S(P). Tehat ez az operitor egy relaxaltja P'P-nek ami
legalabb olyan erds, mintha az Osszes split vagast hozzaadtuk volna P-hez. Mivel
S™(P) = conv (P?), ezért fenall, hogy

conv (P'’y = N"(P)C...C N*(P)C NYP)CP

= = — 9

ahol N'(P) = N(P) és N¥(P) = N(N*'(P)), ha k > 1.
Ezeket az operatorokat felemelés és vetités operatoroknak hivjuk, mert a kévet-

kezG séméan alapulnak:

la Létrehoz egy poliédert egy kibgvitett téren (felemelés)
1b Egy erGsit6 1épést tesz a kibGvitett téren

2 Visszavetiti a kibdvitett teret az eredeti térre (vetités)

Hasonléan a 2. fejezetben ismertetett operatorhoz, az 1a lépést P egy kibévitett
felirasanak tekinthetjiik, mig az 1b 1épést pedig néhany specidlis 0 — 1 split vagés
hozzdadasanak. Ez a megfigyelés vezetett Bodur és tarsai altal az [5] cikkben pub-
likalt, 0j felemelés és vetités operator megalkotasahoz. Ezeknek az operatoroknak a
kibovitett felirdasahoz nem sziikséges P csticsainak és iranyainak az explicit ismerete,

ellentétben a 2. fejezetben ismertetett operatorral.

5.1. A Lovasz—Schrijver operator

Ebben a szakaszban részletesen is ismertetem a Lovasz—Schrijver operatort. Az ere-

deti jeloléseket meghagyva az la lépésben kapott kibvitett felirast M (P)-vel, az
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1b erdsits 1épés utani poliédert M (P)-vel, mig a vetités utani poliédert N(P)-vel
jelolom. Az operatort Lovasz és Schrijver csak binaris halmazokra definidlta, itt al-
talanosabban 0 — 1 vegyes egészértékd halmazokra alkalmazzuk, akircsak Balas és
tarsai a [3| cikkben. Tovabba a folytonos valtozok nemnegativitasat sem koveteljiik
meg.

Tekintsiik az I = {1,...,n1} és a J = {1,...,n} indexhalmazokat, valamint
az Axr < b linearis egyenlGtlenség rendszert R"-ben. A sorokat indexeljiik a L =
{1,...,m} halmaz segitségével, tehat az egyenlGtlenség rendszer a kovektekzé alaka
(a)Tz < V', ahol | € L. Feltessziik még, hogy a 0 < z; < 1 (i € I) egyenl6tlenségeket
az. Az < b tartalmazza. Legyen P = {x € R" : Ax < b}. Minden ¢ € I indexre z;
egész P'P-ben.

Jel6lje, mint korabban

S™(P) = ﬂconv (P\S;), ahol S; ={x € R": 1 > x; > 0} minden ¢ € I indexre.
il

A kibévitett LP felirast dgy kapjuk, hogy a P-t definidl6 egyenlGtlenségeket

megszorozzuk, x; > 0 és 1 —x; > 0 (i € I) szorzokkal, a kovetkezs kvadratikus

egyenlGtlenség rendszert kapva ezzel

(b —(@))x > 0 iel,lel (5.1)
(1—z) =@z > 0 icl lel, (5.2)

ami érvényes P-re, mivel x; > 0 és 1 — x; > 0 teljesiil minden x € P-re. Minden
kvadratikus x;z; valtozot helyettesithetiink egy 1j y;; valtozoval (i € i és j € J),
ezzel a linearizalva az egyenlGtlenségeket. Tovabba biztositani kell, hogy v;; és y;;
egyenléek minden i € I és j € J esetén. A gyakorlati alkalmazasok esetén ezeket
a valtozokat csak egyszer adjuk hozza a kibévitett felirashoz. A kibgvitett feliras

M(P) C R™ x R™™ kielégiti a kivetkezs egyenl6tlenségeket

o= alyy; > 0 i€l lel (5.3)
jeJ

=Y da; -+ dyy > 0 i€l lel, (5.4)
jeJ Jjerl

Yi; = Yji 1€ ], ] € J. (55)

5.1.1. Lemma. Az M(P) halamaz kibévitett felirasa a P poliédernek.

Bizonyitas. Minden rogzitett ¢ € [ és | € L indexpar esetén, ha Osszeadjuk az 5.3

és az 5.4 egyenlStlenségeket a b’ — (a')Tx > 0 egyenl6tlenséget kapjuk. Ezért minden
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egyes egyenlGtlenség, ami az Ax < b egyenl6tlenség-rendszerben szerepel, érvényes
M(P)-re és igy projz(M(P)) C P. A forditott tartalmazés belatasahoz tegyiik fel,
hogy z € P és legyen y = (y;; : @ € I,j € J), ahol y;; = x;x;. Ekkor az 5.3
egyenlétlenség baloldala ugyanaz, mint az 5.1 baloldala, azaz z;(b! — (a')T)z. Ez
viszont nemnegativ ugyanis ¥ € P, ezért ¥ > 0 és Ax < b. Hasonld érveléssel
igazolhato, hogy (Z,y) kielégiti az 5.4 egyenlGtlenségeket és az 5.5 egyenleteket.
Kovetkezésképpen (Z, ) € M(P) és proj, (M(P)) =P. O

Lovéasz és Schrijver a kévetkez6képpen definialta az erésits lépés utan az M (P)

halamazt.

M(P)=M(P)N{(z,y) 1 yu =z Vi€ I}. (5.6)

A motivacidja ennek az er6sit6 1épésnek az, hogy ha & vektor 0 vagy 1 értéket vesz fel,

akkor ; = #;4; = #;° = ;. Végiil a vetités utan kapjuk az N(P) = projl,(M(P))
operatort.

Az 5.1 és az 5.2 kvadratikus egyenlGtlenségekbdl és a hozzajuk tartozd az 5.3

és az 5.4 linearis egyenl&tlenségekbdl tekintsiik azokat, amelyeket tgy kapunk, hogy

az x; valtozora fenallo korlatokat az x; és az (1 — z;) tagokkal szorozzuk. Ekkor a

kivetkezs M (P)-re érvényes egyenldségeket kapjuk:

rix; 20— y; >0,
(1—=z)z; >20—= x; >y,

aholi,j €1l,1<7.
A fenti négy linearizalt egyenlGtlenséget McCormick-egyenlGtlenségeknek nevez-
ziik, és ezek a {(z;,2;,y;;) € {0,1}® : y;; = ;2;} halmaz konvex burkat adjak (Id.

[11]).

Boudur és tarsai megfigyelték az [5] cikkben, hogy az egyenl6tlenségek, amiket

M (P)-hez adunk, hogy megkapjuk M (P)-t, 0 — 1 split vagasok.
5.1.2. Lemma. Barmelyi € I indexre az y; = x; egyenlet érvényes S (M(P))—re.

Bizonyitas. Legyenek i,j € I, 1 < j rogzitett indexek. Ekkor a kdvetkezs implika-

ciok a McCormick-egyenlétlenségekbdl kovetkeznek:
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Mind z; = 0, mind x; = 1 esetén azt kapjuk, hogy y;; = x;. Ekkor tehat minden
(z,y) € conv (M(P)\S;) parra igaz, hogy y;; = x;. Mivel tudJuk hogy S (M (P)) C
conv (M(P)\ S;) igaz, ezért a tétel kivetkezik. [

5.2. A Lovasz—Schrijver operator erésitése

Az el6z6 5.1.2 lemma tehat azt mondja, hogy M (P)-t tgy kapjuk M(P)—b()’l, hogy
pontosan egy split vagést adunk hozza mindegyik S; 0 — 1 split halmazbol. Ezt
kihasznalva Bodur és tarsai az |5] cikkben egy erésebb operatort kaptak. Neveztesen,

ha M (P)-hez az Gsszes 0 — 1 split vagast hozzdadjuk, az

N(P) := proj, (SO’I (M(P)))
operatort kapjuk.

Az N(P)-hez hasonloan szintén polinomialis id6ben lehet optimalizalni N(P)
felett. Az 5.1.2 lemméabol adodik, hogy S®'(M(P)) C M(P) és ezért N(P) C
N(P) C 8% (P). A 6 eredmény az [5] cikkben a kévetkezs: az N(P) operator
er6sits lépésénél kapott kibgvitett formulat alkalmazni P-re erésebb, mint a Lovisz—

Schrijver operatort alkalmazni P 0 — 1 split lezartjara.
5.2.1. Tétel. S*'(M(P)) C M(S*(P)).

Bizonyitas. Legyen S®'(P) = {z € R" : (¢*)Tx < d*, k € K}. A definici6 szerint
SY(P) = ;e conv (P\S;), ezért az S¥!(P) egyenl6tlenség rendszerrel valo leirasat
megkaphatjuk a conv (P \ S;) (i € I) halmazok leirasaibol ugy, hogy mindig csak
nem redundans egyenlGtlenséget vesziink hozza. Tehét feltehetd, hogy minden k£ € K

Ty < dF érvényes conv (P \ Sy)-re.

indexhez létezik egy t € I index, hogy a (c¥)
Az is feltehetd még, hogy 0 < x; < 1 egyenl6tlenségek minden ¢ € [ index esetén
szerepelnek a (c*)Tx < d* (k € K) egyenl6tlenség rendszerben, ha ugyanis valmelyik
redundans is volna, ez nem valtoztatna meg S%'(P)-t és M (S%!(P))-t sem.

Az M (8%1(P))-t a kivetkezd linearis egyenldtlenségekkel definialhatjuk:

dbr; =Y yy; > 0 i€l kek (5.9)
jeJ

d* =Y iy —dia+ ) iy > 0 i€l keK, (5.10)
jedJ jelI

v = vy Bjel i<j (5.11)

Megmutatjuk, hogy minden fenti egyenlétlenség érvényes S%! (M(P))—re is.
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Legyen k € K ést € I olyan, hogy (cf)Tz < d* érvényes a conv (P\ S;)-re. Ekkor
(M)Tz < d* érvényes a PN {x : z; = 0} halmazra is, ezért van olyan A € RL és
a € R, hogy

(N'z = Az + axy,  d¥ > M.
Ebbél kovetkezik, hogy —ax; + ()T < d* érvényes P-re. Hasonléan igazolhato
az is, hogy (cf)Tz < d* érvényes a PN {z : 2, = 1} halmazra is, ezért létezik
B € R, hogy —B(1 — ;) + (¥)Tx < d* érvényes P-re. Ha i € I indexre ezeket az
egyenlStlenségeket megszorozzuk az x; illetve az (1 — x;) tagokkal, akkor a kovetkezd

egyenlGtlenségeket kapjuk:

dk$i — Z c?yij + Yyt > O, (512)
jeJ
d"x; — Z C?yij + Bx; — By > 0, (5.13)
jed
d” — c;?xj —dFz; + Z c?yij +a(zy —yx) > 0, (5.14)
jeJ jeJ
d* =y —dir >y Bl —m — it ye) > 0, (5.15)

jed jed

A definicioja alapjan ezek az egyenl6tlenségek érvényesek M (P)-re is.

Legyen (z,y) € M(P). Ha z, = 0, akkor az 5.8 szerint y;; = 0 és az 5.12
egyenlétlenségbdl kivetkezik az 5.9 érvényes az M(P) N {(z,y) : & = 0} halmazra.

Ha x; = 1, akkor az 5.8 szerint y;; = z; és az 5.13 egyenl6tlenséghdl kovetkezik,
hogy az 5.9 érvényes az M(P) N {(x,y) Cxy = O} halmazra. Tehat az 5.9 érvényes
az M(P)\ Si-re és igy érvényes S® (M (P))-re.

Hasonléan az 5.14 és az 5.15 egyenl6tlenségekbdl kévetkezik, hogy az 5.10 érvé-
nyes S (M (P))-re. Végiil az 5.11 érvényes M (P)-re és igy érvényes S%! (M (P))-re.

Az eddigiek alapjin az kovetkezik, hogy S%'(M(P)) C M(S*'(P)). Az 5.1.2
lemma miatt tudjuk, hogy S%! (M(P)) C{(z,y) : yus = x;, Vi € I}, ezért

SUH(M(P)) € M(S™(P)) N {(2,y) : yii = 5, Vi € I} = M(S™(P)).

O
Az 8% (M(P)) és az M (S®'(P)) halmazok x terére torténs vetitésével az 5.2.1
tétel szerint erGsebb relaxaltat kapunk, ha az 0j operator alkalmazzuk P-re, mint

ha a Lovasz—Schrijver operatort alkalmaznank P 0 — 1 split lezartjara.
5.2.2. Kévetkezmény. N(P) C N(S*'(P)).

Mivel N (8% (P)) C S (S%(P)), ezért az G operdtor [ni/2] lépéshen megadja

PP konvex burkat, ellentétben a Lovasz—Schrijver operatorral, aminek n; lépés kell.

5.2.3. K6vetkezmény. NIm/2] (P) = conv (pIP)'
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6. fejezet

Implementalas és szamitasi

tapasztalatok

A felemelés és vetités modszerét a maximaélis sulya stabil halmaz probléman vizsgal-
tam meg. A programokat C+-+ nyelven implementaltam, a grafelméleti algoritmu-
sokhoz a LEMON koényvtarat (1d. a [14]), mig az egészértéki feladatok megoldéaséra
a FICO XPRESS Optimization Suite 7.9 verziojat (1d. a [13]) hasznaltam. Az egész-
értéki programozasi feladatot a korlatozés és szétvalasztias modszerével oldja meg a
szoftver.

A korlatozas és szétvalasztds modszerének a lényege, hogy az eredeti problémat
szétvalasztjuk részfeladatokra tgy, hogy az eredeti probléma megengedett megol-
déasainak a halmaza a részfeladatok megengedett megoldas-halmazainak diszjunkt
uni6ja legyen. Igy minimalizalasi feladat esetén a részfeladatok optimumanak mini-
muma megegyezik az optimum értékkel. Hasonl6 igaz maximalizéasi probléma esetén,
a részfeladat optimumok maximuma egyenlé az eredeti probléma optimélis megolda-
sanak az értékével. Az egyes részfeladatokat tovabbi részfeladatokra lehet bontani,
igy a vizsgalt feladatok egy fat alkotnak, ezt a tovabbiakban BB fdinak nevezziik.

A BB fa gyokerében az eredeti feladat van, a tébbi csics a részfeladatokbol all.
A részfeladatokhoz also és fels6 korlatot szamolunk az optimum értékére. Maxima-
lizalasi feladatnal, ha egy részfeladatra vonatkozo fels6 korlat kisebb, mint egy mér
ismert also korlat, akkor a részproblémaval mar nem kell foglalkozni, térélhets a
fabol.

A részproblémak korlatait a részfeladat LP relaxaltjanak a megoldaséaval kaphat-
juk meg. A vizsgalataink célja, hogy megfigyeljiik, hogyan befolyésolja a korltatozas
és szétvalasztas modszerét, ha az egyes részproblémaknéal a kibgvitett felirasbol ado-
do racsmentes vagasokat adunk hozza, és ezutan az igy kapott jobb linearis rendszert

hasznaljuk a korlatok kiszamitasara és az 1j részfeladatok definidlasara.

28



6.1. A maximalis silya stabil halmaz probléma

A maximalis saly stabil halmaz probléma a kovetkezd: adott egy G = (V, E) iranyi-
tatlan graf és egy w : V' — Z, sulyfliggvény a csiicsokon. A feladat, hogy keressiink a
w stlyozésra nézve maximélis sulyu fiiggetlen halmazt. Ezt a kovetkezd egészértékd

programként irhatjuk, fel

max ey w(v)(v)
z(u)+z(v) <1 V(u,v) €FE
z € {0, 1}Vl

A fenti egészértéki program megengedett megoldésai éppen a fiiggetlen halmazok
karakterisztikus vektorai, ezek konvex burkat STAB(G)-vel jeloljiik. Tehat a G graf

stabil halmaz politopja a
STAB(G) = {z € {0, 1}V : z2(u) + z(v) <1 VY (u,v) € E}.

A folytonos relaxaltja STAB(G)-nek a G graf tort stabil halmaz politopja:
FSTAB(G) = {z € [0, 1]V z(u) + z(v) <1 V(u,v) € E}.

Az egyszeriiség kedvéért bevezethetjiik a tovabbiakban hasznalt jel6léseket, le-
gyen PP = STAB(G) és P = FSTAB(G). A tesztelés soran az azonosan 1 stlyfiigg-
vényt hasznaltuk.

Lovész és Schrijver a [10] cikkben megmutattak, hogy N(P) = S%!(P) a tort
stabil halmaz politop esetén. Tovabba azt is belattak, hogy N(P) megkaphaté az
ugynevezett péaratlan kor egyenl6tlenségek P-hez valo felirdsaval. A paratlan kor

egyenlGtlenség a kovetkezot jelenti. Legyen adott egy C' paratlan kor, és jeldlje |C|

|C|-1
2

tartalmazhat. Ez a megfigyelés lehetGséget ad arra, hogy N(P)-t explicit leirjuk:

a pontszamat, ekkor egy fiiggetlen ponthalmaz C-bdl csak L@J = pontot

Y ouec T(u) < MT_l minden pératlan C' korre

N(P) = { z e [0,V z(u) +2(v) <1 V(uw) € E és }

Az x aktualis megoldas mellett a paratlan kor egyenlétlenségeket megsérts parat-
lan kort a kovetkezd algoritmussal talalhatunk. Létrehozunk egy G' = (V' V”; E’)
paros segédgrafot, amelynek a pontjai a G pontjainak megduplazasaval kapott v’ és
v” pontok. A segédgraf éleit ugy definialjuk, hogy ha (u,v) € E, akkor v/v" € E' és
v'u" € E'. Igy az eredeti grafban egy a v pontra illeszkedd paratlan kor megfeleltet-
het§ a segédgrifban egy v'-bél v”-be mend ttnak, és viszont. Tekintsiik a segédgraf

élein a kovetkez6 nemnegativ silyozast: ¢, (u/,v") =1 — z(u) — z(v).
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Az aktudlis x megoldasban egy v-re illeszkedd paratlan kor pontosan akkor sérti
meg a paratlan kor egyenlGtlenséget, ha a kérnek megfelels v'v” it c,-hossza kisebb,
mint 1. Tehéat a paratlan kor egyenl6tlenségeket sérté paratlan koroket a segédgraf-

ban egy Dijkstra—algoritmussal megtalalhatjuk.

6.2. Szamitasi tapasztalatok

A teszteléshez létrehoztam egy graf generalé programot, aminek meg lehet adni a
kivant cstics szdmot és az élstriiséget. A program kimenete a LEMON kényvtarnak
megfelel6 graf reprezentacié. A maximalis sulyd stabil probléméat azonosan 1 sily-
fiiggvénnyel vizsgaltam. A grafokat 100 illetve 150 ponttal generdltam, az élstirtiség
pedig 25%, 50%, és 75% volt. Minden pontszam-élstirtiség parra 3 kiilonbozé gréafot
generaltam.

A graf beolvasasa utéan létrehoztam, a méar fent emlitett segédgrafot. Ha egy
részfeladat aktualis megoldasa nem egész, akkor vagasokat generaltam. A vagasge-
neralas soran a segédgraf éleit az aktualis x megoldas segitségével stlyoztam és az
igy kapott grafban kerestem 1-nél kisebb silyt utat. A FICO XPRESS megoldoja
ezeket a vagasokat eltarolta. Ha egy vagast megprobalnank masodszor is eltarolni,
akkor csak abban az esetben lesz eltarolva, ha az eredetin javit. Egy részprobléma-
nal maximum 50 vagast add hozza a program a meglévs vagasok koziil. Az eltarolt
vagasokat torolni is lehet, de a tapasztalataink azt mutattak, hogy ezek késébb djra
generalodnak, ezzel lassitva a futasi idét.

Egy feladatot négy kiilonb6z6 moédon oldottunk meg, attol fiiggden, hogy a va-
gasokat melyik részprobléméaknal adjuk hozza. Mindegyik esetben a FICO XPRESS
megolddjan minden eléfeldolgozast, és minden a megold6 altali vagasgeneralast ki-
kapcsoltunk, hogy ténylegesen a felemelés és vetités modszerébsl adodo eredménye-
ket kapjunk.

Az els6 esetben egyaltalan nem adtunk hozza vagasokat, csak a FICO XPRESS
megolddjanak az LP alaptu korlatozas és szétvalasztasidval tortént a megoldas. A
tobbi esetet ehhez tudtuk hasonlitani, hogy a paratlan kor egyenl&tlenséggel generélt
split vagasok mennyit javitottak a korlatozas és szétvalasztas algoritmusan.

Az eredményeket t6bb szempontbol is vizsgaltuk. Megnéztiik, hogy a BB fa gyo-
kerében milyen korlat adodik a vagasok hozzdadasa utan. Vizsgaltuk, hogy a BB fa
csicsainak szdma hogyan valtozik, illetve megfigyeltiik a futas id§ valtozasasat, és
az Osszes hozzdadott vagas szamaét.

A tovabbi megoldasi modok a kdvetkez&k voltak. A masodik esetben csak a BB

fa gyokerénél adtunk hozza vagasokat. A harmadik esetben a BB fa gytkerénél és
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minden olyan szinten 1év6 csiicshoz, aminek a szintje oszthatd 3-mal. A negyedik
esetben minden csiicsnal megengedtiink vagasok hozzdadésat.

A futéasi eredmények a 6.1 - 6.6 tablazatokban lathatoak. A tablazatok oszlopai
a kovetkezd sorrendben vannak: a graf neve, a vagasok generdlasanak a helye, a graf
csucsainak a szama, a graf éleinek a szama, a BB fa gyokerében a legjobb korlat, a
végss legjobb korlat, az egészértékd optimum, a futasi id6 masodpercben, a BB fa
csicsainak a szama és a modszer altal generalt vagasok szdma.

Az 6sszes feladatpéldanyra igaz, hogy a gyokérben, azaz az eredeti problémahoz
hozzéadott vagasok jelent&sen csokkentették az optimumra vonatkozé legjobb fels
korlatot. A 100 pontu grafoknal a kovetkezd megfigyeléseket tehetjiik. A 75%-os
élstrtiségnél ha noveltiik a vagasok szamat, akkor minden esetben csdkkent a BB fa
csucsainak a szama, de jelentdsen megnétt a futasi idé is (Id. a 6.1 tablazat). Az 50%-
os élstirtségi grafoknél a futas id6 minden esetben jelentGsen névekedett. Azonban
a BB fa csticsok szdma nem minden esetben csokkent, s6t ha csak a gyokér csicsban
adtunk hozza vagasokat a BB fa csiicsainak a szama is nétt (Id. a 6.2 tablazat). A
25%-o0s élstirtiségti grafoknal, ha csak a gyokérben adtunk hozza vagasokat, akkor
a futasi id6 nem novekedett jelentGsen, s6t a g 100 25 1 esetben egyaltalan nem
n6tt. A BB fa csiicsok szama alatlaban csokkent a hozzdadott vagasok szaméanak
novelésével. Ez aldl kivétel a g 100 25 3 graf, itt, ha csak a gyokérben adtunk
hozzé vagasokat, a BB fa csicsainak a szdma megnovekedett (1d. a 6.3 tablazat).

A 150 pontu grafokra is elvégeztiik a kisérleteket, a kovetkez6 eredménnyel. A
75%-0s élstirtiségli grafok esetén a vagasok szamanak novelésével a futas id6 jelen-
t6sen novekedett, a BB fa cstcsainak a szama azonban, ha csak a gyckér csicsnal
adtunk hozza vagasokat nem mindig csokkent, s6t a g 150 75 3 grafnal még nétt
is (1d. a 6.4 tablazat). Amikor az élstrtség 50%-os volt, akkor hasonlé eredményeket
figyelhetiink meg, mint a 75%-o0s esetben. A futéas id6 itt is jelentGsen novekszik a
vagasok szamanak novelésével, bar aranyaiban nem olyan mértékben, mint a 75%-
os esetnél. A BB fa csicsainak a szama két esetben csokken a vagasok szaméanak
novelésével, de a g 150 50 2 graf példajanal a cstcsszam noévekszik, ha csak a
gyokérben adunk hozza csticsokat. Tovabba ha mindenhol hozzdadaunk vagasokat
akkor is n6 a cstcs szam ahhoz az esethez képest, amikor csak minden 3. szinten
16vs csiucshoz adunk vagasokat (1d. a 6.5 tablazat). A 25%-os élstirtiségii grafoknal
a kovetkezdket figyelhetjiik meg. A BB fa cstcsainak a szama csokken, a vagasok
szamanak novelésével. S6t ahhoz az esethez képest, amikor nem adunk vagasokat
a problémahoz, a csokkenés jelent6s. Ha azt a két esetet hasonlitjuk 6ssze, amikor
mindenhol hozzadadunk vigasokat és amikor minden 3. szinten hozzdadunk vagasokat

a BB fa csicsainak a valtozésa nem szdmott tevd, s6t a g 150 25 1 grafnal még
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novekszik is a vagasok szamanak novelésével. A futédsi idonél a kovetkezd érdekes
dolgot figyelhetjiik meg. Ha csak a gyokér csicsban adunk hozza vagasokat, akkor a
harombol két esetben is itt kapjuk a legjobb futas id6t. Abban a két esetben ahol a
gyokér csucson kiviil is hozzadadunk vagasokat a futas id§ tovabbra is novekszik (1d.
a 6.6 tablazat).

Osszeségében tehat a kovetkezdket mondhatjuk. A vagasok hozzdadasaval a gyo-
kér csticsban jelentGsen javult a felsé korlat. Minnél tobb vagast adtunk hozza a
probléméhoz, a BB fa csiicsainak a szadma annal jobban csokkent, ellenben a futési
id6 megnovekedett a vagasok generaldsa miatt. Ha nem csak a gyokérben adunk
hozza vagasokat a problémakhoz, akkor nagyon sok vagas generalddik és ez nem te-
szi hatékonnya a modszert a futds id6 szempontjabol. A gyokér csicsban hozzaadott
vagasoknal a konnyebb problémak esetén, ahol nagyobb volt az élstirtség, nem min-
dig csokkent a BB csiicsok szama és a futasidé is jelentGsen noévekedett. Azonban
nehezebb problémak esetén a gyokérben hozzaadott vigasokkal a BB fa csticsainak
a szama jelent6sen csokkent, és a g150 25 1, illetve a g150 25 3 grafoknal még a

futas idg is javult.
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Graf Viagasok Cstucsok  Elek Gyokér korlat  Végss korlat  Végss IP Futasi id6 BB csticsok  Sajat vagasok
gl00_75 1 | Nincs 100 3709 49.5 6 6 6 863 0
gl00_ 75 1 | Csak gyokér 100 3709 33 6 6 14 721 511
gl00_ 75 1 | Gyokér + 3. 100 3709 33 6 6 70 457 3417
gl00_75 1 | Mindenhol 100 3709 33 6 6 120 365 4443
gl00_ 75 2 | Nincs 100 3689 49.5 6 6 6 917 0
gl00_ 75 2 | Csak gyokér 100 3689 33 6 6 21 805 622
gl00 75 2 | Gyokér + 3. 100 3689 33 6 6 92 487 3654
gl00_75 2 | Mindenhol 100 3689 33 6 6 96 391 5093
gl00_ 75 3 | Nincs 100 3697 49.5 5 5 4 1049 0
gl00_ 75 3 | Csak gyokér 100 3697 33.0305 5 5 17 1021 820
glo0_75 3 | Gyokér + 3. 100 3697 33.0305 5 5 70 633 4471
gl00 75 3 | Mindenhol 100 3697 33.0305 5 5 118 535 5961

6.1. tablazat. Stabil halmaz probléma 100 pontu grafokra 75%-os élstrtséggel
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Graf Vagasok Csicsok  Elek Gyokér korlat  Végss korlat  Végss IP Futasi id6 BB csticsok  Sajat vagasok
gl100 50 1 | Nincs 100 2519 49.5 9 9 5 2251 0
gl00_ 50 1 | Csak gyokér 100 2519 33 9 9 18 2663 917
glo0_50_1 | Gyokér + 3. 100 2519 33 9 9 82 1327 11423
gl00_50 1 | Mindenhol 100 2519 33 9 9 149 1125 13789
g100 50 2 | Nincs 100 2459 49.5 9 9 6 2457 0
gl00 50 2 | Csak gyokér 100 2459 33 9 9 24 3797 1017
glo0_50_ 2 | Gyokér + 3. 100 2459 33 9 9 98 1631 14458
gl00_50 2 | Mindenhol 100 2459 33 9 9 181 1439 18488
g100 50 3 | Nincs 100 2437 49.5 9 9 7 2933 0
gl00_50_3 | Csak gyokeér 100 2437 33.104 9 9 25 4037 1114
glo0_50_ 3 | Gyokér + 3. 100 2437 33.104 9 9 104 1745 15804
g100_50_3 | Mindenhol 100 2437 33.104 9 9 19685 1403 18602

6.2. tablazat. Stabil halmaz probléma 100 pontu grafokra 50%-os élstirtséggel
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Graf Vagasok Csicsok  Elek Gyokér korlat  Végss korlat  Végss IP Futasi id6 BB csticsok  Sajat vagasok
gl00 25 1 | Nincs 100 1216 49.5 17 17 16 10553 0
gl00 25 1 | Csak gyokér 100 1216 33 17 17 16 5633 395
glo0_25 1 | Gyokér + 3. 100 1216 33 17 17 63 1203 17362
gl00_25 1 | Mindenhol 100 1216 33 17 17 85 797 16044
gl100 25 2 | Nincs 100 1217 49.5 16 16 26 12935 0
gl00 25 2 | Csak gyokér 100 1217 33.0019 16 16 47 97T 997
glo0_25 2 | Gyokér + 3. 100 1217 33.0019 16 16 115 2241 29995
gl00_25 2 | Mindenhol 100 1217 33.0019 16 16 200 1791 39604
gl100 25 3 | Nincs 100 1295 49.5 15 15 24 13317 0
gl00 25 3 | Csak gyokér 100 1295 33.0497 15 15 37 15275 413
glo0_25 3 | Gyokér + 3. 100 1295 33.0497 15 15 173 3721 48520
g100 25 3 | Mindenhol 100 1295 33.0497 15 15 279 2817 53390

6.3. tablazat. Stabil halmaz probléma 100 pontu grafokra 25%-os élstirtiséggel
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Graf Vagasok Csicsok  Elek Gyokér korlat  Végss korlat  Végss IP Futasi id6 BB csticsok  Sajat vagasok
gl50 75 1 | Nincs 150 8330 74.5 6 6 19 3157 0
gl50 75 1 | Csak gyokér 150 8330 49.7824 6 6 143 3051 2856
glb0_75 1 | Gyokér + 3. 150 8330 49.7824 6 6 619 2073 15618
glb0_ 75 1 | Mindenhol 150 8330 49.7824 6 6 1275 1931 20323
gl50 75 2 | Nincs 150 8372 74.5 6 6 18 3039 0
glb0 75 2 | Csak gyokér 150 8372 49.6667 6 6 46 2691 539
glb0_75 2 | Gyokér + 3. 150 8372 49.6667 6 6 474 1843 11965
glb0_ 75 2 | Mindenhol 150 8372 49.6667 6 6 867 1711 16337
gl50_75 3 | Nincs 150 8359 74.5 7 7 16 2673 0
glb0_75 3 | Csak gyokér 150 8359 49.672 7 7 79 2777 1484
glb0_ 75 3 | Gyokér + 3. 150 8359 49.672 7 7 462 1741 12682
g150_75 3 | Mindenhol 150 8359 49.672 7 7 759 1357 15859

6.4. tablazat. Stabil halmaz probléma 150 pontu grafokra 75%-os élstirtiséggel
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Graf Vagasok Csicsok  Elek Gyokér korlat  Végss korlat  Végss IP Futasi id6 BB csticsok  Sajat vagasok
gl150 50 1 | Nincs 150 5600 74.5 10 10 84 18265 0
glb0_50 1 | Csak gyokeér 150 5600 49.6667 10 10 117 17935 561
glb0_50_ 1 | Gyokér + 3. 150 5600 49.6667 10 10 950 6579 61924
gl50_ 50 1 | Mindenhol 150 5600 49.6667 10 10 1777 5157 79129
g150 50 2 | Nincs 150 5613 74.5 10 10 81 17353 0
gl50 50 2 | Csak gyokér 150 5613 49.8023 10 10 200 19237 2011
glb0_50_ 2 | Gyokér + 3. 150 5613 49.8023 10 10 1363 8441 80114
gl50_ 50 2 | Mindenhol 150 5613 49.8023 10 10 3232 9491 125989
gl50_50_3 | Nincs 150 5573 74.5 10 10 86 18051 0
gl50_50_ 3 | Csak gyokeér 150 5573 49.6667 10 10 141 18609 950
gl50_50_ 3 | Gyokér + 3. 150 5573 49.6667 10 10 1153 7485 75014
g150_50_3 | Mindenhol 150 5573 49.6667 10 10 2080 5895 91085

6.5. tablazat. Stabil halmaz probléma 150 pontu grafokra 50%-os élstirtiséggel
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Graf Vagasok Csicsok  Elek Gyokér korlat  Végss korlat  Végss IP Futasi id6 BB csticsok  Sajat vagasok
gl50 25 1 | Nincs 150 2800 74.5 20 20 641 194369 0
gl50 25 1 | Csak gyokér 150 2800 49.6771 20 20 507 96831 1000
glb0_25 1 | Gyokér + 3. 150 2800 49.6771 20 20 2449 17049 213283
glb0 25 1 | Mindenhol 150 2800 49.6771 19 19 6176 19247 394576
gl50 25 2 | Nincs 150 2772 74.5 19 19 667 215115 0
glb0 25 2 | Csak gyokér 150 2772 49.715 19 19 1091 172573 1600
glb0_25 2 | Gyokér + 3. 150 2772 49.715 19 19 5362 29465 417737
glb0_ 25 2 | Mindenhol 150 2772 49.715 19 19 7865 26277 544057
gl150 25 3 | Nincs 150 2803 74.5 19 19 1465 613326 0
glb0 25 3 | Csak gyokér 150 2803 49.6667 19 19 744 179641 750
glb0_25 3 | Gyokér + 3. 150 2803 49.6667 19 19 6025 38309 533377
gl150 25 3 | Mindenhol 150 2803 49.6667 19 19 7458 25661 521088

6.6. tablazat. Stabil halmaz probléma 150 pontu grafokra 25%-os élstirtiséggel



Osszefoglalas

A szakdolgozatomban ismertettem, hogy hogyan lehet megkonstrualni egy adott
vegyes egészértékl halmazhoz a racsmentes vagasokra valo tekintettel legerGsebb
kibovitett LP felirast. Binéris valtozok esetén midig lehet olyan kib&vitett felirast
talalni, aminek a split lezartja egész. Altalanos esetben azonban ez nem igaz, sét
ha az eredeti polieder dimenzidja elég nagy (az extrém cstcsainak és az extrém
iranyainak szamanak Osszege - 1), akkor nem létezik olyan kibgvitett feliras, ami
erdsebb korlatot adna racsmentes vagasokra.

Ezekhez a legerGsebb kibévitett felirasokhoz sziikség van a poliéder extrém csi-
csainak és extrém irdnyainak explicit ismeretére. Ezek kiszamitasa a gyakorlatban,
néhany specidlis esetet leszamitva, nagyon sok id&t igényel, igy nem lehet Sket jol
alkalmazni. Azonban az alkalmazésok soran nem sziikséges a legerésebb kibgvitett
feliras megkonstrualasa. Elég ha egy kénnyen adodo kibévitett felirdst hasznalunk,
ami jobb korlatot ad racsmentes vagasok hasznalatéanal.

Ilyen konnyen konstrualhato vagasokat adnak a paratlan kor egyenl6tlenségek a
maximalis méretii stabil halmaz problémanal. Ennél a feladatnal implementaltam is
a modszert, és a kovetkezd szamitasi tapasztalatokat figyeltem meg. Altalaban a va-
gasok generalaséval a BB fa csticsainak a szama csokken, azonban a vagas generaléas
még igy is elég lasst, igy a futas id6 névekszik. Azonban bonyolultabb feladatoknél,
mint példaul a 150 ponta 25%-o0s élstrtiségi grafoknal, ha a vagasokat csak a BB fa

gyokerében adjuk hozza, akkor a futas id6 is csékkenhet.
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