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1. Bevezetés

Az elmult években sok figyelem iranyult a nagyméreti halézatokra és e-
zek véletlen grafokkal valé modellezésére. Habar ez alapvetéen nem egy 1j
tertilet, de az egyre nagyobb memodria- és szamitasi kapacitassal rendelkezo
szamitogépek megjelenésével adodd lehetoségek sokaknak tették lehetévé a
héalézatkutatasban valo elmélyiilést, a témakor gazdagitasat.

Természetesen egy halozat, illetve a vizsgalatahoz felhasznalt modszerek
sokfélék lehetnek. Példaul az olyan gyakorlatiasabb természettudomanyokban,
mint amilyen a fizika vagy a bioldgia, inkabb a valé életben megfigyelheto
héalézatok statisztikailag megfoghatd leirasa, a szabalyszertiségeinek a lehetd
legpontosabb jellemzése a cél. Ezzel szemben a matematikai modellezés soran
az eljaras forditott irdanyd, a halozat fejlodési szabalyanak ismeretében egzakt
mabdszereket felhasznélva jarhatunk el. Habar a dolgozat sordn a matematikai
hozzaallas altal kikovezett utat fogjuk kovetni, érdemes kiemelni, hogy hibés
modellezés mellett eldallhat az az érdekes helyzet, hogy ugyanazon halézat
esetén a két megkozelités eltérd eredményt szolgaltat. Ahelyett viszont, hogy
ez az ellentétet feszitenék tovabb, inkabb felsorolunk néhany konkrét nevezetes
modellt.

A modern idok alapvetd probléma&jat az okozza, hogy a valés hélézatokban
nagyon ritkan fordul el6 az, hogy a cstcsok szama nem valtozik. Ennek ered-
ményeképpen az olyan klasszikusnak szamité modellek, mint példaul Erdos és
Rényi [11] cikkben felvézolt véletlen gréifja a jelenkori alkalmazdsokban nem
kamatoztathaté. Amennyiben viszont megengedjiik, hogy a csicsok szama is
valtozzon az ido elérehaladtaval, akkor a lehetoségek tarhaza megsokszorozo-
dik. Az ilyen fejlodé halozati modellek kozil az egyik legismertebb és lényegé-
ben legtobbet taglalt mechanizmus az tgynevezett fokszamaranyos valasztas
(preferential attachment), melyet a [3] cikkben a vildghdlé javarészt statisztikai
vizsgalata soran vetett fel és hasznalt Barabasi és Albert. Nyilvanvald, hogy
vildghalé sordan megfigyelt "gazdag gazdagabb lesz” elv nem feltétleniil ad
redlis képet mas halozatok esetén.

Példaul a sejten beliili biologiai halézatok egyik fontos tulajdonsaga, a
magas klaszterezettség, nem jellemz6 a fokszamaranyos vélasztassal ellatott
modellekre. Persze az efféle stiriiség mogott az all, hogy a genomban rejlo
informacié megduplazasa dominans evoliuciés hajtéerd a bioldgiai halézatok
kialakitasdban. Tehét az ilyenfajta rendszerek vizsgalatahoz olyan modelleket
kell bevezetni, melyekben a fejlodés f6 1épése egy véletlenszertien valasztott
csics (vagy akar él), valamilyen értelemben vett megkettézése. Persze, az igy
adodo duplikacios modellek preciz matematikai elemzése nem egyszertii, ha-
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sonldan a fokszamardanyos dinamikaval novo tarsaikhoz, de nem is teljesen
reménytelen.

Ugyanakkor az ilyen altalanos duplikacié motivalta fejlédési mechaniz-
musok tovabbi dinamikakat inspirdlhatnak. Ilyen példdul a [7] cikkben taglalt
alabbi elgondolds. Legyen adott egy tetszéleges graf, egy p € (0, 1) valészint-
ség. Ekkor, ebbdl a kezdeti allapotbdl az id6 elorehaladtaval fejlodjon tugy a
graf, hogy p valdszintiséggel teljesen lemasoljuk egy tetszéleges csicsat, még-
hozza annak szomszédjaihoz hozzakotve az 1j csiicsot, mig 1 —p valészintiséggel
egy olyan 1j csucsot hozzunk létre, mely eddig nem szerepelt a grafban, azaz az
1j csucs szomszédjai nem fedik egy az egyben egy korabbi csics szomszédjait.

Vildgos, hogy ez nem egy precizen definidlt modell, ugyanakkor kideriilt,
hogy ennek a szakirodalomban Simon-modellnek nevezett dinamikéanak leg-
fontosabb tulajdonsagai mar mind ismertek. Ezt az analizist tartalmazza, egy
kissé mas, de grafokra konnyen atemelhet6 formaban, Durrett és Schweinsberg
[10] cikke. Ebben a szerzék az aldbbi, egy egyedbdl indulé tobbtipusos 1 inten-
zitasu tisztan sziiletési folyamatot, més nevén Yule-folyamatot tekintették.

Egy sziiletés esetén az utod 1 — p valdszintiséggel azonos tipusi, mint a
sziil6, mig p valdszintiséggel pedig teljesen 1j. Ha itt az azonos tipusu egyedek
Osszességét csaladnak nevezziik, akkor ebben a felirdsban a szerzoknek egy
Polya-urnas megfeleltetés és coupling segitségével sikeriil megmutatniuk, hogy
egy bizonyos méretnél nem nagyobb csaladok szama aszimptotikusan hatvany-
rendben lencsengé eloszlast ad, s6t azt is, hogy egy nagy tagszamu csalad
mérete milyen hatareloszlast kovet.

Lévén a Yule-folyamat egy specidlis folytonos ideji elagazé folyamat, igy
ha a halézatok teriiletét matematikai iranybol kozelitjiik meg, akkor konnyen
arra a kovetkeztetésre juthatunk, hogy érdemes lehet egy olyan modellt meg-
vizsgalni, ahol valamilyen tton-médon a duplikacié egy altalanosabb eldgazd
folyamat tipusban van elkédolva. Természetesen ez az elgondolas 6nmagédban
nem szamit forradalminak, ugyanis ha példaul a grafunk struktirdja specialis,
példaul egy fa, akkor temérdek ilyen megfeleltetés ismert, kezdve az egyszeriibb
bedgyazasoktol, mint a [6] és [21] cikkek véletlen rekurziv fai, az olyan egészen
bonyolult kapocslatokig, mint a [23], [22], [1], illetve [12] cikkekben szerepl6k.

Ugyanakkor egy duplikacioval fejlodé véletlen hélézat folyaman tetszole-
ges graf keletkezhet a lépések soran, aminek kovetkeztében az elébbi cikkek
eredményei, illetve a hattérben dolgoz6 altalanos elagazd folyamatnak, a-
vagy Crump-Mode-Jagers folyamatnak nevezett eldgazo folyamat csicso-
kon értelmezett bedgyazasa az elképzelheté modelleknek csak kis részét fedi le.
Ezt bovitendo, természetesen adddik az otlet, hogy az altalanos elagazo folya-
matot az éleken értelmezziik. Valéban, ezen hozzaallds alapjan szemléletesen
bevezetheto a dolgozat szempontjabdl kulcsfontossagi kollaboracios modell.

A kollaboréciés modellben a hélézatunk az egyed benne résztvevo egyedek
kozti paronkénti kollaboracié altal szervezodik. Ha két egyed kozott l1étrejon
egy sikeres egyiittmiikodés, akkor az tovabbi egyedeket vonz be a hélézatba,
melyek osszedolgozhatnak a korabbi kettes barmelyik szereplojével, vagy akar



mindkettéjiikkel. A modellbe beleépitjiik tovabba azt a valdsdgban teljesen
realis elgondolast is, hogy egy-egy ilyen tarsulas soran elofordulhat, hogy a
benne résztvevo két fél kifarad, a kozos munkat megszakitja.

Vilagos tehat, hogy ha az elébb felvetett modellben az egyedeket csticsok-
kal, a paronkénti kollaboraciot élekkel reprezentaljuk, akkor egy dinamiku-
san fejlédo véletlen grafot kapunk. SOt, ha péar pillanat erejéig elfelejtjiik az
éltorlés lehetdségét, akkor adédik, hogy a felvazolt halozat tartalmaz néhéanyat
a jol ismert idoben fejlodé modellek koziil. Valéban, ha feltessziik, hogy egy 1j
csics mindig a kiszemelt ¢l mindkét végpontjahoz csatlakozik, azaz mindig
egy haromszog keletkezik, akkor az tugynevezett véletlen cseresznye gréfot
kapjuk. Ezt a modellt determinisztikus esetben Bukszar és Prékopa vezette
be az [5] cikkben, azon célbdl, hogy segitségével véletlen események unidjdnak
valészintiségére adjanak a Bonferroni egyenlotlenséghez hasonlé felsé becslést.

Masfeldl, ha az élek torlésének elhanyagolasa mellett azt is feltessziik, hogy
minden 1j csucs az egyiittmiikodo felek koziil szigortan csak az egyikkel kolla-
boral, akkor visszakapjuk a népszert Barabasi- Albert-féle halézat fa valtozatat.
Ez szintén nagyon orvendetes, mert ezen modell legtoébb tulajdonsaga, kezdve
az aszimptotikus fokszameloszlastél, a maximalis fokszam viselkedésén at, egé-
szen a magassagaig ismert. Ugyanakkor, mivel ezen tulajdonsigok vizsgdlata
tisztan martingalelméleti médszereket hasznalt, a késébbiekben taglalt megko-
zelités (habar kapcsolatban van a martingdlelmélettel) egy maésfajta kontex-
tusban vilagithat ra a halozatra, ezzel is elmélyitve korabbi ismereteinket.

A kovetkezokben kifejtendd témakor motivacidjanak felvazoldsa utan, a
bevezetd zarasaként térjiink ra a dolgozat szerkezeti felépitésére. A masodik
fejezet soran bevezetjiik az olvasét az altalanos elagazé folyamatok elméletébe.
Ezen beliil hosszabban kitérve, annak aszimptotikus viselkedésének leirasara.
E szakaszokban két {6 eredmény bizonyitasat fogjuk részben elmondani, meg-
jegyezve azt, hogy habar a gyengébb, sztochasztikus konvergenciat taglald
alakra nem lesz sziikségiink, mivel segit az erdsebb, 1 valdszintiségli konver-
genciat allitd tétel mogotti szemlélet elsajatitasaban, mindenképp érdemes
megismerni.

Ezutén a harmadik fejezetben elsoként precizen definialjuk a kollaboracids
modellt. Ennek ismeretében nyilvanvalod lesz, hogy ez élek szempontjabol egy
Markov tulajdonsagu eldgazé folyamatrdél van szo, amely mivel az altalanos
elagazo6 folyamat specidlis esete, igy a megel6zo szakaszban szerzett apparatust
tudjuk kamatoztatni. Sok mas karakterizalé osszefliggés mellett megmutatjuk,
hogy a modell paramétereinek milyen feltételeket kell kielégiteniiik ahhoz, hogy
a kiliresedés valdszintisége kisebb legyen, mint 1. Bebizonyitunk a véletlen
graf éleire, illetve csicsaira vonatkozo aszimptotikus Osszefiiggéseket. Majd
végezetiil, a modell diszkrét verziéjanak vizsgalata utan ravilagitunk arra is,
hogy extremadlis paraméterezés soran a hipergeometrikus fiiggvények segitségé-
vel az addig kapott eredményeink konnyen kezelhetové valnak.

A dolgozat végén az addigiak Osszefoglalasa mellett felvetiink néhany
altalanositasi lehetoséget, illetve tovabbi, az eredeti kollaboraciés modellel
kapcsolatos kérdést, melyek kijelolhetik a soron kévetkezd kutatési irdnyokat.



2. Altalédnos elagazo folyamatok

A fejezetben lefektetjiik a konkrét modelliink vizsgélatdhoz sziikséges &l-
talanos elagazé folyamatok elméletének alapjait, illetve a szamunkra legfonto-
sabb konvergenciatételeit. Ebben elsésorban a [19] cikk alapjén fogunk haladni,
de olykor felhasznaljuk a [13] konyv megkozelitését.

2.1. Alapok

Tekintsiik egyedek egy egyetlen 6stdl szarmazd populaciojat. Tegyiik fel,
hogy minden egyed egy (£(t)):>o-vel jelolt, a [0, 00) intervallumon értelmezett
pontfolyamat (tovdbbiakban reprodukciés folyamat) altal meghatarozott
idopontokban sziil 1j utédokat, illetve egy 0 < A < oo valdszintiségi valtozo
altal meghatédrozott ideig (ezentil élettartam) van életben. (Az egyed halva
sziiletett, amennyiben A = 0.) Az élettartam eloszlasfiiggvényét jelolje

L(t) = P(A <1),
mig a reprodukcids folyamat dltal a [0, ¢] intervallumon meghatarozott mértéket

§(t) = £([0,1]).

Vildgos, hogy ha P(L(0) = 1) = 1, akkor a populdciéban egy egyed sem
talalhatd, tehéat az elkovetkezOkben fel fogjuk tenni, hogy L(0) < 1 teljesiil.
Ugyanakkor attol fiiggéen, hogy mit koveteliink meg a A és a & kozotti kap-
csolatrol, kiillonbozo nevezetes modelleket kaphatunk vissza. Példaul abban az
esetben, ha a reprodukcios folyamat értéke az egyed halala utan nem valtozik,
akkor a Sevastyanov-féle hasité modell adédik. Ha azt is feltessziik, hogy
az elobbi mellett £ és A\ fiiggetlenek, akkor az tgynevezett Bellman-Harris-
féle elagaz6 folyamatot kapjuk, melyet szokas kor-fiiggének is nevezni,
mely arra utal, hogy ellentétben a Galton-Watson folyamat altal leszamolt
generacioval, itt az egyedek kora is fontos szerepet jatszik.

Az altalanos elagazo6 folyamat, avagy Crump-Mode-Jagers folya-
mat az el6bbiektdl abban tér el, hogy az élettartam és a reprodukcios folyamat
kozott semmiféle fliggetlenséget nem feltételez, sot az is el6fordulhat, hogy egy
egyed a halala utan még hoz létre utédot, azaz

P(€(00) < €(V) <1
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teljestil. (A konkrét véletlen graf modell vizsgélatdnal a haldlozds uténi utéd-
nemzés nem lesz megengedett.) Természetesen ezen dltaldnos folyamat vizsgéla-
taban is sokszor tamaszkodunk a beagyazott Galton-Watson folyamatra, mely-
hez érdemes tovabbi fogalmakat, illetve jeloléseket is bevezetni.

Egy konkrét, folyamatban résztvevo egyedet jeloljiink
xr = (il,ig, Ce ,Zn)

segitségével, ha az a kiinduléasi Os ;. gyereke i5. gyerekének, ..., ,. gyereke.
Tehat, ha kiindulasi ost 0-val jeloljiik, akkor bevezetheto a

F={yu{Ux}
n=1
populacio tér, ahol értelemszertien
Fn= {(Z.17Z.27 cee 7Zn) : ij S Z+}

Ennek segitségével leiratd az a valészinliségi mezo, amelyen a tovabbiakban
dolgozni fogunk. Minden x € F egyedhez hozzérendelhetd egy (€, B, P.)
valoszintiségi mértéktér, ahol az egyed reprodukcios folyamatanak és élettar-
tamdnak (&, \;) pdrja értelmezett. Ezen parok mind az el6bb taglalt (£, \)
kettds egymastol fiiggetlen, de megegyezo eloszlasi masolatai. Ekkor az itt
hasznalt valdszinliségi mezo nem lesz més, mint az egyes egyedekhez rendelt
mezok altal meghatarozott szorzattér, azaz

(2,B,P) = [[(%.B,. P.).

zeF

Nyilvanvalo, hogy egy konkrét folyamatban nem feltétleniil realizalodik
az Osszes, elébbi médon jelolheté egyed. A populacié x egyedének k. utddja
pontosan akkor fog megjelenni a folyamatban, ha &,.(o0) > k teljesiil, s6t ez
az (z, k) utéd akkor sziiletik, amikor az anyja

7. (k) = inf{t : & (t) > k}
éves, azaz sziiletési ideje (a folyamathoz mérten), amennyiben
= (j1,J2,- -5 Jn);
az egyes egyedek megfeleld utédnemzési ideinek Osszege, vagyis

O(z,k) = O(j1,j2,mrdn.k) = T0(j1) + T(jl)(J'z) + T(jm,...,jnfl)(jn) + 7(k),

ahol értelemszertien a kiindulési s o sziiletési idejét definialjuk, O-nak. Vilagos
tehat, hogy a populacié x eleme egy adott ¢ > 0 idépontban akkor él, ha

O, <t <o,+ Ay

teljestl, illetve ugyanezen egyed kora a t > 0 idépontban t — o,. S6t, az
is konnyen adodik, hogy ha a folyamatunkra csak ezen o, sziiletési idokben
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néziink ra, akkor megkapjuk a kordbban emlitett beagyazott Galton-Wat-
son folyamatot. Miel6tt tovabbmennénk, megjegyezziik, hogy a legtobbszor
(amikor nem okoz értelmezésbeli problémét) a &, A;, 7, és o, jelolések helyett
&, N\, T és o konkrét egyed nélkiili jeloléseket fogjuk hasznalni.

Mindezek tudataban ratérhetiink a folyamat, elagazé folyamatok témako-
rében szokésos kérdéseknek megfelel6 tulajdonsagok osszefoglalasara. Az egyik
ilyen alapvetd kérdés, hogy milyen feltételek mellett lesz az adott idépontig
megsziiletett egyedek szdma véges. Az erre vonatkozd, a [13] kényv 6.2. sza-
kaszaban fellelhet6 eredményeket az alabbi, itt nem bizonyitott tételben foglal-
hatjuk ossze.

2.1. Tétel. (Végesség) Ha a reprodukcios folyamat 0 iddpontbeli vdrhato
értéke szigorian nagyobb, mint 1 (azaz E(0) > 1), akkor tetszdleges nem-
negativ t pillanatban annak valoszinisége, hogy az adott idopontig megsziletett
egyedek szdma oo, pozitiv valdszindiségii. Ha viszont EE(0) < 1 és létezik olyan
t >0, hogy E¢(t) < oo, akkor a folyamat nem robban fel. A

Ugyanakkor a dolgozat szempontjabdl legfontosabb alapveto kérdés nem
az egyedszam felrobbandsanak karakterizalasa, hanem hogy milyen valészini-
séggel hal ki a folyamat. Ennek megvélaszoldsahoz elegendo6 az elébb emlitett
beagyazott Galton-Watson folyamatot tekinteni. Vildgos, hogy ezen beagyazott
folyamat kihalasa ekvivalens az eredeti folyamat valamely generacidjanak ki-
iresedésével, azaz az altalanos elagazé folyamat kihalasaval. Ennek alapjan a
kovetkezo tételt mondhatjuk ki, szintén bizonyitas nélkiil.

2.2. Tétel. (Kihalas valészintlisége) Ha az dltaldnos eligazd folyamatban
eqy egyed reprodukcios generdtorfigguényét

f(s) = E[Sﬁ(oo)}

jeloli, akkor ez az f a bedgyazott Galton-Watson folyamat utodlasanak is ge-
nerdtorfigguvénye, aminek kovetkeztében az dltaldnos eldgazo folyamat kihald-
sanak valosziniségét az

fls)=s

egyenlet q-val jelolt legkisebb nemnegativ gyoke adja. A

S6t, az sem meglepd, hogy a Galton-Watson folyamathoz hasonléan a ¢
kihalési valoszintiséget az

Elg(o0)] = (1),

sokszor reprodukcids varhato értéknek nevezett érték hatarozza meg. En-
nek kovetkeztében egy altalanos elagazé folyamatot osztdlyozhatunk annak
alapjan, hogy az el6bbi F[{(c0)] varhatd utédszam mennyi, csakigy mint azt
a Galton-Watson folyamat esetén tessziik. fgy érdemes a szokasos elnevezéseket
is megtartani, azaz az altalanos esetet szubkritikusnak, kritikusnak, vagy
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szuperkritikusnak nevezni amennyiben E[¢(o0)] kisebb, egyenld, vagy na-
gyobb, mint 1. A korabbi Galton-Watson folyamatra vonatkozé ismereteink
alapjan vilagos, hogy a szubkritikus, illetve kritikus esetekben a folyamat
majdnem biztosan kihal, ugyanakkor a szuperkritikus esetben ez a valdszintiiség
kisebb, mint 1.

Habar az elobbi két rezsim esetén is ismertek érdekes, illetve hasznos
eredmények, melyekre példaul j6 osszefoglalét ad a [13] konyv 6.6. és 6.7. alfe-
jezete, szamunkra csak a szuperkritikus eset lesz relevans, igy a tovabbiakban
végig feltessziik, hogy a reprodukcids varhatd értékre 1 < E[¢(o0)] < o0
teljestil. Ehhez els6 1épésben vezessiink be tovabbi fogalmakat és jeloléseket.
A szakirodalomnak megfeleléen a (£(t)):>o reprodukciés folyamat intenzitas
mértékén a

varhaté érték fliggvényt értjiikk. Errol a tovabbiakban feltessziik, hogy mint
mérték, nem racsos, azaz nem létezik h > 0, hogy i a

{0, h,2h, 3R, ...}

halmazra koncentralt. Egy masik fogalomra is sziikségiink lesz, mely alapveto
szerepet jatszik az elagazé folyamatok elméletében, igy (habér csak a specidlis
esetre szoritkozva) kiilon kiemeljiik.

2.1. Definicio. Egy dltaldnos eldgazo folyamatot Malthus tulajdonsdgiunak
nevezunk, ha létezik o € R szdm, hogy azzal

/ e *u(dt) =1
0

teljestil.

Tehat ahogyan a definicio sejteti, a Malthus tulajdonsagu szuperkritikus
folyamatok esetén, feltéve, hogy a folyamat nem hal ki, a idébeli novekedés az
e értékkel aranyos. Ennek kovetkeztében ahhoz, hogy értelmes eredményeket
kapjunk egy ilyen folyamat aszimptotikus viselkedésére, a folyamatot érdemes
evvel a kifejezéssel lenormélni, melybdl adoddan ezt tovabbiakban lenormalt
altalanos elagazoé folyamatnak fogjuk nevezni. Ennek persze csak akkor van
értelme, ha a Malthus-paraméternek nevezett « érték szigortian pozitiv és
véges, mely feltételek koziil a pozitivitds a szuperkritikus rezsim esetén mindig
felteheto. Az intenzitds mérték, illetve a Malthus-paraméter segitségével bevezet-
het6 kettd, a fejezet soran gyakran felbukkano

o = e” & (du),
§ (t) /0 § ( )
és

) = [ ),

13



jelolés, ahol az elébbi a lenormalt reprodukcid, mig az utébbi a lenormalt
intenzitas mérték.

Habar korabban utaltunk ra, hogy hogyan szamolhat6 egy adott x egyed
t > 0 pillanatbeli életkora, az eddigickben nem taglaltuk, hogyan lehetne az
egyes életkorok aszimptotikus viselkedését leirni. Ez okkal tortént, ugyanis
az altalanos eldgazé folyamatok hasznalatét az teszi igazan népszeriivé, ha a
korabbi (&, A) part kiegészitjiik egy harmadik (legtobbszor) ¢-vel jeldlt folya-
mattal, melyrdl egyelore csak annyit tesziink fel, hogy a korabbi valdszintiségi
mezében mérhetd, illetve nemnegativ, méghozza gy, hogy minden ¢t < 0 esetén
o(t) = 0 teljesiil. Ezt a folyamatot nevezziik véletlen karakterisztikdnak,
melyre gy érdemes gondolni, hogy az egy t iddépillanatban az = egyedhez
valamilyen "score” értéket rendel. Ennek segitségével mar minden elérhet6
ahhoz, hogy a jelen dolgozat legfontosabb fogalmat bevezessiik.

Ha a populacié minden = € F egyedéhez hozzéarendeljiik a (&, Az, ¢2)
hédrmast, melyek az el6bbi (£, A, ¢) egymastdl fiiggetlen masolatai, akkor az

Z(b(t) = Z ¢x<t - Ux)

reF

osszeget a ¢ véletlen karakterisztika altal leszamolt altalanos elagazo
folyamatnak nevezziik. Ahhoz, hogy mind a véletlen karakterisztika, mind a
leszamolt folyamat fogalmat jobban megértsiik, érdemes néhany példat adni.

Az egyik leggyakrabban felbukkano véletlen karakterisztika a

P(t) = Lio<i<ny

indikdtor, mely altal a leszdmolt Z?(t) folyamat az adott pillanatban él6
egyedek szamat adja vissza. Hasonléan fontos szerepet jatszik az elobbinek
egy kicsit modositott

¢a (t) =1 {0<t<min(a,\)}

valtozata, mellyel azt tudjuk megszamolni, hogy a folyamatban mennyi a még
616, de a-korndl fiatalabb egyed. Ezt a folyamatot szokds Z%(t) helyett Z¢(t)-
vel is jelolni és korfolyamatnak nevezni. Egy nagyon egyszert véletlen karak-
terisztikdnak szamit a

o(t) = 1io,<ty

indikdtor, amely &ltal leszamolt T'(t) = Z?(t) folyamat azt adja vissza, hogy
adott t idopontig hany egyed sziiletett. Persze sok tovabbi példa is adhato,
melyekbdl néhanyat érdemes még megemliteni. Ilyen lehet a

P(t) = Lo<t<min(r(1),\)5

mely segitségével az utod nélkiili, még €16 egyedek szaméat hatarozhatjuk meg,
vagy az ennél bonyolultabb

P(t) = tLio<terny + Algr>ay = min{t, A}
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valasztas, mely a folyamatban résztvevo egyedek tgynevezett Osszmiikodési
idejét szamolja a t idopontig, és amely altal leszamolt folyamat felirhatd, mint

Z9(t) = /t Z% (u) du,

ahol ¢'(t) = T{o<i<ny-

Ahogyan az az eldgaz6 folyamatokra vonatkozé korabbi ismereteinkbdl
fakaddan ismerds lehet, egy ilyen folyamat egyik legelemibb tulajdonsaga, hogy
felbonthaté egymastol fiiggetlen masolatok osszegére. Nincs ez méshogy az
el6bb bevezetett leszamolt altalanos esetben sem, mely allitast a kovetkezo,
itt nem bizonyitott tételben foglalhatjuk Gssze.

2.3. Tétel. (Felbonthatésag) Tetszdleges ¢ karakterisztika dltal leszamolt
folyamatra felirhato a

&o(t)

Z0(t) = ¢o(t) + Z 0 Z°(t — o))

i=1

alakban, ahol (,Z%(t)); jeloli azt a ¢ karakterisztika dltal leszdmolt dltaldnos
eldgazo folyamatot, melyet az x utédbdl inditunk (tehdt mintha o, = 0 lenne).
Ekkor a (7 Z°(t)) (i =1,2,...) folyamatok figgetlen mdsolatai az eredetinek,
tovabba fiiggetlenek a &y és ¢g folyamatoktol is. A

Ennek a felbonthatosagnak egy hasznos kovetkezménye a kovetkezé. Jelolje
m¢ = Ele™'Z%(t)]

a lenormalt folyamatot. Ekkor, 1évén a ¢ véletlen karakterisztika nemnegativ,
igy az elobbi kifejezés teljesiti az

mf = e “E[¢ /mt € u(ds)

felujitasi egyenletet. Ez azért kifejezetten hasznos, mert a fejezet {6 célja, hogy
a lehetd legaltaldnosabb feltételek mellett le tudjuk frni az e~ Z%(t) lenormalt
folyamat aszimptotikus viselkedését, amint ¢-vel a co-be tartunk. Ugyanakkor
ilyen aszimptotikus eredmények a feltjitasi egyenlet megoldasara vonatkozdan
méar régéta ismertek (ldsd példaul a [13] konyv 5.2. alfejezetét), melyekbél az
aldbbi &llitdst lehet levezetni. (A bizonyitds megtalalhaté a [19] cikkben.)

2.1. Allitas. Tegyiik fel, hogy a ¢ olyan véletlen karakterisztika, hogy E[p(t)],
mint t figguénye Lebesque majdnem mindenttt folytonos, illetve a

o0

sup  (E[g(t)]e ™) < o0

1o k<t<k+1

lokdlis korldtossag teljesiil. Ekkor a [0,00) intervallumon értelmezett

o) = [ s



mértékkel a

lim m¢ = = = m?
t—oo Iy upta(du) >
konvergencia irhato fel. A

Ennél valamennyivel kevesebbet allit a lenormalt folyamat eloszlasbeli
konvergencidjat karakterizalé alabbi tétel, melynek bizonyitasa megtalalhaté
a [8] és [9] cikkekben.

2.4. Tétel. Legyen ¢(t) = Ljo<i<ny, azaz a Z°(t) at pillanatban €6 egyedeket
szamolja, ekkor ha

M7t — W
eloszlasban, amint t — oo, akkor az aldbbi ekvivalencidk dllnak fent:

E[a€(00)log™ o&(00)] < 00 =

EW < o0 <=

Ele™™Z*(1)] — EW majdnem biztosan <=
—00

W > 0 majdnem biztosan a {T'(t) — oo} eseményen.

Habar ezen tételek is jol hasznalhatoak altalanos elagazé folyamatok vizs-
galatara, a dolgozat folyaman erdsebb konvergenciaval szeretnénk dolgozni.
Ahhoz, hogy ilyen allitdsokat konstrudljunk, illetve bizonyitsunk, az egyik
legerdsebb eszkoz a martingal konvergencia tétel. Tehat természetes Otlet,
hogy az eddigiek soran definialt folyamatban probalunk meg megkeresni egy
olyan mennyiséget, mely martingalként viselkedik. Ehhez az aldbbi definicion
keresztiil juthatunk el.

2.2. Definicio. Az eddigi jeloléseink mellett jelolje xq, xo, . .. az elsd, mdsodik,
. egyedet a folyamatban, méghozzd abban az értelemben, hogy sziiletési idejiik-
re

0<o0, <0, < ...

teljesil. Ekkor a reproduktivitdas érték martingdlon az

n &y (00) n
Ry =1; R,=1+)_ Z et — N e (n=1,2,...)
=1 k=1 =1

sorozatot értjuk.

A definicié alapjan nyilvanvald, hogy a reproduktivitdas érték martingal
az els6 n egyed (az za, ..., x, utédoktdl eltekintve) osszes gyerekeinek e~ 7=
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sulyokkal vett sulyozott Osszege. Természetesen a neve elarulja, hogy ez egy
martingdal lesz, de ehhez sziikséges megadni a filtraciét is. Ez nem lesz mas,
mint minden n-re az elso x1, xo, . . ., x, egyed életutjai dltal generdlt o-algebra,
melyet jelolje a tovabbiakban (A,),en. Ennek segitségével, a kovetkezd lem-
méaban megmutatjuk hogy az (R, A,)neny par valéban martingdl, s6t nem-
negativ is.

2.1. Lemma. Az elébb bevezetett (R, Ap)nen pdr egy nemnegativ martingdl.
Bizonyitas. Mivel a nemnegativitds trividlis, igy egyediil a martingalsagot
kell ellenérizni. A definici6 alapjan vilagos, hogy R,, sot mivel x, 1 az els6é n
egyed valamelyikének utédja, igy o,,., is mérhetd az A, o-algebréra nézve.

Ugyanakkor nyilvanvalé az is, hogy ehhez az x,,4, egyedhez tartozé o&,,,(00)
normélt reprodukcié fliggetlen ugyanettdl a A,, o-algebratdl.

Mivel az R,, felirhat6 gy is, mint
R, =1+ e (&, (00) = 1),
i=1

igy a vizsgalandé martingal differenciara
ERy1 — Ro|Ay] = e 71 B0y, 4, (00) — 1]

teljestil. A bizonyitds befejezéséhez csak annyit kell észrevenni, hogy a Fubini
tétel, illetve a Malthus-paraméter definicidja alapjan az

Plateunlo0)] = B[ [ ete@n)] = [~ e uan =1

osszefliggés frhato, fel, azaz az el6bbi kifejezés ténylegesen martingal differen-
cia. A

Habar ez a reproduktivitas érték martingal az elagazé folyamatok elméle-
tében sokszor felbukkan, jelen esetben ennek egy konnyebben kezelheto, il-
letve értelmezhetd megallitottjat fogjuk hasznalni. Ehhez sziikséglink van egy
tovabbi jelolés bevezetésére. Az eddigiek mellett legyen

Ft)=A{z=(2")i)|op <t ést <o, <00},

azaz JF(t)-ben azon egyedek szerepelnek, melyek ¢ idépont utan sziilettek, de
felmendjiik még ugyanezen pillanat el6tt, vagy éppen ekkor. Vilagos, hogy ha
tekintjik az

Y;: Z 0z

zeF(t)

Osszeget, akkor mivel F(t)-ben pontosan a [0, ¢] intervallumban sziiletett egye-
dek (szamukat jelélje T'(t)) utédai vannak, igy Y; = Ry teljesiil. Ugyanakkor,
ahogyan a kovetkezd, vazlatosan bizonyitott dllitas is mutatja, ez szintén (nem-
negativ) martingél lesz, méghozza a megallitott o-algebraval.
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2.2. Allités. Az elébb bevezetett (Yy, Ar))e=0 pdr nemnegativ martingdl.

Bizonyitas. Vildgos, hogy rogzitett t esetén az Osszes egyedek T'(t) szama
megéllasi id6 az (A, )nen filtraciéra nézve. Ekkor az opcionalis mintavételezési
tétel egy megfelel6 alakja szerint (ldsd a [20] konyv 1T —2—13. Tételét) (Y:)i>o
szupermartingal a (Az))i>o megallitott o-algebrara nézve. A [13] konyv 6.3.3.
Tétele alapjan tudjuk, hogy ET'(t) varhato érték véges, sot a korabbiak alapjan
az is megmutathato, hogy

El||Bni1 = BullAn] = em 1 E]a€(00) — 1]] < 2

korlatossdg is teljesiil. Ennek kovetkeztében a [4] kényv 5.33. Allitasét fel-
hasznalva megmutathaté, hogy

EY, =1

teljestil. Tehat (Y;):>0 nemcsak egy nemnegativ szupermartingal, hanem mar-
tingal is. A

Az elébb allitas alapjan, felhasznalva a martingal konvergencia tételt
az alabbi kovetkezményt kapjuk, mely alapvetd lesz a tovabbi konvergen-
ciatételeink bizonyitasa soran.

2.1. Kovetkezmény. Létezik eqy Yoo < oo 1 wdrhato értéki valdsziniiségi
vdltozo, hogy az elébbi (Yi, Arg))i=0 majdnem biztosan ide konvergdl, amint
t-vel a co-be tartunk. A

2.2. Konvergenciatételek

2.2.1 Nagy szamok torvényei

Ahogyan azt késobb latni, illetve kiilon hangsulyozni fogjuk, az eldga-
z6 folyamatok felbonthatosagi tulajdonsdga miatt az aszimptotikus vizsgalat
sokszor a nagy szamok torvényeinek valamilyen altalanosabb alakjan mulik.
Ennek kovetkeztében érdemes el6szor ezen felhasznalt tételeket Gsszegytjteni.
Habar ezek onmagukban is érdekesek lehetnek, mivel jelen helyzetben csak
eszkozként szolgdnak, ezért bizonyitasaikat nem kozoljiik. Ugyanakkor az ér-
dekl6d6 olvasd szamara minden kimondott allitas esetén megadjuk, hogy a
bizonyitast hol lehet megtalalni.

Egyes tételekben kimondasaban felbukkan a sztochasztikus rendezést
jelenté < jelolés. Az X és Y valdszintiségi valtozok kozott fennallo X <, Y
relacié definicio szerint annyit jelent, hogy tetszoleges x € R esetén

P(X >z) < P(Y >x)
teljesiil. Ennek ismeretében mar az Osszes sziikséges allitas kimondhato.
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2.5. Tétel. Legyenek az (X;)i=12,. figgetlen valdszindségi vdltozdk olyanok,
hogy létezik eqy Y wdltozd, melyre EY < oo, illetve | X;| <, Y (i =1,2,...),
ekkor

Z?:l(Xi — EXi)
n

— 0

majdnem biztosan, ha n — oco.

Bizonyitas. A bizonyitds megtaldlhaté a [19] cikk 4. szakaszaban. A

2.2. Kovetkezmény. (Asmussen-Kurtz) Legyen (Xi;)j—12. niis0 S2€rid-
kon beliil fiiggetlen valosziniiségi vdltozok szériasorozata. Tegyiik fel, hogy léte-
zik'Y wvéges varhato értéki vdltozo, mellyel

OSthSSX

teljesiil, tovabba

.. Ni+1
lim inf s
i—oo Ny + ...+ Ny

Ekkor

S, = Zj;1<Xij T EXi') —.0
L

majdnem biztosan, amint t — oo, avagy latszolag erdsebb alakban, tetszdleges
e > 0 esetén

Y P(]Si| > €) < o0

i=1
Bizonyitas. A bizonyitds megtaldlhaté a [19] cikk 4. szakaszaban. A
2.6. Tétel. (Athreya-Kaplan) Legyen (Xi;)j=12,. ni:is0 széridkon belil fig-

getlen valosziniségi valtozok szériasorozata olyan, hogy n; — oo, amint 1 — oo.
Ezen felul tegyiik fel, hogy létezik X véges varhato értéki vdltozo, mellyel

0<X; < X
teljesul. Ekkor

>t (Xyy — EXy) g

n;

amint 1 — 00.
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Bizonyitas. A bizonyitds megtaldlhaté a [2] cikk 4. szakaszaban. A

Az alfejezet zarasaként még egy, a késébbiekben fontos plusz eredményt
elevenitiink fel, mely habar nem igazan mondhaté nagy szamok torvényének,
a dolgozat jol strukturaltsaganak érdekében mégis itt kozoljik.

2.7. Tétel. (Lévy-féle Borel-Cantelli lemma) Legyen (F,)nen o-algebrdk
monoton bévild sorozata. Ekkor események tetszéleges (Ap)nen sorozatdra, az

E:{f}mmﬁg<m}

jelolés mellett

P ( limsup A,

n—o0

E) =0
teljestil.

Bizonyitas. Az allitds (és igy bizonyitdsa) megtaldlhaté a [14] konyvben,
mint 21. Tétel. A

2.2.2 Gyenge tétel

Habar vizsgalataink soran féként a lenormélt folyamat majdnem biz-
tos konvergenciajat biztosito tételt fogjuk haszndlni, a mogottes otletek el-
sajatitasahoz érdemes el6szor egy gyengébb alakot, a sztochasztikus konver-
genciat kimondé allitast taglalni.

2.8. Tétel. (Sztochasztikus konvergencia) Tegyiik fel, hogy a (¢(t))t>0
véletlen karakterisztika rendelkezik a kovetkezd tulajdonsdgokkal:

1. t— E[¢(t)] Lebesgue majdnem mindeniitt folytonos;
2. minden t < oo esetén Esup,., ¢(s)] < oo;

3. tovabba

sup  (e"*E[¢(t)]) < oc.

1o k<t<k+1

Ekkor a
lim e~ Z%(t) = Yoom?,

t—o00

sztochasztikus konvergencia teljestl.
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A tétel bizonyitasa el6tt sziikségiink van két tovabbi észrevételre, amiket
az aldbbi jelolés bevezetése utdn mondhatunk ki. Azon F(t)-beli egyedeket,
melyek szigorian ¢ + ¢ utan sziilettek, jelolje F(t,c), azaz

F(t,e)={z € F(t) : t+c <o, <o}
={x=(2")i) : op <tést+c<o, <00}
Ennek segitségével az Y; silyozott osszeggel analog modon bevezethetjik a
Yt,c = Z e
zEF(t,c)

kifejezést, mely értelemszertien a t elott sziiletett 6ssel rendelkezo, de t+c utan
sziileto egyedeket tomoriti. Vilagos az is, hogy ha a véletlen karakterisztikat
az aldbbinak vélasztjuk:

3(s) = [a€(00) = al(s +¢)]e™ (s 20),

akkor az altala leszamolt altalanos eldgazé folyamatra a

fo;(t) = Z é(t - gw) = Z [a§<OO) - ozg(t +c— O'I)] €a(t_ax)
zeF z€F
- eat Z lxe‘r(tvc)e_agz = eat}/;,c
TeF

Osszefiiggés irhaté fel. fgy a sziiletést meghatarozo & reprodukciés folyamat
tulajdonsagait felhasznalva, a 2.1 Allitas kovetkeztében az aldbbi konvergencia
teljesiil:

o e EGO1dt_ [°(1 = palw) du
fooo Ufto (du) fooo(l — fta(u)) du

amint ¢ — co. Erdemes megjegyezni, hogy a kapott hatarérték, mint ¢ fiiggvé-
nye, a 0-hoz tart, ha a c-vel a co-be tartunk.

ElY: ] = mf; — mfo = (2.1)

A bizonyitashoz sziikséges masik észrevétel onmagaban is érdekes, igy
ennek allitasat az alabbi lemmaban foglalhatjuk Ossze.

2.2. Lemma. Jelolje N(t,c) a folyamat azon egyedeinek szamdt, melyek a
F(t)\ F(t,c) halmazban vannak (azaz t utdn, de legfeljebb t + c-kor sziilettek).
Ekkor ha p(c) > 1, akkor a {T'(t) — oo} eseményen

. . .N(t o
RES0)

> u(e)—1>0

dall fent, majdnem biztosan.

Bizonyitas. A folyamatra tett feltételeink miatt vilagos, hogy (&, ([0, ¢]))ien
egymastdl fliggetlen, azonos eloszlasu, p(c) varhato értékii valosziniiségi vélto-
zok. Igy, a

N(t,c) = Zé’xi([O,C]) - T(t)
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becslésbol, a nagy szamok erds torvénye alapjan konnyen adodik az allitas,
felhasznalva, hogy a {T'(t) — oo} eseményen vagyunk. A

Ezt a két észrevételt szem elott tartva ratérhetiink a sztochasztikus kon-
vergenciat taglald 2.8. Tétel bizonyitasara.

Bizonyitas. [2.8. Tétel] Elészor tegytik fel, hogy a véletlen karakterisztikdnk
olyan, hogy valamely s érték esetén ¢(¢) = 0, minden ¢ > s mellett. Ekkor
nyilvanvalé, hogy azok az egyedek, melyeket leszamolunk a Z¢(t+ s) altaldnos
elagazé folyamatban, a t idopont utan sziilettek, melynek kovetkeztében a
folyamat felbontasa a

*(t + s) Z 20t + s —0y)
zE€F(t)

alakban frhato fel. Sot, ezt ekvivalens dtalakitasokkal a kovetkezo alakra hoz-
hatjuk:

e—oc(t-i—s)qu(t + S) _ Z e~z p—alt+s—og) Z¢(t +5— Ua:)
zeF(t)

_ Z e—aaxe—oz(t-l—s—agc)xztb(t 45— 0.$)+
z€F (t)\F(¢,c)

+ Z —aos ga(t+s—oq) 20t + 5 —0y,),
zE€F (t,c)

mely Osszefiiggésre a késObbiekben tamaszkodni fogunk.

A sztochasztikus konvergencia bizonyitasdhoz elég azt megmutatnunk,
hogy tetszdleges € > 0 esetén

P(’e_o‘(t+s)Z¢(t + ) — Yoomoo} > 5) <e

teljesiil, amennyiben ¢t > ¢y, ahol ¢y, s és ¢ olyanok, hogy teljesitik az alabbi
négy tulajdonsdg mindegyikét.

2

ple) >1és EfY: | < €—¢ tetszoleges t > ¢, esetén; (2.2)
16 sup, m;
2
‘mf — mfo‘ < _6 minden ¢ > s — ¢ > 0 mellett; (2.3)
P<|Y} ) < Z tetszdleges t > ty esetén; (2.4)
moo

P(‘ Z e—ozaz (e—a(tﬁ—s—cz)ng:_s_gw — mf—&—s—aw)
z€F(t\F(t,c)

>2)<s (25)

Persze az, hogy ezen feltételeket teljesito értékek miért léteznek, néhany plusz
megfontolast igényel, igy eldszor ezeket taglaljuk.

Mivel az m a véges intervallumokon korldtos, illetve a 2.1. Allitds szerint

az m®, értékhez konvergal, igy a (2.1) konvergencia alapjan vildgos, hogy ad-
hatdak a (2.2) tulajdonsagot teljesité értékek. Hasonléan kénnyen adédik, hogy
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a (2.3) és (2.4) feltételek is elérhetéek. Az elébbihez megint csak a 2.1. Allitést,
az utébbihoz pedig a 2.1. Kévetkezményt hasznalhatjuk fel. Az (2.5) feltételhez
teljestiléséhez tobbre van sziikséglink. A tulajdonsaggal ekvivalensen azt fogjuk
megmutatni, hogy ha u(c) > 1 (ez a (2.2) tulajdonsag alapjan feltehetd), akkor
a korabbi ¢ véletlen karakterisztikara, illetve s > ¢ értékre a

Z e 7 (e_a(t+s_oz)x2¢(t +s—0,) - mf‘FS*Uz) 0 (2.6)
TE€F (t)\F (t,0)

sztochasztikus konvergencia teljesiil a {T'(t) — oo} halmazon, amint ¢t — co.

Ehhez hasznéljuk a kordbbi N(t,c) jelolést a F(t) \ F(t,c) halmazbeli
egyedek szamara. Amennyiben ez pozitiv (maskiilonben kész vagyunk), akkor
értelmes az alabbi atalakitas:

Z 0z (e—a(t+s—0x)$Z¢(t + s — U;c) - mf—%é’—%) -
TEF()\F (t,c)

— N(t7 c)e_a(t+c) .
) er}—(t)\]:(t,c) ea(t+c—oz) (e_a(H_s_UZ)de)(t +5— O-x) - mf—l—s—ox)
N(t,c) '

A definicié alapjan, ha z € F(t) \ F(t, c), akkor o, < t + ¢, igy a megjelent
szorzotényezore az alabbi becslés irhato fel:

N(t,c)e—a(t—i-c) — Z e—a(t+o) < Z e~ < Z e — Y,

zeF (t)\F(t,c) zeF (t)\F(t,c) zeF(t)

amibél a 2.1 Kovetkezmény alapjan adédik, hogy N(t,c)e @+ < Y, < oo
majdnem biztosan, amint ¢ — co.

Az egyszerliség kedvéért a masodik tényezot jeloljiik

erf(t)\f(t,c) ealt+e—o2) (efa(t+s—az)$Z¢(t +s— ax) — mf’ﬂ_ow)
N(t,c)

A(t) =

segitségével. Mivel a 2.2. Lemma alapjdn az elébbi N(t,c)e <) majdnem
biztosan pozitiv is, igy a (2.6) konvergencidhoz elegendé azt megmutatni, hogy
tetszéleges &' > 0 érték esetén

P(|A®t)| > €, N(t,c) = c0) — 0

teljesiil, amint ¢ — co. Ehhez az el6z0 szakaszban taglalt 2.6. Tételben szerepld
sztochasztikus konvergenciat fogjuk felhasznélni.
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A korabbi jeloléseink alapjan Agpg jeloli azon egyedek teljes életiitja-
i altal generalt o-algebrat, melyek legkésobb a t pillanatban sziilettek. Ennek
kovetkeztében N(t,c) Apy-mérhetd, hiszen az N(t,c) szdmot add egyedek
sziilei mind ¢ el6tt, vagy t-kor sziilettek. Hasonléan minden z € F(t) \ F(¢,c)
egyed esetén ugyanez a mérhetoség teljesiil a o, sziiletési idore is. SOt, az is
igaz, hogy Az ismeretében tetszdleges x € F(t) \ F(t,c) egyedek ,Z%(u)
folyamatainak eloszlasai nem valtoznak, fliggetlenségiik megmarad.

Lévén a ¢ olyan véletlen karakterisztika mely egy fix s érték utan azonosan
0, igy az alabbi becslés irhatoé fel:

u<s

Z°(u) = Z%;(U —0,) < Z sup ¢, (s).

T:0.<S

Ugyanakkor tetszoleges = egyed esetén feltettiik, hogy o, és ¢, fiiggetlenek,
tehat a becslés varhaté értékének kiszdmolasahoz hasznalhatjuk a Wald-azo-
nossag egy altalanos alakjat, mely szerint

B| 3 supou(s)] = ET()]E | supou(s)]

u<s u<s

frhat6 fel. Ez véges az E[T(s)] végessége, illetve a tétel véletlen karakte-
risztikara tett harmadik feltétele miatt. Tehat alkalmazva a 2.6. Tételt, adé-
dott, hogy ha azon eseményen vagyunk, melyen

N(t,c) — oo

t—o00

all fent, akkor tetszoleges &' > 0 esetén
P(lA(t)| > €/‘AT(,5)) H_o>o 0

teljesiil. Ennek kovetkeztében a teljes varhaté érték tétele, illetve a Lebesgue-
féle dominalt konvergenciatétel miatt a sziikséges

P(JA(t)| > &/, N(t,¢) = 20) = E[Linggoe P([A®)] > | Ar)] — 0

t—o00

konvergencia adédik. Osszegezve, valaszthatéak gy a t, s, illetve ¢ értékek,
hogy a korabbi (2.2), (2.3), (2.4) és (2.5) tulajdonsdgok mindegyike teljesiil.

Térjiink vissza a minket érdekld allitds igazoldsara. Ahogyan azt korab-
ban mar megemlitettiik, a sztochasztikus konvergencia definicidja alapjan ele-
gendd annyit megmutatni, hogy ha t elég nagy, akkor a normalt folyamat a
megel6legezett hatarértékétol kis valdszintiséggel tér el. Ehhez tegytik fel, hogy
to, s, ¢ értékek olyanok, hogy a korabbi tulajdonsagokat teljesitik, és legyen
t > to. Ekkor tagok becsempészésével, illetve a valdszinliség szubadditivitdsat
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kihasznalva a becsiilendo valdszintiség a kovetkezoképp alakithatd at.
P(‘e*"‘(t*S)Z‘z’(t +5) — Yoomfo| > 5) =

= P(‘ Z e (e’a(Hs"’”)xZ‘i’(t +5— O’x>)+
zeF (t)\F(t,c)

et 1) vt ) -
zeF(t,c)

= P() Z o0 (e_o‘(H'S_U””)IZ(b(t 45— O-x) _ mf—i—s—ox)_’_
xeF (t)\F(t,c)

+ Z C m;‘isfaz +
ze€F (t)\F(t,c)

+ Z acrz a(t+s—oz) Z¢><t+ s — U:Jc)) _ }/‘tmio+
zeF(t,c)

+(Y; — Yw)mfo

2e)§

z€F (t)\F(t,c)

+P O Z C mf’-ﬁ-s—az +
zeF (t)\F(t,c)

—ao —a(t+s—o 9
+ E;; )e ””(e (t+ m)xZ¢(t+S—UI)> —Y}mfo‘ > 5)4—

+ P(|Ve— Yoo m&, = 5)

A megjelent hdrom kifejezést kiilon kiilon kezelhetjiik. Az elsére a (2.5)
tulajdonsag alapjan a

£ g
P(‘ —aoy —a(t-&-s—ax)xZ(f) ¢ —0,) — é ‘ > _) < =
Yo e (e (t+s—0u) =miy0)| 2 7) <7

e F (t\F(t,c)

becslést irhatjuk fel. Hasonléan, a (2.4) Osszefiiggést felhasznédlva az utolsé
valoszintiségre a

€ €
P(IYi=Yapmle 2 7) = P(Wi- | 2 ) < 5
korlat addédik. A masodik tagnal egy kicsivel szemfiilesebbnek kell lenniink.

El6szor vegyiik észre, hogy az Y; definiciéja és a szubadditivitas alapjan ez
feliilrél becstilheto:

P (‘ Z e m?-i-s—az +
z€F (t)\F(t,c)

+ Z aaz —a (t+s—oz) Z(b(t—i—S—O'x)) _Yzm(ﬁ > E) <

o] =9 ) =
zeF(t,c)
D R e
zeF (t)\F(t,c)
g
P( —aog —a(t—i—s—ax)zqu t —0,) — ¢ ‘ > _>‘
+ Z (& € ( + s O) My | = 4
TEF (t,c)

25



A megjelent els6 tényezére a Markov egyenlStlenség, kihaszndlva a (2.3) tu-
lajdonsagot, illetve, hogy Y; 1 varhaté értékii martingdl, az alabbi felso becslést
szolgéltatja:

P( Z e e

zeF (t)\F(t,c)

o <P< Y, > 6><5.
Mits—o, OO‘ 4) 16 1=4) =1

A megmaradt masodik tagot szintén a Markov egyenlotlenség segitségével
becstilhetjiik, melyhez el6szor vizsgaljuk ezen tényezo varhato értékét. Ki-
hasznalva az Y; . definici6jat, trividlisan kapjuk az

E[ Z —ao,

xeF(t,c)

alths=oz) 70t 45— 0,) — mfou < E[Y;]sup mf

t>to

becslést, mely a (2.2) feltétel alapjan tovabb becsiilhetd, mint

2
ElY.]supm{ < =,
t>to 16

tehdt a Markov egyenl6tlenséggel

P(Y e

zeF(t,c)

a(t+s—oy) Z¢(t—|—s—a) m® >_>§§l

adédik. Ezeket 0sszetéve adodott, hogy olyan véletlen karakterisztikara, melyre
¢(t) = 0, valamely s-nél nagyobb indexek esetén, tetszbleges £ > 0 mellett

P(‘e‘a(t“)Z‘z’(t +s) — Yoomoo| > 6) <e,
azaz a szilkséges sztochasztikus konvergencia teljestil.
Tetszoleges ¢ véletlen karakterisztika esetén jelolje
¢'(t) = o(t)Lir<cy

a levagott karakterisztikat. Ekkor nyilvanvaléan a ¢ altal leszamolt folyamat
kisebb vagy egyenld, mint az eredeti dltal leszamolt, s6t az eddigiek alapjan

et 7 (t) BN Yoomf;,

amint ¢ — co. Ezen levagott véletlen karakterisztikat felhasznalva a kovetkezo
becslést irhatjuk fel:

P(‘e_atZ‘z’(t) — Yoomfo} > 5) <

< P(e|2°0) = 29(0] 2 5) + P(le727 () = Yoom,

2 )4
-3
+P<‘mf; —m&!YOO > %),

ahol az egyes tagok elég nagy ¢ és t értékek esetén maér egyenként kisebbek
mint /3, tehat a sziikséges

e Z0(t) 25 Yem?,
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sztochasztikus konvergencia adodik, a tételt belattuk. A

Azon kiviil, hogy ez az elobbi 2.8. Tétel jol ramutat arra, hogy az elagazd
folyamatok aszimptotikus vizsgalata erdsen épit a nagy szamok torvényeire, és
sejteti azt is, hogy ha feltételek egy erds torvény teljestilését biztositjak, akkor
az elébbi konvergencia 1 valdszintiséggel is igaz, tobb hasznos kovetkezménye
is ismert. Ezek kozil a legfontosabb az, hogy amennyiben a & reprodukcios
folyamat eloszldsa az £log™ £ osztalyban van, akkor a korabbi feltételeknek
megfelel6 véletlen karakterisztikdk altal leszamolt eldgazd folyamat normalés
utan varhato értékben is konvergdl. Ezt mondja ki az alabbi allitas, mely
bizonyitasanak utolsé 1épését nem részletezziik.

2.3. Kovetkezmény. (Varhaté értékbeli konvergencia) Tegyiik fel axt,
hogy a (¢(t))e=0 véletlen karakterisztika rendelkezik a kovetkezd tulajdonsdgok-
kal:

1. t — E[¢(t)] Lebesgue majdnem mindeniitt folytonos;
2. minden t < oo esetén Esup,., ¢(s)] < oo;

3. tovabba

o0

sup (" E[¢(t)]) < oo,
k—0 k<t<k+1

illetve, hogy az utodeloszldst meghatdrozo folyamatra
E[af(oo) log™ ag(oo)] < 0
teljestil. Ekkor
e Z%(t) N Yoom?,
teljestl, amint t — oo.

Bizonyitds. A 2.8. Tétel alapjn tudjuk, hogy az e=**Z¢(t) — Y, ;m2 sztoc-
hasztikus konvergencia teljesiil. Ugyanakkor a 2.4. Tétel miatt az Y,om® hatdr-
valtozénak ugyanolyan eloszlasa kell legyen, mint W-nek. Kihaszndlva, hogy
EY,, =1, adodik, hogy

lim Ele"Z%(t)] = m%, = E[Yoom?]

t—o00

teljestil, melybdl viszont az allitdas mar befejezheto. A

Ahogyan azt latni fogjuk, sokszor a nehezen meghatarozhaté Y., hatér-
valtozot elkertilendd, az egyes leszamolt folyamatok hanyadosanak aszimp-
totikus viselkedését vizsgaljak. Errol szél a szakasz utolsé allitéasa, mely bi-
zonyitasa a korabbiak alapjan konnyen adddik, igy azt az olvasora hagyjuk.

2.4. Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy a (¢;(t))i>0 véletlen karakterisztikdk
(i = 1,2) rendelkeznek a kévetkezd tulajdonsdgokkal:
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1. t — E[¢i(t)] Lebesgue majdnem mindeniitt folytonos;
2. minden t < oo esetén E[sup,., ¢;(s)] < 0o;

3. tovabbd

sup (e~ B[6,(1))) < oo,

1o k<t<k+1

illetve, hogy a reprodukcios folyamatra
E[1£(00) log* wé(0)] < o0
teljesil. Ekkor a {T(t) — oo} halmazon

Zo1 1
(t) p moo
750

teljesil, amint t — oo. A

2.2.3 Eros tétel

Mielott belevagnéank a normalt folyamat majdnem biztos konvergencia-
janak taglalasaba, érdemes atgondolni, hogy a sztochasztikus konvergenciat
allité 2.8. Tétel sordan milyen lépéseink voltak. Feltéve, hogy a véletlen karak-
terisztika 0 egy adott s idéponton til, az ez &ltal leszamolt e=*(+9) Z9(t + s)
normalt folyamat felbontasat szétvagtuk két részre:

Z e~ ) 79t + 5 — 0,) + Z e~ Z9(t + 5 — 0,).
ze€F (t)\F(t,c) z€F(t,c)

Ezutan a nagy szamok gyenge torvényének egy megfelel6 valtozatat hasznal-
va megmutattuk, hogy elég nagy s, ¢ és t értékekre az els6 tényezd kozel van
a (Y; — Y;.)m? kifejezéshez. Haszndlva a feltijitasi elméletbdl szdrmaztatott
2.1. Allitast belattuk, hogy elég nagy c és t értékek esetén Y; . varhato értéke
kicsi, melybdl a Markov egyenlétlenséget hasznalva kovetkezett, hogy Y; . 0-
hoz kozeli. Tehat, ha s, c és t elég nagyok, akkor az elsd tényezd kozel Yoom,.
Masfeldl megmutattuk, hogy a masodik tényezo varhato értéke kisebb mint a
EY, .sup, mf érték, mely nagy s, c és t értékek esetén szintén elenyészo.

Tehat vilagos, hogy ahhoz, hogy a normalt folyamat sztochasztikus kon-
vergenciajat majdnem biztos konvergenciara tudjuk lecserélni, az els6 tagban
elegend6 a korabbi gyenge torvényt egy alkalmas erdssel helyettesiteni, illetve a
masodik tényezo kezeléséhez olyan feltételt adni, melynek kévetkezményeképp

lim limsup Y; . =0
=0t 00 '

majdnem biztos konvergencia teljesiil. Ez utébbihoz tekintsiikk a kovetkezd
feltételt.
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1. Feltétel. Létezik egy [0,00) félegyenesen értelmezett, monoton csékkend,
korldtos, pozitiv, integralhato g figgvény, mellyel a & reprodukcios folyamatra
a e t
E[Sup §(20) — o )] -

t g(t)

teljestil.

Ezzel kapcsolatban két dolgot érdemes megjegyezni. Eloszor is a g flige-
vény korlatossidga igazabdl elhagyhatd, ugyanis megmutathaté, hogy ha a
reprodukciés folyamatra a feltétel fent all, akkor a g-t tudjuk korlatosnak is
valasztani. Masodszor érdemes megjegyezni, hogy az 1. Feltétel teljesiil, hogy
ha létezik olyan monoton csokkend, pozitiv, integralhaté ¢ fiiggvény, melyre

| o
—e Y u(dt) < oo.
o 9(t)

Ez utébbi azért igaz, mert a definicid, illetve a monoton csokkenés miatt a

045(00) _ Otf(t) _ > Le—as S e Le—as s
= e s [ peaas)

oo 1 s
< /0 Fb’)e ¢(ds)

fels6 becslés irhaté fel, melybol a szuprémum varhato értékére a kivant

E[Sl;p a{(ooi(;) aﬁ(t)} < /000 ﬁe”‘s p(ds) < oo

végesség adodik. Fontos észrevétel, hogy ez a feltétel gyengébb, mintha a p,
méasodik momentumanak végességét, azaz

/ t2e™ p(dt) < oo,
0

korlatossagot, vagy
/ t(logt ) e pu(dt) < oo
0

teljesiilését (valamilyen € > 0 esetén) varnank el.

Természetesen a 2.8. Tételt nem csak egy adott ponton tul 0 véletlen
karakterisztikdk esetén bizonyitottuk. fgy annak érdekében, hogy a kordbbi
csonkitasos modszeriink majdnem biztos konvergencia mellett is miikodjon,
sziikségiink van a véletlen karakterisztikakra adott feltételre is, mely valami-
lyen értelemben dudlisa a reprodukciés folyamatra adott 1. Feltételnek.

2. Feltétel. Létezik egy [0,00) félegyenesen értelmezett, monoton csokkend,
korldtos, pozitiv, integralhato h figguény, mellyel a ¢ véletlen karakterisztikaval

definidlt

e‘”cb(t))

U =sup ( o)

valtozo varhato értéke véges.
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A gyenge konvergenciat taglalé el6zé szakasszal ellentétben a normalt
folyamat majdnem biztos konvergencidjanak bizonyitdsat kisebb egymés kove-
t6 allitasokra bontjuk. Eldszor megmutatjuk, hogy a t idopontig bezardlag
bekovetkezett Osszes sziiletések szaméra, ezt tovdbbra is T'(t) jeloli, aszimp-
totikus felso korlat adhato.

2.3. Lemma. Létezik eqy K < oo konstans, melyre

limsupe *T(t) < KY,,

t—o00

telyesil majdnem biztosan.

Bizonyitas. Az eléz6 szakasz 2.2. Lemmadja alapjan tudjuk, hogy p(c) > 1
esetén a {T'(t) — oo} eseményen a

. N(t ¢

> —
11%1_1>C1>:<r)1f W = pu(e) —1>0
majdnem biztos alsé korlat irhat6 fel. Lévén N(t,c¢) azon egyedek szamét
jelolte, melyek a F(t) \ F(t, c) halmazban vannak (azaz t utan, de legfeljebb
t 4 c-kor sziilettek), kordbbi jeliiléstinkkel a

Y, > e *TIN(t, )

becslés adhatd. Ezt behelyettesitve az eloz6 osszefiiggésbe a

Yy
liminf ——— > (u(c) — 1)e™*¢
minf s > ()~ 1)
majdnem biztos becslést kapjuk, amely atrendezés utdn pont az bizonyitandé
allitast adja. A

Emlékezziink vissza, ahhoz, hogy a sztochasztikus konvergencia esetén
hasznalt gondolatmenet jelen esetben is alkalmazhaté maradjon, sziikségiink
van annak megmutatdsara, hogy az Y, . tényez6é nagy c és t értékek esetén
majdnem biztosan 0. Ennek a megfigyelésnek a gerincét adja a kovetkezd
lemma, mely bizonyitasanak alapotlete erdsen tamaszkodik a kordabban nem bi-

zonyitott 2.2. Kovetkezményre, igy csak azt emlitjiik meg, hogy ez a bizonyitas
hol lelhet6 fel.

2.4. Lemma. Teqgyiik fel, hogy a ¢ véletlen karakterisztika teljesiti a 2. Feltételt,
tovabbd régzitett c esetén jelolje ¢ (t) = ¢(t)Lyseq a levagott karakterisztikdt.
Ekkor létezik eqy K < oo konstans, hogy tetszdleges ¢ > 0 érték esetén

lim sup e~ Z (t + ¢) < K( / h(t) dt) Yo

t—o0 - K
teljesul majdnem biztosan.
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Bizonyitas. A bizonyitas megtalalhaté a [19] cikk 5. szakaszaban. A

A lemma kovetkezményeként addédik a szamunkra sziikséges allitas az Y, .
elhanyagolhatdsagarol. Erdemes megjegyezni azt is, hogy ebben a bizonyitéas-
ban deriil ki az is, hogy az 1. és 2. Feltételek milyen értelemben dudlisai
egymasnak.

2.5. Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy a & reprodukcios folyamat teljesiti a 1.
Feltételt. Ekkor létezik eqy K < oo konstans, hogy tetszdleges ¢ > 0 esetén

limsupY; . < K(/OO q(t) dt) Yo

t—00 -K

telyesul majdnem biztosan.

Bizonyitas. Ahhoz, hogy az elébbi 2.4. Lemmat alkalmazni tudjuk, legyen
a véletlen karakterisztikank

Ekkor a c-nél levagott ¢’ karakterisztikaval a

Zt+c) = d(t+c—00)Ltreo,>c)

xeF

e Z [ag(oo) — Oég(t + C — 0_33)] ea(t‘i’C*Ua:)
TEF

_ 6cy(t—&—c) Z ]]_xe}_(t7c)€—aam — ea(t—&-c)}/t,c

zeF

egyenloség irhaté fel, melybol adédik, hogy a reprodukcids folyamatra adott 1.
Feltétel, egybeesik az ezen ¢ véletlen karakterisztikara vonatkozo 2. Feltétellel,
tehdt az el6z6 lemma alkalmazhato. A

Hasonldan a sztochasztikus konvergencia esetéhez, annak igazolasa, hogy
a normalt folyamat F(t)\ F(t, c) egyedeket tartalmazé része (t-ig megsziiletett
6s t + c-ig megsziiletett utddai) kozel olyan, mint a hatdrértéket adé véaltozo,
majdnem biztos konvergencia esetén sem egyszert. Ezt megneheziti az is, hogy
a nagy szamok eros torvényének hasznéalatahoz a folyamatot adott racspontok-
ban kell tekinteni és majd ezutan lehet csak visszatérni az eredeti folyamathoz.
Azért, hogy ezt az atmenetet tudjuk kezelni, egy tovabbi allitdsra lesz sziiksé-
giink, melyet az alabbi jelolés bevezetése utan bizonyitunk.

Jelolés. Tetszoleges ¢ véletlen karakterisztika esetén jeloljiik annak lokélis
szuprémumat, illetve lokdlis infimumat a kovetkezoképp:

¢°(1) = Tuzoy sup o(s) & ¢c(t) = inf ¢(s).

|s—t|<e [s—t|<e

Ezen jelolések segitségével kimondhato, illetve bizonyithaté az elébb em-
litett problémat athidalé allitas.

31



2.3. Allitas. Teqyiik fel, hogy ¢ teljesiti a 2. Feltételt és trajektoridi a Szko-
rohod D-térbdl valok. Ekkor E[¢(t)], E[¢°(t)] és E[o-(t)], mint t figgvényei,
magjdnem biztosan folytonosak. Sét, amint € \, 0, az

E[6°(8)] \« Elo(t)]

€s az

Elp:(t)] /" Elo(t)]

konvergencidk teljesilnek, majdnem minden t esetén.

Bizonyitas. Feltettiik, hogy ¢(t) trajektoriai jobbrdl folytonosak, balrdl 1éte-
zik a hatarértékiik, sot a 2. Feltétel alapjan alkalmazhatjuk a Lebesgue-féle
dominélt konvergencia tételt, tehdt ugyanez elmondhaté a E[¢p(t)] fliggvényre
is. Ebbél viszont mar koévetkezik, hogy a t +— E[¢(f)] majdnem biztosan
folytonos. Lévén ¢°(t) és ¢.(t) trajektoriai szintén benne vannak a Szkoro-
hod D-térben, igy hasonld érveléssel ezek majdnem biztos folytonossiga is
kovetkezik. S6t az is vilagos, hogy a ¢ folytonossagi pontjaiban a

() \ot) b e(t) S o(t)

konvergenciak teljesiilnek, amint € N\, 0. Mivel viszont ¢-nek csak megszamlal-
haté sok szakadasa lehetséges, igy az 4allitas utolso osszefiiggése is adodik. A

Tehat mar nincs mas dolgunk, mint bevezetni a sziikséges racspontokat,
melyeket az elkovetkezOkben alkalmazni fogunk.

Jelolés. Tetszoleges ¢ > 0 és ty > 0 értékek esetén legyen
th=Fketty, k=0,1,2 ..
mely kovetkeztében a racspontjaink halmaza {tg,t1,%s,...}.

Ezen récspontok esetén a majdnem biztos konvergenciat az alabbi tétel
feltételei szolgaltatjak.

2.9. Tétel. Tegyiik fel, hogy az aldbbiak teljestlnek:

1. a & reprodukcios folyamat teljesiti az 1. Feltételt,
2. a ¢ véletlen karakterisztika teljesiti a 2. Feltételt;

3. atw— E[p(t)] figguény majdnem mindeniitt folytonos a Lebesque mérték
szerint;

4. a{to,t1,ta, ...} felosztasban szerepld ¢ > 0 olyan, hogy p(c) > 1.

Ekkor a

lim e " Z%(t;) = Yoom?,

k—o0

majdnem biztos konvergencia teljesul.
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Bizonyitas. Eloszor tegyiik fel, hogy a véletlen karakterisztikdnk olyan, hogy
létezik egy ng € N szam, mellyel ¢(t) = 0, amint ¢t > ngc. Ekkor vildgos, hogy
tetszoleges n > ng esetén a ty,, idopontban a ¢ altal leszamolt normalt folya-
matban csak azok a legfeljebb ¢, 4+ nc idopontban sziiletett egyedek jatszanak
szerepet, melyek 6se legfeljebb t-ban sziiletett. Tehat felirhaté az alabbi becs-
1és:

!e’o‘t”"Z‘b(tHn) — mi’oYoo‘ <

< ‘ Z 0% (7 =00 704y —0,) — mfk+n_az)
2 €F (t)\F (tg,nc)

n ‘( Z e—aaszk+n_ax> - mg’OYOO‘.
x€F (ti)\F (tg,nc)

+

Jelolje az els6 tagot Sp(tx), mig a mésodikat Sy(ty). Feltéve, hogy N (t,nc)
nem 0, az els6 tagot tovabb irhatjuk a

Si(ty) = ’e‘at’“N(tk,nc)‘-

) ‘ erf(tk)\}'(tk,nc) e_a(oz_tk) (e_a(thrn_Uz)de)(tk-f—n - 01‘) - mfk+n_0'x)
N(ty, nc)

alakban. Itt vilagos, hogy k — oo esetén a
e " N (tg,nc) < e*™Y,, — eV, < 0

majdnem biztos felsé becslés teljestl, tehat ahhoz, hogy megmutassuk, hogy
a {T(t) — oo} eseményen Si(t;) — 0 majdnem mindeniitt (kK — o0), ele-
gendd azt belatni, hogy ugyanezen eseményen a szorzat masodik tényezoje 1
valészintiséggel tart a 0-hoz, amint £ tart a oo-be.

Ennek bizonyitasdhoz hasznaljuk a 2.2. Kovetkezményt. Ehhez el0szor
vegylik észre, hogy F(tx) \ F(tx, nc) és ennek kévetkeztében N (t, nce), illetve
o, (x € F(tg) \ F(tg,nc) esetén) mérhetéek az A;, o-algebrara nézve. S6t,
feltéve az el6bbi A;, o-algebra ismeretét = € F(ty) \ F (L1, nc) esetén az ,Z%(s)
folyamatok eloszlasa nem véltozik, fiiggetlenségiik megmarad.

Vildgos, hogy egy ilyen F(tx) \ F(tx,nc)-beli egyedhez tartozé eldgazé
folyamatra a

sup Z%(s) <) sup ¢(s)
s<cn wioa<cn s<cn

becslés irhato fel. SOt mivel

efa(o'zftk)efa(twrnfoz) — pacn < 1’
igy kihaszndlva a o, és ¢, fliggetlenségét, a ET(t) < oo végességet, illetve a
2. Feltételt, a Wald azonossagot alkalmazva adodik, hogy a fels6 becslés véges
varhaté értéki:

E[ Z sup qu(s)] = E[T(cn)]E[sup qu(s)] < 0.

s<cn s<cn
xiop<cn " — -
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Tehat ahhoz, hogy a szorzat masodik tényezéjére a 2.2. Kovetkezményt hasznalni
tudjuk, azt kell megmutatni, hogy a {T'(t) — oo} eseményen

N(t
lim inf —k_l( k)
k=roo 23:1 N(tj,c)

majdnem biztos pozitivitas all fent. Ez viszont kénnyen adddik, ugyanis a
racspontok definicidja alapjan vilagos, hogy

e

-1

N(tjv C) S T<tk)

N(tk, C)

> lim inf ,

k—>00 Z;H N(t;,c) k—00 b

mely viszont a p(c) > 1 feltétel szerint, a korabbi 2.2. Lemma miatt pozitiv.

Tehat alkalmazhatjuk a szorzat masodik tényezojére a 2.2. Kovetkez-
ményt, melybol adédik, hogy tetszéleges € > 0 esetén

Z P(‘ Z e—a(az—tk) (e—a(tk+n_ﬁz)xz¢<tk+n _ Ua:) _ mfk+n_0'x).
k=1 € F (t))\F(tg,nc)

: Nend) > a‘ATtk> < 00

majdnem biztosan. Most hasznalhatjuk a 2.7. Kovetkezményt, amely alapjan

p ( lim sup { Z e—a(on—tr) (e—a(tk+n—oz)xz¢ (thon — Oz) — mfk_m_%).
k=00 2 E€F (t)\F (t,nc)
1
— | > = 0
N (tg,nc) €}> ’

tehat a korabbi jelolésiinkkel az Si(tx) — 0 majdnem biztos konvergencia
teljesiil, amint k£ — oo.

Térjiink ra az Sy (tx) tényezo vizsgalatara. A tétel levagott véletlen karak-
terisztika melletti igazoldsdhoz elegendd azt megmutatni, hogy tetszdleges po-
zitiv € esetén létezik n > ng, hogy

lim sup Sq(tx) < €Yo

k—o00

majdnem biztosan, ugyanis ekkor a Y, korlatossaga, illetve az el6z6 szamolés
miatt az

e—atk+1 qu(tk—l—n) — mi’oyoo‘ S Sl(tk) + S2<tlc) — 0

1 valészintiségli konvergencia adodik, amint k-val és e-nal a 0-hoz tartunk.

34



Ehhez eloszor vegyiik észre, hogy 2.5. Kévetkezmény alapjan tudunk ak-
kora r értéket véalasztani, mellyel

. 3
limsup Y; . < —¢YOO
t—00 2 sup, my

teljesiil majdnem mindentitt. Sot, az 2.1. Allités miatt vélaszthatunk olyan
no-nél szigortian nagyobb n (illetve a korabbindl esetleg nagyobb r) szamot,
hogy a normalt folyamat varhato értékére

6 _ 90| < C

m;, —mo| < =

‘ t oco| — 92

all fent, ha t > (n — r)c. Ezeket és az Y; definicidjat felhaszndlva, a limesz
szuperiort a kovetkezoképp becsiilhetjiik:

lim sup S5 (tx) = lim sup Z e_o‘”xmiﬂ,%) - monoo’

k=00 k=00 LN e F )\ F(tanc)

= lim sup Z e e (mim,% — m&)) —
ko0 2€F (t)\F (tg,nc)
3 e Y~ me Y
z€F (tx,nc)

< lim sup ’ ( Z e (mfk+n—aw - m&)) ‘+
k=00 CE€F (t)\F (th,rc)

+ lim sup ( Z e““’f(mfk+n_% - m?o)) -
k—roo T E€F (tg,re)\F (tx,nc)

— Z e_o“”mi’o%—

2 EF (tk,nc)

+ lim sup ‘montk — monoo|

k—o0

€
< —limsupV;, + (sup mf) limsupY;, o +0 <
2 k—o0 t k—o0

€ €
< =Y.+ (supmf) ¢Yoo =Y.
2 ¢ 2 sup, my
Osszefoglalva, adédott, hogy levagott véletlen karakterisztika esetén igaz az
allités.

Persze a tétel kimondasban nem tettiik fel, hogy csak levagott véletlen
karakterisztikak johetnek széba. Ahhoz, hogy az érvelésiink teljes legyen hasz-
naljuk fel a 2.4. Lemmat, mely szerint ha levagjuk a folyamatot, jelen esetben
az noc értéknél, akkor az, amit eldobtunk, 1 val6szintiséggel korlatos, méghozza
egy olyan korlattal, mely ngc-nek csokkeno fliggvénye. Tehat tekintsiink egy
altaldanos, a tétel feltételeit kielégité ¢ véletlen karakterisztikat és egy elég
nagy no szam esetén haszndljuk a ¢(t) = ¢(t)Lysnee 68 ¢(t) = () Licnoe)
jeloléseket. Ekkor az eddigiek alapjén a lenormélt folyamatra a

lim e % Z%(t,) = Lm e “*Z%(t) + lim e **Z2(t;) = 04+ m Yo

k,c—00 k,c—o00 k,c—o00
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1 valdszintiségli konvergencia teljesiil, azaz a tételt belattuk. A

Az el6bbi tételnek egy nagy hidnyossiga, hogy az osztépontokat nem
tudjuk tgy strisiteni, hogy kézben az utolso feltétel igaz maradjon. Ezt kikii-
szobolendd érdemes egy 1j racsot bevezetni.

Jelolés. Tetszoleges ¢ > 0 esetén jelolje a
kc

ln gk = k=0,1,...; n=12...
n

osztépontok dltal meghatarozott racsot {t, k bn k-

Vilagos, hogy {t,.x }nr rendszerrel mar van lehetdség kelléen bestiriisiteni
a racspontokat. Persze az nem vilagos, hogy fix n esetén ugyanugy érvényben
marad-e az elobbi tétel. Ez viszonylag sztenderd mdodszerekkel konnyen adodik,
ugyanakkor a teljesség érdekében kiilon tételként is Osszefoglaljuk.

2.10. Tétel. Tegyiik fel, hogy az aldbbiak teljesiinek:

1. a & reprodukcios folyamat teljesiti az 1. Feltételt,
2. a ¢ véletlen karakterisztika teljesiti a 2. Feltételt,

3. atw— E[p(t)] figguény majdnem mindeniitt folytonos a Lebesque mérték
szerint;

4. a{tnktng rdes definicidgidban szerepld ¢ > 0 olyan, hogy p(c) > 1.

Ekkor tetszoleges fix n esetén a

lim ek Z9(t, 1) = Yoo,

k—o0

majdnem biztos konvergencia teljestil.

Bizonyitas. Jelolje A, azon eseményt, melyen a kordbbi {tg,t,ts,...} fel-
osztas mellett a ty = rc valasztassal fent all az elobbiekben taglalt

e 7Z9(t) — m2 Y
k—o0

1 valdszintiségii konvergencia. Ekkor vilagos, hogy az
A= ) A
r€(0,1]NQ

metszethalmazon, fix n mellett adott {t, i}, rdccsal teljestil a kivant kon-
vergencia. Ugyanakkor a korabbiak alapjén P(A,) = 1, aminek kovetkeztében
P(A) =1 is igaz, azaz a tételt belattuk. A

Mindezen allitasok tudatdban mar minden adott ahhoz, hogy a szakasz f6
eredményét kimondhassuk és igazolhassuk.

2.11. Tétel. (Majdnem biztos konvergencia) Tegyiik fel, hogy a & repro-
dukcios folyamat teljesiti az 1., a ¢ véletlen karakterisztika a 2. Feltételt,
tovdbba az utobbi trajektoridai a Szkorohod D-térben vannak. Ekkor a

lim e™ ' Z?(t) = Yoom?,
t—r00

majdnem biztos konvergencia teljestil.
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Bizonyitas. Rogzitsiink egy ¢ > 0 értéket, melyre pu(c) > 1. A 2.3. Allf-
tds miatt tudjuk, hogy ekkor a kordbban bevezetett E[¢%/"(t)] és Elde/n(t)]
kifejezések, mint t fiiggvényei majdnem mindentitt folytonosak. S6t ezen lokélis
szuprémum, infimum karakterisztikak definiciéja alapjan

2% (trn) < Z9(8) < 2% (trs1m)
teljesiil, tetszéleges t € [tgn, tr+1.n] esetén.

Lévén ¢/™ és Gc/m szintén teljesitik a 2. Feltételt, igy minden adott ah-
hoz, hogy az el6zéekben megjelent racspontokon értelmezett folyamatokra
alkalmazzuk a 2.10. Tételt, mely az elobbi becslések alapjan a kovetkezo 1
valészintliségli Osszefiiggést adja:

e_o‘c/”Yoomi)S/n <liminfe **Z?(t) < limsupe *Z°(t) < eac/nyoomf:/n’

t—o00 t—00

[

ahol az egyenléséget végigszoroztuk e “-val, majd az intervallumvégeknek

megfelel6en korrigaltunk.

Emlékezziink vissza, mit is jelentett m?, adott ¢ esetén.

o [ e E[p(t)] dt
= T ueme p(du)

Mivel ¢¢/™ kielégiti a 2. Feltételt, igy mfoc/" < mfoc/n < o0 teljestl. fgy vi-
szont ujfent hasznalva a 2.3. Alh’tést, tovabba a Lebesgue-féle dominalt kon-
vergencia tételt adédik, hogy az mos/™ és m®"" értékek m? -hez konvergélnak,
amint n — oo. Tehat ha vessziik azon halmazok metszetét, melyekre az el6bbi
egyenlotlenséglanc fent all, akkor ez szintén egy 1 valdszintiségli halmaz lesz,

amibdl a tétel mar adddik. A

Hasonléan a sztochasztikus konvergencia esetéhez, 1 valdszintiségti konver-
gencia mellett is érdemes az elobbi allitast folyamatok hanyadosara megfogal-
mazni (lévén a hatarértékként megjelent Y., valtozé nem véltozott). Mivel
ennek bizonyitasa hasonlé a gyengébb eset bizonyitasdhoz, igy azt az olvaséra
hagyjuk.

2.6. Kovetkezmény. Teqyiik fel, hogy a & reprodukcios folyamat kielégiti az
1., a ¢; véletlen karakterisztikak (i = 1,2) a 2. Feltételt, utdbbiak trajektoridi
a Szkorohod D-térben vannak, tovabbd, hogy

E[o&(00) log™ 4&(00)] < oo
Ekkor a {T(t) — oo} eseményen a

Z(t) R mel
Z%(t) m

1 waldszintséqgi konvergencia teljesul, amint t — oo. A

37



A fejezet zarasaként, habar a tovabbiakban nem fogjuk hasznalni, érdemes
megjegyezni, hogy az el6bbi kovetkezmény feltételei gyengitheték. Nevezete-
sen, ezen allitas igaz marad akkor is, ha a lenormélt reprodukciés folyamatra

E [aé(oo) 10g+ ag(oo)] =

teljestil. A 2.8. és a 2.4. Tételek alapjan vilagos, hogy ekkor a gondot az okozza,
hogy ebben az esetben a hatarértékként megjelend Y., valtozé azonosan 0.
A kovetkezo tétel értelmében viszont ekkor is igaz marad az allitds, ha rep-
rodukciés folyamatra, illetve a véletlen karakterisztikara adott feltételeket meg-
felel6en valtoztatjuk.

2.12. Tétel. Tegyiik fel, hogy az alabbi feltételek teljesiilnek:

1. létezik egy B < a konstans, hogy us = E[z€(00)] < 0o;

2. létezik egqy B < a konstans, hogy az U = sup, e P'¢; vdrhaté értéke véges
(i=1,2);

3. a ¢; véletlen karakterisztikdk (i = 1,2) trajektoridi a Szkorohod D-térben
vannak.
Ekkor a {T(t) — oo} eseményen a

Z(t) . me
Z(t) me2

1 waldsziniségi konvergencia teljesul, amint t — oo. A
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3. Modell

Ahogyan azt a bevezetésben emlitettiik, az el6z6 szakaszban taglalt mély
matematikai elméletet arra szeretnénk alkalmazni, hogy a korabban kolla-
boraciés modellnek nevezett idoben fejlodé véletlen grafot megvizsgaljuk. U-
gyanakkor ennek eddig csak egy elég homalyos leirasat adtuk, igy a most
kovetkez6 fejezetben elGszor precizen definidljuk az elemzés targyat képezo
modellt, majd a mar elsajatitott apparatus segitségével meghatarozzuk tulaj-
donségait.

3.1. Alapok

Tegytik fel, hogy a 0 idépontban adott két csics és az Oket Osszekoto él.
Ebbdl az inicializald helyzetbol fejlodik a graf az ido elérehaladtaval, méghozza
a kovetkezoképp. Egy, a folyamatban résztvevo él a megsziiletésétol kezdve
egy egységnyi intenzitasu homogén Poisson folyamat szerint képez utédokat.
Egy ilyen sziiletési esemény soran az aktualis grafhoz egy 1j csics adodik,
mely p € [0,1] valdszintiséggel a sziil§ él mindkét végpontjahoz, ¢ = 1 — p
valoszintiséggel pedig csak egy véletlenszeriien valasztott végpontjahoz csat-
lakozik. A tovédbbiakban egy él t id6pontig (precizebben az él ¢ fizikai koraig)
sziiletett utédainak szamét az adott él bioldgiai koranak fogjuk nevezni.
Ennek segitségével a modellbe tudjuk integralni annak id6beni linearitésat
megtord halalozast is, mely alatt azt értjiik, hogy barmely él véges idon beliil
torlodik a grafbol, azaz kihal, méghozza a bioldgiai kor linearis fiiggvényével
egyenlo hazardrataval.

Vildgos, hogy az elébb felvazolt véletlen graf modell, amennyiben az élek
szempontjabol tekintjik, egy olyan folytonos ideji elagazd folyamatot ad,
mely Markov-tulajdonsagti. Habar ez onmagaban is érdekes, s6t akar az e-
lemzéshez is felhasznalhato lehetne, itt jelen esetben ezt a tényt csak ab-
ban a formaban fogjuk haszndlni, hogy egy ilyen folyamat specidlis esete az
el6zo6 fejezetben bevezetett altalanos eldgazo folyamatnak, tehat a kordbban
bizonyitott eredmények mind alkalmazhatéak. Ahhoz persze, hogy ezt a kap-
csolatot minél egyszertibben fel tudjuk allitani érdemes az altalanos eldgazé
folyamatok korabban bevezetett jelolésrendszerét — némi kiegészités utan —
atemelni erre a konkrét esetre.

Egy adott él sziiletési eseményeit leiré 1 intenzitasi homogén Poisson
folyamatot jelolje (7(t)):>0. Ekkor a definicié alapjan ennek a 7; idépontokban
bekovetkezd ugrasai soran a grathoz ¢; darab él adédik hozz4, ahol ezen valtozé
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eloszlésara
P(e; = 2) = p; Plei=1)=q=1-p

teljesiil. Ennek tiikrében felirhaté a hattérben meghizodé eldgazé folyamat
reprodukcids folyamata, azaz (£(t)):>o. Vilagos, hogy ez nem lesz mds, mint a
(7(t))i>0 és a g; valtozok altal meghatarozott Osszetett folyamat A élettartam
altal vett megallitottja, vagyis

£(t) = Z €i = Srtrn),

7 <tAX

ahol A jeloli a kettdé érték minimumat és S, az elsé n darab ¢; Osszegét. Ki-
hasznalva a (7(t));>0 sziiletési folyamat e; utédszamoktdl vett fiiggetlenségét,
a megfelel6 Wald-azonossag értelmében a reprodukcié intenzitds mértékét is
megkaphatjuk, mely nem lesz méas mint a

u(t) = BE() = Be) EAAT) = (1+p) / 1— L(s)|ds
integral.

Végezetiil sziikségiink van egy él haldlozasat leird jelolések bevezetésére
is. Mivel azt tettiik fel, hogy egy él torlodik a grafbdl a bioldgiai kor linearis
fliggvényének hazardratdjaval, igy a megfeleld linedris fliggvény egyiitthatoit,
melyek nyilvanvaldan pozitivak, jeloljiik rendre b és ¢ segitségével. Tehat egy
t fizikai koru él élettartamanak hazérdrataja b + c£(t). Mindezeket Gsszevetve
vildgos, hogy a mi kollaboraciés modelliink moégott meghizodo altalanos elaga-
z6 folyamat olyan, hogy az a 0 idopontban 1 6sbdl indul, illetve minden e él
életutjat karakterizélja a (Ao, me(.), & (.)) harmas, ahol ezek az el6bb taglalt
valtozokbdl allé (A, 7(.),£(.)) hdrmas egymdstdl fiiggetlen masolatai.

Vildgos tehéat, hogy ha a megfelelo feltételek teljestilnek, akkor az el6z6
fejezetben taglalt apparatust alkalmazva az el6ébb részletezett modell aszimp-
totikus viselkedése, akar egészen egzotikus tulajdonsdgokat is beleértve, kony-
nyen jellemezhetd. Természetesen mielGtt ezeket a babérokat learatnank, sziik-
séges az elagazo folyamatok tanulmanyozasa sordn természetesen felmertild
kérdések megviélaszoldsa. Ezek kozé tartozik a folyamat novekedési rezsimjének
meghatarozasara vonatkozo feltételek megadasa, illetve ebbdl kovetkezoen a ki-
halas jellemzése. Az altalanos elmélet alapjan az el6bbihez nincs masra sziikség,
mint a E[{(00)] reprodukcids varhaté érték meghatarozasara, mely mennyiség
konnyen adédik, ha p(t) intenzitds mértéket ismerjiik. Ehhez, az elébbi 6ssze-
fliggés alapjan az élettartam 1 — L(t) tulélésfiiggvényét kell meghatdroznunk.
Abban az esetben, ha a szuperkritikus rezsimbe esés feltétele adott, akkor
2.2. Tételt alapjan, a generatorfliggvény segitségével a kihalds valdszintisége is
kiszamolhato. A szakasz tovabbi részében ezeket a kérdéseket fogjuk vizsgalni.

3.1.1 Elettartam tulélésfiiggvénye

Ahogyan az az elobb emlitésre keriilt, a Wald-azonossag segitségével a
E[¢(o0)] reprodukcids varhat6 érték explicit meghatarozdsdhoz az élettartam
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tiléléstiiggvényének felirdsan keresztiil vezet az tt. Igy elsé lépésként erre
adunk zart alakot, mely bizonyitas azon a statisztikdabol jol ismert tényen
alapul, hogy egy Poisson folyamat [0, ¢]-beli ugrasi id6pontjainak egytittes
eloszlasa megegyezik egy az egyenletes eloszlashdl vett megfelel elemszamu
rendezett minta egyiittes eloszlasaval (feltéve, hogy az ugrdsok szamat is-
merjik).

3.1. Allités. Az eddigi jeloléseink mellett, tetszdleges €l élettartamdnak tulé-
lésfugguényére

1= L) =exp{ ~ (L4 8)t+ 5 (1= 2= pl(1- )

C

teljesiil.

Bizonyitas. El6szor szamoljuk ki a A élettartam tulélésfiiggvényét a t idopil-
lanatban, feltéve, hogy ismerjiik a sziiletések szamat (m(t)) és idépontjait (7;),
illetve ezen reprodukcidk sordn sziiletett utédok mennyiségét (g;). A modell
definiciéja alapjan, ha a 7; sziiletési idépont utdn az Osszes utédok szama 7,
akkor a haldlozasi rata b + cj, és igy annak valosziniisége, hogy a vizsgalt él
nem hal meg a kovetkezo sziiletési idopont el6tt:

exp (= (b+cj)(Tip1 — 7).

Ennek kovetkezményeképp, a meghatarozando feltételes valészintiségre:

PA>t|n(t)=Fk 7,...,Tk, €1,...,6x) =

—b1y —(b-i-csl)(TQ—Tl) A e—(b+ch)(T3—T2) . —(b-l—csk)(t—Tk)

=€

k
= exp (c Z e — (b+ cSk)t>
i—1

adodik. Ahogyan az &llitas kimondasa el6tt megjegyeztiik, ismert, hogy ameny-
nyiben a t ideig bekovetkezett sziiletési események szamat tudjuk, azaz feltesz-
sziik, hogy m(t) = k teljesiil, akkor a 71, 7o, ..., 7% sziiletési id6pontok egytittes
eloszlasa egybeesik

e e

U o, u®)
eloszlassal, ahol Ui(k) (1=1,2,...,k) egy k elemt, (0,1) intervallumon egyen-

letes eloszlasbdl szarmazoé rendezett minta i-edik eleme, mely az egyes €1, ..., &g
utédszamoktol fliggetlen.

Ennek kovetkeztében
k
P> t|n(t) =k) = E(exp ( —bt ety e(Ur - 1)))
=1

teljestil. Itt ugyanakkor e1,..., e, egyedszamok felcserélhetésége miatt elte-
kinthetiink a rendezéstol:

PA>t|n(t)=k) = E(exp(—bt%—cti&(% - 1)>>,

i=1
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ahol Uy, U, ..., Uy a (0, 1) intervallumon egyenletes eloszlasu, €; utédszamoktol
fiiggetlen valdszinliségi valtozok.

A flggetlenség miatt viszont az elobbi varhaté érték szorzatra bomlik,

azaz a
r 1 o efctsl k
PA>t|n(t)=k)=e™ E(—ﬂ

Ct€1
_ efbt 'p 1— 672ct N . 1 — 6701‘/ k
i 2ct ct

=¥ _%(1 —e ) (2-p(1— e_Ct))}

egyenloség irhato fel. Ebbol pedig a teljes valdszintliség tétele alapjan addodik a
kivant

PO\ >t) = i P(r(t) = k)P(A > t| 7(t) = k)

- tk —t —bt 1 —ct —ct ;
=Y [Q—Ct(l—e )2 p(1—c ))}
—exp (= (1+b)t+ 2%(1 —e ) (2-p(l—e )
Osszefliggés. A

Ennek segitségével a reprodukcios folyamat intenzitas mértéke mar felir-
hatd, mely eredményt az alabbi egyszerti kovetkezményben foglalhatjuk ossze.

3.1. Kovetkezmény. Tetszoleges él intenzitdsmértékére a

—ct

u(t) = 1P /01_6 (1—u) e Lexp {M} du

c 2c
osszefuggés irhato fel.

Bizonyitas. Korabban mar megmutattuk, hogy a Wald-azonossag megfeleld
verzidja alapjan az intenzitasmérték a kovetkezo alakba irhaté at:

t
u(®) = (1+p) [ (1= L) du
0
Az el6bbi allitasban levezetett explicit formulat alkalmazva ebbdl az
t 1
u®)= (1 +p) [Cexp{ =@t o 1-e@=p1-e)}a
0

egyenloség adddik. Hasznalva az u = 1 — e~ valtozd helyettesitést ez viszont
atirhaté, mint

) =(1 e L —u)e L L1y
u0) = +p) [ =0 e {gu = o du
1 lmere 14b 2 —
= +]D/ (1 —u) e _1exp{—u( pu)}du
c Jo 2c
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ami pont az, amit allitottunk. A

Emlékezziink vissza: az intenzitasmértékre, habar a késobbiekben is jo
hasznat fogjuk venni, jelen esetben ezért volt sziikségiink, hogy a reprodukcios
varhaté értéket és ezzel a folyamat novekedési rezsimekbe valé beosztasat
tudjuk jellemezni. A korabbiak alapjan vilagos, hogy amint t-vel a oo-be tar-
tunk, akkor az

E[g(00)] = p(o0) = (L +p)EIEA A o0)] = (1 +p)EE(N)]

Osszefliggés alapjan megkapjuk a kivant mennyiséget. Tehat az el6bbi Gssze-
fiiggésbol a keresett varhato értékre

Bletoo) = 2 [ -0 e {22 Y,

c 2c

adédik. S6t az eddigiekbél az is latszik, hogy ez (1 4 p)-vel leosztva a modell
paramétereit felhaszndlva egy egyed varhato élettartamat is ki tudjuk fejezni,
méghozza az

E[\ = 1/01(1 — u)lTer*l exp {u(22;cpu)} du

integral segitségével.

Ahogyan azt mér korabban megjegyeztiik, szubkritikus és kritikus ese-
tekben az altalanos elagazd folyamat és evvel egytitt a modell majdnem biz-
tosan kiiiriil, igy ezen eshet0ségek soran nincs értelme tovabbi vizsgalodasnak.
Ugyanakkor a korabban bizonyitott konvergenciatételek alapjan vilagos, hogy
szamunkra ezen esetek nem tulzottan érdekesek. A megmaradt szuperkritikus
rezsimben a kihaldsi valészintiség szigortian kisebb mint 1, mely érték a 2.2.
Tétel értelmében a &(oo0) reprodukei6 generatorfiiggvényének legkisebb fixpont-
jaként kaphato meg. A kovetkezd alfejezetben erre a valdszintliségre adunk a
modell paramétereitol fliggd explicit formulat.

3.1.2 Kihalas valdszintiisége

Ahogyan azt a 2.2. Tétel is mutatja, egy altaldnos elagazo folyamat esetén
annak kihaldsi valoszinlisége megkaphato, mint az

E[s£™)] =5

egyenlet legkisebb nemnegativ gyoke. A korabbiakban emlitett okok alapjan
vildgos, hogy ez csak abban az esetben ad 1-nél kisebb valészintiséget, ha az
eldgazo folyamat novekedési rezsimje szuperkritikus, azaz F[(oc0)] > 1 teljesiil.
Tehat ahhoz, hogy a véletlen graf modelliink kitiresedésének valészintiségét
adott paraméterek mellett meg tudjuk adni, nincs masra sziikségiink, mint a

ge(z) =
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fixpont egyenletet megoldani, ahol g¢ a £(c0) = &(N) utddszamot leiré vald-
szinliségi valtozd generdtorfiiggvénye, azaz

ge(x) = E[2*V] ZP ze[-1,1],

méghozzd azon feltétel mellett, hogy a graffolyamat szuperkritikus. Erdemes
megint megjegyezni, hogy ez utébbi, a korabbiak kovetkezményeképp azzal
ekvivalens, hogy

El¢(o0)] = P /01(1 — )T exp {M} du > 1

c 2c

teljesiil.

Ertelemszerﬁen, ahhoz, hogy az elébbi fixpontegyenletnek a legkisebb
nemnegativ gyokét megadhassuk, el6szor magdnak a ge generatorfiiggvénynek
a felirdsara van sziikségiink. Ennek definicié szerinti meghatarozasa a (£(t)):>o
reprodukcios folyamat 6sszetettségébol fakadoan nem feltétleniil vezet hasznal-
hat6 eredményre. Ennek okan a g helyett a w(\) és a £(\) véltozok g ¢(z,y)
fiiggvénnyel jelolt egyiittes generatorfiiggvényét fogjuk meghatarozni, amely a
graf novekedésének dinamikédjabol adédodan a

Gre(,y) = B a7yt ZZP (N =)'y’ x oy e [-11]

=0 j=1t

sorosszeg segitségével all el6. Vildgos, hogy ebbdl a megfelel6 valtozohelyettesi-
téssel a £(\) generdtorfiiggvényére vonatkozo képletet is megkaphatjuk.

3.1. Tétel. A kordbbi jeloléseink mellett a keresett egyiittes generdtorfiigg-
vényre a kovetkezd dsszefliggés irhato fel:

gre(z,y) =

1 — qry — pry? /1 1tb exp {qu +pxy2u  pay? u2} i
0

=1 1— c
c ( u) c 2c

Bizonyitas. A formula bizonyitdsa két részre bonthato. Elészor egy, a

(m(A),€(N)

egyiittes eloszlasat leiré sorozathoz hasonld kétindexti sorozat kétvaltozos ge-
neratorfiiggvényét hatarozunk meg, melyhez a szokasosnak mondhaté diffe-
rencidlegyenletes megkozelitést alkalmazzuk. Ezutan ezt az eredményt Ossze-
kapcsolva a tételben szerepld g, ¢ fliggvénynyel, a sziikséges atalakitasok elvég-
zése kovetkeztében pont a bizonyitandé formula adddik.

Az elso 1épés kivitelezéséhez vezessiik be az alabbi jeloléseket. Tetszéleges
0 <i < j indexek esetén legyen

Wi = P(W()\) = i,g()\) :j)7



illetve

Vi — wi,j
i, — .
7 b4 je

Ez utébbi kétindexes sorozat [—1,1]? négyzeten értelmezett generdtorfiiggvé-
nyét jelolje

G(z,y) = Z Z "Uz',i+jil7iyj'

i=0 j=0

A tovabbiakban a tétel allitasat félretéve, erre prébalunk meg explicit formulét
adni.

Ehhez emlékezziink vissza a graf modelliink definiciéjara. A sziiletéseket
meghatarozé Poisson folyamat tulajdonsagai alapjan vilagos, hogy annak valé-
szintisége, hogy egy adott, 7 bioldgiai korral rendelkez6 €l a kévetkezo sziiletés
elott meghal, megegyezik a

b+ cj
14+b+cy

mennyiséggel. Ennek kovetkezményeképp a w; ; egyiitthatokra a

b+ cjy

wi; = P(r(\) = i,6(\) = j) = P(3t < X : w(t) = 4,&(t) =j)—1+b+cj

Osszefliggés frhato fel. Masfeldl a jobb oldalon megjelent valészintiség felbont-
haté a sziiletési esemény lezajlasanak megfelelGen, attél fliggben, hogy a sziilés
soran a sziillo hany utédot nemz.

PEt<X:w(t)=i,&)=j) =
p

1+b+c(j—2)

+PEt<A:7w(t)=i—1,¢&(t)=7—2)

Ezeket osszevetve, a v;; elemekre a kovetkezd rekurziv kapcsolat adodik:

1+b+c(i+7) : o
bt i+ ) P(r(A) =14,6(\) =i+ 7)
=PEt<\A:7(t)=1,&(t)=1i+7)
CqPEt<A i) =i— 1Ll =i+j—1)
1+b+c(i+j—1)
+pP(EIt<)\ cw(t)=i—1,&(t)=i+7—2)
Il+b+c(i+j—2)
=qP(r(\) =4,§(A) =i+j— 1+
+pP(r(N) =14,6(\) =i+75—2)

= qUi-1,(i-1)+5 T PUi-1,i~1)+(j—1)>

(1 + b + C(Z + j))vi,i—l-j =
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ahol az inicializal6 értékekre nyilvanvaléan

B 1
Uo,ofbJrl

és
UO,j = 0, j 2 1
teljestilnek.

Ahhoz, hogy ezen rekurzi6 segitségével megkapjuk a kérdéses G(z,y)
generatorfiiggvényt, az Osszefiiggds mindkét oldaldt szorozzuk meg az zy’
kifejezésekkel, majd Gsszegezziik ¢ > 1 és 0 < j < ¢ indexekre. A G(x,y)
definicigjanak folyaméan a bal oldal a

Z Z(l + b + C(Z + j))ULH,jfEiyj =

i=1 j=0
1
(1+0b) [;Jzov“ﬂx Yy — b—i-—l}—{_
c [IE Z Z ’L"Ui,z'—i—j$i_1yj + vy Z Zjvz’,wrﬂiyj_l} _
i=1 j=0 i=0 j=1

= (1+b)[Gla.y) -

mialatt a jobb oldal pedig a

o (]
Z Z (qvi—l,(i—1)+j + pUi—1,(z—1)+(j—1))$iyj =

i=1 j=0

—qxz Z/UZPijy +pxyzzvm+ny =

=0 7=0

] e lo0.G ) +0,Glew)

= qﬂfG(x, Y) +p:vyG(w, y)

alakra redukalodik. Lévén a két oldal megegyezik, a G fliggvényre kovetkezo
parcidlis differencidlegyenletet kapjuk:

(14 0)[Gy) — ] + e[aD,Cle) + 99,6l v)] = (g + pry)Cl.y),

b+
méghozza a

1
G(0,y) = 150

kezdeti feltétellel.

Ahhoz, hogy a G kétvaltozos generatorfiiggvényre explicit formulat adhas-
sunk, oldjuk meg az elébb adddott parcialis differencidlegyenletet. Lévén a de-
rivalt tényezok egészen specialisak, az egyenletet egy jol valasztott helyettesi-
téssel kozonséges differencidlegyenletté alakithatjuk. Valéban, ¢ € [0, 1] esetén
vezessiik be a

h(t) = G(tx,ty)
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mar egyvaltozos fiiggvényt. Mivel az Osszetett fiiggvények differencidlasi sza-
balya szerint erre

th'(t) = 20,G(tz, ty) + y0,G (tx, ty)

teljesiil, igy ez a fiiggvény mar kielégiti a

1

(1+b— qat — pryt®)h(t) + cth'(t) = 1; h(0) = )

kezdeti feltétellel adott kozonséges differencialegyenletet. Ennek viszont a meg-
oldasa konnyedén megadhatd, méghozza a

1 _1+b to14b
h(t) = -t ¢ exp{%t—i-]ﬂﬁ}/ s e ! exp{ - ]ﬂsz}ds
c c 2c 0 c 2c

alakban, mely leellenorzését az olvaséra bizzuk. Ugyanakkor a h fiiggvény
definici6ja alapjan vildgos, hogy h(1) = G(x,y) teljesiil, tehét a behelyettesitve
at =1 értéket, a keresett kétvaltozos generatorfiiggvényre a

1 Loy
G(x,y)zzexp{g—f—zﬂ}/ 5 ¢ _lexp{—%s—]ﬂf}ds
0

c 2c c 2c
1 /1 1+b
:—/ (1—u) e ’1exp{qx+pxyu—pxyu2}du
cJo c 2c

képlet adodik, ahol a méasodik egyenl6ségnél az u = 1 — s helyettesitést végez-
tik el.

Ahhoz, hogy a tétel bizonyitasat befejezhessiik, ezt a G(z,y) fiiggvényt
kellene Osszekapcsolni a g ¢(x,y) fiiggvénnyel. Ez a kapcsolat viszont kénnye-
dén felallithato, ugyanis a kordbbi jeloléseinket felhasznalva tudjuk, hogy

Z Z wi,iﬂxiyj = Z Z [b + C(Z + ])} Ui,i—i—jxiyj

i=0 j=1 i=0 j=1

= bG(2,y) + c(20,G (x,y) + y0,G(x, )

frhat6 fel. S6t a G(z,y)-ra adott parcidlis differencidlegyenlet alapjén az is
vildgos, hogy

c(20,G(x,y) +y0,G(x,y)) =1 = (1 +b— gz — pry)G(z,y)
teljesiil, igy a w; ;1; kétindexes tagokkal megadott generatorfiiggvényre a
D wiiar'y’ =1—(1— gz — pry)G(z,y)
i=0 j=1

Osszefiiggés adddik. Ugyanakkor a gr¢(z,y) definicidja alapjan a kévetkezét
irhatjuk fel:

oo 2 s ;
grel@,y) = 3D P = 1,60 = 'y’ = D D wigasa'y™,
=0 j=i i=0 j=0
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azaz az elobbi képletbe az x helyébe xy szorzatot helyettesitve, illetve Kki-
haszndlva a G(x,y)-ra adédott explicit formuldt, bizonyitandé &llitds méar
adodik:

gw,g(%?/) =
=1—(1 - qzy — pry*)G(zy,y)

1— _ 2 1 1+b 2 2
=1- ¢y — bty / (1—u) e “lexp {qu Py U — by u2} du.
c 0 c 2c

A

A tétel segitségével felirhatjuk a &(N) reprodukeié generatorfiiggvényét,
melybol a szuperkritikus esetben kovetkeztethetiink a graf novekedését iranyitod
altalanos eldgazo folyamat kihaldsi valdszintiségére. Ezt az eredmény az alabbi
kovetkezményben foglalhatjuk Ossze.

3.2. Kovetkezmény. Tegyik fel, hogy

El¢(00)] = lip /01(1 —w) e exp {1‘(22;67”“)} du > 1

teljesiil, ekkor a grdf kitresedésének y-nal jelolt valosziniisége eqybeesik az

1 1 14 2 2
1= +py/ (1 —u) e 7lexp{qy+—pyu—&u2}du
c 0 c 2c

egyenlet legkisebb nemnegativ gyokével.

Bizonyitas. Ahogyan azt méar korabban is emlegettiik, a 2.2. Tétel szerint
az altalanos elagazo6 folyamat kihalasi valoszintisége megegyezik a

9:(y) =y

fixpont egyenlet legkisebb nemnegativ gyckével. Tehat el6szor a ge(y) genera-
torfiiggvényt kell felirnunk. Ugyanakkor az el6z6 tétel segitségével ez konnyen
megtehetd, ugyanis vilagos, hogy

9¢(Y) = gre(1,y)

és ennek kovetkeztében

1 — _ 2 1 1+b 2 2
gg(y)zl_ﬂ/ (1—U> P —1exp{wu_&u2}du
c 0 c 2c

teljesiil. fgy az elobbi fixpont egyenlet atirhatd, mint

1 — - 2 1 14b 2 2
yzl_ﬂ/ (1—w)' flexp{w_pyu_%uz}du,
c 0 c 2c

melybdl atrendezéssel a kivant

1 1 1+b 2 2
1= +w/ (1—w)' —1exp{qy+_pyu_f£uz}du,
c 0 c 2c
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egyenlet adddik, ahol kihasznaltuk, hogy az els6 tényezo szamlaldja

l—qy—py’ =1—y+py—py’ =(1-y)(1+py)
szorzatta bomlik, azaz (1 — y)-nal egyszertisithetiink. A

Természetesen ebbdl a képletbdl nem feltétleniil latszik elsore, hogy az
y valdszinliség ténylegesen kisebb, mint 1, ahogyan az elmélet alapjan azt
elvarnank. Ahhoz, hogy ez tisztazédjon, azt érdemes észrevenni, hogy az e-
gyenlet jobb oldalan szereplé kifejezés monoton nové fiiggvénye y-nak. Ez
onmagaban még nem lenne elég, ugyanakkor vildgos, hogy y = 0 esetén a
felvett fiiggvényérték (1 4+ b)~' < 1, mig az y = 1 helyen nagyobb mint 1,
vagyis az y a szuperkritikus novekedési rezsimben ténylegesen kisebb, mint 1.

Mindezeket Osszefoglalva, az alfejezetben, a modell preciz definicidja utan,
a hattérben meghuzodé altalanos elagazé folyamatra vonatkozo ismereteinket
felhasznalva megmutattuk, hogyan alakul a graf modell E[¢(o0)] reprodukeids
varhaté értéke. Ennek segitségével a paraméterek megfelel6 megvalasztasaval
a folyamatot belerakhatjuk a szamunkra érdekes szuperkritikus novekedési
rezsimbe. Ebben az esetben karakterizaltuk, hogy milyen egyenletet kell kielé-
gitenie a kiiiriilés valoszintiségének. Ezek ismeretében, a kovetkezo alfejezet
keretein beliil ratérhetiink a modell tovabbi tulajdonsagainak vizsgalatara.

3.2. Véletlen karakterisztikak

A 2. fejezetben felvonultatott apparatus arra hasznalhato, hogy egy szu-
perkritikus novekedési rezsimbe eso altalanos eldgazo folyamat aszimptotikus
viselkedését meg lehessen fogni. Mivel a korabban megadott graf modelliink
fejlodését szintén egy, az éleken definialt altalanos eldgazé folyamat hatérozza
meg, igy vildgos, hogy ezek a konvergenciatételek a grafunk vizsgalatara is
alkalmazhatdak. Ahogyan azt latni fogjuk a tovabbiakban, a modelliink olyan,
hogy kielégiti a 2.11. Tétel feltételeit is, tehat az Osszes olyan valdszintiségi
valtozd, mely a graf aszimptotikus viselkedését irja le, majdnem biztos kon-
vergencia hatarvaltozéjaként kaphaté meg.

Természetesen ez a konvergenciatétel egyediil abban az esetben miikodik,
mikor az altalanos elagazé folyamat és igy a graf modelliink szuperkritikus.
Ennek kovetkeztében a tovabbiakban végig feltessziik, hogy

E[¢(0)] = Ltp /01(1 - u)lTer_leXp {M} du > 1

c 2c

teljestil. Emellett az is vilagos, hogy azon az eseményen, ahol a folyamat nem
hal ki, ahhoz, hogy értelmes eredményeket kaphassunk, a névekedéssel vald
normalizalasra van sziikségiink. Ahogyan azt a 2. fejezetben emlitettiik egy
altalanos elagazo folyamat novekedését az

/ e pu(dt) =1
0
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egyenletbl kaphaté a Malthus-paramétere hatdrozza meg. Igy az aszimp-
totikus tulajdonsagok vizsgdlatat ennek karakterizaldsaval kezdjiik.

Tudjuk, hogy az intenzitasmértékre a

)= (1+p) | - L(w)] du

Osszefliggés teljesiil, mely alapjan a Malthus-paramétert megadd egyenletet
atirhatjuk a kovetkez6 alakba:

1= /0 T e tu(dt) = (14 p) /0 e - L] dt.

Ugyanakkor a 3.1. Allitast felhaszndlva az élettartam tulélésfiiggvényét is fel
tudjuk irni, tehat az el6bb egyenlet az

o 1fp /OO e_atexp{ — (1 +b)t + %(1 e (2 —p(1— e—ct))} dt.

C C

alakra hozhatd, ahol elvégezve a u = 1 — e~ valtozdhelyettesitést, a Malthus-

paramétert meghatarozé egyenlet az alabbira redukalédik:

1 atbrl 9 _
¢ —/(1—u) c 1exp{w}du.
0

l+p 2c

Természetesen, habar a kapott formula igaz, kevésbé hasznos. Valami konkré-
tabb informaciét sejtet a Malthus-paraméterrdl az aldbbi egyszerii észrevétel.

3.2. Allitas. Az eddigi jeloléseink mellett a graf novekedését meghatdrozo o
Malthus-paraméterre a

p—b<a<l+p—>
becslés irhato fel.

Bizonyitas. Az élettartam tulélésfiiggvényére felirt 3.1. Allitds alapjdn,
konnyen lathato, hogy az

—ct

eI <1 L(t) < eXp{ —(1+b)t+ } <e

becslés teljesiil. Alkalmazzuk ezt a Malthus-paraméter egyenletére:

(1 +p)/ ettt g <1 < (1 —|—p)/ e~ (@0t gy
0 0

c

Kiszamolva mindkét integralt a

1+p 1 1+p

a+b+1 a+b

kétoldali egyenlotlenség teljesiil, melybdl elemi atalakitasokkal a kivant

p—b<a<l+p—>
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becslés mar megkaphatd. A

Most, hogy mar van egy (kissé homalyos) képiink arrdl, hogy adott para-
méterek mellett a grafunk hogyan novekszik a szuperkritikus esetben, ratér-
hetiink a folyamat aszimptotikus viselkedésének leiraséra. Ez a vizsgalat két
részre bonthaté. Eloszor, azt kihasznalva, hogy az altalanos elagazo folyamat a
graf modell élein keresztiil van beagyazva, annak éleire vonunk le a 2.11. Tétel
és a 2.6. Kovetkezmény altal konnyen adddé, de mélyrehatéd kovetkeztetéseket.
Ezutan az éleken definialt folyamatot felhasznalva egy rogzitett cstcs foksza-
manak aszimptotikus viselkedését fogjuk leirni. Mindezek el6tt érdemes meg-
jegyezni azt is, hogy a kordbban kimondott 2.3. Kovetkezmény alapjan, habar
a soron kovetkezo tételeket csak 1 valdszintiségii konvergenciara mondjuk ki,
ezek ugyanigy fenndllnak £! értelemben is.

3.2.1 Elek

Nyilvanvaléan ahhoz, hogy a 2.11. Tételt, vagy a 2.6. Kovetkezményt
tudjuk hasznélni, arra van sziikségiink, hogy a grafunkat meghatarozo folya-
matok ezen allitasok feltételeit kielégitsék. Mivel az egyes tulajdonsagokhoz
kiilonbozo véletlen karakterisztikdkat kell hasznalnunk, ha megmutatjuk, hogy
a reprodukcios folyamat rendelkezik a megfelelé tulajdonsdagokkal, akkor a
tovabbiakban felsorolt és értelmezett allitdsok bizonyitasdhoz elegend6 csak
ezeket a véletlen karakterisztikdkat vizsgalni. Ennek okan az alfejezet elsd
lépéseként megmutatjuk, hogy a reprodukcids folyamatra teljesiilnek az elvart
feltételek.

Ehhez érdemes feleleveniteni, hogy az el6bb hivatkozott tételek milyen, a
reprodukcids folyamatra vonatkozé tulajdonsagokra épitkeznek. Mind a 2.11.
Tétel, mind a 2.6. Kovetkezmény felhasznalja, hogy (£(t));>0 teljesiti a 1.
Feltételt. Errol korabban mar megmutattuk, hogy automatikusan teljesiil, ha
létezik olyan monoton csokkeno, pozitiv és integralhatéd g fliggvény, melyre

E[/OOO ﬁeatf(dt)] < 00

teljestil. Emellett a 2.6. Kovetkezményben arra is sziikségiink van, hogy a
korabbi

t
L0 = [ eelan
0
jeloléssel adott valtozora
E[1£(00) log™ u£(00)] < 00
teljestiljon. Vildgos tehat, ha megmutatjuk, hogy az

M= /0 et (a)

valtozé méasodik momentuma véges, akkor abbdol mar mind a kettd feltétel
kovetkezik. (Itt a 1. Feltételhez a g = e~(@)/2 fiiggvényt valaszthatjuk.) Bz
viszont az alabbi allitas értelmében teljesiil.
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3.3. Allitas. Az elébb bevezetett M wvdltozéra E[Mz] < 00 teljestil.

Bizonyitas. A reprodukciés folyamat definiciéja alapjan az M-re az alabbi
fels6 becslés adhaté:

M = /00 e M E(dt) = Z ge < i%_a” = M,
0 =1

’Ti<>\ =

melybdl lathato, hogy elegendd azt megmutatni, hogy az M véltozé mésodik
momentuma véges. Ehhez eloszor vizsgdljuk meg az EM varhato értéket.

Mivel (7(t))t>0 egy 1 intenzitdsi homogén Poisson folyamat, igy ennek
jol ismert tulajdonsagai alapjan vilagos, hogy 7; sziiletési idopontok eloszlésai
rendre Gamma(i, 1) eloszlasokkal esnek egybe. Ennek kévetkeztében a Fubini
tételt, és a Gamma eloszlas momentumgenerald fiiggvényére ismert képletet
alkalmazva kapjuk, hogy a keresett varhaté értékre

"~ . —aT; . 1 2
i=1 =1

teljesiil.

Ahhoz, hogy ennek segitségével a mdsodik momentumot is meghatdrozhas-
suk, vegyiik észre, hogy ha 7 egy M-tdl fiiggetlen 1 paraméterii exponencialis
eloszlasu valdszinliségi valtozo, akkor

M L emom(2 4+ M)
teljestil. Ennek kovetkeztében viszont a masodik momentumra az aldbbi 6ssze-

fiiggés irhatd fel

21 —2ar y VI ( 8 12 )
E[M?*] = E[(e77)|[A+4EM + E[M?]] = Troa 4ty + E[M?]),
melybdl atrendezéssel a kivant
B[] = 2218 < o
korlatossag mar adodik. A

Most, hogy ez a, mondhatni utolsd, technikai 1épés is adott, végre ratérhe-
tiink az éleken értelmezett egyes méroszamok aszimptotikus vizsgalatara, mely
a meglévé apparatussal felszerelve egyediil a kivalasztott véletlen karakte-
risztika kezelhet6ségén mulik. Az elsé ilyen természetes kérdés, hogy mi mond-
hat6 el a tovabbiakban csak Z(t)-vel jelolt aktudlisan é16 (utédnemzésre képes)
élek aszimptotikus szamardl. Ezt foglalja ossze az els6 allitasunk.

3.4. Allitas. Ha t-vel tartunk a oo-be, akkor a
e Z(t) — MooYao

1 valdsziniiségi konvergencia teljesil, ahol Yo, eqy 1 varhato értékii nemnegativ
(pozitiv, ha a graf nem dril ki) valdsziniségi vdltozd, mig me,-Te

oo = [A52 [togtt =l ™ e {22 Y )

c 2c

teljestil.
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Bizonyitds. A 3.3. Allitds alapjan vildgos, hogy a 2.11. Tétel alkalmazé-
sdhoz egyediil annyit kell belatni, hogy az él6 éleket szamolé ¢(t) = Ljo<ian)
véletlen karakterisztika teljesiti a 2. Feltételt, illetve trajektériai a Szkorohod
D-térben vannak. Ugyanakkor ezt a két tulajdonsdgot a megadott indikator
nyilvanvalban teljesiti (cadlag és korlatos), tehat a konvergencia adott, aminek
értelmében egyediil az

fo e Elp(u)] du fo e Elp(u)] du

me =
> Jo upa(du) Jo ueme (du)
_Jo e Ellpcien]du _ [i7 e ™1 — L(u)] du
o7 ueev pu(du) o7 ueev pu(du)

értéket kell kiszamolnunk. Azonban ez az intenzitasmértékre mutatott

) = 1+7) | - L(w)] du

Osszefliggés alapjan atirhatd, mint
Jy“ e[t = Lw) du ! [ / T et L) dt
59 = € -
Jo~ ueme p(du) (1+p)*LJo

Ugyanakkor hasznalhatjuk az élettartam tulélésfiiggvényének explicit alakjardl
sz0l6 3.1. Allitast is, mely alapjan ez tovabbirhato, mint

1
P
m = "
* (1+4p)?
-1

‘ [/OOO oot exp{ — (14 b)t+ %(1 — e—Ct)(Q —p(1— e—ct>)} dt} )

ahol tjfent alkalmazva a u = 1 — e~ helyettesitést, az aldbbi konstans adddik:

me = ;)2 [c% /01[—log(1 —u)|(1— u)%bﬂfl exp {u(22;cpu)} du] _1.

(1+p

-1

Tehat Osszegezve, belattuk, hogy minden feltétel teljesiil ahhoz, hogy a
2.11. Tételt alkalmazni lehessen, amely szerint a e~**Z(t) kifejezésnek létezik 1
valészintiségli hatarértéke (amint ¢ — 00), és ez egybeesik a my, Y, valtozéval,
ami pedig pont az, amit szerettiink volna. A

Az el6bbinél egy fokkal izgalmasabb kérdés, hogy mi mondhaté el az adott
t idépontban é16 élek biologiai koranak a

Zfe ]]-{t oe<Ae}

segitségével jelolt Osszegérél (itt az Osszegzés az Osszes élre torténik, és o, a
korabbiakhoz hasonléan az e él sziiletési idopontjat jeloli), hogyan viszonyul
ez az €él6 élek szamahoz. Erre ad valaszt az alabbi eredmény, mely a 2.6.
Kovetkezménybol — egy kis szamolas utan — rogton adodik

3.5. Allitas. Feltéve, hogy a grdaf nem 1irul ki, a korabbi jeloléseink mellett a
B(t) 1+p [! atltb | u(2 — pu)
700 — /0 uw(l+p—pu)(l—u) < exp (T>du

1 valosziniségi konvergencia teljesil, amint t-vel a co-be tartunk.
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Bizonyitas. Az adott t pillanatban él6 élek szamat szamold folyamat a
3.4. Allités alapjan rendben van, tehat ahhoz, hogy az elobb emlitett 2.6.
Kovetkezményt tudjuk haszndlni, elegendé megadni egy olyan ¢(t) véletlen
karakterisztikat, mely dltal leszamolt folyamat pont a B(t) osszeget adja visz-
sza, és teljesiti a kivant feltételeket. Ezen véletlen karakterisztika valasztasnak
a

¢(t) = &) Lreny

j6 lesz. Az, hogy az ezdltal leszdamolt folyamat pont a B(t) mennyiséget adja
vissza, vilagos, s6t, a 3.4. Allitéshoz hasonléan adédik az is, hogy ez a megfelel6
feltételeket teljesiti. Ennek kovetkeztében, egyediil az ezen ¢(t) véletlen karak-
terisztikdhoz tartozo

o _ do e Bl du _ i e Bl(u)] du
h Jo upta(du) Jo~ ueme pu(du)

mennyiséget kell kiszamolnunk, melyben az egyediili nehézséget a

El¢(t)] = E[§(t) Lian]
varhato érték felirasa okozhatja.

Ezen varhato érték megadasahoz a teljes varhato érték tételét alkalmazva
juthatunk el. Emlékezziink vissza a 3.1. Allitas bizonyitasaban szerepeltekre.
Ott megmutattuk, hogy

P()\>t”/T(t) :k', 517---7€k):
k
:E[exp{ —bt—i—thsi(Ui(k) - 1)}‘51,...,54
i=1

Osszefiiggés teljestil, ahol Ul(k), ce Uék) egy rendezett k elemil minta a [0, 1]
intervallumon vett egyenletes eloszlasbél. Ennek kovetkeztében a teljes varhatd
érték tétele és a kordbbi £(t) = Sruan) észrevétel alapjan a kivant mennyiség
{m(t) = k} eseményre vett feltételes varhaté értékére az

E[f(tﬂl{to\}‘ﬂ(t) } [S ]l{t<>\}‘7T k}
= E[Sp,P(\>t|n(t) =k, e1,...,e)|7(t) = k]

E( [exp{—bt—i—the Uk —1)} 81,---,€k])

i=1
_ E(e—”tsk ﬁexp {CtEi(Ui(k) - 1>}>
=1

egyenloség irhato fel. Vilagos, hogy a jobboldalon megjelent mennyiség nem
valtozik akkor, ha a g; valtozdk sorrendjét permutaljuk, melynek kovetkeztében
a Ul(k), ey U,Ek) rendezett minta lecserélheté a nem rendezett Uy, ..., U min-
tara. Ennek kovetkeztében az el6bbi feltételes varhato érték tovabbirhatd,
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mégpedig a kovetkezoképp:

E[g(t)ll{K,\}‘w(t) = k:} = E(e’thk ﬁexp {ctai(Ui - 1)})

=1

- {3 Teovfeec 1))

7=1 =1

= e "kE[er exp {ctey (Uy — 1) }]-
- (B[ exp {cte (Uy — 1)}})k_1

_ p,—ctey _ ,—cteqg k—1
= e[ (e[ )
ct cteqy

Ha a kapott 0sszefliggés mindkét oldalan varhato értéket vesziink, akkor ujfent
a teljes varhaté érték tételének kovetkezményeképp addodik, hogy a keresett
varhato érték

NE

E[£®)1pany] = ) ElE(6)Lgany|n(t) = k] P(n(t) = k)

g ) e
ct cteq k!

Lo id“] exp{ — b+t + B[L= ] !

CEq

£
Il

1

NE

o

=1

Ql—o = I

(1 —pe" —qe”")[1 - L(t)]

(1—e™) (1 +pe™)[1 - L(t)]

explicit formuldval szamolhatd, ahol az utolsé elétti egyenléségnél a 3.1. Alli-
tast hasznaltuk.

Ezt behelyettesitve a 2.6. Kovetkezménybe, a hatarértékként kapott meny-
nyiségre

J e (1 —em™) (1 + pe=*)[1 — L(u)] du
[ el — L(u)] du

/000 e (1 —e )1 +pe )1 — L(u)] du

_1+p
C

adddik, ahol kihasznéltuk a 3.4. Allitdsban szerepl6 korabbi gondolatmenetet.
A jobboldalon megjelent integralds sordn elvégezve az u = 1 — e~ helyettesi-
tést pedig konnyen addédik a kivant

1 1 at14b 2 _
%;p/ u(l+p—pu)(l—u) ¢ ‘exp (w>du
0

c 2c

hatarérték, azaz az allitast belattuk. A

Miel6tt tovabbmennék a graf cstucsainak vizsgalatara, vegyiik gorcsé ala
az elobbi allitas bizonyitasa soran megjelent F [5 () 1< A}] varhato értéket. A
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feltételes varhato érték parcialis atlagolasi tulajdonsagat felhasznélva erre a
kovetkez6 egyenldséglanc irhato fel

1 —2c —c 1 —c —c
E E(l —pe*" —qe t)ﬂ{t<>\}] = E[E(l — e ) (1 + pe t)]l{t</\}]

— L= e )1+ pe )1 = L)

= E[£(t)Lieny]
= E[E[E(t)|A > t]Lgeny],

melybol kovetkezik, hogy a megjelent feltételes varhaté értékre

1 1
BN > 1] = =(1 = pe>" —ge™) < =

c c
becslés teljesiil. Hogy miért érdekes a kapott eredmény, azt a kovetkez6 gon-
dolatmenet indokolja.

A modell definiciéja alapjan vildgos, hogy a (£(t))i>0 Osszetett Poisson
folyamat az él haldlanak bekovetkezéséig linedrisan novekszik, azaz az intui-
ciénk az, hogy ha t nagy, de még nem nagyobb, mint A, akkor &(¢) szintén
nagy értéket vesz fel, vagy legaldbbis nincs egy univerzalis korlatja, vagyis
az elobbi becslés ellentmond varakozasainknak. Természetesen ezt az ellent-
mondast konnyt feloldani, méghozza a kovetkezoképp. Tudjuk azt is, hogy
a A élettartam hazardratdja a £(¢) bioldgiai kor linearis fliggvényeként van
definialva. Tehat a A > t feltételbol automatikusan kovetkezik, hogy habar a ¢
lehet nagy, mivel az él még benne van a grafban, igy £(t) bioldgiai kora kicsi.

3.2.2 (Csucsok

Térjlink ra a modell csicsainak vizsgélatara. Itt két természetesen felme-
rill6 kérdéssel fogunk foglalkozni. El6szor megnézziik, hogy aszimptotikusan
hogyan alakul a csticsok és az élek aranya. Ezutan megmutatjuk, hogy hogyan
alakul egy fix cstics fokszdama a novekedés soran. Ez elébbihez a korabbi sémét
ugyanugy hasznalhatjuk, azaz elegendé lesz a megfelel, csticsokat szamold
véletlen karakterisztika varhaté értékét meghatdrozni, majd ezt behelyettesi-
teni a 2.6. Kovetkezményben leirt formuldba. Az utobbihoz ugyanakkor kicsivel
tobb otlet sziikséges, melyet a késébbiekben részleteziink.

Jelolje V(t) azon cstcsok szamat, melyek ¢ ideig hozzdadddtak a grafhoz.
Ekkor mivel egy cstics sosem torlédik a hélézatbdl vildgos, hogy V(t) — oo,
amint ¢ — oo, feltéve, hogy a folyamat nem hal ki. Ezen jelolést felhaszndl-
va a szamunkra érdekes arany aszimptotikus viselkedésére az aldbbi allitas
bizonyithato.

3.6. Allitas. Feltéve, hogy a graf nem uril ki, a korabbi jeloléseink mellett a
V(t) 1

Z6)  a

1 waldsziniségi konvergencia teljesul, amint t — oo.
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Bizonyitas. Ahogyan azt jeleztiik, megint csak a 2.6. Kovetkezmény feltéte-
leinek teljestilését kell igazolnunk. S6t az 3.3. Allitas alapjén egyediil a megfele-
16 véletlen karakterisztikakat kell megvizsgalnunk. A (Z(t)):>o leszdmolt folya-
mathoz tartozé Lyo<¢<x} karakterisztikat mar taglaltuk (ldsd 3.4. Alh’tés), igy
nincs més hatra, mint a ¢ idépontbeli V () csicsszamhoz taldlni egy megfeleld
o(t) karakterisztikat.

A modell definicidja alapjan tudjuk, hogy minden sziiletési esemény soran
egy 4j csues adddik a grafhoz tehét jé valasztéas lehet ¢(t) = 7(t A X). Habér
aszimptotikusan nem érdekes, de fontos megjegyezni, hogy V' (t) nem fog egy-
beesni a ¢(t) altal leszamolt folyamattal, mivel a modell inicializalasa egy éllel
torténik. Tehat az adott idépontbeli csicsok szamara a

V(t)=2+ 2%
Osszefliiggés frhato fel.

Az, hogy az igy valasztott véletlen karakterisztika trajektoriai cadlag
fiiggvények, vildgos, igy elegend6 azt megmutatni, hogy az F¢(t) varhaté érték
korlatos. Ez viszont a Wald-azonossag alapjan a (m(t));>o definiciéjat kihasz-
nalva nyilvanvaléan fennall, mivel

Eé(t) = Br(t AX) = B(t A \) = /Otu ~ L{u)] du

teljestil. Tehat hasznélva a 2.6. Kovetkezményt adddik, hogy a vizsgalt hanya-
dos 1 valészintiséggel a

IS e Ep(t) dt
Jo et — L(t)] dt

értékhez tart (megfeleld egyszeriisités utan), ahol viszont a szamlél6beli in-
tegrdl a Fubini tétel alapjan atirhato, mint

/Ooo e Ep(t)dt = /OOO e /Ot[l — L(u)] dudt

:/0 1 — L(u) /uooeatdtdu

_ 1 /0 "o~ L(w)] du.

Q
Vagyis pont a kivant eredmény addodik. A

Az alfejezet zarasaként vizsgaljuk meg, hogyan alakul egy rogzitett csics
fokszama az id6 elérehaladtaval. Ahogyan azt korabban mar emlitettiik, eh-
hez kicsivel tobbet kell dolgoznunk, mint azt az eddigi tételeink soran tettiik.
Tudjuk, hogy egy sziiletési esemény soran egy 1j csics adodik a grafhoz, mely-
nek fokszama 2, vagy 1 lehet, rendre p és ¢ valdszinliségekkel. Egyszeriiség
kedvéért eloszor tegyiik fel, hogy a vizsgalt csicsunk kezdetben egy éllel csat-
lakozik a grafhoz.
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Az otlet, mely alapjan elindulhatunk, az, hogy a vizsgalt cstics foksza-
manak alakulasat szintén egy &ltaldnos elagazé folyamat irja le, csakhogy
ebben az esetben a kiinduldsi élnek csak azon utddait kell figyelembe venni,
melyek a rogzitett csicshoz csatlakoznak. Valéban, ha ennek a megszoritott
folyamatnak valamely éle 2 utédot nemz, akkor a megfigyelt cstics fokszama 1-
gyel novekszik, mig ha csak 1 utédja sziiletik, akkor annak valdszintisége, hogy
ez noveli a fokszamot 1/2-del egyezik meg. A tovédbbiakban erre a folyama-
tra, mint fokszamfolyamatra fogunk hivatkozni. Nem elfelejtve, hogy egy él
biolégiai kora ugyanigy novekszik akkor is, ha a sziileté utéd nem csatlakozik
a kijelolt csicshoz, térjlink ra ezen folyamat vizsgalatéra.

Jelolje a fokszamfolyamat reprodukciés folyamatat (1(¢))¢>o. Mivel a mo-
dell definicidja, illetve a korabbi fogalmaink alapjan vildgos, hogy egy €l a
t idépontig &(t) — w(t A A) alkalommal sziil 2 gyereket, és 2m(t A A) — &(1)
alkalommal 1-et, az el6bbi reprodukciés folyamatra

2m(EAN)—€(t)

0 =0 —xtAN+ Y 4

i=1

teljesiil, ahol a 1,9, ... véltozok egymdstdl, a (m(t))i>o0 és (£(t))i>0 folyama-
toktol, illetve a A élettartamtdl fiiggetlenek, méghozza

1
eloszlassal. Nyilvanvald, hogy ha a kérdéses csucs sziiletésekor 2 éllel csat-
lakozik a grafhoz, akkor a hozza tartozé fokszdmfolyamat az el6bbi (n(t), \)
péar két fiiggetlen mésolatdnak az Osszegeként (pontosabban szuperpozicidja-

ként) kaphat6 meg,.

Tehat valamilyen értelemben az 6tletiink az volt, hogy a korabbi ismerete-
inket hasznaljuk fel, azaz a fokszam eloszlasdnak problémajat szintigy vezes-
siik vissza az éaltalanos elagazo folyamatok elméletére. Sot, mivel a fokszam-
folyamatban erdsen szerepet jatszik az eredeti graffolyamat, mely kapcsolat az
elébbi tulajdonsagaira is kihat, igy az erre vonatkozé eredményeinket az alabbi
allitasban foglalhatjuk Ossze.

3.7. Allitas.

Szuperkritikussag feltétele Egy rogzitett csics fokszamolyamata pontosan
akkor szuperkritikus, ha

L+p [* 146 u(2 — pu
En(co) = 5 /0(1—u)c 1exp{%}du>l

teljestil.

Malthus-paraméter Ha az elobbiekben bevezetett fokszamfolyamat szuperkri-
tikus, akkor a B-val jelolt Malthus-paramétere az aldbbi egyenlet eqyér-
telmi pozitiv gyoke:

1 1 B+1+b 9 _
+p/(1—u) c _lexp{u(—pu)}duzl.
2c¢  Jo 2c
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Kihalas valészintisége Ha az elébbiekben bevezetett fokszaimfolyamat szu-
perkritikus, akkor annak wvaldszinisége, hogy a wvizsqdlt csiucs izolaltta
valik megegyezik a

sz +qz

ertékkel, ahol z az

1 ! Ltb 1
;cp/o (1—wu) e _1exp{ ;_Cpu(l—u)z}dz:l

egyenlet legkisebb nemnegativ gyoke.

Bizonyitas. Az elsé éllitdshoz egyediil a kordabban bevezetett (n(t))i>o fok-
szamfolyamathoz tartozé reprodukcids folyamat En(t) intenzitdasmértékét kell
meghatarozni. Ez viszont konnyen adodik felhasznalva a teljes varhaté érték
tételét.

2m(LAN)—E(t)

- E[E(g(t) —wEAN+ Y 5i(7r(t A A)f(ﬂ)]
= E[¢(t) — m(t A N) + (2m(t /\:\1) — &(1)Edy]

- E[g(t) —m(t AN + %(zw(t AA) = é*(ﬂ)]

_ %Ef(t)

Azt mar korabban megmutattuk, hogy

Bletoo) = 12 [ 1 -0 e {22 Y,

c 2c

fennall, igy behelyettesitve az elobbi kapcsolatot a két intenzitasmérték kozott
az elso allitas azonnal adodik.

Hasonl6an felhasznélhatjuk az el6bb adédott Gsszefliggést a Malthus-para-
méter egyenletének karakterizalasara. Definicié szerint a keresett S eldall, mint
az

| e man =1
0

egyenlet megolddsa. Itt viszont elvégezhetjik a p,(t) = %u(t) helyettesitést,
tehat felhasznalva az eredeti folyamat a Malthus-paraméterére ismerteket,
konnyen adodik a masodik pont altal elvart

1= 2 [Tt { — (40t 5 (- )2 —p1 - )

2c c

egyenlet.
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Végezetiil térjiink ra a szuperkritikus fokszamfolyamat kihalasanak, vagy
pontosabban kitiresedésének taglalasara. Az elmélet alapjan ennek meghatéro-
zésédhoz csak arra van sziikségiink, hogy az n(oco) = n(\) valdszintiségi véltozé
generatorfiiggvényét felirjuk. Ujbél hasznalva a teljes varhato érték tételét,
konnyen adodik az alabbi Gsszefiiggés.

gn(2) = B[z"M] = BE[E(z"V|r(A),£(N))]

=F [zﬁ(/\)—ﬂ(A) (EZ&)Q’T()\)*H)\)} _ B [zf(k)—ﬂ(k) ( 1+ Z)QW(A)ﬁ(A)}
2

LEONC=N B

241 4z 4z 14z

Felhasznélva a (m(A), £(N)) egytlittes generatorfiiggvényére vonatkozo 3.1. Tétel
allitasat a keresendo generatorfiiggvényre

. 1+4p ! Ltb 1+p
gn(2) =1— 5 (1—2)/0 (1—u) exp{ 5 u(l—u)z}dz

adodik. Tehdat ha a kivélasztott csicsunk kiindulasi fokszama 1, akkor a fok-
szamfolyamat a

gy(2) =z

fixpont egyenlet z € (0,1) megoldasaval megegyez6 valdszintiséggel iiriil ki,
mely egyenletet atrendezés utan, az (1 — z) kifejezéssel leosztva az

1 ! L+b 1
+p/ (1—u) e _lexp{ +
0

pu(l — u)z} dz =1
2c c

alakra hozhatjuk.

Ugyanakkor elofordulhat, hogy a kivalasztott csucs inicializalé fokszama
2. Mivel az, hogy konkrétan hény él indul ki az adott csicsbdl kezdetben
véletlenszertli, mely eloszlasnak generatorfiiggvénye

Y(z) = pz* + (1 - p)z,

vildgos, hogy a keresett kihaldsi valdszintiség pz% + (1 — p)z értékkel egyezik
meg, ahol z a korabban kiszamolt érték. A

A szakaszt két megjegyzéssel zarjuk. Eloszor érdemes értelmezni, a defini-
ciéval parhuzamba allitani a két folyamat intenzitasmértékei kozott fenndlld
En(t) = 1 E(t) kapcsolatot. Tudjuk, hogy a fokszdmfolyamatban egy sziiletési
esemény soran a figyelembe vett élek varhatd szama megegyezik a

p+3(1—p)=3(1+p)

értékkel. Ez viszont pont fele az eredeti (£(t)):>o reprodukciés folyamattal
adott atlagos utdédszamnak, azaz a bizonyitas soran feltart Osszefiiggés Ossz-
hangban van az elvarasainkkal.

Végezetiil vizsgaljuk meg a két folyamat Malthus-paraméterét. Ennek
definici6ja alapjan tudjuk, hogy ha deg(t) jeloli egy rogzitett cstcs fokszamat
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a t pillanatban, akkor erre deg(t) = O(e”!) (amint ¢ — 00) nagysdgrendbeli
egyenldség teljesiil. S6t, a korabbiak alapjan (ldsd 3.6. Allités)

deg(t) = O(V (1))

is felirhat6 (¢-vel megint a végtelenbe tartva). Ugyanakkor az eddigiek alapjan
semmi sem zarja ki azt az érdekes szituaciét, hogy mig az eredeti folyamat
szuperkritikus, addig a fokszamfolyamat nem az. Tehat el6fordulhat, hogy
tetszoleges csics 1 valdszintiséggel izolaltta valik, de a folyamat nem hal ki. Sot,
az a helyzet is fennallhat, hogy mindkét folyamat szuperkritikus, egymastol
eltéro f < a Malthus-paraméterekkel. Ekkor csak annyit tudunk, hogy egy-egy
csucs izoldlédasanak valdszintisége nagyobb, mint a teljes graf kitiresedésének
valdszintisége.

3.3. Diszkrét valtozat

Jelen alfejezetben megvizsgaljuk azt a diszkrét idoében fejlédé véletlen
grafot, amelyet gy kapunk, hogy az eredeti folyamatra csak akkor néziink ré,
amikor torténik valami (sziiletés vagy haldlozés). Vilagos tehat, hogy az adédé
modell a utébbiba a megfelel eseményeken keresztiil beagyazhatd. Természe-
tesen, lévén ez nem egy preciz definicid, igy el6szor azt adjuk meg.

Tegytik fel, hogy kezdetben 1 éliink van. Ebbdl fejlédik a graf diszkrét
lépésekben, mégpedig gy, hogy minden 1épés soran az alabbi két lehetdség
koziil valamelyik kovetkezik be. Vagy egy él torlédik a hélézatbdl, vagy a
grathoz hozzdaddédik egy 1j csucs, melyet egy véletlenszertien valasztott él
egyik, vagy mindkét végpontjdhoz hozzakotiink. Megtartva a kordbbi termi-
noldgiat, az utobbi lehetéséget felfoghatjuk, mint a kivalasztott él sziilése, a
grafthoz hozzaadandd 1j éleket pedig ennek megfeleléen utédnak nevezziik. Ah-
hoz, hogy ezeket a 1épéseket precizen karakterizalhassuk, vezessiink be néhany
korabbrol ismeretes elnevezést, illetve par 1j jelolést.

Hasonldéan, mint az eredeti folyamatban, egy e él £.-vel jelolt bioldgi-
ai koran az adott pillanatig megsziiletett utédainak szamét értjiik. Ennek
segitségével a haldlozas mar karakterizalhaté. Ehhez el6szor vezessiik be az
E,, jelolést, mely nem mas mint a diszkrét verzié élhalmaza n 1épés utan.
Amennyiben ez nem az iireshalmaz, azaz E,, # (), akkor egy 1épés sordn az A.,
B, (e € E,) események koziil pontosan egy kévetkezik be, ahol

A, = { e élt toroljik }, illetve B, = { e él sziil }.
Ezen diszjunkt események valdszinliségeire
P(A.) =k
és
P(B.) = r(b+ &)

61



irhaté fel, ahol b, ¢ > 0 konstansok, x (pontosabban x,,) a normalé tényezo.

Konnyt felismerni, hogy az elébbiekben felirt modell ténylegesen az e-
redeti folyamat diszkretizaltja. Ennek kovetkeztében néhany korabbi ered-
ménytink, fajdalommentesen atemelheté erre a diszkrét graf modellre is. Pél-
daul a 2.2. Tételben bizonyitott kihalas valészinlisége, illetve a 3.6. Allitédsban
szerepl6 csucs-€l arany aszimptotikus viselkedése nem véltoznak az ”dj” mo-
dellben sem. Ugyanakkor, tekintettel arra, hogy ez a diszkrét folyamat az
események szamaban linearisan no, ahhoz, hogy a novekedéssel lenormalt graf
aszimptotikus viselkedésérol barmit tudjunk mondani, el0szor azt kell megvizs-
galnunk, hogy miként alakul ez a szam az eredeti modellben.

3.8. Allitas. Jeldlje a W (t) at idépillanatig bekivetkezett események (szile-
tés, illetve haldlozds) szamat az eredeti modellben. Ekkor feltéve, hogy a folya-
mat nem hal ki a

lim W (t) _2+4p 1
t—oo Z(t) «

1 waldszintséqi konvergencia teljesul, ahol o a kordabban taglalt Malthus-para-
méter.

Bizonyitas. Az allitas alakjabdl nyilvanvald, hogy a bizonyitashoz a 2.6.
Kovetkezményt kell felhasznalnunk azaz ugyantgy lehet eljarni, mint azt a
3.5. vagy 3.6. Allitasokban tettiik. Lévén az 616 éleket szamléls (Z(t))sso folya-
matot ismerjiik, egyediil a W (t) eseményszamhoz kell megfelel6 véletlen karak-
terisztikat valasztanunk, majd azt a formuldkba behelyettesiteniink.

Vildgos, hogy a t idopontig bekovetkezett sziiletési, illetve haldlozasi ese-
ményeket rendre, 7(t A X) és Ly véltozdk szamoljak, azaz véletlen karak-
terisztikdnak jo lesz a

¢(t) =t AA) + Lizny

valasztas. Mivel ez nyilvanvaldan kielégiti a 2.6. Kovetkezmény feltételeit, igy
egyediil a hozz4 tartozé m¢, konstanst kell kiszdmolnunk (a nevezében szerepld
Z(t) esetén az értéket mar a 3.4. Allitdsbdl ismerjik).

A definicié alapjan konnyen adédik, hogy
E¢(t) = En(t AXN) + L(t)

teljestil, ezt kell behelyettesiteniink a megfelelé formulaba, mely a kovetkezd
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kifejezést adja
/ et B (t) di / e (Er(t AN) + L(1) dt
0 0

1 o oo
e [
@ Jo 0

! / et~ L)) de+

«

+/Oo et dt — /OO e 1 — L(t)] dt
+ (é - 1) / el = L) dt
(G55

ahol kihaszndltuk a 3.6. Allités bizonyitasaban taglaltakat, illetve a Malthus-
paraméterre vonatkozo korabban ismertetett Osszefliggésiinket. Tehat a 2.6.
Kovetkezményben megjelend hatarértékként ad6dé hdnyadosra (a 3.4. Allftast
felhasznalva)

1
a
1
a

1
wi Lt -1 1 1 2
lim Z(): (5 : )p+1 _ b+t T TPy
irhaté fel, mely pont az, amit szerettiink volna. A

Miel6tt taglalnank az élek, illetve csicsok novekedéssel lenormalt szamé-
nak aszimptotikus alakulasat a diszkrét modellben, érdemes egy Gsszefliggést
adni arra, hogy az egyes események lenorméalasahoz felhasznélt k (precizebben
Kn) érték hogyan alakul.

3.9. Allitas. Feltéve, hogy a diszkrét folyamat nem hal ki, a

2
lim nk, = (ﬂ — 1>
n—o00 «
1 1 at+1+b u(2—pu) -1
: [1+b+ +p/ u(l+p—pu)(l—u) ¢ ‘e 2 du
c 0

1 waldszintséqi konvergencia teljesil.

Bizonyitas. Megint csak nyilvanvald, hogy a 2.6. Kévetkezményt szeretnénk
hasznalni. Ehhez viszont minden adott, csak annyit kell észrevenniink, hogy a
diszkrét és a folytonos folyamatok kozott (egyfajta szétarként) értelmezheto az
alabbi atmenet. Az események szama n 1épésig a diszkrét modellben ugyanaz,
mint W (t) a folytonosban. Ezen feliil, mivel x,, a normalasi tulajdonség alapjan
teljesiti a




Osszefiiggést, {gy ennek folytonos idében a [(1 + b)Z(t) + cB(t)]7! kifejezés
felel meg (ahol B(t) a 3.5. Allitdsban szerepld leszamolt folyamat). Tehat, a
vizsgalando hatarértékre felirhato a

lim nk, = lim wit) = lim W) !
noee T e (L4 0)Z(0) + eB(D) i Z(0) 14 b+ 2D

egyenloség. Kihasznalva a 3.5., 3.8. Allftésokat, illetve az 1 valészintiségli kon-
vergencia tulajdonsagait, az allitas konnyen adodik. A

Az elébbi allitashoz hasonl6é szellemben bizonyithaté az aldbbi kovet-
kezmény. Ennek folytan a bizonyitast nem taglaljuk, de a kimondas soran
feltlintetjiik a vizsgalandé hanyadost.

3.3. Kovetkezmény. Jelolje a diszkrét idejii modellben Z,,, illetve V,, rendre
az €lek és csucsok szamat n lépés utan. Ekkor feltéve, hogy a folyamat nem hal
ki az alabbi 1 valdosziniiségi konvergenciak teljestlnek:

Zn Z(t) (0%
lim — = lim =
v, V(1) 1

Végezetiil, a folytonos modellhez hasonléan bevezethetjiik egy rogzitett
csics fokszdmfolyamatéat. Valéban, legyen v egy fix csics, és jelolje deg,, (v) az
n. 1épés uténi fokszaméat. Cseppet sem meglepd, hogy a (deg,,(v))nen fokszam-
folyamat megtartja az eredeti graf modell megfelel¢ tulajdonsagait. Példaul,
mivel a 3.7. Allités egy az egyben igaz marad a diszkrét esetben is, ennek
kovetkeztében ugyantgy addodik, hogy ha a [-val jelolt Malthus-paraméter
szigorian pozitiv, akkor a hattérben meghizédo elagazéd folyamat szuperkri-
tikus.

Természetesen egy izgalmasabb kérdés, hogy egy fix csics fokszamfolya-
mata hogy alakul, ha n-nel a végtelenbe tartunk. Mivel a kapcsolodd eredmény
konnyen adodik az el6zo szakasz végén tett megjegyzések alapjan, igy az aldbbi
tétel bizonyitasat szintén az olvaséra hagyjuk.

3.10. Allitas. Az el6bbi jelolések mellett, tegyiik fel, hogy a (deg, (v))pen diszk-
rét fokszdmfolyamat szuperkritikus. Ekkor a

lim n %% deg, (v) = ¢,

n—o0

1 walosziniiségi konvergencia teljesil, ahol o, B a megfelelé Malthus-paramé-
terek, ¢, pedig eqy olyan valosziniségi viltozo, mely pozitiv azon az eseményen,
hogy a v cstcs nem valik izolalttad. A
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3.4. Extremalis esetek

A fejezet zarasaként, reflektdlva a korabbi megjegyzésiinkre, miszerint a
kollaboréciés modell szélsOséges paramétervalasztas mellett egybeesik néhény
mar jél ismert dinamikusan fejlodé véletlen graffal, azt fogjuk megmutatni,
hogy ezen esetekben a szuperkritikussag feltétele, illetve a kihalas valdszintisé-
ge konnyen meghatarozhaték. Természetesen az nem vilagos, hogy konnyen
kezelhet6ség alatt mit is értiink. Jelen esetben ez csak annyit takar, hogy az
adédo konstansokat konnyen ki tudjuk szamolni. Ahhoz, hogy lathassuk, hogy
miért lesz egyszerii ezek kiszdmoldsa a p széls6séges megvalasztasa mellett,
vezessiik be a differencidlegyenletek vizsgalata soran felbukkané konfluens
hipergeometrikus fiiggvények fogalmat.

Definicié szerint konfluens hipergeometrikus fliggvénynek nevezziik a

M (a,b, z) Z Z—n

sor alakban eléallo fiiggvényeket, ahol

4 — 0, ha n = 0;
|l ala+1)...(a+n—1), han>0,

az ugynevezett Pochhammer-szimbélum. Nyilvanval6, hogy ezen fliggvé-
nyek nem a definicio szerinti alakjuk miatt lesznek szamunkra érdekesek, hanem
mert jol ismert tény, hogy amennyiben Re(a) és Re(b) pozitivak, felirhaték az
alabbi integralalakban:

M(a,b,z) = %/0 u N1 —u)’ e du.

Az mar latszik, hogy a korabbi szuperkritikussagra és a generatorfiiggvény
fixpontjara vonatkozd osszefiiggéseink megfogalmazhatéak konfluens hipergeo-
metrikus fiiggvények segitségével, de ez elsO rdnézésre nem feltétlentl visz
kozelebb a szdmolas leegyszertisitéséhez. Utobbihoz annyit kell csak megje-
gyezni, hogy ezen fliggvényeket a legtobb tudoményos program tudja kezelni.
Példéaul ilyen hipergeometrikus fiiggvényeket numerikusan kozelit6 fliiggvény a
Mathematica® program HypergeometriclFi[a,b,z], a MATLAB® szoftver
kummer (a,b,z), vagy az fAsianOptions’ R csomag kummerM(a,b,z) fiiggvé-
nye. SOt, ezek mellett rengeteg tovabbi neten hozzaférhetd szamoldgép is van.
I[lyen példaul a Keisan Online Calculator.

Felszerelkezve a konfluens hipergeometrikus fiiggvények fegyverével, tér-
junk ra az emlitett extrém paraméterezések vizsgdlatdra. Elsoként taglaljuk
azt a szitudciét, amikor az utdédszamot meghatarozé p-t 0-nak valasztjuk.
Vildgos, hogy ebben a helyzetben, egy-egy sziiletés esetén az 1j csucs csak
egy éllel csatlakozik az addigi grafhoz, tehat a hal6zat nem tartalmaz kort. Ha
a modellbol kiszedjiik az élek halalozasat, akkor a Barabasi-Albert fanak
nevezett dinamikusan fejlédé véletlen grafot kapjuk. Ez a halézat dgy novek-
szik, hogy egy sziiletés soran egy fokszamaranyos valasztds alapjan valasztott
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csucshoz kotiink egy 14j csicsot, mely ténylegesen egybeesik avval, ha el6szor
véletlenszertien véalasztunk egy élt, majd annak egy csicsét. (Ezen véletlen graf
modell méds médszerekkel val6 vizsgalatat tartalmazzak a [15] és [17] cikkek.)

Amennyiben viszont megengedjiik az élek oregedését, a kapott graf mar
nem marad Osszefliggd, a torlés néhany ilyen fabdl és sok izolalt pontbol alld
erdoket eredményez. Ugyanakkor, az el6bb taglalt hipergeometrikus fiiggvé-
nyek segitségével a korabbi eredményeink konnyedén formalizalhatdak. Az
oregedéssel ellatott Barabasi-Albert fa szuperkritikussaganak feltétele, hogy

LM(l, 1—+b+1, 1) >1
1+0 c c

teljesiiljon, mig a szuperkritikus graf y kihalasi valdszintisége el6all, mint az

| 14b
o, 2R Y o
140 c c

egyenlet legkisebb nemnegativ gyoke. Erdemes megjegyezni, hogy egy él varha-
to élettartama egybeesik az elobbi egyenlétlenség bal oldalan talalhatd kife-
jezéssel. Hasonldan, a graf novekedését leird o Malthus-paraméter megkaphato,

mint az
1 1+5b 1
M 17u+17_ =1
a+1+b c c

egyenlet egyediili pozitiv gyoke. S6t, az is konnyedén addodik, hogy a fokszam-
folyamat szuperkritikussaga megegyezik a

1 1+b 1
— M 1,i+1,— > 2
1+b c c

feltétel teljesiilésével, illetoleg, ha ez teljesiil, akkor [-val jelolt Malthus-pa-
ramétere addédik, mint az alabbi egyenlet egyediili pozitiv gyoke:

1 1 1
B+1+0D c c

Térjiink ra arra a masik extrém esetre, mikor az utodlast leir6 valdszinti-
ségre p = 1 all. Ekkor minden sziiletési pillanatban a graf egy korabbi éléhez
egy 2 éli csillag, mas néven cseresznye adédik. Amennyiben a haldlozdst megint
csak elhagyjuk a modellbdl, a kapott grafot a [5] cikk alapjdn szokas véletlen
cseresznye faként is emlegetni (megjegyezve, hogy az a szokdsos értelemben
nem lesz fa). Ennek és altaldnositdsainak vizsgdlata megtaldlhat6 a [16] cikk-
ben.

A Barabasi-Albert fdhoz hasonléan, egy plusz v = (1 —u)? véltozé helyet-
tesités utan, az oregedéssel ellatott cseresznye fak esetén is hasznalhatjuk a
konfluens hipergeometrikus fiiggvényeket a képleteink egyszertisitésére. Azaz
felirhatd, hogy a folyamat pontosan akkor szuperkritikus, ha

2 1+0 1
— M| 1 1, =) >1
1+ (’ 2 ’20) ’
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illetve ebben az esetben a kihalas y-nal jelolt valdszintisége megegyezik az

1 1+0 2
ﬂM 1’i+17y_ =1
140 2c 2c

egyenlet legkisebb nemnegativ gyokével. A Malthus-paraméter el6all, mint a

2 1+b 1
—M ]_’u_’_]_’— :1
a+1+0b 2¢ 2¢

egyediili pozitiv gyoke. S6t, egy rogzitett csics fokszamfolyamatéra felirhato,
hogy pontosan akkor szuperkritikus, ha

1 1+0b 1
— M1, —+1, — ] >1
140 <’ 2 T 720)

teljestl, illetve a megfelel6 § Malthus-paramétert megkaphatjuk, mint az a-
labbi egyenlet egyediili pozitiv gyokét:

1 B4+1+b 1
— M1, ——+1, — | =1
L+1+0b (’ e T ’20)
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4. Osszefoglalés

A dolgozat soran bemutatésra keriilt az altalanos eldgazo folyamatok,
idében fejlodo véletlen grafok vizsgédlatara vonatkozo tdjfajta megkozelitése.
Az alapotlet az volt, hogy az eldgazd folyamatot a graf élein értelmezziik,
ezzel megengedve, hogy a graf a speidlis fa struktiratol eltéré osszetettebb
alakot 0ltson. Az ad6dé modell nem a valésagtol teljesen elrugaszkodott, ugya-
nis extremélis paramétervalasztassal megmutathatd, hogy tartalmazza a [5]
cikkben taglalt t-cseresznye gréafot, illetve az nagy népszeriiségnek orvendd
fokszdmardnyos valasztassal névekvé fa modellt (lasd [17]).

Természetesen ahhoz, hogy az analizis teljes legyen, sziikségiink volt né-
hany, az altalanos elagazo folyamatokrdl ismert elméleti eredményre. Ezen
konvergenciatételeket egy tomor bevezetés utan a 2. fejezetben taglaltuk. Ha-
bar a késobbiekben nem alkalmaztuk, el6szor megmutattuk, hogy a megfelel6
feltételek mellett egy ilyen lenormaélt, leszamolt elagazoé folyamat sztochasztiku-
san konvergens. Ugyanezen az tton, kicsivel tobb technikai 1épést felhasznalva
belattuk, hogy ha valamivel tobbet tesziink fel, akkor 1 valdszintiségli kon-
vergencia is teljesiil. Nem meglepd, hogy mindkét bizonyitas soran egy jol
megvalasztott, reprodukcids érték martingdlnak nevezett martingal jatszik koz-
ponti szerepet, karoltve a nagy szamok torvényeinek megfeleld alakjaival.

A megfelel$ apparatus taglalasa utan, a 3. fejezetben ratértiink a kolla-
boraciés modell preciz definidlaséara, illetve vizsgalatara. Néhany olyan tech-
nikaibb 1épés elvégzése utan, mint példaul az élettartam tuléléstiiggvényének
kiszamoldasa, vagy az egy él utdédainak szamat leird valdszintiségi valtozd gene-
ratorfiiggvényének meghatarozasa, a korabbi modszereket konnyen tudtuk ka-
matoztatni. Példaul megmutattuk, hogy a novekedéssel lenormalva, milyen
hatarvaltozé irja le a grafmodell éleinek szamat, hogyan alakul a véletlen graf
csucsainak és éleinek aranya. Egy 1j, de az eredetivel szoros kapcsolatban allg
altalanos eldgazo folyamat segitségével megvizsgaltuk azt is, hogy mi mond-
haté el egy rogzitett csics fokszamanak alakulasarol. Végezetill a megfeleld
normalé tényezé meghatarozasaval, a korabbi eredményeinket atemeltiik az
eredeti kollaboraciés modell egy diszkrét idejli verzidjara is.

Habar mindezeket Osszevetve egy teljes képet kaptunk a kollaboréaciés
modellrdl, illetve az altalanos eldgazé folyamatok tjszerti felhasznalasi médja-
r6l, a dolgozatot mégis érdemes néhany tovabbi megjegyzéssel lezarni. Vissza-
tekintve a modell definiciéjara vildgos, hogy abban szerepel par, a szamola-
sokat megkonnyitd, de nem sziikségszeri feltétel. Az elsé ilyen nagyon specia-
lis feltétel az élek bioldgiai kor linedris fiiggvényével megegyez6 hazardrataval
valé halédlozésa. Konnyen lathaté, hogy a linedaris fiiggvény &altalanos mono-
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ton novo fiiggvényre cserélése soran a kihalas taglalasahoz sziikséges utodlas
generatorfiiggvényének meghatarozasa mar nem mikodik a differencidlegyen-
letre valé visszavezetés modszerével. SOt, ezen az altalanossag miatt az élet-
tartam tulélésfiiggvényének szamoldsanal korabban alkalmazott felcserélheto-
ség elvész, aminek kovetkeztében egy zart alak megadasa reménytelenné valik.

Egy tjabb feltétel gyengitést eredményez, ha az utédlast meghatarozd
p paramétert a fizikai kortdl fiigg6vé tesszik, vagyis formailag p helyett p(t)
valoszintiségfiiggvényt irunk. Meglepé modon az élettartam tulélésfiiggvényére
vonatkozo szamolasunk atemelheté ebbe az altalanosabb modellbe is, amely
az aldbbi formulat eredményezi:

1— L(t) = exp { —(1+0b)t+ /l (p(tu)eQCt(“*l) + q(tu)ed(“’l)>du}.

(Ennek bizonyitasa megtalalhaté a [18] cikk zaré megjegyzésében.) Habar
ez azt a latszatot keltheti, hogy igy a korabbi kollaboraciés modell aszimp-
totikus viselkedésére vonatkozo Osszefliggéseink, kis modositastol eltekintve
egyszerlien atemelhetoek erre az dltalanos modellre, ez nincs igy. Ennek oka az,
hogy az utdédok szamanak, az utddlasi valdszintiség fizikai kortdl vald fliggése
altal okozott, fizikai id6t6l vald fiiggése miatt, azokban a képletekben, melyek-
ben eddig zart alakot tudtunk adni (példdul a (mw(X),&(N) egyiittes eloszlas
generdtorfiiggvénye), ennek lehetésége elvész.

Mindezek mellett a modell tébb iranyban altaldnosithato. Példaul érdemes
lehet megvizsgalni azt, hogy a sziikséges feltételek mellett hogyan médosulnak
az eredmények ha egy sziiletési esemény soran nem csak egy, hanem véletlen
szamu 14j csucs adodik a gréafhoz, a korabbi mechanizmus szerint. Ennél egy
fokkal érdekesebb modellt eredményez ha véletlenszerii csticsszam mellett elfe-
lejtjiik a kollaboraciés dinamika altal adodo graf struktirat és az éleket hiperé-
lekre cseréljiik. Ekkor egy olyan véletlen hipergrafot kapunk, melyet az eredeti
kollaboraciés modell dinamikéja vezérel, ugyanakkor mindig csak egy utéd
sziiletik. Tehat a kihalds valdszintiségére kordbban addodott Osszefliggést itt is
hasznalhatjuk, s6t jelen esetben ez még egyszertibb alakra redukalédik, hiszen
itt a p = 0 is fennall. Vagyis a szuperkritikus esetben a kapott k-kollaboracios
modell kihaldsanak valésziniisége a

I by
1:—/(1—u) c lec"du
¢ Jo

y-ra felirt egyenlet legkisebb nemnegativ gyoke. Erdemes megjegyezni, hogy
a hiperélek aszimptotikus viselkedésének vizsgalatahoz maér, a tobbtipusos
altalanos elagazé folyamatok elméletében valé elmélyedés sziikséges.

Magatol értetédo, hogy nem csak feltétel gyengités, illetve altalanositas
lehetséges, az eredeti kollaboraciés modellre is vonatkozik néhany tovabbi
megvalaszolatlan kérdés. Az egyik ilyen, véletlen grafok soran gyakorta fel-
bukkané probléma, hogy mi mondhaté el az aszimptotikus fokszameloszlasrol.
Ezzel kapcsolatban azt érdemes megjegyezni, hogy bar a Crump-Mode-Jagers
folyamat az altalanossaganak koszonhetéen nagyon sok informaciot hordoz
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magaban, mivel a modellben az éleken van definialva, igy a csiicsok egy kalap
alatt valo kezelése nem adodik egy jol valasztott véletlen karakterisztika hasz-
nalataval. Ezen feliil, ahogyan az mar sokszor felbukkant a véletlen grafok
témakorben (példdul a Barabési-Albert modell kiilonbozé valtozatai esetén),
egy fix csucs fokszamanak viselkedésébol nem lehet koévetkeztetni az Osszes
csucsra egyiittesen. Tehat az aszimptotikus fokszameloszlas vizsgalatahoz mas-
fajta megkozelitésre van sziikségiink.

Ennél talan konnyebb (de egyelére nem megoldott) probléma a maximalis
fokszam aszimptotikus viselkedésének kérdése. Ennek megvalaszolasahoz nem
feltétleniil kell mas modszerekhez folyamodnunk, ugyanakkor megmutathato,
hogy ez nagyban tamaszkodik az altalanos eldgazé folyamatok esetén a mo-
mentumok végességére adhaté feltételekre, mely tipusi eredmények a szakiro-
dalomban kevésbé vannak jelen. Ennek kovetkezményeképp ez az onmagaban
is izgalmas kérdés az eldgazo folyamatok elméletét is bovitheti, amely joval
nagyobb érdeklodésre adhat okot, mint egy konkrét véletlen graf modell teljes
korti analizise.
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