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Koszonetnyilvanitas

Ezaton szeretnék koszonetet mondani témavezetémnek a dolgozat elkészitése soran és az
azt megel6zden tett erdfeszitéseiért, hogy a sziikséges elméletet konnyen megérthessem és
el tudjam sajatitani. Tovabba koszonet illeti azon tanarokat is, akik a sziikséges alapis-
mereteket, eszkozoket nydjtottak, ami altal a témamat konnyebben fel tudtam dolgozni.
[lletve nem utols6 sorban készonettel tartozom csaldadomnak, a dolgozat késziilése kdzben

és az egyetemi évek alatt nyujtott tAmogatéisaért.

IT



Tartalomjegyzék

1. Bevezetés|

2. Galton-Watson folyamat|

2.1. Alaptogalmak| . . . . .. .. ... .. ... o

[2.1.1.  Generator figgvény| . . . . . . . . . . ...

[2.1.2. Kihalas valoszintisége| . . . . . . . . . ... ... ..

[4.7. Eredmények| . . . . . ...

[4.8. Sejtek rezisztenciajanak modellezésel. . . . . . .. ..o o000

4.81. Amodelll. . . . . . . . . .

I5. Osszefoglald|

|  Irodalomjegyzék]|

I1I

D =W N

13
14
16
18
24

28
29
34
44
ol
52

55

56



1. Bevezetés

Dolgozatom f6 motivacioja a Matematika egy olyan teriiletének vizsgéilata, amelyik az
orvostudoményban is nagy jelentGséggel bir. Ebb6l adédoan az elagazé folyamatok [6]-
ban megjelend altalanos eredmények felvezetésére, illetve bemutatisara épitem a szak-
dolgozatomat. Az eldgaz6 folyamatok eredményeit szamtalan més tudoméanyteriileten is
alkalmazzak a matematikan kiviil. Ilyen a genetika, ahol az Y kromoszéma kihalasanak
vizsgalata megfeleltethet a csaladnevek kihalasanak vizsgalataval; a jarvanytan, ahol a
kiilonb6z6 betegségek, jarvanyok terjedésének vizsgalatara hasznalhato; a fizika, ahol a
nuklearis lancreakciok elemzésében jatszik fontos szerepet, csak hogy parat megemlitsiink.

Az elsé szakaszban bemutatom az elmélet eredetét, illetve az els6ként vizsgélt elagazo
folyamatot, a Galton-Watson folyamatot. Ebben a részben a [2]-bdl épitkeziink, hogy a
Galton-Watson folyamat tulajdonsagait és a hozza kapcsolédo fontosabb dllitasokat, téte-
leket megfogalmazzuk. A kivetkezs szakaszban méar az elagazé folyamatok altalanosabb
eredményeit targyaljuk a valtozo kornyezet bevezetésével tobbek kozott a [4]-ben és a
[3]-ban megjelené eredmények segitségével. Itt is bemutatjuk az elmélet felvezetéseként
szolgédlo eszkozoket, illetve megvizsgaljuk, hogy az alap esetben érvényes hangsilyosabb
tételek milyen moédositasokkal maradnak érvényben a valtozo kornyezet bevezetésével. A
dolgozat hatralevé részében pedig azt az altalanos elméletet fogjuk bemutatni, aminek
segitségével a valtozo kornyezetben tekintett eldgazo folyamatok vizsgélata lényegesen
egyszertibbé valik. Itt réviden arrél lesz sz6, hogyha a valtozoé kdrnyezetet definialé va-
loszintiségi valtozok teljesitenek egy feltétel, akkor abbol a korabbiakban targyalt tobb

eredmény ekvivalencidja is kovetkezik.



2. Galton-Watson folyamat

Az elagaz6 folyamat matematikai eszk6zokkel valé megfogalmazésa Francis Galton és H.
W. Watsontol nevéhez kothets. Ok arra a kérdésre keresték a valaszt, hogy a brit csalad-
nevek milyen valoszintiséggel halnak ki. Azt a hipotézist kivantdk megcafolni, miszerint a
kivaltsdgos csaladok altal képviselt csaladnevek nagyobb valészintiséggel halnak ki, mint
az e tekintetben atlagosnak mondhat6 csaladé. Ebbél az okfejtésbél ereds kezdeti ered-
ményeket a [2] segitségével kivanjuk bemutatni. Tekintsiik ehhez a kovetkezdket. Jelolje
X, a n. generacio 1élekszamét. Jelolje tovabba Z, ; az n. generacio j. egyedét, ahol Z,, ;-
krél feltessziik, j > 1 és n > 1-re fiiggetlen azonos eloszlasu valészintiségl valtozok. Az

n. generacié szamossagat a kovetkezSképpen kaphatjuk meg:

anl

Xo=Y Zn; (2.1)
7=1

és ezt az (X,)nen folyamatot eldgazd, valamit Galton-Watson folyamatnak nevezziik. Je-
gyezziik meg a késGbbi eredményekre valo tekintettel, hogy diszkrét eloszlasa valoszintségi

valtozokrol beszéliink.

2.1. Alapfogalmak

Jelolje {px = P(Z,; = k),k = 1,2,...} azon valoszintiségek halmazat, miszerint n.
id6pontban a j. egyed k darab utédot hoz létre. m, pedig a kihalas valoszintiségét minden
n-re, vagyis P(X, = 0) = m,. A folyamat kihalasa azt jelenti, hogy létezik olyan n,
amelyre P(X,, = 0) = 1. Tehat 7 = P(U,>1{X,, = 0}), illetve azt is tudjuk, hogy a
kihalas valosziniisége monoton névé az idg fiiggvényében, igy m = lim,, o, P(X, =0). A

tovabbiakban, hogy eltekintsiink bizonyos specidlis esetektdl, ezért elére tegyiik fel, hogy



0 < po < 1. Hiszen ha P(X; = 0) = 1 lenne, akkor m; = 1, amibdél pedig kovetkezne,
hogy m = 1. Masik esetben, ha P(X; > 1) = 1, akkor viszont m; = 0, tehat m = 0.
Illetve po + p; < 1 feltételre szintén azért van sziikségiink, mivel m,, = P(X,, = 0), amib&l

1 —7, = P(X, = 1) =pt. Ebbgl latszik mar, hogy m, = 1 ebben az esetben is.

2.1.1. Generator fiiggvény

Mivel az (X,,)nen folyamat valoszintiségi valtozok sorozata, ezért minden n. idépontban
meghatarozhatd X, eloszlasa, mégpedig az adott id6pontban tekintett utddeloszlédsok
konvolvalasaval. Mivel egy valosziniiségi valtozo eloszlasa és generatorfiiggvénye koleso-
nosen meghatarozza egymast és feltettiik, hogy az utédeloszlasok fiiggetlen azonos elosz-
lastak, ezért szamitasbeli konnyedség miatt a generatorfiiggvényt hasznéljuk.

Jelolje g(z) = Yo7, prz" a pi valoszintiségek altal definidlt eloszlast valoszintségi

valtozé generator fiiggvényét. Ekkor

gn(2) = B(z"") = 2 P(X, = k)

jeloli az X,, generator fiiggvényét. Vizsgéljuk meg, hogy van-e Osszefiiggés kiilonboz6

id6pontok generator fiiggvényei kozott.

2.1. Allitas. g,.1(2) = gn(9(2))
Bizonyitds. El6szor alkalmazzuk a definiciot, utana pedig a teljes varhato érték tételét:

nia(z) = B = 3" B(EX, = B)P(X, = k) = *
k=0

Tovabba kihasznalva a fiiggetlenséget és a generator fiiggvény definiciojat kapjuk az alli-

tast:

-y H E(z%)P(Xy = k) = 3 9(2)*P(X0 = k) = ga(9(2)



A kapott eredményt tovabb iterdlva a kévetkez6hoz jutunk: g,1(2) = g(...(9(2))). Eb-
bdl specidlisan kijon az is, hogy: ¢gn+1(2) = gnr1-k(gx(2)) is valamilyen k € [1,n]-re. A
tovabbiakban feltessziik, hogy Xy = 1 vagyis, hogy a populaci6 egy egyedbdl indul. Ekkor

ismerjiik a kovetkezét:

E(X1) =Y kpr=g(1)

Ezt a mennyiséget jeloljiik m-mel, ahol 0 < m < oco. Mivel tudjuk tovabbéa a kovetkez&ket

is: B(X,) = g,(1) = £g(gn-1(2)))|s=1, ezért ezt tovabb alakitva kapjuk, hogy:

L 9(ger(@)ler = 6 Vg (1) = mg (1) == m

Ekkor ha n — oo, akkor

(i) E(X,)—0,ham<1,
(i)  E(X,) — 1, ham=1,
(1ii)  E(X,)— oo, ham > 1.
Ezeket az eseteket a megfelels sorrendben szubkritikus-, kritikus-, illetve szuperkritikus-

nak nevezziik. A folyamat varhato értékének ismeretében, révid szamoléssal a szorasnégy-

zetre is kapunk explicit eredményt , ami a kévetkezd:

no-, ham=1

2,y n—1m"—1
g m =10 ham;ﬁ 1

2.1.2. Kihalas valészintisége

A kovetkezd részben a kihalasi valoszintség fogalméanak részletezésével foglalkozunk. Le-
gyen m, = P(X,, = 0) = ¢,(0). Vagyis ha létezik n, hogy P(X,, = 0) > 0, akkor
P(Us1{X, = 0}) = 7, Tudjuk tehat, hogy gui1(0) = Tusr = g(ga(0)) = g(m).
Kihasznalva, hogy ¢ folytonos fiiggvény, és lim, .., m, = 7 kapjuk a kovetkez§ fontos

Osszefiiggést:



2.2. Allitas. Ezt a w-t explicit a z = g(2) egyenlet legkisebb gyikeként kaphatjuk meg.

Bizonyitds. Legyen r ez a legkisebb gyok, amire teljesiil, hogy » > 0 és r > m,. Alkal-
mazzuk a g fiiggvényt a legutolsé egyenlétlenségre. Igy g(r) > g(mo), amibdl kovetkezik,
hogy r > m;. Ezt iterdlva kapjuk, hogy » > m,, és ha n — oo, akkor megkapjuk, hogy
r=m. |

Az eddigiekbdl latszik, hogy ha m < 1, akkor m = 1 és ha, m > 1, akkor 7 < 1, de egy
rovid szamoléssal az is megallapithato, hogy m = 1 esetben is teljesiil, hogy m = 1. Mivel
tudjuk, hogy a kihalas valoszintisége milyen kapcsolatban van a varhato értékkel, ezért

érdemes a konvergencia sebességrdl is szot ejteni:

2.3. tétel. Legyen m =1 és o0 < oo, ekkor

2
P(X, >0)~ —
Mivel a tétel bizonyitasa hosszi és tovabbi elGkésziileteket igényel, ezért ezt nem ki-
vanjuk bemutatni. Helyette gondoljuk meg a kovetkezét. m = 1 esetben tudjuk, hogy
1 = E(X,) = E(X,|X, > 0)P(X, >0)+0x P(X,, = 0). Az eddigiekbdl pedig ko-
vetkezik, hogy F(X,|X, > 0) — oo, ahogy n — oo, tehat ha a folyamatot amellett a
feltétel mellett vizsgéaljuk, hogy nem hal ki és az utddeloszlasok varhato értéke 1, akkor
a folyamat a végtelenbe divergal. Mint lathat6 az m = 1 eset rendelkezik érdekesebb, ke-
véshé trivialis tulajdonsagokkal, ezért ennek az esetnek tovabbi tulajdonsagait is fogjuk

vizsgalni:

2.4. tétel. Legyen m =1 és o0 < oo, ekkor

Xn 2
lim P(— > x| X, > 0) = ea:p( — %),ahol x> 0.
n—00 n g

Mivel a folyamat feltételes varhato értékérdl lattuk, hogy n-el ardnyosan novekszik, ezért

valoban egy értelmes Gtletnek tiinik, az n-el val6 normalizaltjdnak vizsgalata.

Bizonyitds. Azt szeretnénk itt belatni, hogy



lim E[e*Ci)|X, > 0] = ;
n—00 1+ a%

Vegyiik észre, hogy ennek az egyenletnek a jobb oldala, a tételbeli egyenlet jobb oldalanak
Laplace transzforméltjanak felel meg. Az egyenlet baloldala pedig a kovetkezGvel egyezik
meg:

gule™) = 9u(0) _, __[n(1—g,(0))]"

1 —gn(O) a [n(l _gn<ei%))]il.

Ahhoz, hogy a bizonyitast befejezhessiik, a kivetkez6 lemmat szeretnénk alkalmazni.

2.5. Lemma. Legyen m =1 és 0 < oo, ekkor

Ebbdl kovetkezGen, n — oo hataratmenettel, az[2.1.2] egyenlet jobb oldalanak szamlaloja

tart %Q—hez. A nevezére pedig teljesiil a kovetkezd,

: 1 : o? 1 o 1
lim —=lm|(—+ —m— | = — + —
2 n(l—en)

n—00 n[l — gn(e’n)] n—o0

A kapott eredményeket visszahelyettesitve, beigazolodik az allitasunk.

Megkaptuk, hogy az X,, normalizaltjanak eloszlésa, adott feltételek mellett tart az expo-

nenciilis eloszlashoz.

2.2. Hatareloszlasok

Xn

mn

A tovabbiakban vizsgaljuk a kovetkezG hanyadost: W,, =
2.6. Allitas. W, martingdl minden n > 0 esetén.
Bizonyitds. Legyen F,, = o(Xo, X1,...,X,). Ekkor

E(Xn-i-l’f.n) == E(Xn—i-l‘Xn = knaXn—l = kn—la s aXn = kO) = E(Xn-l—l’Xn = kn) ==



Xn Xn
E<Z T i1 X = k:n> — E(Z Zw) = X, m.
j=1 Jj=1

Ahol a masodik egyenlGség jelnél a folyamat Markov tulajdonsagat hasznaltuk ki, a har-
madiknél a feltételtdl valo fiiggetlenséget. Ekkor,

X,m X,
EKLV%+1LF%)1: 0 = ::vvﬁ

Tnn+1 mn

Mivel definicionk szerint % > 0, ezért W,, egy nem negativ martingal, amir6l tudjuk,
hogy konvergens. Tehat 3W valdszintiségi valtozo, amire teljesiil, hogy W = lim,, ., W,.

Vizsgaljuk most a {W = 0} halmazt. Az eddigiekbdl mar vilagos az a tartalmazas,
miszerint {X,, = 0} C {X,,11 = 0}, amibdl kévetkezik, hogy {W,, = 0} C {W,,11 = 0}.
Most vizsgaljuk azt az esetet, amikor m < 1, vagyis a folyamat szubkritikus. Ez azt
jelenti, hogy P(X, = 1) < 1, amibdl kovetkezik, hogy m = 1, tehat P(W =0) = 1. A

maésik eset érdekesebb eredményt ad, ezért ezt bGvebben taglaljuk:
2.7. Allitas. Legyen m > 1,0% < oo, ekkor P(W =0) = 7.

Bizonyitds. El6szor lassuk be a kovetkezdt: {W,,n > 1} korlatos Lo-ben. Elgszor W,
definici6jat hasznaljuk, utana a masodik momentumot atirjuk az altalunk kivant alakra

és a korabbi szorédssal kapcsolatos eredményt behelyettesitjiik:

X\ 1 1
) = B( () ) = mm B0 = S (D00) + X)) =
o2mn—1 m”fll 1 o2
——— " +l=0"—" 1< ——+1
m2n i 7 m(m—1)+ _m(m—l)+

Mivel minden n-re feliilr] becsiiltiink, ezért sup, E(W,)? < co, amib6l mar kovetkezik,
hogy egy Lo-ben konvergens martingalt kapunk: W,, — W Lay-ben. Az Ls-beli konvergen-
ciabol kovetkezik az is, hogy E(W) = lim,,_,o, E(W,,) = 1, amibdl pedig kovetkezik, hogy
P(W =0) < 1. Legyen most P(W = 0) = ¢q. Ekkor pedig szintén a korabbiakbol adodik,

hogy

g=PW =0)=> P(W=0[X,=k)P(X,=k) =Y _ ¢"P(X; =k) = g(q)

k>0 k>0



allitas felhasznalasaval az eddigiekbdl vilagos, hogy P(W = 0) = 7.
|

Azonban szeretnénk az Lo-nél erGsebb konvergenciat is belatni. Erre tekintstink két tételt,

amelyek koziil az el6bbi bizonyitas nélkiil keriil kozlésre.

2.8. tétel. Tegyiik fel, hogy m > 1 és & valdsziniségi vdltozora teljesiljon a kovetkezd:
E(&logt¢) = 0o. Ekkor P(W =0) =1 teljestil.

2.9. tétel. Tegyiik fel, hogy m > 1 és E(logTE) < oo, ekkor E(W)=1 teljesiil, amibdl
pedig az is kovetkezik, hogy P(W = 0) =

Bizonyitds. Vizsgalataink kozéppontjaban, a kovetkez6 Laplace-transzfomalt fog allni:

—uWn konvex fiiggvény n > 1 mellett szubmartingal, hiszen tudjuk

u > 0-ra ¢, véges. Az e
W,-161, hogy martingal. Ebbdl pedig mar kovetkezik, hogy On(u) < ¢pa1(u). Tudjuk,
hogy ¢n(u) = [5° e dQw, (z), illetve analog modon ¢(u) = [ e " dQw(x). Mivel
mar belattuk hogy lim, .. W,, = W L2-beli konvergencia teljesul, amib6l kovetkezik,
hogy Qw, (z) — Qw(x) gyengén, amint n — co. Az eddigiek a kovetkezst eredményezik

limy, 00 Pna1(u) = ¢(u). Vizsgaljuk a Laplace transzformalt derivaltjat a nulla pontban,

¢ (u) = E(=We ™) Lamibél ¢ (0) = —E(W)
Ennek ismeretében azt kivanjuk belatni, hogy

¢(u) —1

lim =—1

u—0 u
Ennél egy jobb megkozelités a kovetkezd vizsgalata: lim, w Felhasznéal-
juk azt az eredményt, miszerint lim, .o = = (e™*)'|,z9 = —1. Ekkor a feladatunk a

kovetkezd bizonyitasara egyszeriisddik:

lim
u—0 U



Eszrevehetjiik azt is, hogy ¢o(u) = E(e™""?) = e, hiszen Wy = 2% és kikotottiik,
hogy a populacié 1 egyedbdl induljon. Megmutattuk eddig, hogy ¢, monoton névekedd
és hatarértéke a ¢-hez tart. Most ¢g-t visszahelyettesitve a kordbbi hanyadosba, irjuk azt

at osszeg alakba. Vizsgaljuk tehat a hataréték mogotti részt.

u

P(u) — ¢o(u) _ i Pry1(u) — dn(u)

A kovetkez6 otlet az, hogy keressiink Osszefiiggést ¢, és ¢, kozott. Ehhez hasznaljuk
¢n(u) definiciojat.

Oulu) = B(e™"™) = B(e™"nh) = 3 P(X = j)(e777)] =

Jj=0

9 (€77) = g(ga-s (¢770T)) = g(Sur(ufm)

Kihasznaltuk tovabba a W, definiciojat és a generator fiiggvényre korabban kapott [2.1}es
Osszefiiggést is. A tovabbiakban legyen, w = Yp41(u). Alkalmazzuk az elgbbi

Otletet az 10 valtozora.

 dunn(w) — dulu) _ 9(0n(2) — 9(6ur())

%H(U) u » =
g((bn(%)) - g(gbnfl(%)) ¢n(%) - @bnfl(%) (bn(%) - Qﬁn*l(%) . u
D) = Pn-1(55) u = o B %(m)

Azért volt sziikség a (¢ (%) — dn-1(:2))/(@n(5) — dn-1(;%)) hanyadossal valé bévitésre,
hogy az egyenl6tlenség bal oldalanak elsé tagjat foliilrsl tudjuk becsiilni m-el, a Lagrange
kozépérték tétel alapjan. A kapott Osszefiiggést iterdlva arra a becslésre jutunk, hogy
Unp1(u) < Pp(2) < Ypa(g) < -0 < Ui(5%). Ezeket felhasznalva kapjuk a kovetkezd

eredményt.

o(u) ; do(u) _ > ¢n+1(u)u— Pn(u) S G () < W () + 1 (ufm) + gn (u/m?) ..

Mivel az egyenlGtlenség bal oldalarol tudjuk, hogy nem negativ, ezért ha a jobb oldalrol
belatnank, hogy v — 0 mellett 0-hoz tart, akkor készen lennénk. Ezért vizsgaljuk a

jobboldalt:



lim ¢4 (u) = lim M — lim E(e‘“WI) e U _

u—0 u—0 U u—0 u

Ble=™W1)—1 1—¢u
1im[(e )1 e]:—1+1:0

u—0 u u

[tt kihasznaltuk F(WW7) = 1. Vizsgaljuk meg a derivaltat is:

vt =y

{(ﬂl(u) e gi(u) - e‘“} . [cbl(u) et ¢y(u) +e‘“} _

U u? u—0 U 2u

lim qb/l(u) e’ = lim {eu —! + E(_Wleiuwl) + E(qu —
u—0 2u u—0 2u 2u
ting 5| 4 BOR((1= ) fu))| = 5= 1+t EOT((1 - ) /)] =

L—EX(W)) + E(WP)] ha E(W}) < oo

00 Jha E(W3?) = oo

Ahol masodik egyenl@ségnél a L’Hospital-szabalyt alkalmaztuk. A kapott kifejezés
utolso egyenldségénél ha E(W) < oo, akkor az egész kifejezés tart $D?(WE)-hez, ahol
a dominalt konvergencia tételt hasznaltuk. Ha viszont F(W?) = oo, akkor alkalmazva a
Fatou lemmat, az egész kifejezésre azt kapjuk, hogy a végtelenhez tart. Tehat ha u kicsi,
akkor 1, (u) > 0. Ezeket felhasznilva, tekintsiink a > °° 1 (u/m™) Osszegre, mint egy
integral kozelits osszegre. Hasznaljuk a ¢ — 11 (u/m') folytonos leképezést, arra hogy ez

el6bbi Osszegre az integral also kozelitd Osszegeként tekintsiink:

= u > u
;wl(ﬁ) §/0 ¢1<%>dt

A jobboldalrél be szeretnénk latni, hogy nulla amint v — 0. Ehhez alkalmazzunk valtozo

cserét, mégpedig ugy, hogy v = u/m'. Ebb6l kovetkezéen ¢ = m(log(u) — log(v)).

Visszahelyettesitve a jobboldalba, és a megfelel§ atalakitasokat elvégezve kapjuk, hogy:

10



1 v -1 -1
/ ¢1(v) —l—v_i_e +Udv
log v?

V2

«, 0,

A masodik egyenlgségnél 11 (u) definiciojat alkalmaztuk. A kapott 6sszeg masodik tagjara

tudjuk alkalmazni a kovetkez6 becslést:

u —v u
. eV —1+4v ) 1 Lo
lim ——dv < lim — = lim — — 0.
u—0 0 1)2 u—0 0 u—0 2

Hiszen a szamlalo feliilrsl becsiilhets v?/2-vel. Tehat elég az els6 tagot tovabb elemezni.

u 1 u g —oW -1 u —UW1_1
/ é1(v) : +Ud1):/ (e )2 —H)dvz/ E(e 2+UW1)dU:
v v v
0 0 0

P —1 1
/ / +dedFW1 / / e —dsdFy, (x) = *

[tt kihasznaltuk, hogy E(W;) = 1, a varhato értéket integral alakba irtuk, illetve elvé-

geztiik a vr = s valtozo cserét. Tovabb egyszertisitve a kovetkez6t kapjuk.

* = / / — 1 i Sl’dele (x)

Most a bels§ integralt szeretnénk vizsgalni rogzitett x mellett, és keresiink egy integral-

hat6é majoranst a dominalt konvergencia tétel alkalmazhatosaga érdekében:

uT ,—s _ | 1 -5 _1 uT o=s _ 1
0 S 0 S 1 S

x

Az els6 tagot feliilr6l tudjuk becsiilni $-el, ahogy korabban lattuk, ezért vizsgaljuk most

a mésodikat, amirdl pedig a kdvetkezdket tudjuk:

uxr S __ 1 o0 1 ux 1
og/ e—zﬁdsg/ —ds+/ —ds
1 s 1 1

A korabbi két eredményt Gsszerakva kapjuk, hogy :

ux —-s __ 1 3
x/ - 2 +Sd3 < g+x[1 +log™ (uz)] < Ex—f—xlog(x),ha u<1.
0 S

Visszahelyettesitve a belatandé egyenletebe megkapjuk a kivant eredményt:
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>3 3
/ % + zlog(z)dFy, (x) = §E(W1) + E(Wilog™ (W) < oo
0

A végesség a feltételébsl adodik. Tehat lim, o ) -, ¥ni1(u) — 0, ami pedig azt ered-
ményezi, hogy E(W) = 1.
|
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3. Elagaz6 folyamatok valtozo

kornyezetben
A valtozé kornyezet bevezetéséhez tekintsiik a 7, Zs, ... valészintségi valtozo sorozatot

és az Iy, Fy...-t mint ezek eloszlasat. Z,, j-k ekkor j > 1,n > 0 mellett fiiggetlenek. To-
vabbé ha n-et lerogzitjiik, akkor Z, j-k j > 1 mellett azonos eloszlastak a Z,-el. Xy =1
kezdeti érték mellett, ugyaniigy mint a GGalton-Watson folyamat esetében a popu-
lacio alakulasat a kovetkezs egyenlet irja le: X, = Zj.(:”fl Zy,j. Ekkor az (X,,)nen folya-
matot valtozo kornyezetben vizsgalt elagazé folyamatnak nevezziik, ahol v = (Fy, Fy, .. .)
a valtozo kornyezet jelolése és Xy = 1. A valtozd kornyezet bevezetésével, az eldgazo
folyamatok elméletének altalanositédsa a cél és ezaltal életszerd szituaciok modellezése.
A tovabbiakban azt szeretnénk bemutatni, hogy az egyszerd Galton-Watson folyamatra
kijott eredményekbsl melyek azok, amelyek bizonyos tovabbi feltételek mellett valtozo
koérnyezetben is érvényben maradnak.

Miel6tt tovabb haladnank, vizsgéljuk meg Gjra a folyamat elemzésénél eddig hasznalt
generator fliggvényt. Amit tudunk a valtozo kornyezet nélkiili elagazé folyamatokrol, hogy
X,, generétor fiiggvénye megadhato, mint f,(s) = E(s*") = > 77 2 P(X,, = k). Mivel
eddig fiiggetlen azonos eloszlast valoszintiségi valtozoként jellemeztiik a utdédokat, ezért
azok generator fliggvényével nem volt érdemes foglalkozni. Most azonban bevezetjiik az
gn(s) = E(s%) = > 22, 2" P(Z, = k)-t mint a Z, generator fiiggvénye, ami az n. idépont
utodait jellemzi. Ekkor tehat felirhaté a kovetkezd Osszefiiggés a generator fiiggvények

kozott:

fa(s) = (900910 gn1)(s) (3.2)
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Mivel a kornyezet valtozo, ezért a folyamat varhato értékét is kicsit pontositani kell a
korabbiakhoz képest. Legyen tehéat p, = E(Z,) és m, = E(X,). A generator fiiggvények
el6bb ismertetett tulajdonsdgibol kovetkezik, hogy: m,, = H?:_Ol L -

3.3. Korai eredmények

Ebben a részben hasonloé eredményeket szeretnénk bemutatni, mint amik a Galton-
Watson esetben is megfigyelhetGek voltak. Az els6 ilyen Lindvall nevéhez fiiz6dik. Az
alap esetben megmutattuk, hogy a folyamat hatarértéke a (Z,),>0 valoszintségi valtozo,
ami a valtoz6 kornyezet hianyaban X,,-el egyezett meg, varhato értékétsl fiiggott. Még-
pedig tgy, hogy 0-hoz tart, amennyiben E(Z,) < 1 és oo-hez ha E(Z,) > 1. Viltozo

koérnyezetben is ez a kettd hatarérték lesz iranyado.

3.10. tétel (Lindvall, 1974). [9] Tegyiik fel, hogy g.(s) # 1, minden n > 1 és |s| < 1-re
teljesiil. Ekkor létezzen eqy Xo wvaloszintségi valtozo gy, hogy X, — Xo m.m., illetve
(P(Xoo = 0)+ P(Xo = 00)) < 1 akkor és csak akkor, ha ) " (1 —pn1) < 00, ahol p,,-et
a kovetkezdképpen definidljuk p,y = P(X,, =1), n > 0.

Ez a tétel J.D.Church azonos tételének tovabb gondolésa, amely a m.m. konvergencia

helyett az eloszlasbeli konvergenciat bizonyitja.

Bizonyitds. Tegyiik fel tehat, hogy Y > (1 —pn1) < 00, és hasznaljuk az e(s) = s jelolést.
Tovabba jeldlje || o || a suprémum norméat a [0, 1] intervallumon. J.D.Church tételébol
tudjuk, hogy ebbdl mar kovetkezik az, hogy (P(X, = 0) + P(Xo = 00)) < 1. Mivel a
m.m. konvergencia erésebb az eloszlasbeli konvergencidnal, ezért ennek bizonyitasaval a

tétel bizonyitasaval is készen lennénk. Most tekintsiik a kdvetkezd becslést:

Hgn - 6” = sup pmSi - (1 — Pn1 +pn1)8 =
0<s<1 | =5
su wist — (1= pn1)sl < 2(1 = p,
OSSI; ZP (1= pm1) (1 = pn1)

i#1
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Az els6 egyenlGség egyszertien csak az eddigi feltételeknek atirdsa. Az egyenlGtlenség-
nél kihasznaltuk, hogy a generator fiiggvény nem negativ és monoton névé. Ezt a becslést

ismerve, a sorosszegrdl is tudjuk, hogy véges:

D gn—ell <2) (1= pm) < 0. (3.3)
n=0 n=0

Vegyilink most egy ng kiiszobindexet, ami elég nagy ahhoz, hogy a kdvetkezd becslés

teljesiiljon: 2" |lgn — || < 1. Tudjuk, hogy g,-nek létezik inverze, és az értelmes

minden n > ng-ra az [3, 1] tartomanyon. Most definidljuk, az a,, = %—et, és ez alapjan

4
rektrzioval hatarozzuk meg, az a,-eket, az el6bb definialt tartoményon az g,,_1(a,) = a,_1

egyenlet segitségével. Ez az egyenlet értelmes és ekkor a kdvetkezs becslést hasznalhatjuk:

o0 oo 1
Z \an - an+1‘ = Z ‘gn(anJrl) - an+1‘ < Z

n=ng n=ng

Itt csak a korabbi definiciokat és eredményeket hasznaltuk fel. Ebbdl viszont az latszik,
hogy az a,, sorozat konvergens, valamint a,, — a, ahol % <a< %, ami a norma becslésébdl
kovetkezik.

Most tekintsiik az aX" sorozatot, ahol n-re az eddigiek érvényben maradnak, és legyen

B, = o(Xo, X1,...,X,) afolyamat altal generalt o-algebra. Nézziik a kovetkez$ lemmat:

3.11. Lemma. a;" martingdl és adaptdlt B, -re.

Bizonyitds. Az a-ra ismert korlatokbol az Li-beliség kovetkezik, az adaptaltsag pedig
trivialis hiszen, mind az X,,, mint az a, mértheté B,-re nézve. Tehit egyediil a martin-

galtulajdonsag bizonyitasa maradt hétra.

X, X, X Zn
E(an-&l‘Bn) = E(an_ﬁl‘Xn) = E(an-{-l 1 X,) =
Xn
Z’ﬂj [ — n
H E(ayyi) = (gn(ang1))™ = anX
j=1

Az els6 egyenletnél kihasznéltuk a folyamat Markov tulajdonsagat, az utolsé egyenletnél

pedig a [3.3}ban bizonyitott Osszefiiggést, amikkel belattuk a martingal tulajdonsagot is.
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Mivel aX egy véges, nemnegativ martingal, ezért Doob martingél konvergencia tételele
alapjan 1 valoszintiséggel 1étezik hatarértéke, ami legyen Y. Innen mér kénnyen lathatjuk,
hogy létezik X,-nek hatarértéke, ami viszont nem feltétleniil véges, hiszen 0 < a < 1 és

X, novekedésével el6fordulhat, hogy lim,, o aX» =0 =Y

lim X, = (Ina)'In Y = X, m.m..

n—oo

Belattuk tehat, hogy a valtozé kornyezetii elagazo folyamatba is atiiltethets az az
eredmény miszerint a folyamatnak létezik hatarértéke. Ezt a gondolatot tovabb alakitva
egy masik szép eredményt is szeretnénk bemutatni, ami tobblet feltételek mellett de ebben
a bGvebb kornyezetben is érvényben marad. Ez pedig a folyamat normalizaltjanak elosz-
lasban a standard exponencidlishoz valo tartasa. Ez az eredmény Nicholas Bhattacharya
és Mark Perlman nevéhez fiz6dik, ezért a kovetkezd rész eredményei a [3]-as cikkre té-

maszkodnak {6ként.

3.4. A normalizalt folyamat konvergenciaja

Az eredeti Tétel feltételei érvényben maradnak, vagyis a szorasnégyzet végessége,
illetve az hogy a[2.1.1}es besorolas alapjan a kritikus osztalyba tartozo folyamatot vizs-
galunk. Azonban mint latni fogjuk, a kritikus besorolashoz tartozo feltétel kiilonbozni
fog a Galton — Watson esettdl. Jelolje most ((,)nen azt a feltételes folyamatot, ahol ,

valoszintiségi valtozo eloszlasa a kovetkezs valoszintiségekkel adhato meg:

P(X, = k)
1- P(X,=0)

P(X, = k|X,, #0) =

hol £ > 1 egész szam. Ekkor a tétel a kovetkez6képpen fogalmazhato at: ha teljesiilnek
a (x) feltetelek, akkor lim,, . P((X,/E(,) > z|X,, # 0) = exp(—x), ahol z > 0. Ennek
belatasdhoz még meg kell adni a pontos feltételeket. Ehhez azonban még egy jeldlésre

sziikségiink van, ez pedig a kovetkezd:
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— g;(1)

= 2Himya

T, = (3.4)

Most nézziik milyen feltételek sziikségesek a tétel megfelel kimondasahoz.

3.12. Feltételek. Az elsd pdr feltétel a szokdsos reqularitdsi feltételek kozé tartozik:

(F1)  sup,sq P(Z, =0) <1,

(F2)  limsup, . [P(Z,=0)+P(Z,=1)] <1
Az el6bbi feltétel megakaddlyozza a folyamat eqy generdcion beliili biztos kihaldsdt, a md-
sodik pedig a folyamat fejlddésének stagndldsdt eldzi meg.

Ezzel megakaddlyozzuk hogy eqy tiszta sziletési folyamatrol beszélhessiink. Az eddigi hdarom

feltétel ismerds lehet, a Galton-Watson folyamatndl megkovetelt regularitasi feltételekbol

:
(F4a)  sup,>q E(Z)) <oo,r=1,2,3
(F4b)  sup,sq E(Z)) < oo, r>1

Az elsé hdarom momentum korldtossdga elegendd feltételnek bizonyul az eloszldsban vald

konvergencidhoz, az (F4b) pedig a momentumok konvergencidjihoz sziikséges feltétel.

(F5) T'p — oo,

(F6) mul, — 00

n — oo mellett. Az altalunk taglalt tételkorben az (F'4b) feltételre nem lesz sziikségiink,
igy hat feltétel alatt az ezen kiviili feltételekre fogunk hivatkozni. Az utolsé két feltétel
fogja meghatarozni ebben az esetben a kritikus osztalyt. Ha jobban megfigyeljiik a [3.4}es
osszefiiggést, akkor észrevehetjiik, hogy az (F'5)-0s feltétel miatt nem tartozhat a folyamat
a szuperkritikus osztalyba. Hiszen, mivel egy egyed utdédlasanak varhato értéke megha-
ladja az egyet, ezért a nevez6 generaciorol generaciéra néne, aminek kévetkeztében egyre
kisebb szamok keriilnének hozzdadasra. A szubkritikus régiobol az (F'6)-os feltétel zarja

ki a folyamatot hasonlé meggondolasbol mint amit az el6bbiekben levezettiink. Tovabba
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ha a folyamat elsé és masodik momentuma véges és pozitiv, akkor az (F'5) a kvetkezore

egyszeriisodik: > 7 = 00. Ahhoz, hogy a feltételes folyamat egyaltalan tarthasson

n= OE(X)

a standard exponencialishoz sziikséges, hogy a feltétel nélkiili folyamat 1 valészintiséggel
kihaljon. Miel6tt belekezdenénk a bizonyitas modszertani felvezetéséhez emlitsiik meg,

hogy P.Jagers mas feltételek mellett de egy hasonlo eredményt bizonyitott korabban.

3.4.1. Eszkozok
3.13. tétel (Jagers, 1974). [4l] Tegyiik fel, hogy a kivetkezdk teljesiilnek:
(1) Do o pakk® egyenletesen konvergens n-ben,
(1)  infpsi g, >0
(4ii) 0 <inf,>1 m, < sup,s;m, < oo
Ekkor a kovetkezd jelolés segitségével:

-1 //

3

k=0 ka,u k

teljesiil, hogy:

X
limP( >x‘X #O)—ez
n—00 b,m,,

Erdemes megfigyelni, hogy Jagers (iii) feltételébél kovetkezik az (F5)-(F6). Azt is konnyt
észrevenni, hogy ez nem megfordithato. Ennek szemléltetésére egy egyszeri példat mu-

tatunk be:

3.14. Példa. Legyen P(Zy = 1) = 1 és minden n > 1-re teljesiiljenek a kovetkezsk:
P(Z,=2)=%2 P(Z,=0)=1-P(Z, =2).

Egyszeri szamolassal megkapjuk, hogy u, = ”T“ és m,, = n. Az latszik, hogy ez a folya-
mat teljesiti a regularitasi feltételeket, de azt sem nehezebb belatni, hogy az (F5)-(F6)

feltételt is teljesiti, amint n-el tartunk a végtelenbe.

n—1 ” n—1 n—1

2 mJH ]:0 n+1 = n+1
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Az utolso egyenléség jobb oldalarol pedig tudjuk, hogy n — oo mellett végtelenhez tart.
Az utols6d egyenl@ség jobb oldalat beszorozva egy tovabbi monoton névé szammal, a
kimenet nem valtozik, és igy az (F'6) is teljesiil. Pont ebbdl az aszimptotikabol 1atszik,
hogy a Jagers téle feltétel viszont nem teljesiil, hiszen lim,, ., m,, = co. Most mar viszont

kimondhatjuk az igért tételt.

3.15. tétel (Bhattacharya és Perlman, 2017). [9/
Legyen a, = E(X,|X,, # 0). Ekkor ha teljesil a[3.12-ben megfogalmazott hat feltétel,
akkor:

lim P(X—>a:‘X %O) =e "
n—oo

A bizonyitas tobb érdekes gondolatmenetet tartalmaz, ezért szeretnénk ezt bemutatni.
Mivel ez nem egy teljesen természetes bizonyitas ezért a hasznalt eszkéztarat mutatjuk
be el6szor, amit a végén csak dsszerakva kijon a kivant eredmény. Eloljaroban, annyit el-
arulunk, hogy a bizonyitas célja, megmutatni, hogy a [3.15}ben szerepls baloldal Laplace
transzformaltja, tart a standard exponencialis Laplace transzforméltjdhoz. Ezt azért te-
hetjiik meg, mert hiszen tudjuk, hogy a Laplace transzformaltak egyez&ségébdl kovetkezik
az eloszlasok egyezésége is. Az els6 eszkoz, amit fel szeretnénk hasznalni az Alan Agresti
nevéhez fizodik, ami a folyamat generator fiiggvényére ad alsé és felsG hatart minden n

id6pontra. Mivel a bizonyitas hosszi és koriilményes, ezért csak a tételt emlitjiik meg.

3.16. tétel ([I]). Ha g, (1) < oo minden n-re, akkor

// N

)_1§1—fn(s)§(1_s z m)

=0

(= 5

=0 m]+1

Amit itt egybdl észrevehetiink, hogy a bal oldali tag szummaja, pont a [3.4tben definialit
I, fiiggvény. Az (F'6) konnyebb megértéséhez hasznaljuk a teljes varhato érték tételét a
kovetkezSképpen:

my, = B(X,,) = E(X,|X, = 0)P(X, = 0) + E(X,|X, # 0)P(X, #0) =
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E(X,| X, # 0)P(X, # 0)

Hasznalva a ¢,, = P(X,, # 0) jelolést, kapjuk a kovetkezst:

X, B X,
P<Z>xXn7£0)—P< n/¢n>x

Ennek segitségével pedig arra az eredményre fogunk jutni, hogy a lim, .. ¢,I, = 1,

X, #0)

aminek felhasznélasaval a hatodik feltétel azt allitja, hogy a nevezd tart a végtelenhez,

ami nyilvan sziikséges is. Most tekintsiink két segédtételt és egy segédlemmat:

3.17. tétel. Ha fenndll a[3.1%-ban definidlt hat feltétel, akkor a feltétel nélkili (X,)nen

folyamat 1 valosziniséggel kihal.
3.18. tétel. Ha fenndll a[3.1%-bam definidlt hat feltétel, akkor ¢, I, — 1, amint n — oo.

3.19. Lemma. Tegyiik fel, hogy teljesil az (F1) — (F'5) feltétel, illetve léteznek olyan

C, N > 0 szamok, hogy minden n > N-re teljesil a kovetkezd becslés:

n—1 " -1
_ ( ) g; (fi(0)
T = , Z 21

3115+1

Ennek a lemmanak a segitségével tudjuk finomitani becslésben a korlatokat, de mivel
csak a becslésre lesz sziikségiink, ezért a bizonyitast nem kozoljiik. Tekintsiik most elGszor

a tétel bizonyitasat, mert az nagyon egyszeri és sziikség lesz ra a késGbbiekben is.

Tétel bizonyitdsa. A hatodik feltételt felhasznalva lathato, hogy also korlatja

aszimptotikusan FL:
n

//

(=5 Ztm) = (=i 1))~

J

ahol az utolso egyenlségnél az (F'6)-ra hivatkozunk. Tovabba felhasznélva a es lem-
méat adodik, hogy a jobb oldalnal egy pontosabb fels§ becslés pedig aszimptotikusan
kisebb mint C'g-.

n—1 n—1 " -1
( + 9; (fin(0 ) < C(— + E gﬂ—()) ~C—
1—s)m = 201,m 41 (1 —s)m, g 2/1,m41 r,
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Ha a kapott eredményeket visszahelyettesitjiik be és hasznéljuk a ¢, jelolést, akkor

a kovetkez6 eredményt kapjuk:

1 < lim inf ¢,,I', < l1m sup ¢, I',, < C

n—o0

Amibdl pedig mar latszik, hogy mivel I';, (F'5) alapjan tart a végtelenhez, ezért ¢, nul-
lahoz kell tartson, vagyis a feltétel nélkiili folyamat kihaldsdhoz vezet.

A as tétel bizonyitasa méar sokkal tobb Gtletet tartalmaz, ezért ezt mutatjuk most
be:

Tétel bizonyitdsa. Tekintsiik a j id6pontban elinditott folyamatot, vagyis az (X, )nen-
et ahol n > j és X; = 1. Ekkor a kordbban hasznalt ¢,-et a kovetkezéképpen definiélhat-
juk erre a feltételes folyamatra: ¢;, = P(X,, = 0|X; = 1) és definialjuk egytuttal az ehhez

a feltételes folyamathoz tartozo generator fiiggvényt is:

fin(s) =(gj0gj410- .. gn-1)(8) (3.5)

A as tételbdl ismerjiik a kovetkezs becslést: ¢, < % Ezt tovabb tudjuk alakitani a

kovetkezdre:
1 1
< C =C 3.6
(bj - Z Qk (1) m; (Fn — F]) ( )
k=j Q#k (mE41/my)
Fontos még kiemelni a konnyebb megértés szempontjabol, hogy az “££L a bizonyitas elején

meghatarozott folyamat varhato értéke, ami a folyamat varhato ertekenek definici6jabol
kovetkezik, miszerint m,, = [I, -
Most véalasszuk meg N-et olyan nagyra, n > 0-t olyan kicsire, illetve L-et tgy, hogy

teljesiiljenek a kévetkezdk:

Jnf g,(1) >n

n

supg, (1) < L
n>0
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Ahol kihasznaltuk az elébbinél az (F3) feltételt, a utobbinal pedig az (F'4) feltételt,
miszerint még a harmadik momentum is véges. Legyen tovabba ¢ > 0 olyan, amivel a

kovetkez6 index sorozatot definialni tudjuk:

J(n) = min{j : ¢ > =}

Azok az indexek amelyekre az teljesiil, hogy j < J(n), azt eredményezik, hogy ¢,
kozel legyen a nulldhoz. A kovetkezSkben megmutatjuk, hogy a {j < J(n)} halmaz
komplementere nem jarul hozzéa szamottevGen a szumméazashoz, ami[3.16|felss korlatjaban
jelenik meg.

Azt mar belattuk a [3.17}os tételben, hogy a folyamat kihal, tehat ¢;, — 0 rogzitett
j mellett amint n — oo. Ezt felhasznalva észrevehetjiik, hogy J(n) — oo is teljesiil, ha
n — oo. Tovabba ha N < j < J(n), akkor ¢;, < Z, ami J(n) definiciojabol adodik. Ezt

kovetGen felhasznéilva a Lagrange kozépérték-tételt a kovetkez6 eredményre jutunk:

"

9; (fin(0)) = g, (1 — @) = g; (1) —

g; (1) (1 - %) > g; (1) (1 - ¢j"> > g; (1)(1—¢)

g; (1) n

Ahol € € (1—¢j,, 1). Itt felhasznaltuk a par sorral feljebb bevezetett jelélések definicidjat.

(€)¢Jn > 9j< ) — Lgjn > (3.7)

Hogy tovabb mehessiink a|3.16|egyenlétlenséget egy kicsit més formara hozzuk, ami legyen

a kovetkezd:

n—1 “ —1 n—1 —1

g g )
(1 1y ) Sl—fn<s>§(1 -+ QJJ )
— s mn iz0 RIS - 5 o “HiT+1

.

Ezt megtehetjiik, hiszen tétel bizonyitasa pont ezt eredményezi, ahol az 7; valoszi-
nifségi valtozora a kovetkezd feltétel vonatkozik f;,(0) < 7; < 1. Tehat hasznalhatjuk
helyette az f;,-et, illetve ezt O-val helyettesitve egy gyengébb felsé becslést kapunk. Ezt
még tovabb alakitva s = 0 helyen:

n—1 " n—1
1 g9;(1) ) ( 9; (fin(0 )
— Y ) << (D
(mn o 2/,ijj+1 mp = 2,ujmj+1
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Az eddigi eredményeinket és ezt a becslést felhasznalva a kovetkezéképpen haladhatunk

tovabb:

J(n)—1

L)

=0 2/‘ijj+1

IV

n—1 7
1> 1 >L(L+Zgj(f]n( >
anr F my =0 2/,ij]+1

J(n)—1 n .
> i( > AN )) = Fi(l — &)l

o Fn =0 2Mjmj+1 n

Felhasznéltuk a legelején atételt, azt kovetGen a J(n)-el kapcsolatos becslésiinket. Az
utolso elStti egyenlGségnél kihasznaltuk a 3.7 ben kiszdmolt becslést. Habar a feltevések
kozott szerepelt, hogy N < 7, ez mégsem jelent problémat, hiszen véges sok hasonld esetet
szamitason kiviil hagyhatunk a I',, — oo feltevés miatt. A folytatasban azt hasznéljuk
fel, hogy I'j(my < Iy, ami a I' és J(n) definiciojabol nyilvanvalé és igy:

Doy Loy Tom (1—o)— [ ()

1
(1= — _ <
Fn< &) stm) r, -1, - T, T,

Végezetiil azt szeretnénk megmutatni, hogy a jobboldali kifejezés aszimptotikusan 0-hoz

tart. Ehhez a kovetkez6 becsléseket hasznaljuk:

I‘n - 1—‘J(n) < C < CL 1
Fn - mJ(n)¢J(n)nFn -one m](n)rn
Kihasznaltuk a bizonyitas elején a [3.6tban kapott eredményt, illetve .J(n) definiciojat

ismét. Tovabba felhasznalva, hogy J(n) — oo kapjuk a kovetkezdt:

mJ(n)Fn > mJ(n)FJ(n) — 00

Amib6l mar kovetkezik, hogy a kivant Osszefiiggés nulldhoz tart. Ahonnan mér trivialis

a tétel bizonyitasanak befejezése. Minden € > 0 mellett:

1> lim sup > lim inf >1—c

n—oo ol n—o0 L
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Most mér minden eszkoz a keziinkben van, hogy bebizonyitsuk a Os tételt, ezért

lassunk is neki.

3.4.2. Eredmény

Bizonyitds. Ahogy mar korabban is emlitettiik, az (F'4a) feltétel mellett, azt szeretnénk

belatni, hogy a (,/E(, Laplace transzformaltja tart a standard exponencialis Laplace

transzformaltjihoz, az F—hez Ennek belatashoz induljunk ki a generator fliggvény de-
finiciojabol:
fa(s) = E(s*") = P(X,, # 0)E(s*"|X,, # 0) + P(X,, = 0)E(s*"|X, =0) =  (3.8)

¢nE(3xn|Xn #0)+ (1 —¢n)

Most tekintsiik f,(s)-t az exp( — m) helyen. Ekkor a kovetkezd alakn lesz:

s X, fn(exp(—m))—l
E(exp(— E(Xn\Xn;éO))‘X"#O) = o +1 (3.9)

fen(-g) 1
On

Ez ugyanaz az eredmeény, ami a [3.8ben is kijott. A as tétel bizonyitasabol lattuk,

hogy igaz a kiovetkezs:

n—1

Zg UinO) _ 1 ot

j= 2:ujm]+1
Ezzel a es becslést tovabb tudjuk alakitani a kévetkezéképpen:

(m + Fn)l <1— fals) < (ﬁ +T, + O(Fn)) B

Ezt ugy szeretnék atalakitani, hogy hasonlitson af3.9}ben kapott Laplace transzformaltra.
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) T =L PEREY S

A generator fliggvényt ismét az exp(— $n ) helyen tekintve, azt kapjuk, hogy:

_i((l—exp(l s%))mn—i—f‘n—i—o(rn))_l§E<exp( (XS";(( 5 ’X #o)

<1-——

Pn ((1 — exp(—22

Tehat elég belatni, hogy:

1 1 o
lim 1 — —( + Fn> =
n-yoo On \ (1 — exp(—%))mn 1+s

Az (F6)-bol és a[3.17}as tételbol kdvetkezik, hogy limy, o 2= = 0, amib6l pedig az latszik,
hogy exp(— Si:) — 1. Befejezésiil hasznéljuk az els6 rendd sorfejtését az exponencialis

résznek:

1

Pn ((1 - exp(1

-1 1 1 -1
) ) -
o)) On \ (552 + o) )m

T ( : +1)_1
Fn(bn 5¢nrn+0(¢nrn)

Ha n — oo, akkor mar kovetkezik a tétel allitasa.

-1
lim 1— — ! +1 [ !
lIl'l - = —_— pr—
n—oo Fn¢n S¢nrn + O(¢nrn) I+s I+s

Ahol még felhasznaltuk a eredményét. Itt pedig ismét hivatkozhatunk arra, hogy
a Laplace transzforméltak egyezdségébdl kovetkezik az eloszlasok egyezGsége és ezzel a
bizonyitas teljes.
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Miel6tt tovabb mennénk egy példan nézziik meg, hogy tulajdonképpen ez a tétel mit is

jelent, és milyen esetekben teljesiil.

3.20. Példa. Tegyiik fel, hogy az utddeloszlasok azonos eloszlasbol szarmaznak, ami ebben
az esetben legyen Poisson, Z ~ Poisson()). Ekkor A = 1 esetben, a tétel alapjan,

teljesiil a kdvetkezd:

Xn 2
lim P(—>x!X >O>—emp(——§),aholm20.
n—oo g
Most vezessiik be a valtozo kérnyezetet a kovetkez&képpen:
v = (Z1 ~ Poisson(\), Zy ~ Poisson(As), ..., Zy, ~ Poisson(\,)).

Ha (X\))j=12,.. # 0 akkor az (F'1) — (F'3) regularitasi feltételek teljesiilnek. A negyedik
feltétel megvizsgalasihoz tekintsiik a Poisson eloszlds momentumait.

E(Z,) = X\

E(Z%) = N+

E(Z3) = MN+3\+ )
Ebbél lathato, hogy (A;)j=12.. < oo mellett az (F'4) is teljesiil. Vizsgaljuk meg tehat a
fennmarado (F5) — (F'6) feltételeket.

. n—1 A? - n—1 1
I = ijo W - Zj—o 21T A

1} Py -1 X -1
m, D = I /\ZJOW_Z?OQHJ N = 2o 3 iy A

A most leirtakbol arra a kovetkeztetésre juthatunk, hogy lim, .., I', = oo csak akkor

teljesiil, ha lim; o Hj;lki # oo. Ez példaul teljesiil, ha ()\;);—12.. < 1 és konnyen
sériilhet ha (\;)j=12,. > 1. Az (F'6)-os feltételnél pont az ellenkez6jét figyelhetjiik meg,
mégpedig azt, hogy (A;);j=12.. > 1 esetben teljesiil a feltétel, és (););j=12.. < 1 esetben
pedig konnyen talalunk olyan példat amelyre sériil.

Tekintsiik most azt az esetet j = 1,2,...-re, amikor (};) € {c, %}, ahol 0 < ¢ < 1
és P(\j = ¢) = P(\; = %) = 0.5 lesz. n — oo mellett kénnyen beleeshetiink abba a

hibéba, hogy m,, ~ 1-et feltételeziink, hiszen kioltjak egymast a valtozasok. Ekkor persze
teljesiilni Jagers feltétele, amibgl pedig kdvetkezne, hogy a tételt is kielégiti ez a
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példa. Azonban végig gondolva hogy ez egy binomidlis fAn miképpen festene, levonhatjuk
a megfelels kovetkeztetéseket: amint ¢ tavolodik az 1-t6l ugy egyre laposabb lesz a E(X,,)
eloszlasanak a farka, amire viszont ardanyaiban nagyobb stly keriil igy az (F'5) nem fog

minden esetben teljesiilni.

Az eddigiek soran azt lathattuk, hogy amig a Galton-Watson folyamatrol és annak jel-
lemzGirsl targyaltunk, addig a tételek és bizonyitasok felépitésének egy egyszerd menete
volt, ahol a hasznalt eszkozok jelentSs része kozismert analizisbeli tudéast igényelt. Ami-
kor bevezettiik a valtozo kornyezetet és a Galton-Watson folyamat eredményeit mutattuk
be ebben a altalanosabb keret rendszerben, akkor mar nem voltak elegendGek egyszertd
gondolatmenetek, hanem t6bb segéd lemma konstrualasa kellett, hogy a bizonyitésok
megalljak helyiiket. Ezek a segéd lemmék nagyon fontos 1j eszkézok, amiket maguk a
megalkotok is t6bb tételiik soran alkalmaztak.

A tovabbikban viszont egy mésfajta altalanositast szeretnénk bemutatni, amivel a
dolgozat f6 bemutatandé elméletéhez érkeztiink. Fz pedig abban fog kiilonb6zni a korab-
biaktol, hogy itt az alap allitas nem egy egyszeri végeredményre fog vezetni, hanem t6bb
eredmény ekvivalenciajat fogja alatamasztani. A kovetkezGkben targyalt eredmények [6]

cikkének segitségével keriil bemutatasra.
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4. Altalanos eredmények valtozo

kornyezetben

El6zetesen fontos kihangstlyozni, hogy ez az altalanos elmélet az extrém esetekkel nem
kivan foglalkozni. A célja nem az, hogy minden el6fordulo eloszlas altal generalt folyamat-
ra igazoljon valamit, hanem a gyakrabban el6fordul6/hagyoméanyosakra. Ki is mondjuk

a {6 feltételt, amire a késébbiekben (A)-ként fogunk hivatkozni:

dey < oo,V >1:E(Z,(Z,—1)) <aEY,E(Y,—-1Y, >1)

Ezt a feltételt azonban egyaltalan nem egyszerd ellenérizni a megjelend feltételes var-
hato érték miatt, ezért egy mésik feltételt is bevezetiink, amit kénnyebb bizonyitani és

kivetkezik bel6le (A). Ezt nevezziik (A*)-nak:

Jes < 00,V 12> 1: B(Zu(Zn — 1)(Zn — 2)) < &2 E(Zn(Zy — 1))(1 + B(Zy))

Miel6tt ratérnénk a lényegi részére az elméletnek vezessiik be a hasznalt jeloléseket, amik
tulajdonképpen a korabbiak kiegészitése. A jelolések a faktorialis momentumokra vonat-

koznak elGszor:
e EZ)=p=g(),
o B(Z(Z-1)=g(1),
e EZ(Z-1)(Z-2)=4"(1).

Ezt kévetGen a normalizéltjukra is bevezetiink jeloléseket:
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e v=E(Z(Z-1)/EZ)"
o p=Var(2)/E(Z)?*=v+1/E(Z)—1.
Felelevenitjiik a kihalas valoszintiségét, illetve a folyamat varhato értékeét is:
e 7=PX,=0),
o ma=gi(1)...gu(0).
llletve az eddigi jelolésekbe elvégezve a folyamatra adott id6pontjara torténd behelyette-

sitéseket:

o un=g,(1)/g,(1)

o =t 1/g,(1) - 1L
A jelolések bevezetése utan az elméleti attekinté a kovetkezGképpen fog torténni: eld-
szOr bemutatjuk a tételek egy par példaval szemléltetve, utana bevezetiink néhény segéd
lemméat amik a bizonyitasok végigvezetéséhez sziikségesek, a végén pedig az (A) és (A*)

viszonyat valamint a bizonyitasokat fogjuk ismertetni.

4.5. Tételek

A tételek a kovetkezd logikai menetet fogjak felvenni: ha teljesiil (A) vagy (A*), akkor az
adott allitasok ekvivalensek. Ez nyilvanvaloan egy nagy fegyvertény, hiszen egy probléma

vizsgalatanal kevesebb tulajdonsag ellenérzése elegendd a kivant informécié kinyeréséhez.
4.21. tétel. Tegyiik fel, hogy (A) teljesiil. Ekkor a kivetkezd dllitdsok ekvivalensek:

(1) w=1

(i) E(Xy)? = o(E(X7))

00 Pk
(441) pra =00

mMg—1

(iv)  m, — 0 és/vagy Y oo, SRR
ME—1

Es a kovetkezok is ekvivalensek lesznek eqymdssal:

29



(v) w<l1
(vi)  E(X3) = O(E(Xn)?)

. o Pk
vl _ < o0
(wii) 3,

Vg

(viti)  F0<r<oo:my,—rés Yy < 0o

me—1

Az (i) és (iv) allitasok kimondjak, hogy a folyamat 1 vagy kevesebb mint 1 valészintiséggel
hal ki. Ezt bizonyithatjak a (ii7) és (vii) allitasok, hiszen a nevezdt tekintve gyanakod-
hatunk arra, hogy amint f, (1) — 0, akkor a nevezd tart a nullihoz és az Ssszeadando
értékek egyre nének. A (vi) allitas a folyamat névekedésének mértékének meghatarozasa-
ban fog segiteni. A (iv) és (viii) allitasok pedig a folyamat osztalyokba valo besorolasat
fogjak meghatarozni, ahogy a Galton-Watson esetben is lathattuk.

Itt érdemes megjegyezni, hogy a (v) — (vii) allitasok ekvivalencidjanak bizonyitésa a

[10]-es cikkben is megtalalhato amellett a feltétel mellett, hogy:

sup || X |0 < 00
n

Ehhez a tételhez még azt érdemes megemliteni, hogy [I]-ben a kihalas valoszintisége

L
my—1

a kovetkezGvel ekvivalensen lett meghatarozva: Y oo = o00. Agresti azért kothette
egy egyszertibb feltételhez az 1 valoszintiségii kihalast, mert az ekvivalenciat eredményezd

alap feltételek sokkal szigoribbak. O megkoveteli a kivetkezé analogiat:

e ha sup,-9,(1)/g2(1) < oo akkor m =1 = 37 1/my_; = o0

e ha30<ng< oo inf,sn g, (1)/g,(1) >0 akkor Y22 1/my 1 =00 = 7=1

Hogy a (iii) vagy (vii) feltétel, illetve Agresti feltételének kiillonbozdségét szemléltessiik,
bemutatunk két egyszerd példat:

4.22. Példa. Tegyiik fel, hogy Z,, csak két értéket vehet fel mégpedig a kovetkez6képpen:
P(Z, =n+2) =31 P(Z, =0) =21 Ebbdl rovid szamoléssal a kovetkezsk adod-
nak: B(Z,(Z, — 1)) = W2 0 B(Z,) =1+ 2, BE(Z, —1]Z, > 1) ~ n. Ekkor

trividlisan tudunk valasztani olyan ci-et, hogy (A)-ba behelyettesitve n < ¢i(1 + %)n

(n+1)!

n2 , . L, .
Sty ™~ 3 €8 Pn M, amivel korabbi

Tovabba kiszamolhato, hogy m,, = [[7—; (1 + 2) =
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tanulmanyainkbo6l mar tudjuk, hogy > 77, 1/my_1 < oo, de >~ pr/my_1 = oo.

A [4.2T] tételbol kovetkezik, hogy ekkor a folyamat 1 valoszintiséggel kihal. De amint latjuk
ebbdl nem kovetkezik, hogy > /7, ﬁ = 00, hiszen sup,~,g,(1)/¢2(1) = n, ami tart
végtelenhez, amint n — oo.

Most tekintsiink a masik "szereposztasra" is egy szemléletes példat:

4.23. Példa. Tegyiik fel most azt, hogy Z, harom értéket vehet fel a kovetkezSképpen:
P(Z, =0) = P(Z, = 2) = 55, P(Z, = 1) = 1 — . Ebb¢l kénnyen adodik, hogy
E(Zy(Zy—1) =55 +1— 5 -1~ 5 BE(Z,) =1, E(Z, — 1|Z, > 1) ~ 5. Most
is konnyt belatni, hogy tudunk valasztani olyan ci-et, hogy (A)-ba behelyettesitve igaz
lesz a kdvetkezd # < ¢ * # Tovabba kiszamolhato, hogy m,, =1 és p, ~ 1/n?, amibdl
pedig kovetkezik, hogy > 77, 1/my_1 = 0o, de > ;o pr/my—1 < 00.

Itt ugyanigy mint az elbbi példanal, ha Agresti sajat feltételét hasznalnank, akkor a
Yooy ﬁ = 00-bdl kévetkezne, hogy a folyamat 1 valoszintiséggel kihal, ami nem teljesiil.
Mégpedig azért nem, mert a masodik feltétel, a 30 < ng < oo inf,>n, g, (1)/g,(1) > 0

nem teljesiil, hiszen g, (1)/g, (1) = 33— — 0, han — oco.

2n
Ezzel jol lathato, hogy a es tétel altalanosabb vizsgalatnak enged teret. A kovetkezd

tétel a folyamat normalizaltjaval, W,-el foglalkozik.

4.24. tétel. Tegyiik fel, hogy (A) teljesil. Ekkor a kivetkezdk igazak:

(1)  Ham=1, akkor W =0 m.m.
(i)  Haw<1, akkor EOW)=1¢és P(W =0)=n
Ez emlékeztethet minket a [2.8) és 2.9 es tételekre a kozonséges Galton — Watson esethbél.

A kovetkezGkben vizsgaljuk azt a feltételes folyamatot, ahol a feltétel az, hogy a folyamat

1 valoszintiséggel nem hal ki.

4.25. tétel. Tegyiik fel, hogy (A) teljesiil. Ekkor a kivetkezd feltételek ekvivalensek:

(1) Ve >0-ra, 3c < 00, hogy P(X, > X, >0)<e,Vn>0
(1¢)  Fe, hogy em,, < P(X,, > 0) <m, , Vn >0, vagy ami azzal ekvivalens, hogy
sup,,>o £(X,| X, > 0) < oo
0o Vg 1
(i13) Y g P O(m_n) , ahogy n — oo
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Erdemes itt megemliteni, hogy a m < 1 esetben a feltételek tulajdonképen abban az
esetben fognak teljesiilni, hogyha 0 < lim,_,,, m, < oco. Ezt szokas, nyers forditasban
ragados folyamatnak hivni, ugyanis nem tart a végtelenhez sem, de nulldhoz sem. Ha
m = 1, akkor méar érdekesebb a helyzet, hiszen ha vissza emléksziink, mind a Galton-
Watson esetre, akkor észrevehetjiik, hogy a feltételes folyamatnak, ha az szubkritikus,
volt hatareloszlasa. Ebben az altalanos kontextusban ez viszont nem teljesiilhet, amit a

kovetkez6 példaval szeretnénk ismertetni:

4.26. Példa. Tekintsiink ket kiilon utodeloszlast F és F-t, ugy hogy a hatéareloszlasuk
pedig H és H legyen, ahol ezek kiilonbo6zzenek egymastol. Valasszunk egy természetesen
szamokbol all6 monoton névé sorozatot 0 = ny < ny < ... és tekintsiik az X, elagazo
folyamatot a v = (Fy, Fy,...) valtozd kornyezetben, ahol legyen F,, = F', akkor hogyha
nok < n < nokr1, ahol k € Ny és egyébként pedig F,, = F. Innen mér vilagos, hogyha

(ng)k>o0 elég gyorsan né, akkor az X, folyamat eloszlasban tart h-hoz ha feltessziik,

2k+1

hogy X, > (), illetve X,,,, pedig eloszlasban a h-hoz tart, hogyha X,,, > 0.

2k+1 n2k

Az utolso tétel, a konvergencia sebességrél szol, ami a folyamat kihalasat illeti:

4.27. tétel. Tegyiik fel, hogy (A*) teljesil és m = 1. Tovdbbd tegyik fel azt is, hogy

1 > 14%
m_n N O(Z mk—l)

k=1

ahogy n — o0o. Fkkor igaz lesz a kévetkezd:

P(X, > 0) ~2<§:m2’“_1>1

k=1

ahogy n — oo. Tovdbbd, ha az a, folyamatot a kovetkezdképpen definidljuk:

n
mp Vg

ap = > ,aholn > 1
1 mg—1
akkor a, — oo €s
Xn
lim P(— > x| X, 7&0) =e "
n—oo an
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Elevenitsiik fel egy korabban mar leirt formulat miszerint:

m, = E(X,,) = E(X,|X, = 0)P(X, = 0) + B(X,|X,, # 0)P(X,, #0) =
E(X,| X, # 0)P(X, # 0)

Emlékezve korabbrol, hasznaljuk ismét a ¢, = P(X,, # 0) jelolést, illetve (-t a feltételes

folyamatra. Ekkor:

G _
EB(, =

Ebbél lathato, hogy a feltételes folyamat varhatéd értéke hogyan reprezentalhatd. Ezt
kifejtve:

my, My,
—_—~
On 2000 )

Osszevetve ezt és a tétel allitasait, kapjuk hogy:

n
my my Vi,
Be, =T = e

B ¢n B 2 =1 mg—1

:an

Ezzel a tételben kapott formuldhoz hasonlé alakra hoztuk a bizonyitandé allitast.
Miel6tt ratérnénk a bizonyitashoz sziikséges eszkozok bemutatésara, elgszor gondoljuk

meg, hogy a Galton-Watson folyamat esetében hasznalt osztilyozas, hogy oroklodik at

a valtozo kornyezetbe. Feltételezve a v = (F, Fy, ..., F,) valtozd kirnyezetet és az (A)

feltétel teljesiilését, a kovetkezSképpen sorolhatjuk osztalyba a folyamatot:
szuperkritikus ha lim,, oo My, = 00 é8 Zzozl % < 00
ragadés ha 0 < limy,_yoom, < 00 és > 707, % < 00

)

szubkritikus ha limy, oo my, =06s > p_, = O(an)

L1
= 00 és m—nzo(zzzl m’;’“_l

m

kritikus ha 3772 O
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4.6. Eszkozok

Ahogy emlitettiik korabban, az altalanos elagaz6 folyamatok esetében a bizonyitasok méar
nem vezethetfek végig egy egyenes fonal mentén, ezért el6szor a megfelel segédeszkozo-
ket mutatjuk be és csak azokat fogjuk bizonyitani, ahol a bizonyitas bizonyos lépései a

késGbbiekben is felhasznalasra keriilnek.

4.28. Lemma. Legyen g1, ge két valdsziniségi mérték az (2, A, P) valdszindségi téren,
melyeknek azonos a tartojuk és teljesitik a kovetkezdket: ha tetszdleges y € Ny-ra teljestil,

hogy g1(y) > 0, akkor érvényes lesz a kévetkezd dsszefiiggés is

minden z >y esetében

Tovdbbd legyen, o : Ng — R egy nemecsokkend leképzés. Ekkor igaz lesz a kévetkezd:

> a@ai(y) <D aly)ga(y) (4.10)

y=0 y=0

Bizonyitds. Valasszunk elGszor egy tetszbleges y > 0 ugy, hogy ¢1(y) > 0 teljestiljon.
Mivel g és gy tartoja kozos, ezért go(y) > 0 is teljesiil, illetve azt is tudjuk, hogy

92(2)
92(y)

Z 91(2) < Z

>y a1 (y) >y

Hiszen, ha kiilon-kiilon a tagokra érvényes, akkor azok Osszegére is érvényes marad a
relacio. Most tegyiik fel, hogy 3z < y, hogy ¢1(2) > 0. Ekkor a lemma feltételébdl kovet-
kezik, hogy ¢1(y)/91(2) < g2(y)/g2(2). Ezeket ha Gsszeadjuk az emlitett tartoményon, az

a kovetkezd egyenlGtlenséghez vezet:

91(y) 92(y)
D) S0

z2<y N (Z z<y 92(2

Felhasznélva az eddigieket a kovetkez6 Osszefiiggésre jutunk tetszéleges y € Ny-ra:

Doy 91(2) Y, 0i(2) X, a1(2)/a1(y) _ 2oy 92(2)/92(y)

1= ,0(2)  Y.on(z)  X.o,0@)/aly) ~ X..,90((2)/0()
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2oy 92(2)  2ny92(2)

Zz<y 92(2) 1 Zzzy 92(2)

A mértékek porzitivitasa tovabba a nevez6 és szamlaloban elvégzett ekvivalens atalaki-

tasok miatt a masodik és harmadik egyenlGség mindig igaz lesz. Az egyenlStlenségnél
a szamlaloban a lemma feltételét hasznaltuk ki, a nevez6ben pedig a bizonyitas soran
konstrudltat, azzal a moédositassal hogy itt a reciprokokat tekintettiik. Az el6bbi egyen-

16tlenséghdl pedig kévetkezik az is, hogy :

Y 0i2) <D palz)

z22y 22y

Amibdl latszik, hogy minden y > O-ra is igaz lesz ez az egyenlGtlenség, hiszen tetszéleges
y > 0-ra bizonyitottuk be az allitast, igy mindegyikre érvényes lesz.
Végezetiil definialjuk a h : Ng — R leképzést tigy, hogy Y7 h(j) = a(n), minden

n > O-ra. Ekkor elvégezhet6ek a kovetkezs atalakitasok:

PILCHIBED S WHNCESWIH ACE
PG WACESIPIOACED BUCAE

Ezzel belattuk az allitast tetszéleges z > y-ra, amibdl kdvetkezik, hogy 2z = y-ra is igaz,
amivel pedig a lemma bizonyitasa teljes.

A kévetkez lemma mar kézzelfoghatéan kozelebb visz (A) és (A*) kapesolatanak forma-

lizalasdhoz.

4.29. Lemma. Legyen az (Q, A, P) valdsziniségi téren Y olyan valdsziniségi vdltozd,
amelyik értékeit No-bol veszi fel. Teljesiil rd, hogy 0 < E(Y (Y —1)) < oo. Ekkor igaz lesz

a kovetkezd:

X 2E(Y (Y —1))?
EY -1t > EY(Y — 1)+ E(Y(Y — 1)(Y —2))

(4.11)
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E(Y(Y - 1))
EY)

E(Y(Y — 1)(Y —2))
E(Y(Y - 1))

IN

+1 (4.12)

Bizonyitds. A bizonyités kulcsa az lemma alkalmazasaban rejlik. Legyen Y valoszi-
niiségi valtozo eloszlasa [ és definidljuk a g; és go valoszintiségi mértékeket a kovetkezs-

képpen:

(= Dly) yly—Diy)
nW) =5 iy Y T S hh - i)

teljesiiljon y > 2-re. Ezek a mértékek jol definidltak, ami a lemma feltételébol kévetkezik,

és teljesitik a lemma feltételeit is, hiszen:

gi(z)  (Z=DlUE) 2 a(h = DI(R) (2 = 1)U(2) 2 op9 h(h = 1)I(h)

0(y) (= D) Epos(h = DIR) ~ (y = Dily) Cpss h(h — Di(R) =

22 = DUE) Dopsp h(h = DI(h) — go(2)

Yy = DIY) 2psg (= DI(R) — 9a(y)

igaz lesz minden z > y-ra, illetve ¢;(y) > 0. Ekkor valasszuk meg a(y)-t a kovetkez6kép-
pen: a(y) = y. Hasznélva a lemma allitasat a kovetkez6t kapjuk:

ZyZQ y(y — Di(y) < ZyZQ y*(y — Di(y)
— 1)l

2222(2 Di(z) — 2222 z(z — (=)
Ezt atirva ennek a lemmanak a nyelvezetére, kapjuk az elsg allitdsunknak megfelel§ egyen-
16tlenséget:
EY(Y —-1)) < E(Y*(Y —1))
EY-1)*t = EY({Y -1))

Egyszeri atalakitasokkal kénnyen visszanyerhetd az elsg allités. belatasahoz is a
lemmat szeretnénk alkalmazni, csak a mérték megvalasztasa fog kiilonbozni. Legyen

most:

= e = =
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y > 2-re. Az el6z6hoz hasonloan itt is konnyen belathato, hogy teljesiilnek a lemma
feltételei. Most viszont valasszuk meg a(y)-t a kovetkezSképpen: a(y) = (y — 1), amivel

a kovetkezd egyenlGtlenséghez jutunk:

220y = DY) _ 2y yly — 1)*1(y)
Zz22 zl(z) N Zz22 2(z = 1)I(2)

Ezt az eredményt is az aktudlis lemma nyelvezetére atirva kapjuk, hogy:

E(Y(Y - 1))
EY[Y > 2)

EY (Y -1)%)
EY(Y 1))

<

Amibél, ha a jobb oldal szamlalojat atirjuk E(Y (Y —1)(Y —2))+ E(Y(Y —1)) alakra, il-
letve észrevessziik, hogy a y alapvetden y > 2 tartomanyon volt definidlva, mér kovetkezik
a mésodik allitas is.

A kovetkezs allitas méar kozelebb fog vinni ahhoz, hogy belathassuk miért kovetkezik

(A*)-bol (A).

4.30. Allitas. Legyen az (0, A, P) valdszinidségi téren Y olyan valdszindségi vdltozd,
amelyik értékeit No-bol veszi fel, tovdbbd ¢ < oo konstans pedig olyan, hogy teljesitse a

kovetkezot:

EYY -1)(Y -2) <cEY(Y -1)(1+EY)) <

Ekkor a kovetkezd igaz lesz:

E(Y(Y —1)) < 3¢+ 2)E(Y)E(Y — 1]V > 1) (4.13)

Bizonyitds. ElGszor is vegyiik észre, hogy az els Osszefiiggés az (A) feltételnek, a masodik
pedig az (A*)-nak feleltethetd meg. Tegyiik fel, hogy 0 < E(Y(Y — 1)) < co. Esetszét-
valasztassal fogunk operalni. Els§ esetben tegyiik fel, hogy E(Y) < 2. Ezt kihasznalva a
feltételben, kapjuk a kovetkezd becslést:

E(Y(Y — 1)(Y — 2)) < 3cE(Y(Y — 1))
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Felhasznélva ezt és a et, kapjuk a kovetkezG becslést:

N 2E(Y (Y — 1))? EY (Y -1))

amit egyszer behelyettesitéssel értiink el. Mivel Y Ng-bol veszi fel az értékeit, ezért

E(Y|Y > 1) > 1 teljesiilni fog. Tehat a korabbi egyenlGtlenséget kicsit atalakitva kapjuk,

hogy:

EY (Y —=1)) < (Bc+2)EY — )TEY]Y >1)

Ahol, ha megfigyeljiik, hogy (3c 4 2) = ¢, akkor visszakapjuk az allitast erre az esetre.
Nézziik a masik részét is, amikor E(Y) > 2. Felhasznalva t és a feltételt kapjuk a

kovetkezét:
E(Y(Y 1) _ BY(Y - )Y —2)) 341
E(Y) = E(Y(Y —1)) F1<c(EY)+1)+1< 5 E(Y)

Az utolso becslésre a 3¢ konstans megjelenése miatt volt sziikségilink. Az eddigiekbdl mar

kovetkezik, hogy:

3c+1

BY(y -1) <=5

EY)<(Bc+2EY -1DTEXY|Y >1)

ahol felhasznaltuk a kovetkezd természetes becsléseket.

E(Y[Y >1)<E(Y),E(Y —1)* > E(Y)-1> %E(Y)

Ezzel belattuk, amit szerettiink volna, hogy alkalmas helyen elég az (A*) feltételt is
hasznélni, mert abbol kivetkezik az (A).

Most két példaval fogom ezt a viszonyt a két feltétel kozott bemutatni. AlapvetGen nem
tiinik egyértelmiinek, hogy az (A*) olyan konnyen teljesithetd feltétel, de mégsem kell tul
bonyolult eloszlast valdszintiségi valtozokat tekinteni, amik teljesitik. Mind a Poisson, a

Binomialis, a Hipergeometrikus vagy a Negativ binomialis esetében teljesiil a[4.30] Lassuk
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be szemléltetésképpen kicsit részletesebb is a Negativ binomidlis eloszlast valoszintségi

valtozo esetére.

4.31. Példa. Legyen Z negativ binomidlis eloszlasi valoszintiségi valtozo. Ekkor a gene-

rator fliggvény o € ZT és 0 < p < 1 mellett ismert, mégpedig:

0= (r=t)

Ebbdl kiszamolva a faktoridlis momentumokat a kovetkezéket kapjuk:

Q\
~—~
—_
~—
I
&

(Z2) = a(l=p)/p
(2(Z=1)) = ala+1)((1 - p)/p)*

9" ()= E(Z(Z-1)(Z -2)) = ala+1)(a+2)((1-p)/p)’

Q\
—
—_
~—
I
&

Ezeket az eredményeket Gsszerakva, konnyen adodik az (A*) teljesiilése

BE(Z(Z —1)(Z - 2)) < 3E(Z(Z — 1)1 + E(2))

Amib6l mar az (A) is kovetkezik a nak koszénhetGen.

4.32. Példa. Ebben a példaban legyen Z geometriai eloszlast valdszintiségi valtoz6. Ebben

az esetben is ismerjiik a generator fiiggvény, ami a kovetkezd:

1= (r07)

Ebben az esetben is tekintsiik a a faktoridlis momentumokat:
g()= E(Z)=1/p
g'(1) = E(Z(Z-1))=2((1-p)/p*)
9" ()= BE(Z(Z-1)(Z -2)) =1+ ((1+5(1—p))/p")

Tehat a kovetkezd egyenlGtlenségre keresiink megoldast c-ben fix 0 < p < 1 mellett:

1+ ((145(1—p))/p*) < 2((1 —p)/p*)(1 +1/p)
Amibél rovid atalakitasok utan kapjuk, hogy:
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1ﬁ+3u—py+1<c
2 p(l-p)

Innen lathatjuk, hogy ebben az esetben is teljesiil a példaul p = 0.5-re ¢ = 6-al.

Sziikségiink lesz még egy jelolés bevezetésére a bizonyitasok el6tt. Ehhez emlékezziink
vissza, hogy egy valésziniiségi valtozé varhatd értéke, amit jeloljon m a késSbbiekben,
meghatarozhaté mint a generator fiiggvény elsé derivaltja az 1 helyen: m = f (1), ahol
0 < m < oo. Legyen tovabba ¢ = ¢ : [0,1) — R leképzés, ami a kovetkezs egyenletet
hatarozza meg.

1 1

~ 176wy 0 <! (4.14)

(s)

Tudjuk az f(s) generator fliggvényrdl, hogy masodik derivaltja s szerint pozitiv, tehat
f(s) konvex. Emiatt azt is tudjuk, hogy ¢(s) > 0 teljesiil minden 0 < s < 1-re. Most

fejtsiik f-et masodrendben sorba 1 koriil, ami egyszerd szdmolassal a kdvetkez6hoz vezet:

. 1
i 6(s) = 5 7

(4.15)

Mivel ezt az eredményt késébb is felhasznaljuk, ezért roviden végigvezetjiik az emlitett
szamolast. Els6sorban csak a formulat alakitjuk at, és behelyettesitjiik a sorfejtésre
kapott eredményt.

/ ()

PGw*EG%Tﬂ__P(D@_ly% ) (s—1)2] =1

[tt kihasznaltuk, hogy f(1) = 1. Most végezziik el a beszorzast, és rendezziik egy kicsit
at, figyelembe véve, hogy m = f'(1).

ECT 1)2] +0(5)f (1) = B(s) (1) = =3 (s — 1)

Itt lathato, hogy arra toreksziink, hogy az f(s) alakot visszairjuk. Miutan ezt megtettek,
osszunk le f'(1)(s — 1)-el.
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o[ L=t00] _ 1 70

S (s —1) 2 /(1)
Innen pedig méar latszik, hogyha kibontjuk a bal oldalt a sorfejtés segitségével, egysze-
risitiink, illetve elvégezziik a hataratmenetet, akkor pontosan a formulat kapjuk.
A korabbi jel6léseink mellett az emlitett formulaban kapott mennyiséget gy is irhatjuk

mint v/2. Ehhez kapcsolodoan két tovabbi lemmat kozliink:

4.33. Lemma. Tegyiik fel, hogy f (1) < oo. Ekkor minden 0 < s < 1-re teljesiil a
kévetkezd:
1
§¢(O) < o(s) < 2¢(1) (4.16)
4.34. Lemma. Tegyiik fel, hogy f (1) < oo. Ekkor minden 0 < s < 1-re teljesiil a
kovetkezd:

(1)

) 80
Ty

fy?

(4.17)

[GSR )

Tovabbi lemmaék el6tt, érdemes visszaemlékezni, hogy k£ < n egész szam esetén a generator

fliggvény a kovetkezé modon jellemezhets:

fk,n:karlO"'ofn

4.35. Lemma. Az (X,,v) eldgazd folyamatra a kivetkezd teljesil E(X,) = m, mellett:

n

E(X, (X, —1)) "
E(Xn)Q a Z mrg—1

k=1

Bizonyitds. A bizonyitas egyszerd, hiszen tekintsiik az f,, derivaltjat:

Frn(s) = 1T £i(fin(s))

I=k+1

Tovabba tekintsiik a masodik derivaltat is:
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fa? S Sy (fin(8)) 1 (fin(s))

Jinls) = G B ()P T £ (Fin())

Ha ezt a k = 0 és s = 1 helyen tekintjiik, valamint elvégezziik a megfelel§ atosztast, akkor

visszakapjuk az allitast:

EXo(Xa=1)) _ fouls) :i ey oy,
E(Xn)? fouls)? S LTI () 2= mi

A kovetkez6 lemma el6tt elevenitsiik fel még a Galton-Watson esetbdl a kdvetkezd Ossze-

fiiggést: frn = frt1 © fr41,n minden k<<n-re.

4.36. Lemma.

1 my ~ A fin(s))
_ tm PE)) )< s<1,0<k<n
1 — fin(s)  mp(l—2s) g l:;+1 mi—1

A bizonyitasa a [7]-es cikkben is el6jon, de egyszertien belathaté az eddigi eszkozok se-

gitségével:

Bizonyitds. Kiindulva az egyenldség bal oldalabol, olyan atalakitasokat szeretnénk végez-

ni, hogy a kivant sszefiiggés kijojjon.

1 o B MEg+1 _
1_fk,n(3) (1_fnn + Z ( 1_fl7L( )) ml(l_fl+1,n(8)))

I=k+1

My +my, Z o fzn( )

Ma(1 =) R

Az els6 lépéshen atalakitottuk teleszkopikus Osszeggé, ahol kihasznaltuk ismét, hogy a k
id6pontban inditott folyamat varhato értéke egy rogzitett n > k id6pontban m,,/my. A
masodik lépésben pedig felhasznaltuk, hogy f,.(s) = s, illetve a[f.14]formulat. A lemméat
ezzel be is bizonyitottuk.
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Tekintsiik az utolsé eszkozt is, ami sziikséges, hogy az az els6 tétel bizonyitasat teljesen

végig vihessiik.

4.37. Lemma. Ha (A) teljesiil, akkor létezik olyan ¢ < oo konstans, hogy minden n > 0-

ra:

Bizonyitds. Mivel feltettiik, hogy a a folyamat variancidja véges, ezért alkalmazhatjuk a

Paley — Zygmund egyenlGtlenséget, ami a kovetkez6:

2 B (X0)?
E(X7)

P(X, > 0B(X,)) > (1—0)

6 = 0 helyen ez pontosan a baloldali egyenl6tlenségnek felel meg. Emlékezziink vissza,
hogy a P(X,, > 0) ugyanazt a mennyiséget jelli, mint az 1 — f;,,(0). Ezt és a 0s

lemmaét felhasznélva az s = 0 helyen kapjuk a kévetkezGt:

1 1 & el(fea(0))
P(X, >0) my ; kmi_l (418

Hiszen feltettiik, hogy 1 egyedbdl indulunk igy my = 1. Hasznélva a as lemmat ezt

alulrol tudjuk becsiilni:

1 11~ ¢(0)
- > = 4.19
P(Xn>0)_mn+2;mk1 ( )
Most hasznaljuk fel a es formulat:
1 1

%O =15 T

Ko6z0s nevezére hozva és kihasznalva, hogy a kihalads nem egy valdszintiséggel kovetkezik

be, a kdvetkez6t lathatjuk:

E((Zy — Liz>01)™)
P(Z), > 0)E(Zy)

or(0) =
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A kovetkez6ben felhasznaljuk a as allitasban szerepls (A) feltétel alakjat és vy defi-

P

n

1 1 1 n 1/ 1 "y
_ > — 4+ — > | — 4.20
P(X,>0) — mn+201;mk_1 - c(mn+zmk_1) ( )

¢ = max(1, 2¢;) mellett. Felhasznalva az os lemmat, ezt tovabb alakithatjuk:

L 1( 1 +z": B (X (X — 1))> _ 1 B(X) (4.21)

P(X,>0) " c\m, E(X,)? T CE(X,)?

k=1

Ahonnan mar csak egy reciprok vételre van sziikségiink és visszakapjuk a kivant allitast.

4.38. Lemma. Tegyiik fel, hogy (A*) teljesiil és ¢ = 1. Tovdbbd tegyiik fel azt is, hogy

1 > 1453
m_n B O(Z mk1>

k=1

ahogy n — oo. Ekkor igaz lesz a kévetkezd:

Z Dk (frn(s))

1
mp_1 2

sup
0<s<1

k=1

amint n — oo.

Most mar minden eszkoz a keziinkbe van, hogy mind a 4 tétel bebizonyitasat levezethes-

siik.

4.7. Eredmények

Tétel bizonyitdsa. Kezdjiik (i) — (i7) ekvivalencidjanak bizonyitasaval. Definicio sze-
rint lim,, ,,, P(X,, > 0) = 1 — m-nek felel meg. Tudjuk korabbi tanulméanyokboél, hogy
E(X,)? = o(F(X?2)) azt jelenti, hogy lim,, ., F(X,,)?/E(X?) = 0. Felhasznalva a es
a kovetkezs adodik m = 1 mellett: lim,, ., P(X, > 0) = 0. Mivel tudjuk, hogy a varhato

érték négyzete és a négyzet varhato értéke is nem negativ mennyiség, ezért:
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E(Xn)*
E(X7)

=0,n— oo,

Ebbdl pedig mar kovetkezik (i7). A megforditashoz elég azt meggondolni, hogy a es
lemméban szerepl§ formula jobb és bal oldala is nulldhoz tart, ekkor a P(X,, > 0) is
nulldhoz tart, tehat 7 = 1 n — oo mellett.

A (i1) — (i4i) ekvivalencidjahoz kezdjiik el a (i) allitast vizsgalni.

QI S VS0 (el SR SV (i— : )_
;mk_l_z Mp— _Z +Z my M1 N

My
=1 1 k=1 k=l 3o
n
1% 1
) +——1
My m
1 k—1 n

“ e,

naltuk, hogy a teleszkopikus Osszeg utolsé és els6 tagja marad meg, illetve felhasznalva

az es szamolas eredményét azt kapjuk, hogy:

E(X2) _x~ P
= 1 4.22
E<Xn)2 ; Mrg—1 * ( )

Ami pont azt jelenti, hogy ha az egyik oldal tart végtelenhez, akkor abbol kdvetkezGen a
masik is. A (iii) — (iv) ekvivalencidjahoz nem is kell semmi t6bbet feltenni, hanem kijon

az el6z6 bizonyitasabol:

n P n y 1
k k
) = +— 1
My my_— m
1 k—1 1 k—1 n

[tt szintén trividlis, hogyha az egyik oldal tart végtelenhez, akkor a masik is. Ezzel belat-
tuk, hogy (i) — (iv) ekvivalensek. Most vizsgaljuk meg a tétel masodik felét, (v) — (vii7)
ekvivalencidjat. Ezekre tulajdonképpen elég lenne annyit mondani, hogy a bizonyitas
elsg felébdl kovetkezik, de egy rovid magyarazatot tiiziink mellé. Az (v) <= (vi) ha-
sonloan a [1.37b6l kovetkezik. Felhasznaljuk, hogy E(X2) = O(E(X,)?) azt jelenti, hogy
lim, . E(X?)/E(X,)? < C, ahol 0 < C < oo:

B(X) _ 1 B(X3)

CEX) S PX,50) S BX,)?
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Vagyis ha (vi) igaz, akkor az egyenl6tlenség két vége korlatos, tehat 7 < 1. Ha viszont az
alapfeltétel az, hogy (v) teljesiil, akkor mivel az egyenlGtlenség két oldala egymas konstans
szorosa, ezért mindkettd végessége sziikséges. A (vi) <= (vii) a (ii) <= (i4i)-nél
felhasznalt [1.22kes egyenlségbol kivetkezik. Hiszen ha lim,, . E(X2)/E(X,)? < C < o0
és C' # 0, abbol mar adodik, hogy 1/C < oco. A (vii) <= (viii) is kovetkezik a

(1ii) <= (iv)-bol, és ezzel a tételt belattuk. [ |

[tt érdemes megemliteni, hogy a [5]-0s cikkben az elagazé folyamat kihalasi valosziniisé-

gével kapcsolatban volt egy sejtés:

4.39. Sejtés. A folyamat 1 valdsziniiséggel kihal, hogyha teljesiil a kovetkezd:

" P(X,=0
hmE M:OO
n—oo

k=1

m

Ahogy lattuk a ben, az 1 valosziniiségii kihalas elégséges feltétele a kovetkezd:

=0

n
0
lim E ?:(0)
k=1
Ezt kicsit atalakitva méar kovetkezik a sejtés bizonyitasa is:

n

— mil <1 - ;k(o) - f;i”) - %:1 (mil 1- }k(o) o 1—};%()(;)7%) =

1
2

1 — 1 1 1 1 < fx(0)
s TR ) T

Ahol az utols6 tagban megjelenik a Jirina sejtésben el§joves tag. Ha n — oo, akkor annak

a szummanak a degeneraltsagabol is kivetkezik a folyamat 1 valosziniiségii kihalasa.

Tétel bizonyitdsa. Ahhoz, hogy belassuk az (i) allitast, emlékezziink vissza a kovet-

kezSkre:

X
W= lim W, = lim =2 és 7= P(Xo = 0)

n—oo n—oo 1M
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Ebbél egyértelmien kovetkezik, hogyha = = 1, akkor W = 0 m.m. (éi) bizonyitasat
bontsuk két részre. Elgszor lassuk be az els allitasat. Ehhez hasznaljuk kifd.2T}es tétel (vi)
allitasat, miszerint E(X?2) = O(FE(X,)?), amibél kovetkezik, hogy sup,~, E(X?) < oo.
Ugyanez természetesen igaz lesz W,,-re is. Kihasznalva W, martingalsagit ez azt jelenti,

hogy W, négyzetesen integralhaté martingédl, amibdl kovetkezik, hogy:

E(W) = E(Wy) =1

Ez igaz lesz, hiszen feltettiik, hogy Xo = 1. Az (i7) allitds masodik részéhez az m,,
szerinti esetszétvalasztassal szeretnénk bizonyitani. Hasznaljuk fel az es tetel (viid)
allitasat, miszerint 30 < r < oo : m,, — r és 220:1 vg/mi_1 < 00. Az els§ esetben legyen

0 < r < oo. Ekkor:

P(W =0) = P(lim W, =0) = P( li_>m Xn/m, =0) =

n—00

P(Xo/r=0)=P(Xeo=0)=m

Ami pontosan az, amit szerettiink volna. Most ldssuk be ugyanezt az r — oo esetre.
Emléksziink arra, hogy {Xo = 0} C {WW = 0}. Ebbdl kovetkezGen pedig elég belatni,
hogy P(Xo > 0,W = 0) = 0. Ehhez elszér a P(X, = 0|X), = 1) valosziniiséget
szeretnénk becsiilni. Emlékezhetiink arra, hogy P(X,, =0) =1— P(X,, > 1) = f5.,(0).

Ezt felhasznalva a kovetkezd becslésre jutunk k£ < n mellett:

1 1 oM o zn: &i(fin(s)) S

1-P(X,=0Xp=1) 11— frn(0) = mu(1—5) S i

>

—~ ¢i(0)
i Z mp—

I=k+1

N | —

Ahol az els6 egyenlGtlenséget a os lemmabdl ismerjiik, a masodik egyenlGtlenség pe-
dig a as lemmabol kovetkezik, amibsl a 16(0) < ¢(s) részt alkalmaztuk. Ugyanebbdl

AWy,

az elgondolasbol igaz a kovetkezGis A > 0ésaz s=e helyettesités mellett:
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| 1 o Z Su(finle” ™)) _

1 - E(e_)\W"|Xk = 1) N 1-— fk,n(e_%") B mn(l - 6_%") I=k+1 mi—1

m & 1
< E L om, Z ¢u(1)

my, (1 — e mn) =kt
Annyi kiilonbséggel az el6z6hoz képest, hogy itt az as lemma ¢(s) < 2¢(1) részét
alkalmaztuk. A kovetkezGkben felhasznaljuk a Os Osszeftiggést miszerint ¢ (1) = v,/2,

illetve a as Osszefiiggést a es lemmabol:

1 - my, +m - %
= k
1 — E(em "] Xy = 1) my (1~ 6_’%"> 1=k T

<

+
mn(l—e me) 1= P(Xy = 0[Xe =1)

Most tartsunk n-el a végtelenbe és hasznaljuk ki, hogy lim,, o m, (1 — efmin) — A

1—E(eW[X,=1) = A  1-P(X0=0Xs=1)

Ha lambdéaval is tartunk a végtelenbe, akkor:

1 _ 20
PW>0[X;=1) ~ 1—P(Xoo =0|X; =1)

Most hasznaljuk ki, hogy 0 < x < %—re e~ < 1 — x teljesiil, ekkor ha feltessziik, hogy
P(W > 0]X, = 1) < (4C)7!, akkor igaz lesz a kovetkezs:

P(Xoo =0[Xp =1) =1 - P(Xoo > 0| Xz = 1) > 1 = 2CP(W > 0| X}, = 1) >
e APWRIN=Y > (1 — P(W > 01X, = 1))*¢ = P(W = 0|X, = 1)*¢

Definidljuk most a kévetkez6 M,, martingalt:

M, = P(W =0|X,,...,X,) = P(W = 0| X;)*"

48



Err6l ugyanigy megmutathat6, hogy martingal, mint ahogy a [3.10}es tétel bizonyitésa
soran tettiik. Tudjuk még azt is, hogy M,, — 1 m.m. a {WW = 0} halmazon. A bizonyitas
befejezésehez két esetet kell megvizsgalni. Az egyik esetben P(W > 0| X, = 1) > (4C)~L.
Ezt Osszerakva az M, -el kapcsolatos eddigi eredménytinkkel kapjuk, hogy X,, — 0 m.m.
a {W = 0} halmazon. Kiilsnben hasznalva a P(W > 0| X, = 1) < (4C)'-el kapcsolatos
eddigi eredményeinket kapjuk, hogy P(X, = 0/X;)** — 1 m.m. a {W = 0} halmazon.

Most legyen € > 0 és n elég nagy:
P(Xoo >0[W =0)<e+P(X, >0,P(Xo =0[X))* >1—¢) <

1 1
<e+ 1—E(P(Xnoo = O‘Xn)‘Xn > 0) =&+ 1—P(XOO = Oan > O)
—c —¢€

Ha n-el tartunk a végtelenbe, akkor azt kapjuk, hogy P(X. > 0|W = 0) < ¢, ahonnan
e — 0-bol kovetkezik az allités.

Tétel bizonyitdsa. Felhasznalva azt a tudasunkat, hogy az eloszlas fiiggvény és a ge-
nerator fiiggvény kolcsondsen egyértelmiien meghatarozzak egymast, ezért az (i) pontban

szerepld eloszlas generator fiiggvényébdl indulhatunk ki:

n  ¢i(fon(0))
1- fO,n(S) . an + Zl:l lmok,l

E(1—s%X, >0) = = >
" — 1 n ¢i(fon(s)) —
1 fo,n(o) mn(l—s) + Zl=1 lmok_l
n ¢ (0 n 12
m%l + % PO mlk(_)l % > ke o
n ¢;(0) — 1 n Vi
mn(:;_—s) + % Zl:l ml:7)1 mn(lfs) + Zkil mkk,l

Az els6 egyenlGségnél egyszertien a generator fiiggvény atalakitasi lehet&ségét hasznaltuk
ki, a méasodiknél pedig a[£.36}os lemmat alkalmaztuk. Ezutan a[4.33}las lemma segitségével
becsiiltiink és végiil a[f.37es lemma bizonyitésa soran kapott [1.20}as formuléval és tovabbi
egyszerisitéssel megkaptuk a végss also becslést. Mivel a fenti lemmék a 0 < s < 1 esetre
teljesiilnek, ezért ki tudjuk hasznalni a [£.24}es tétel bizonyitasa soran hasznélt becslést,
miszerint a E(1 — s*|X,, > 0) < (4C)~":

1§ Vi
> 20 Zk:l MmEg—1

1
A 1 n v
4C mn (1-s) T Zk:l mklil
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Amit atrendezve a kovetkezd becsléshez jutunk:

Ami pont azt jelenti, hogy:

= 1
Z Uk :O(—>, ahogy n — oo
k=1 Mig—1 my,

Ezzel tehat belattuk, hogy (i)-bdl kovetkezik (iii). Most vizsgaljuk meg a (iii) — (i4)-t.

n

My mp Vg,
1< E(X,|X, > 0) = < =1+m, Y
< B(Xa| ) P(X,>0) = E(X,)7/BE(X2) ™ — gy

Ahol az els6 egyenlétlenségnél a Paley — Zigmund formulat alkalmaztuk, az utols6 egyen-
16ségnél pedig a [£.37Fes lemma [A.21}es szamolasnal nyert eredményt. Ha n-ben szupré-
mumot vesziink a relacié nem valtozik, amivel belattuk, hogy sup, E(X,|X, > 0) < oo,
ami a (11) Végezetiil pedig lassuk be, hogy (7i) — (7). Ez konnyen belathato a feltételes

valoszintiség kiilonbo6z6 ekvivalens formainak segitségével.

P(X, > 0|X, > c¢)P(X, > ¢) < P(X, > ¢) <.

P(Xn > 0) Coly,

P(X, > c|X, > 0) =

Ebbél pedig mar latszik, hogy minden ¢ > 0-hoz taldlunk olyan co-t, amely teljesiti a
kovetkezot P(X,, > ¢|X, >0) <e.
[ |

[4.27 Tétel bizonyitdsa. A bizonyitast a es lemma as formulajanak segitségével
kezdjiik.
1 L N Ofen(0))

P(X,>0) mn | ; M1

Most hasznaljuk fel a tétel feltételeit, amik megegyeznek a as lemma feltételeivel,
illetve helyettesitsiink vissza a as lemmaba és akkor megkapjuk az elsg allitast:

n

1 1 Vi
P(X,>0) 2 ; M1
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A tovabbiakban hasznaljuk fel ismét a es tételben alkalmazott gondolatmenetet,

miszerint az eloszlas helyett a generator fiiggvénybdl szeretnénk kiindulni.

e @k (fk,n(0))
T D S (P ) DO i =
n = _ - Pk (fr,n (e~ )
1 fO,n(O) m + Zk:l MT

A masodik egyenl@ségnél a os lemmét alkalmaztuk. Tovabba definidljuk a,-et a ko-
vetkez6képpen: a, = (m,/2)> ;_ (vi/my_1). A tétel feltevései alapjan tudjuk, hogy

ebben az esetben lim,, .o, a, — 00. A tovabbiakban hasznaljuk fel a tétel feltételeit:

(L+0(1) D2k g
(L4+o(1) 5=+ (1 +0(1) >4 | T

1 — E(e™" /o X, > 0) =

Felhasznéltuk azt is, hogy a,, — oo mellet tudjuk a kovetkezst: 1 —exp(—A/a,) — A/ a,.

Most helyettesitsiik be a par sorral kordbban leirt a, képletét, és egyszertsitsiink le.

_ A+o(1)
1— E(eMr/an X, > 0) = ———
(e | ) 14+ A
Ezt atalakitva megkapjuk a kdvetkezot:
_ 1+ 0(1)
B(e M/ X, > 0) = ——=
(e | ) 14+ A

Ami pont az mint amit szerettiink volna, hiszen visszakaptuk a standard exponencialis
eloszlas Laplace transzformaltjat, és mivel ez minden A-ra teljesiil igy a tételt is bebizo-
nyitottuk.

[ |

4.8. Sejtek rezisztencidajanak modellezése

A szakirodalomban szamos példa szerepel azzal kapcsolatban, hogy kiilonb6zé a biologi-
aban, illetve orvostudomanyban felmeriilé problémak miképpen modellezhetGek elagazo
folyamatok segitségével. A példa amit be szeretnék mutatni, az egy génnek a sejten beliili

szamossaganak novekedésével kapcsolatos. [8] Ezen beliil is az olyan géneket tekintjiik,
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amik a dihydrofolat reduktéz nevii enzim (DHFR) kodolasaval foglalkoznak, mivel en-
nek az enzimnek a viselkedésébdl kutatasok soran kovetkeztettek az egészséges sejtek
réaksejtekkel szembeni viselkedésének jellegére. Kimutattak, hogy a metotrexattal kezelt
daganatos betegek szervezetében kialakulhat egy a kezelésre rezisztens sejt populécio,
amelynek jellemz&je az emlitett gének magas szamossaga, ami altal egy tjabb kezelés
méar nem lenne hatékony. Ennek a problémanak a megoldasira elméletben az az Gtlet
fogant meg, miszerint a kezelés altal érintett teriiletbdl a rezisztens sejtpopulaciot attele-
piteni, arra a részére a szervezetnek, ami nem allt kezelés alatt. Az ezt kovets génpopulécio

fogyas, vagyis rezisztencia csokkenés a kovetkezSképpen modellezhetd:

4.8.1. A modell

Jelolje Z,, annak a szamossagat, hogy az n. generacioban hany darab DHFR taladlhato
egy sejtben. A sejt élete soran a DHFR vagy klonozodik a valészintiséggel, vagy nem
(1 — a) valosziniiséggel. Kés6bb mikor a sejtosztodas bekovetkezik, akkor ha a DHFR
nem lett klonozva, agy 0.5 valésziniiséggel 6roklédik az utéd sejtbe, ha pedig klénozva
lett, akkor egyenl§ valoszintiséggel keriil mindkét enzim vagy az egyik vagy a méasik utod
sejtbe,aminek az értéke /2, illetve (1 — «) valosziniiséggel egyenlden megoszlanak az

utodsejtek kozott. Tehat a sejtosztodéast kovetGen:

o valoszintiséggel nem 6roklédik az utodsejtebe enzim

Lo 4 a(l —a) valdszintiséggel egy darab 6roklédik az utddsejtbe enzim

valoszintiséggel két darab 6roklédik az utodsejtbe enzim

Ezekbdl az utodlasi valoszintiségekbdl megkonstrualhato 7, generator fiiggvénye is, ami

legyen a kovetkezd:

gn(s)=d,+ (1 —b, —d,)s+ b, s>

Ahol b, = aya, /2 és d, = (1—a,)/24a,, /2. Szemiigyre véve a korabbi valoszintiségeket,
ez a két jelolés a populacié szamossaganak novekedését és csokkenést jellemzik. Kiilsg

beavatkozas nélkiil fokozatosan eltiinnek a DHFR kdédolé gének a sejt populéciébol, ami
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az jelenti, hogy d, > b,, ezaltal pedig egy szubkritikus folyamatrol beszéliink. Tegyiik
fel tovabba, hogy Z, eloszlasa n > 1-re valtozd, de m,, < 1 mindig igaz lesz ra. Most
vizsgaljuk meg a feltételt:

9.(1) = E(Z,) =1+, —d,

Gi(1) = E(Zu(Z,— 1)) = 2b,

"

9, (1) = E<Zn(Zn - 1)(Zn - 2)) =0
Lathatjuk, hogy a feltétel tetsz6leges ¢ > 0-ra teljesiil. Mivel lim,, ,, m,, = 0, ezért ajd.21

bél tudjuk, hogy ez a folyamat 1 valésziniiséggel kihal. A korabbi jel6léseknek megfelels

eredményt is kiirjuk a konnyebb hivatkozas érdekében:

— 2bn
Vn - (1+bn_dn)2
Pn= VUp+———1

A es tételbdl tudjuk, hogy az 1 valdszintiségii kihaldsbol kovetkezik, hogy n — oo
mellett a normalizalt folyamat tart a nulldhoz. os tételbsl konnyen belathato (ii7),

hiszen:

Ahol észrevehetjiik, hogy az n. tag 2b,/(1+b, —d,), az (n — 1). tag 2b,_1, az (n —2).
mar 2b, _o(14+b,_1—d,_1), az (n—3). pedig 2b,,_3(1+b,_1 —dp_1)(1+b,_2—d,_2). Ebbdl
mar latszik, hogy a fenti kifejezés korlatos marad n — oo mellett. Ebb6l pedig kovetkezik
az is, hogy sup,,sq E(X,|X, > 0) — oo, illetve hogy alkalmas ¢ < oo, ¢ > 0ésn > 0
mellett P(X,, > ¢|X, > 0) < . Ezzel a feltételeit mar nem is tudjuk teljesiteni.
Szemléltetésképpen meg is mutatom ennek az okat. Az a kutatasi eredmény is ismert,
miszerint b ~ 0.47 és d ~ 0.5. [8] Ekkor a E(Z,) ~ 0.97 lesz. Jelolésbeli egyszeriiség
kedvéért az (F'5) — (F'6)-ot fogjuk hasznalni a alapjan, ahol az (F5) a[4.27 beli elsG
feltételnek, az (F6) az a,-nek felel meg.

(F5) T, — oo,

(F6) m,I, — o0

Ahol Ty = 37070 g7 (1)/(2u5mj41).
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Ezek a kiovetkez6 két abran ugy fognak megjelenni, hogy 3%-o0s elmozdulast engediink
a varhato értékben. Tehat Poisson utddeloszlasi valdszintiségi valtozokkal modellezve, az

(F5) — (F6) feltétel a|4.1| abran lathato:

Poisson utddeloszlas esetén (F5). feltétel Poisson utddeloszlas esetén (F6). feltétel

40
L
40

Gamma_n
20 30
Gamma_n"m_n
20 30
| |

10
10

4.1. abra

De hogy a tételt is tudjuk valamennyire szemléltetni tegyiik fel, hogy b ~ d-vel.
Ekkor nem kivanjuk tjra targyalni az el6z6 3 tételt csak a legutolsot. 7 = 1 természetesen
valtozatlanul teljesiil, és az eddigi jelolések mellett most mar a folyamat kritikus-nak

mondhaté. Ekkor (F5) — (F6) alakulasa a[4.2] 4bran lathato.

Poisson utddeloszlas esetén (F5). feltétel Poisson utddeloszlas esetén (F6). feltétel

Gamma_n'm_n

Gamma_n
100 200 300 400

100 200 300 400

0

0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000

n (time) n (time)

4.2. dbra

Ekkor tehat a tétel jelolései mellett P(X,, > 0) ~ 2(3_7_, %)*1, illetve a varhato

erték a, = my_1 > LISN > iy bp mellett:

mg

Xy
lim P(— > x| X, > 0) = exp(—x)
n—oo an
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5. Osszefoglald

A dolgozatom f6 mondanival6ja Kersting 2017-es cikkében szerepld altalanos eredmények
bemutatasa. [6] Azonban ennek a megértéséhez elGszor az elagazo folyamatok alapjait is
be kellett mutatni. Bemutattuk a Galton-Watson folyamat gondolatanak eredetét, illetve
a legfontosabb ehhez kapcsolodéd elméleteket, amik az altalunk kivant irdnyba mutattak.
[lyen volt példaul a kihalas valoszintiségének kérdése vagy a normalizalt folyamat stan-
dard exponencialishoz valo tartasa. Ezutan bevezettiik a valtozo kornyezetet altalano-
sabb esetek vizsgilata érdekében, illetve a szélesebb kort felhasznalhatosag tekintetében.
Ebben a valtoz6 kornyezetben is megtargyaltuk a Galton-Watson folyamatra jellemzd
tulajdonsagokat, hogy azok milyen plusz feltételek mellett maradnak érvényben.

Végezetiil pedig bemutattuk azt a feltételt, aminek segitségével a kordbban taglalt
tételek, tulajdonsagok bizonyos szemponthol GsszekothetGek. Hiszen itt lathattuk, hogy
a feltétel teljesiilése tobb allitas ekvivalencidjat vonta maga utan, aminek koszonhetGen
ezeket méar nem sziikséges kiilon-kiilon megvizsgalni. Bar ez az elmélet nem foglalja ma-
gdba az extrém esetek kezelését, az utols6 példaban mégis lathatjuk, hogy széles kérben
hasznalhato, akar fontos kérdések megvalaszoldsaban is mint a kemoterapias kezelésekre
kialakul6 rezisztencia orvosolésa.

Ahogy méar emlitettiik, tilzottan extrém esetekkel nem kivantak foglalkozni ebben az
altalanos elméletben, igy a nem olyan szépen viselked§ valoszintiségi valtozokra nincsenek
még ilyen eredmények. De amit a pénziigyi vildgban is latunk, a szélsGséges esetek kezelése

is nagy hozzaadott értékkel birhat.
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