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Koszonetnyilvanitas

Szeretném megkdszonni a témavezetémnek, Palvolgyi Domotornek a sok segitséget, a
ram aldozott idejét, pozitiv hozzaallasat és tanacsait, amelyek nélkiil ez a dolgozat nem
késziilhetett volna el.

Koszonettel tartozom csaladomnak, barataimnak tamogatasukért, tiirelmiikért.



1. fejezet

Bevezetés

A szamitogépes geometriaban (geometriai algoritmusokkal foglalkozokkal korében) az
egyik alapvetd probléma olyan optimélis Gt keresése egy sokszoghen, amely elkeriil bi-
zonyos akadalyokat. A keresett ttnak gyakran bizonyos feltételeknek eleget kell tenniiik
(az akadalyok elkeriilésén kiviil). Ilyen feltétel lehet az, hogy legyen az it monoton vagy,
hogy legfeljebb k szegmensbdl (szakaszbol, ivbél) alljon. Egy masik megkotés lehet, hogy
a pont, ami az Gton mozog, folyamatosan kozeledjen a végponthoz. Az ilyen mohd uta-
kat tobbek kozott hélozatépitésnél, moho foldrajzi utkeresésnél lehet felhasznalni. Ennek
a feltételnek egy erésebb véltozata az, hogy az utnak dnkézelitonek kell lennie, azaz egy
uton mozgo6 pontnak nem csak a végponthoz kell folyamatosan kézelednie, hanem minden,
az tton el6tte 1évé ponthoz.

Az 6nkozelité utaknak szdmos elényiik van a mohé utakkal szemben. Az 6nkozelits
utakra igaz, hogy tetszileges részutuk szintén onkozelits. Ezt a mohd utak nem teljesi-
tik. Ezért ha a végpont nem ismert elére, és igy kell moho utat keresni, akkor érdemes
az 6nkozelit utakhoz folyamodnunk. Egy maésik elénye az 6nkozelité utaknak, hogy az
euklideszi tavolsaghoz képest nem lehetnek barmekkordk. Szemben a moh¢ uttal, amely
hosszanak és a kezdG- és végpont kozotti euklideszi tavolsdg ardnya tetsz6leges nagy lehet
(példaul ha a moho 1t spirdlban kozeledik a végpont felé).

Egy nagyon hasonl6 probléméval az [T] cikk foglalkozik. A szerz6i ugyanilyen 6nkozelitd
utakat keresnek, csak nem sokszogben, hanem grafokban, amelyek élei egyenesek. Teljesen
hasonléan definidlhaté a mohd it: a végponthoz folyamatosan kozelednie kell a a graf élein
definialt itnak, és az dnkézelitd 4t is: nem csak a végponthoz kell kézelednie az titon haladé
pontnak, hanem az titon még el6tte 16v6 Gsszes ponthoz.

A dolgozatban a kovetkezékkel foglalkozunk.

e A2 fejezetben roviden bemutatjuk az evolvenseket, amelyekre az 6nkozelits utak
jellemzésénél lesz sziikségiink.

e Adott két pont egy egyszert sokszdghen, létezik-e koztiik onkozelits it a sokszégben.
Es ha igen, egyértelmi-e a legrovidebb 6nkozelits ut. Ezt a[3] fejezetben vizsgaljuk.

e Szintén a [3| részben a legrovidebb onkozelit6 Gt megtaldlasaval is foglalkozunk, ha
van Onkozelitd at a két pont kozott.



o Az 6nkozelitd sokszogekrsl a [l fejezetben targyalunk részletesen, mutatunk egy
linearis tesztel$ algoritmust, amely eldonti, hogy egy sokszog 6nkozelits-e.

o A[] fejezet végén kitériink arra az esetre, ha pontszeri targy helyett robot mozgéasat
vizsgaljuk onkozelits sokszogekben, illetve az 6nkozelitGséget érintélegesen megvizs-
galjuk a térben is.

e Végiil bemutatjuk egy sokszog kernelkeresésének probleméajat az [l fejezetben,
amelyhez az 6nkozelité utak elméletét is fel fogjuk hasznalni.

Az abrak egy részét a |2] és [3] cikk abrai alapjan készitettem.



2. fejezet

Evolvensek

Az 6nkozelits utak vizsgélatahoz sziikség lesz az evolvensek ismeretére. Szemléletesen
egy gorbe evolvensét gy kapjuk, hogy a gorbére feltekeriink egy fonalat, majd lecsévéljiik
rola, iigyelve arra, hogy a fonal mindig feszes legyen. A fonal végének a palyaja a gorbe
evolvense.

A pontos definicidhoz legyen ¢ egy konvex gorbe, amit a ¢(f) paraméterezés ir le.
Legyen ¢ arra iranyitva, amerre 6 nd.

2.1. Definicio. A ¢ gorbe evolvensét a kovetkezd fligguény irja le

ahol s(0) az érintd hossza |c(0)1(0)|, azaz

0
5(6) = / @) dt.

A konstans « hatarozza meg a pontot c-n, ahonnan az evolvenst inditjuk (szemlélete-
sen, ahol elkezdjiik a fonalat lecsévélni). Az evolvensnek két dga van: a pozitiv az, amikor
a lecsévélést a-bol abban az irdnyban kezdjiik, amerre a # n6. A negativ dga a mésik irany.
Ha feltessziik, hogy a ¢ gorbét a [Hmin, Gmax} intervallumon definidltuk, akkor az evolvens
pozitiv dga a [oz, Gmax} -n, a negativ aga a [Qmin, oz] -n van definiélva.

Egy ¢(0) gorbe egy k-rendi evolvense legyen a (k — 1)-rendd evolvens egyik dganak
evolvense. A nulladrendi evolvens legyen a gérbe maga.

Precizen
R () o
I1(0) = Ir-1(0) k(e)\fkfl’(@)l’ 1y (0) = c(0),



3. fejezet

Onkozelits utak

Legyen 7 irdnyitott, darabonként sima gorbe s-bdél t-be. m p; és p pontjara azt mond-
juk, hogy p1 <, p2, ha p; az s és py pontok kozdtt helyezkedik el m-n. A 7 py és ps kozotti
részét jeloljik m(py, po)-vel.

3.1. Jelblés. Az a és b pont kozotti szakaszt jeloljik ab-vel.
3.2. Jel6lés. Az ab szakasz hosszdt jeléljiik |ab|-vel.
3.3. Definicié. 7 dnkizelitd, ha tetszdleges hdrom a <, b <, c-re |ac| > |bc|.

3.4. Definicié. Egy a € m pontbdl dllitott h merdleges két félsikra osztja a sikot. Legyen
ht az a félsik, amely felé © irdnyitva van.

3.5. Lemma. 7 4t s-bdl t-be dnkozelité akkor és csak akkor, ha tetszdleges a pontjinak
merdlegese nem metszi (egyik oldali merdlegese sem metszi) m(a,t)-t.

3.6. Megjegyzés. Ha a giorbe az a pontban nem derivdlhatd, akkor a-ban a két oldali
merdleges kilonbozni fog, ezért volt sziikség a lemmdban a zdrdjeles megjeqyzésre. Ha a
gorbe az a pontban derivdlhato, akkor a két merdleges egybeesik.

Bizonyitds:

Tegyiik fel, hogy egy ¢ pontban m(a,t) metszi h merdlegest, amit a-bol allitottunk.
Legyen K.(a) az a pont egy € sugaria kornyezete és legyen b € w(a,t) N K.(a). Ekkor a,b, ¢
pontharmasra nem teljesiil az 6nkozelitGséget definialo egyenltlenség.

Tegyiik fel, hogy 7 nem 6nkozelits, vagyis létezik egy a <, b <, c-re |ac| < |bc|.
Tekintsiik a ¢ kézépponti |ac| sugari kort, a feltevésiink alapjan ekkor b a koron kiviil van.
A kor utolsé metszéspontja 7(a, b)-vel legyen d. Legyen a d-bél a gorbére éllitott merdleges
h. Ekkor 7(d, c¢)-nek el kell metszenie h-t, ami ellentmond az alapfeltevésiinknek, vagyis
m Onkozelits. O

Az el6z6 lemma atfogalmazva:



3.7. Lemma (félsik-tulajdonsag). © dnkdzelitd it akkor és csak akkor, ha tetszéleges
a pontjdnak mindkét oldali h merdlegesére mw(a,t) C h™.

3.8. Definicié. Egy p € w akkor téréspontja a gérbének, ha p-ben a gorbe derivdltja nem
folytonos.

3.1. Tulajdonsagok

Ebben a részben olyan 6nkozelité utakkal foglalkozunk amelyek egy egyszert (azaz
nincsen benne lyuk) P sokszog két pontjat kotik Gssze P-n beliil. Megmutatjuk, hogy a
legrévidebb onkozelits ut egyértelmi, illetve ezt a legrovidebb 6nkozelité utat karakteri-
zaljuk: belatjuk, hogy csak szakaszokbol, korivekbdl illetve evolvensekbdl all.

3.9. Lemma. A s-et t-vel dsszekitd onkizelitd ™ tetszdleges két p1 < ps pontjdra a pips
szakasz h szakaszfelezd merdlegese nem metszi m(po, t)-t.

Bizonyitds:

Tegyiik fel, hogy metszi. Ekkor létezik ¢ pont, ami h~-ban van, ahol h™ az a félsik,
amelyet h hatarol és tartalmazza pi-et. Ekkor a pi, ps,q ponthdrmasra nem teljesiil az
onkozelitGséget definidlo egyenlGtlenséget. U

Legyen P egy egyszerii (azaz nincsen benne lyuk) sokszog a tovabbiakban.

3.10. Lemma. P-ben legrévidebb onkézelitd itnak a téréspontjar P csucspontjainak rész-
halmaza.

Bizonyitds:

Tegyiik fel, hogy az s-bél t-be vezets m legrovidebb 6nkozelité Gtnak P belsejében is
van toréspontja, legyen ez a p pont. Tekintsiink egy e-sugart kornyezetét p-nek (K.(p)),
mely teljes egészében P-n beliil van és ebben a kornyezetben 7 egy komponensbdl all.
Legyen hy és hy a p-ben allitott két merdleges a (s, p)-re és w(p, t)-ra, ezek szogfelezdje
legyen h. Legyen p; € m(s,p) N K(p) és py € w(p,t) N K (p) Ggy, hogy pipz merdleges
legyen h-ra és a pips-re allitott mq, ms merdlegesek rendre py, po-bdl hi-et és ho-t K (p)-n
beliil metsszék, lasd a |3.1| abrat.

Megmutatjuk, hogy ha 7(p1, po)-t kicseréljiik a p1p; szakaszra, akkor egy révidebb 6n-
kozelitd utat kapunk, ami ellentmondas. Nyilvanvaléan révidebb lett. Az 6nkozelitGséget
a félsik-tulajdonsag ellendrzésével latjuk be. A 7(s, p;) pontjaira igaz maradt a tulajdon-
sag az el6z6 lemma alapjan. A m(py,t) 6nkozelitGsége valtozatlan maradt. Tudjuk, hogy
w(p,t) € hi Nh], és tgy valasztottuk e-t hogy a K (p)-ban 7 csak egy komponensbdl all-
jon, ezért a pipo-re allitott egyik merdleges sem metszi el m(py, t)-t. Ezzel belattuk, hogy
a konstrualt gorbe is 6nkozelit6 és ellentmondasra jutottunk. 0

3.11. Eszrevétel. Ha a legrividebb m a P sokszdg egqy csicsdban megtorik, azaz ,ka-
nyarodik”, akkor nyilvdn ezt ugyanarra teszi, mint amerre a sokszog kanyarodik az adott
csucsban. Hiszen, ha nem gy lenne, akkor a fenti bizonyitdsbol kévetkezik, hogy létezne
rovidebb onkozelitd it.



3.1. dbra. Ha P-n beliil az 6nkozelité utnak van téréspontja, akkor 1étezik néala révidebb
onkozelits it is.

A lemmabdl kovetkezik, hogy a legrévidebb onkozelité s — ¢ ut bels6 pontjaiban a
gorbére illesztett érinté egyértelmd.

3.12. Definici6é. Legyen m a p-ben sima. Ekkor p inflexids pont, ha a p-beli érintd egy
kis kérnyezetben szepardlja mw-t.

Hasonloan definidlhat6 az inflexios szakasz: azt mondjuk, hogy a 7 egy szakasza infle-
xi0s szakasz, ha a szakasz egyenese szeparalja m egy kis kérnyezetben.

3.13. Lemma. Egy legrividebb onkozelitd m-nek P-ben nincsen P belsejében inflexids
pontja.

Bizonyitds: Meg fogjuk mutatni, hogy ha van P belsejében inflexios pontja, akkor
létezik nala rovidebb onkozelité dt, ami ellentmondas. Tegyiik fel tehat, hogy létezik
ilyen p pont. Legyen € olyan, hogy K.(p) P belil van és nincsen benne p-n kiviil mas
inflexios pont. Legyen p; € K (p) N7 (s, p) olyan, hogy a p;-bdl hiizott érinté 7 (p, t)-hez
a definialt kornyezeten beliil legyen. Az érintGpont legyen ps. Ilyen p; a gbérbe simasaga
miatt mindig létezik. Legyen ho a po-bdl allitott merdleges m-re. A félsik-tulajdonsag miatt
7(p2,t) € hy . Ezért a pip, minden pontja szintén teljesiti a félsik-tulajdonsagot. Tehat ha
m-ben kicseréljiik 7(p1, p2)-t a pipz szakaszra, akkor egy rovidebb 6nkozelits utat kapunk.

O

3.14. Definicio. Két pont kizott a legrovidebb (irdnyitott) utat P-n belil nevezzik geo-
detikus utnak.



A kovetkezd két elemi allitast nem bizonyitjuk.
3.15. Allitas. A geodetikus it eqyértelmd eqyszerd sokszigben és szakaszokbol dll.
3.16. Megjegyzés. A geodetikus it szakaszokbol dll P-n beliil.

3.17. Allitas. Ha az eqyszerd P sokszégben a geodetikus 1t s-bél t-be elmetsz eqy e egye-
nest, akkor minden ut s-bdl t-be elmetszi e-t.

3.18. Definicié. A ~ geodetikus 1t inflexios kezddpontjai legyenek az inflexids szakaszok
elsd pontjai. (Mdasképp megfogalmazva: az utolsé pontjai a vy maximdlis hossziusdgu szeg-
menseinek, amelyek egqy irdnyba kanyarodnak.)

3.19. Lemma. Egy legrividebb onkozelitd m P-ben tartalmazza az s-bol t-be vezetd ~
geodetikus itnak az dsszes inflexids pontjdt.

Bizonyitds: Tekintsiik v egy p;p; inflexios szakaszat. p; egy inflexiés pontja ~y-nak.
Barmely legrovidebb onkozelité Gt s-bél ¢-be elmetszi p;p;-t. Ha a metszéspont nem p;,
akkor m-nek van inflexios pontja P belsejében, ami ellentmond a lemmanak. 0

3.20. Definici6. Egy X ponthalmaz konvex burkdanak nevezziik azt a legkisebb konvex
halmazt, amely tartalmazza X -et, és C H(X)-szel jeléljiik.

Tekintsiink két onkozelité utat s-bél t-be egy egyszerti P sokszogén beliil, 7 és 7o,
amelyek csak s-ben és t-ben metszik el egymast. Legyen v a két Gt kézotti geodetikus at
s-bél t-be.

3.21. Lemma. Legyen a v geodelikus ult m €és mo onkézelité utak kozott. Ekkor v s
onkozelitd.

Bizonyitds: Tudjuk, hogy a v geodetikus ut benne van a két gérbe konvex burkaban
(hiszen, ha nem lenne, akkor v nem lenne a legrévidebb). Vagyis v € CH (my) N CH ().
Tetszbleges p € v vagy m-en vagy me-en vagy a két gérbe kozos érintgjén van. Legyen
p az m gorbén, h a p-bdl allitott merdleges. A félsik-tulajdonsag miatt m (p,t) € hT, ezért
CH(mi(p,t)) C ht is teljesiil, vagyis v € h™. Az az eset teljesen hasonléan végiggondol-
hato, ha p toréspontja 7 -nek.
Ha p a koz6s érintén fekszik, akkor tekintsiik az érint6 végpontjat pa-t. A p-bdl allitott
h mer6leges parhuzamos a po-bdl allitottra és rola mar tudjuk, hogy teljesiti a félsik-
tulajdonsagot a fentebbiek miatt, igy a h-re is teljesiil. Tehat a v gérbe Osszes pontjarol
belattuk a tulajdonsag teljesiilését, igy a v onkozelitd.
O

Tekintsiink két onkozelitd utat s-bdél t-be. Ezek a gérbék elmetszhetik egymast, le-
gyenek a metszéspontok s = pg,p1,...,prr1 = t. Vegyiik észre, hogy a p; pontok a két
gbérbén ugyanolyan sorrendben kell, hogy szerepeljenek, kiilonben 1étezne olyan ponthér-
mas a p;-k koziil, amelyek sértik az onkozelitGség definiciojat. Legyen ~; az a geodetikus



gorbe, amely p;-t koti Ossze p;y1-gyel a m1(ps, piv1) és ma(pi, piv1) kOzott. Nyilvan ezek
a részgorbék is onkozelitGek, tehat az el6z6 lemma miatt ~; is onkdzelitd. A ~; gorbék
Osszeftizésébol kapott v Onkozelité az s és t pontok kozoétt. Ebbél kévetkezik az alabbi
tétel.

3.22. Tétel. A legrovidebb w egyértelmd.

Bizonyitds: Ha nem lenne egyértelmd, tehat lenne my és o kiilonb6z6 és legrévidebb
onkozelitG gorbék, akkor a fenti konstrukcioval létrehozott v révidebb lenne és szintén
onkozelits. U

3.23. Tétel. A legrovidebb s — t dnkiozelitd w 1t eqyszerd P sokszigben szakaszokbdl,
kérivekbdl és evolvensekbdl all.

Bizonyitds:

Jeloljiik pq, po, ..., pr-val azokat a pontokat, amelyekben a legrévidebb 7 s — ¢ 6nko-
zelits Ut érinti a P hatarat s-t6l ¢ felé haladva. Tekintsiik az utolso részt, m*(py, t)-t. Ez
egy egyenes szakasz. Kiilonben lehetne roviditeni a kovetkezSképpen. Az s-bél t-be vezets
geodetikus it utolsé szakaszat jeloljiik gt-vel. Ezt g-n til hosszabbitsuk meg, amig el nem
metszi 7*-t, a metszéspont legyen ¢'. Ekkor 7*-t lehetne roviditeni, ha 7*(¢’, t) kicseréljiik
q't-vel.

Tegyiik fel, hogy minden 7*(p;, p;11) szegmensre belattuk, hogy csak szakaszokbol,
korivekbdl illetve evolvensekbdl 4ll minden ¢ > ¢-re valamilyen ¢-re. Megmutatjuk, hogy
ekkor a 7 (ps_1, pe) is csak szakaszokbol, korivekbdl illetve evolvensekbdl all.

Legyen CH, = CH(7*(py,t)). Feltehetjiik, hogy p,-ben a 7* a sokszog hatarat a bal
oldalan érinti. Szerkessziik meg I p,-et, azaz a C'H, evolvensét, p,-b6l indulva és az érin-
tési pont mozogjon orajarassal megegyezs iranyban. Az evolvenst addig szerkessziik meg,
amig el nem metszi P hatarat. A keletkezett teriiletet jeloljiikk D,-lel. A sokszogbdl az
evolvens ezt a teriiletet vagja le. Ekkor D,  halott” teriilet minden olyan 6nkd&zelité ut
szamara, amelyek 7*(py, t)-vel folytatodnak. Vagyis nem létezik olyan &nkozelits at, ami
Dy-ben kezdddik és aztan 7*(py,t)-vel folytatodik. Ugyanis tekintsiink egy tetszéleges
u € Dy pontot. Be kell latni azt, hogy barmely utnak u-bol p,-be lesz olyan meréleges,
amely metszi CHy-t és igy 7 (py, t)-t, vagyis megsérti a félsik-tulajdonsagot és igy
lemma miatt nem lehet onkozelits. Tekintsiik egy darabonként sima 7, utat u-bél py-be
és parametrizaljuk 6t 7 € [O, 1]—Vel. Legyen d,(7) tavolsagfiiggvény, amely megadja m,(7)
tavolsagat Iop,-t6l. Ez a fiiggvény darabonként sima, mivel , is és Icp, is az. m, végiil
egybeesik py-lel ezért létezik egy olyan 7/, hogy a d, csékken, és igy a m,(7') = u/-ban
az érintd m,-ra és az érintd a konvex burokra altal bezart sz6g nagyobb, mint 90°. Tehat
uw'-ban a m,-ra éllitott meréleges nem tartalmazza teljesen a C'Hyp-et és igy m(ps,t)t sem.

Tekintsiik a geodetikus utat s-bél pi-be P\ Dy-ben, és tekintsiik az utolso szegmensét,
qpe-t, ahol ¢ az utolsé pont p, el6tt ahol az at érinti a P hatarat. Ez a szegmens lehet
szakasz vagy egy szakasz, qt,, amelyet a Ioy, egy része kovet. Ekkor ¢f, érintSje Iop,-
nek. Ha gp, nem része 7*-nek, akkor a bizonyitas elején leirt médon belathato, hogy 7*-t
lehetne roviditeni.

10



CHy a 7 (pg, t) konvexburka, amirdl feltettiik, hogy szakaszokbol, korivekbdl és evol-
vensekbdl all. Tgy qp, is ezekbdl épiil fel. Ezzel az allitast belattuk és még azt is latjuk,
hogy az alkot6 evolvensek nem nagyobb rendtiek mint, ahany torés van 7*-n. U

3.24. Kérdés. Mazimum hdnyadrendd evolvensek lehetnek eqy n csucsi sokszogben lévd
legrovidebb dnkozelitd itban?

3.25. Tétel. Egy s-bdl t-be mend onkizelitd ut legfeljebb 5,48 - d(s,t) hosszu.

A tétel bizonyitasa megtalalhat6 a [3] cikkben.

3.2. Onkozelits ut létezésének ellendrzése

Ebben a részben azzal foglalkozunk, hogy adott P sokszdghen adott s-bdl t-be 1étezik-e
onkozelits ut.

Vézolunk egy algoritmust, amely eldonti, hogy két pont kozott létezik-e 6nkozelits ut
és ha igen, akkor megadja a legrévidebbet.

Az algoritmus a kovetkezs Gtleten alapszik. A ¢ pontbol indulva a geodetikus s — ¢
uton visszafelé haladva mindig fenntartjuk a C'H konvex burkat a legrovidebb onkozelit
m* at végének, amit eddig épitettiink.

Minden p, toréspontban csindljuk a koévetkezét:

1. Szamoljuk ki a jelenlegi konvex burok (C'H) evolvensének a megfelels agat. Ha ez az
evolvens elvagja s-et t-t6l (vagyis s a tétel bizonyitasaban leirt ,halott” zonaban
van), akkor jelentsiik, hogy nincsen megoldés.

2. Szamitsuk ki a geodetikus 7, utat a v megel6z6 inflexios pontjabol (hiszen a [3.19)
lemma alapjan v Osszes inflexios pontjat tartalmazni fogja 7*, ha létezik) p,-be
P\ Icy és ennek utolso gp, szegmensét fiizziik hozza m*-hoz.

3. Frissitsiik C'H-t, majd ismételjiik meg az elézéket ¢-bol, amig el nem érjiik az s
pontot.

Laczkovich Miklos bizonyitotta a kivetkezd tételt a [4] cikkben.

3.26. Tétel (Laczkovich Miklés). Legyen f olyan figguény, amely raciondlis szamok-
bol, az x ismeretlenbdl, dsszeaddsbol, szorzdsbol, kompoziciobdl és a sinus fligguénybdl dll.
Fkkor 3z : f(x) = 0 dllitds nem eldinthetd.

A tételbdl tudjuk, hogy a legrovidebb 6nkozelité Gt magasabb rendid evolvense-
ket is tartalmazhat. A 2| fejezetben lattuk, hogy az evolvenseket transzcendens egyenletek
irjak le. Az evolvensek egyenletei specidlis esetei tételben 1évé fiiggvényeknek. Ezért
sejthetd, hogy a magasabb rendii evolvensek egyenletei nem megoldhatoak. Igy a [2] cikk-
ben részletesebben leirt algoritmus altal generalt utat nem tudjuk egzaktul meghatéarozni,
csak kozelit6leg.
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4. fejezet

Onkozelits alakzatok

Az el6z6 fejezetben azzal foglalkoztunk, hogy egy alakzatban két kijelolt pont kozott
mikor létezik onkozelits ut, illetve, ha létezik, akkor hogyan taldljuk meg a legrévidebbet.
Ebben a fejezetben olyan alakzatokkal fogunk foglalkozni, amelyekben tetszéleges kezds-
és tetszbleges végpont kozott létezik onkozelits ut.

4.1. Definicié. Egy alakzatot akkor mondunk énkozelitdnek, ha barmely két pontja kézott
létezik onkizelitd it.

4.1. Onkozelits sokszogek

A fejezetben feltessziik, hogy a P sokszog egyszert. Emlékeztetdiil, egy sokszog akkor
egyszeri, ha nincsen benne lyuk. A nem egyszeri sokszogekkel a részben foglalko-
zunk.

A kovetkezSkben sziikséges és elégséges feltételt adunk arra, hogy egy sokszdg mikor
onkozelité és mutatunk egy (a sokszog csticsszamaban) linearis algoritmust, amely egy
sokszogrol eldénti, hogy onkozelits-e.

4.2. Allitas. Ha a P sokszigben a t kizépponti és |ts| sugari D, kirlemez és P metszete
eqy komponensbdl dll, akkor a v geodetikus it s-bdl t-be Dy-n belsejében van.

Bizonyitds: Legyen d(z,y) pedig a korvonal z-b6l 6ramutatd jardsaval megegyezd
irdnyba halado korive y-ba.

Tegyiik fel, hogy v egy a pontban kilép a korlemezrél és egy b pontban pedig visszalép.
Ezt a geodetikus ut csak akkor teszi meg, ha d(a,b)-n van olyan pont, ami nem része P-
nek, legyen ez a pont ¢q. Ezt a ¢ pontot ,megkeriili” a . Mivel P egyszert, ezért P
komplementere (P) dsszefiiggs. A ¢ pont csak gy lehet P része, ha létezik r pont d(b, a)-
n hogy r és q kozott létezik ut P-ben. Ekkor viszont ez az Gt D,-ben szétvalasztja a-t
b-t6l, tehat D, N P mégsem egy komponenshdl all, ami ellentmondés. U

4.3. Tétel. P sokszog onkozelité akkor és csak akkor, ha tletszdleges p € P kézépponli
tetszdleges sugard D kérlemezre igaz, hogy D N P eqy kompenensbdl dll.
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Bizonyitds:

Legyen P sokszog Onkozelits. Tegyiik fel, hogy létezik p pont és D p kézéppontu
korlemez, hogy D N P legalabb két komponensbdl all. Valasszunk egy tetszéleges t pontot
egy, nem p-t tartalmazé komponensb6l. Ekkor az 6nkozelité it t-bél p-be kilép D-bol
majd visszatér, tehat van pontja D-n kiviil, legyen 6 u. De akkor |tp| < |[up|, ami megsérti
az onkozelitGséget.

Most tegyiik fel, hogy DN P egy komponensbdl 4ll minden p-re és D-re. Megmutatjuk,
hogy tetszbleges s,t € P-re létezik onkozelits ut. Tekintsiik Dy ¢ kdzépponta és |ts| sugari
korlemezt. Tudjuk, hogy D; N P egy komponensbdl all, ekkor az elézg allitds miatt a
geodetikus ut s-bdl t-be D, N P belsejében van. Tegyiik fel, hogy v nem &nkdozelits. Vegyiik
azt a v;v; szakaszat y-nak, amely a legkozelebb van t-hez és a vj-ben erre a szakaszra
allitott meréleges elmetszi y(v;, t)-t. A v; utani pontja a y-nak legyen vy, lasd a abrat.
Legyen hy a vi-ban a v;7,-ra allitott merdleges. Feltehets, hogy a v;, v;, v pontharmas
jobbra kanyarodik. Feltettiik, hogy v;v; az utolsé olyan szakasz, hogy h; metszi az tt
késGbbi részét, tehat hy nem metszheti és h; 7;0;-t6l jobbra metszi y(v;,t)-t (lasd abra,
ami nincs). Vegyiik a sokszognek a v,_7v; oldalat, amely felé v;u; néz. Ekkor erre az
oldalra allitott félszalag (vagyis a U;,_7v; végpontjaira P-bdl kifelé allitott merdlegesek
altal meghatarozott végtelen teriilet) elmetszi y(v;, t)-t. Valasszunk egy ¢ pontot v(v;, t)-
n amely benne van a félszalagban. Létezik ¢ kozéppontt korlemez, amely kétszer is elmetszi
v;—10;-t, tehat D, N P tobb mint egy komponensbdl all. Ellentmondésra jutottunk, igy
nem igaz az alapfeltevésiink, vagyis v 6nkozelité. U

4.1. abra. A p-bdl létezik korlemez, amivel dsszemetszve P két komponensre szakad.

A P sokszog oldalait irdnyitsuk az éramutato jarasaval ellentétes iranyban, legyen e
P egy oldala. Nevezziik az e oldalhoz tartozo félszalagnak azt a teriiletet, amit az e két
végpontjabol e-re lokalisan kifelé allitott merdlegesek hatérolnak.

Az e oldalhoz tartozo félszalagot jeloljiikk R.-vel.

4.4. Kovetkezmény. P akkor és csak akkor onkozelitd, ha az dsszes oldaldra a hozzd
tartozo félszalag nem metsz bele P-be.

Bizonyitds:
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Ha az e-hez tartozo R, félszalag metszené P-t, akkor tetszéleges p € R, N P ponthoz
létezne p kozéppontt D korlemez, hogy D hatara két pontban is metszené e-t, igy DN P
legalabb két komponensbdl allna. Egy ilyen lehetséges konfiguraciot mutat a [4.2] abra. Az
el6z6 bizonyitas masodik részébsl kovetkezik az allitas masik iranya. 0

4.5. Kovetkezmény. Ha a sokszégnek van 270°-osndl nagyobb szége, akkor nem dnko-
zelitd.

Hiszen ekkor az egyik oldal a méasikhoz tartozo félszalagjat metszi. Ezt és a két kompo-
nensre esést szemlélteti az [£.2 dbra.

4.2. dbra. Ha van legalabb 270°-o0s szoge, akkor nem 6nkozelit

Tekintsiik a [4.3] abrat. A sokszog nem onkozelitd, hiszen tobbek kozott az f oldal
félszalagjaba belemetsz a sokszog. Intuitive az is megfogalmazodhat benniink, hogy az e
oldalhoz képest f ,vissza van fordulva”, és ez mér elég ahhoz, hogy ne lehessen 6nkézelitG
a sokszog. Hogy ezt egy allitasként is megfogalmazhassuk, precizen meg kell mondanunk,
mikor fordul vissza egy sokszog.

4.3. abra. aq, ag és ag Gsszege legalabb 180°, tehét e oldalhoz képest f visszafordul, ezért
a sokszog nem 6nkozelits

Két szomszédos oldal kozbezart szogét felirhatjuk 180° + « alakban, ahol —180° <
a < 180°. Az « azt jellemzi, hogy a sokszog az adott csiicsban mennyire fordul kifelé a
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sokszog belsejéhez képest. Ha a sokszog egy oldalatél indulva (valamelyik irdnyba) az elsé
néhany « Gsszege legalabb 180°, akkor azt mondjuk, hogy a sokszog visszafordul.
Most mar ki tudjuk mondani és be tudjuk latni a kovetkezé allitast.

4.6. Allitas. Ha a sokszdg a fent leirt mddon visszafordul, akkor nem dnkozelitd.

Bizonyitds:

Tegyiik fel, hogy az e = p;,_1p;-hez képest f = p;p;;1 visszafordul. Legyen h; az e-re
pi-ben allitott kifelé mutato merGleges és h; az a félsik, amelyet h; hatarol és e nincsen
benne, h; legyen a masik félsik. Ha az f vagy egy masik e és f kozotti oldal metszi a h;
félegyenest, akkor a kovetkezmény miatt a sokszog nem Onkozelits.

Tegyiik fel, hogy f C h. Ekkor létezik p; kozépponti kor, hogy p;y1 benne legyen a
korben, de p; ne. Erre mutat példat szintén a abra. Ez a kor két komponensre osztja
a sokszoget, ezért a tétel alapjan nem lehet onkozelits.

Az utolso eset az, hogy f gy metsz bele e félszalagjaba, hogy nem metszi h;-t (tehat a
,a masik iranybol”). Meggondolhato, hogy ilyenkor l1étezik e helyett masik oldal, amelyhez
képest a sokszog visszafordul. O

Tegyiik fel, hogy létezik e = p;—1p; oldal, hogy a sokszbg belemetsz R.-be (amit h;
és h;_1 hatarol). Ha belemetsz, akkor nyilvan legalabb kétszer is belemetsz. Induljunk el
pi-b8l és p;_1-bol kifelé (tehat nem e;-n) a sokszog hataran és az els§ metszéspontjaik
R.-vel legyenek rendre ¢;_; és ¢;. Ekkor igaz a kovetkezd allitas.

4.7. Allitds. Nem lehet az, hogy gi_1 hi-n és q; hi_1-en helyezkedik el.
Bizonyitds:

Tegyiik fel, hogy a p;_1, pi, ¢i_1 és ¢; pontok mégis a [4.4] abran lathatéo modon he-
lyezkednek el. Ellentmondasra szeretnénk jutni gy, hogy ez esetben a K5 grafot sikba

tudnank rajzolni. A graf 5. pontja az el6zGek mellett legyen a p;_1¢;_1 és a P;q; metszés-
pontja. A szaggatottal jelolt szakaszokba a sokszog p; és q;, illetve p;_1 és gq;—1 kozotti
része nem metszhet bele (i), hiszen akkor nem ¢;_; és ¢; lenne az els6 metszéspont R.-vel
a p;_1, p; pontokbol indulva. Nyilvan a sokszog p; és ¢;, illetve p;_1 és q;_1 kozotti részei
nem metszhetik egymast (ii). Ha az (i) és (ii) peremfeltételek mellett 6ssze tudnank kotni
a pi—1, ¢i—1 €s p;, q; pontokat, akkor az 5 csicsu teljes grafot sikba rajzolnank, amit vi-
szont a Kuratowski-tétel alapjan nem lehet. Ezzel ellentmondasra jutottuk, igy belattuk
az allitast. 0

4.1.1. Tesztels algoritmus O(n) id6ben

Egy sokszog onkozelitGséget naiv modon kénnytd eldonteni. Ha egy algoritmus minden
csicsra ellendrizni, hogy nincs-e benne egy félszalagban, akkor helyesen eldonti ezt a kér-
dést. Futasideje a sokszog pontjainak szamaban négyzetes. Ebben a részben bemutatunk
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Pi T i h;

Pi—1 g hi_y

4.4. abra. Nem lehet az, hogy ¢;_1 h;-n és ¢; h;_i-en helyezkedik

egy gyorsabb algoritmust, amely egy egyszer(i sokszogrél eldonti, hogy 6nkdzelité-e, majd
bizonyitjuk helyességét illetve linearis futasidejét.

Az algoritmus elGszor ellenérzi, hogy P minden szoge kisebb-e, mint 270°. Ha nem,
akkor P nem 6nkozelits (afd.5|kovetkezmény alapjan). Ez utan az algoritmus megvizsgélja,
hogy van-e visszafordul6 oldala.

4.8. Lemma. A visszafordulds vizsgdlata megtehetd linedris idében.

Bizonyitds:

Az algoritmusban a cstucsokhoz tartozo, fentebb definialt a-kat fogjuk hasznélni. Eb-
ben a bizonyitasban kényelmesebb a sokszoget 6ramutatd jardsaval megegyezd irdnyban
kérbejarni.

A korbejaras soran fenn fogunk tartani harom iranyvektort, amelyek a legel6rébb
(detgre), leghatrébb (dpsya), illetve az aktudlis (duy) irdnyokat fogjak jelolni. Ezt a ha-
rom irdnyvektort a legegyszertibb egy korlapon elképzelni és a kovetkez6 modon fogjuk
Gket frissiteni a korbejaras soran. A kezdetben a harom megegyezik és egy tetszGleges
iranyba (mondjuk felfelé”) mutatnak. Az iranyvektorok és a szogek kozott egyértelmi a
megfeleltetés és egy d irdnyvektorhoz tartozzon a deg(d) szog. Legyen d; és ds két irany-
vektor, azt mondjuk, hogy d; > ds, ha 0° < deg(d;) — deg(ds) < 180°. A soron kovetkezd
a-val a kovetkezSképpen frissitjiik az irdnyvektorokat.

1. dak-hoz adjuk hozza a-t. Vagyis, ha a < 0, akkor éramutato jarasaval megegyezs,
kiillonben azzal ellentétes iranyba forgassuk el dyx-ot |a-val.

2. Ha dai > desre, akkor legyen dysira := delgre := daks-

3. Ha d.i¢ < dnagra, akkor legyen dpsira := dare. Ha most degre — dpatra > 180°, akkor a
sokszog visszafordult, az algoritmus jelenti, hogy a sokszog nem 6nkozelits és kilép.

4. Az algoritmus lép a kdvetkez6 cstcsra.

Az algoritmus kétszer végigjarva a csticsokat észreveszi, ha visszafordul a sokszog.
Azért kell kétszer korbejarni, hogy minden oldalt dolgozzunk fel olyan pillanatban, amikor
a harom iranyvektorba bele van szamolva az aktuélis oldalt megel6z6 n — 1 oldal. 0
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Az el6z6 lemma miatt innentdl feltehetd, hogy a sokszog nem fordul vissza.

Legyenek a P csicspontjai éramutatod jarasaval ellentétes iranyban a pg, p1, ..., Po_1
pontok. Az 6ramutaté jarasaval ellentétes korbejarasi iranyt nevezziik ,el6rének”; a masik
irdnyt ,visszanak”. Az algoritmus egy peisre €S €2V phatra tOrottvonalakat épit, amelyek
kezdetben iiresek.

4.9. Megjegyzés. Ha az algoritmus csak az egyik irdnyba épitené fel a toréttvonalat,
valosziniileg akkor is helyes lenne, de ez eqy sokkal technikdsabb bizonyitdst igényelne.

A kovetkez&kben pegre konstrudlasaval foglalkozunk, ppsrs esete teljesen hasonld. A
Pelsre csak az algoritmus elején iires, és ha mar nem iires, akkor az utols6 szakasza speci-
alisan félegyenes. Ez a tulajdonsig az egész algoritmus soran teljesiilni fog. A py pontbol
welore” iranyba indulva az algoritmus végigjarja az oldalakat. Minden egyes e; = p,_1p;
oldalnal az e;-re p;-bdl allitott merdleges legyen h;. Masképp fogalmazva, h; az R; félszalag
azon félegyenese, amelyet p;-bél hiiztunk. Az algoritmus h;-vel frissiti a pegre-t-

Ha pegre lires, akkor legyen pegre = hi. Ha pegre nem iires, akkor az algoritmus a
kovetkez6t teszi. A pesre frissitéséhez jarjuk be peisre-nek minden r; = ¢;_1¢; szakaszat (co
mindig a sokszog egyik csiicsa lesz). Az egyszertiség kedvéért a toréttvonal utolso részére, a
félegyenesre is ¢;_;¢;-ként fogunk hivatkozni, ahol ¢;-re gondolhatunk a megfelel§ irdnyban
l1évG végtelen tavoli pontként. Egy ilyen tordttvonal lathatod a [4.5) Abran.

c

3

4.5. dbra. A pesre toréttvonal a co, c1, co és a specidlis (végtelen tavoli) ¢; pontokbol 4ll

e Az e¢; nem lehet egészében a pegre jobb oldalan (cp-tol iranyitva), hiszen akkor a
pi-ben 1évE szoge nagyobb lenne, mint 270°, és ezt mar ellendriztiik kordbban.

e Ha az e; p; iranyabdl nyitott, p;,—; irdnyabol zart szakasz metszi r;-t, akkor a
kévetkezmény alapjan P nem 6nkozelits, és az algoritmus kilép.

e Ha h; metszi 7;-t, akkor a metszéspont legyen ¢’ és peisre €ls6 néhany elemét r;-ig
cseréljiik le a p;c és a @ szakaszokra, majd lépjiink tovabb a p;; pontra.
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Ha egyik c;-re sem teljesiil a fentebbi felsorolas egyik pontja sem, akkor az eddigi peisre-vel
nem foglalkozva legyen pege = h;. Vagyis az eddig épiilt tordttvonalat lecseréljiik egy 1j
félegyenesre, mert h; nem metszett bele pegre-be.

A abran lathato, hogy pesre szemléletesen a félszalagok unidjanak a ,,jobb” oldalat
jelenti.

Teljesen hasonlé médon felépitjiik ppsta-t is. Itt a sokszoget ,vissza” irdnyban jarjuk
végig és az oldalakhoz tartozé félszalagok masik oldalaval fogjuk frissiteni a ppagra-t.

Az algoritmus P éleit végigjarja kétszer elére, majd szintén kétszer vissza iranyban.
Ha egyik e; sem metszett bele pegre-be vagy puaira-be, akkor P 6nkozelits. Azért kell
kétszer korbejarni az oldalakat irdnyonként, hogy minden oldalt vizsgaljunk meg olyan
allapotban, amikor az 6t megel6z6 n — 1 oldalt feldolgoztuk és a hozzajuk tartozd félsza-
lagjaikkal frissitettiik peisre-t (éS pratra-et). Ebbdl adoddan amikor a méasodik kort kezdjiik
a végigjarasnal az adott iranyban, akkor a pegre-t €s & praira-t nem allitjuk vissza iiresre.

4.6. abra. 1-es tipusi metszés

Tekintsiik az ,elére” irdnyd bejarasat P hatardnak. Kiilonboztessiink meg harom ese-
tet. Az els§ két esetben elmetszi egy e; = p;_1p; oldal pesre-t. Az egyik eset, ha e; elmetszi
Pelsre-t, de h; nem, legyen ez az 1-es tipusi metszés abra). A masik esetben e; elmetszi
Pelsre-t Miutan h; elmetszette. Nevezziik ezt 2-es tipusi metszésnek abra). Ezenkiviil
e; lehet, hogy egy maésik oldalhoz tartozé félszalagba ,hatulrol” metsz bele (vagyis azt a
hatérolo félegyenesét metszi el, amelyet nem hasznaltunk fel peyse felépitéséhez), legyen &

a 3-as tipusi metszés (4.7b| abra).

Tekintsiink egy torottvonalat. [ranyitsuk a szakaszait valamelyik irdnyba. A szakaszok
kezdGpontjait mozgassuk egy kozos origdba és a hosszukat modositsuk egységhosszsagi-
ra. Az igy kapott strukturat nevezziik a téréttvonalhoz tartozo 6ralapnak. Két szomszédos
oldalnak megfelels egységvektor az 6ralapon akkora szoget zar be, mint amekkora a két
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(a) 2-as tipusi metszés: e; és h; is metszi pelgre-t

(b) 3-as tipusu metszés

4.7. 4bra. 2-es és 3-as tipust metszések

szomszédos oldal kiegészité szoge. A torottvonal lehet zart is, tehat ezt a reprezentaciot
sokszogekre is tudjuk alkalmazni. Lasd a [4.8 abrat példaért.

4.10. Definici6. Egy tordttvonalat konvernek neveziink, ha el lehet 1igy forgatni, hogy eqy
konvex figguény grafikonja legyen.

A konvexitas egy ekvivalens definicidja a kovetkezd.

4.11. Definicié. Egy tirdttvonalat konvexnek neveziink, ha a hozzd tartozo dralapon az
eqyséquektorok csak a kezdd szakasz vektordhoz tartozo egyenes eqyik oldaldn vannak és az
eqyséquektorok a hozzdjuk tartozo szakaszok sorrendjében kdvetik egymdst.

Az algoritmus konstrualdsanal lattuk, hogy a pesre €S pratra néha teljesen kidobodik
és egy félegyenes lesz. A tovabbiakban p-val fogjuk jelolni a pegre €S pratra két kidobés
kozotti részét, allapotat.

4.12. Allitas. Az elsé metszésig p konvex és mindig eqy irdnyba kanyarodik.

Bizonyitds:

A p; cstcsban az e; oldalra llitott h; merdlegeshez tartozo egységvektort a 6ralapon
jelolje d;.

Ha egy szakaszbol (ami specilisan egy félegyenes) all a p, akkor nyilvan konvex. Te-
gyiik fel, hogy (k — 1) oldalt mar feldolgoztunk ¢és a p még mindig konvex. Azt allitjuk,
hogy a k. oldal feldolgozasa utéan is konvex marad.

Feltehets, hogy p eddig 6ramutatd jarasaval ellentétes iranyban kanyarodott. A
abra szemlélteti, hogyan nézhet ki az oralap az elsé (k — 1) oldal utan. Tudjuk, hogy
a sokszog nem fordul vissza (mert azt mar ellendriztiik), tehat a abran jelolt d,,q.
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4.8. abra. Egy sokszog részlete és a hozza tartozé oralap. Az e; oldalhoz a d; irdnyvektor
tartozik.

iranyabol nem lépheti at a di-hez tartozo egyenest a dy. Ha (i) dy a dy_1 és dypq. vektorok
kozott helyezkedik el, akkor a definici6 alapjan p konvex marad. Ha (ii) a dj-hez
tartozd egyenest d; iranyabol atlépi a di, akkor hi nem metsz bele a p-ba, tehat az
algoritmus miikodése alapjan az eddigi p-t, igy az eddig d;-ket kidobjuk és p csak egy
félegyenesbdl fog allni, ami konvex.

4.9. dbra. A d egységvektorok egy lehetséges helyzete

Az az eset maradt, amikor a dj két szomszédos d; és d; kozott helyezkedik el (1 <
i < j<k-—1),lasd szintén a abrat. Ez az eset teljesen hasonlo az (ii) esethez, igy
ugyanazzal az indoklassal hj p-hoz valé hozzavétele utan minden j < j'-re d; kidoboédik
a p-bol (illetve ¢/ < i indext d;-k is kidobodhatnak) és igy definicié szerint megint konvex
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marad p, hiszen d;-ig index szerint névekvs sorrendben vannak a d-k az indukcios feltevés
alapjan és dy a d; utan van az o6ralapon (k > 7).

A p konvex, igy a[d.11] definici6 alapjan a megfelels egységvektorok az oldalak sorrend-
jében kovetik egymést, ami pont azt jelenti, hogy a p vagy mindig jobbra vagy mindig
balra kanyarodik. O

4.13. Megjegyzés. Az eldzd bizonyitds végén a j' és az esetleges i indexd d-k kidobdsa
maatt nem biztos, hogy i + 1 = j, ezért valoban csak annyit tudunk roluk, hogy i < j.

A kévetkezményben a sziikséges és elégséges feltételben félszalagok szerepelnek.
Az algoritmus viszont csak a félszalagok eliils§ félegyenesével foglalkozik. Ezért a 3-as
tipust metszést az algoritmus nem képes észrevenni. A kovetkez6 éllitas bizonyitja, hogy
az algoritmus ennek ellenére helyes.

4.14. Allitas. Tegyiik fel, hogy létezik j, hogy az Rj-ben van a sokszognek pontja. Ekkor
létezik i, 7, hogy hjNe; # 0 és j <1 <i-repy ¢ Rj és a sokszig p; €s p; kézotti hatardinak
elsd metszéspontja R;-vel hj-n van.

Bizonyitds:

Ez az allitas csak egy atfogalmazéasa a|4.7] allitdsnak az algoritmusban hasznalt jelolé-
sekkel. Megfelel$ h; biztosan létezik, mert az algoritmusban mindkét iranyban korbejarjuk
a sokszoget. O

Nevezziik az ilyen (i, j) parokat érdekeseknek, a metszéspontjukat jeloljiik p;;-vel.

4.15. Kovetkezmény. Ha létezik 3-as tipusu metszés, akkor létezik 1-es vagy 2-es tipusi
18.

4.16. Allitas. Egy p épitése kizben legyen e; = Pioip; az elsd oldal, ami elmetszi eqy mdr
kordbban vizsgdlt e; = p;_1p; oldalhoz tartozé R; félszalag eliilsd h; félegyenesét és tegyiik
fel, hogy ej-t is ugyanazon p épitése kizben vizsgdltuk meg. Ekkor ez a metszés 1-es tipusi.

Bizonyitds:

Ez a metszés 1-es vagy 2-es tipusiu. Tegyiik fel, hogy 2-es tipusi. Ez definici6 szerint
azt jelenti, hogy az e;-re p; pontban allitott kifelé mutaté h; merdleges elmetszi p-t miel6tt
e; metszené el. A allitas alapjan (mivel e; az els6 metszés p-n) p konvex. Tehat h;
egy tamasz egyenese p-nek, vagyis egyik oldalan van a p és a feltétel alapjan a masikon
a p;. Ha ebb6l a p;-bdl allitott h,; elmetszi p-t, akkor sziikségszertien h;-t is. Ez viszont
csak ugy torténhet meg, ha az e; oldalt vizszintesnek képzelve, e; felfelé halad, lasd a
abrat. Ekkor viszont e; visszafordult e;-hez képest, pedig a lemma alapjan tudjuk,
hogy a sokszog nem fordulhat vissza, mert azt mar kordbban észrevettiik volna. Tehat a
metszés nem lehet 2-es tipusi, ezzel belattuk az allitast. 0

4.17. Kovetkezmény. Az algoritmus elején a visszafordulds ellendrzésével kizdrtuk a 2-
es tipusu metszéseket.
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h; Pelére

4.10. &bra. az e; visszafordul e;-hez képest, ha h; metszi peigre-t

4.18. Lemma. A minimdlis (i — j) kilonbségt (i, j) érdekes pdrhoz tartozd e; és e; ol-
dalakat egyazon p épitése kiézben dolgozza fel az algoritmus.

Bizonyitds: Az egyszertiség kedvéért tegyiik fel, hogy az aktualis p-t az e;-bdl kezdjiik
el felépiteni. Ha nem e;-bél kezdjiik, akkor is hasonléan meggondolhaté a bizonyitas. A
szimmetria miatt feltehetd, hogy e;-hez képest e; az 6ramutato jarassal ellentétes iranyban
all az oralapos reprezentaciéban.

Tegyiik fel indirekt, hogy nem egyazon p épitése kozben dolgozzuk fel e;-t és e;-t. Ez
ugy torténhet meg, ha létezik egy j < j' < i, hogy e; az e;-hez képest az 6ramutatod
jarasaval megegyez6 irdnyban &ll az 6ralapos reprezentacidoban, lasd a abrat. Ekkor
tudjuk, hogy létezik tordttvonal (a sokszog hataranak egy része) p; és p;; kozott. Ez
a torottvonal nem metszi hj_j-et és nyilvin a sokszog hataranak més részét sem, igy
sziikségszertien elmetszi hj-t. Az els6 metszése hj-vel egy érdekes par lesz valamilyen
i'-re. Mivel j° < j és i’ < i ezért az (i, ;") érdekes parnak kisebb a kiilonbsége, mint
(1, 7)-nek, ami ellentmond a feltevésnek. O

Belattuk, hogy a minimalis (i — j) kiilonbségi (i, j) érdekes parhoz tartozo e; és e;
oldalakat egyazon p épitése kozben dolgoztuk fel. A lemma alapjan a (h;, e;) metszés
csak 1-es tipust lehet, tehat az algoritmus észreveszi és sikeresen jelenti, hogy a sokszog
nem 6nkozelits.

Ha pedig a sokszog 6nkozelits, akkor egyik e; oldal sem fogja metszeni egyik p-t sem
és az algoritmus azt fogja mondani, hogy 6nkozelité a sokszog.

Ezzel belattuk az algoritmus helyességét.

22



pi

e

hj_ . Pi

flj

ij

€5

4.11. abra. Ha 1j p-t kezdiink épiteni e; és e; kozott, akkor nem (7, j) a miniméalis érdekes
par

4.19. Lemma. A fenti algoritmus futdsideje O(n).

Bizonyitds:

Minden egyes iteracioban feleannyi szakaszt torliink peisre-b6l, ahédny metszés ellenér-
zést végeztiink és pegre-hez legfeljebb 2 szakaszt adtunk hozza (az aktuélis h; merdleges
egy részét, illetve a p egy szakaszanak egy részét). Tehat egy bejaras soran legfeljebb 2n-
et toroltiink ki, igy legfeljebb 4n metszés ellenGrzést hajtottunk végre. Tehat a futasidé
valoban linearis. 0

4.1.2. Lyukas sokszogek onkozelitésége

A P sokszogre tekinthetiink egy épiilet alaprajzaként is. Nagyobb épiiletekben statikai
okok miatt gyakran oszlopokat helyeznek el az épiileten beliil is. Ez motivalja a kévetkezs
megfontolasokat, allitasokat.

Képezziik a P’ sokszbget tigy a P sokszoghdl, hogy koroket vagunk ki beléle.

4.20. Allitas. Ha a P sokszogben tetszileges p € P kizépponti tetszdleges sugarii D
korlemezre igaz, hogy D N P egy komponensbdl dll, akkor tetszdleges p' € P’ kézépponti
tetszdleges sugari D' kirlemezre is teljesiil, hogy D' 0 P eqy kompedonensbdl dll.

4.21. Allitas. Ha P' onkizelitd, akkor tetszileges p' € P’ kizépponti tetszdleges sugari
D' korlemezre is teljesiil, hogy D' N P eqy komponensbdl dll.

Ha a sokszogbdl kisebb sokszogeket vagunk ki, akkor a[4.3] tétel bizonyitasahoz hason-
loan beldthato, hogy nem lehet 6nkozelitd.
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Vizsgaljuk meg 6nkozelitGség szempontjabol egyszeri sokszdgek bizonyos csoportjat.

4.22. Definicié. Ortogondlisnak neveziink egy sokszdget, ha szégei csak 90° vagy 270°-
osak.

4.23. Definicié. Monotonnak neveziink eqy sokszéget, ha létezik eqy Descartes-féle ko-
ordindtarendszer gy, hogy a sokszog tetszdleges két pontja kozott létezik a tengelyekkel
parhuzamos ut, és ennek az utnak a tengelyekkel pdrhuzamos komponensei monotonak
(fiigguényként tekintve rdjuk).

A monotonitas egy ekvivalens definicidja a kovetkezd.

4.24. Definicioé. Rdgzitsiink egy koordindtarendszert. A sokszdg hatdrdt osszuk fel négy
gorbére a sokszdg legészakibb, legkeletibb, legdélibb és legnyugatibb pontja mentén. A sok-
5269 monoton, ha a kapott négy gérbe x és y irdnyban is monoton (vagyis a derivdltja nem
vdlt eldjelet).

4.25. Allitas. A monoton ortogondlis sokszigek onkozelitdek.

Bizonyitds:

A sokszog monoton, igy tetszéleges két pontja kozott van lépcsss fiiggvény, amelynek
a tengelyekkel parhuzamos komponensei monotonak. Ez az at 6nkozelité a lemma
alapjan. 0

Ha a lépcstket egyre stirtibben vessziik, akkor ez a 1épcsGs ut sorozat tartani fog egy
gorbéhez. A konvergencia megtartja az onkozelitGséget, igy ez a gorbe is onkézelits. Ebbsl
kovetkezik, hogy ha egy gérbe x és y iranyu derivaltjai nem valtanak elGjelet, akkor a gérbe
onkozelits. Kapjuk a kévetkezs allitast.

4.26. Allitas. A monoton sokszégek onkozelitdek.

A abran lathato példa monoton és 6nkozelitd.

4.12. abra. Onkézelité sokszog, ami monoton

Ha nagyobb torés lenne az 6tszogben, akkor méar nem lenne 6nkozelits, hiszen példaul
az Otszog fels6 harom csiicsa a [4.13] 4bran nem teljesiti az 6nkozelitGség definiciojaban
szerepld egyenlGtlenséget.

Felmeriilhet a kérdés, hogy a nem til sok oldali sokszégek koziil melyek 6nkozelitéek.
Trivialisan minden konvex sokszog onkozelit6. A konkév négyszogek koziil viszont méar
nem mindegyik 6nkozelité. Ennek okat a kovetkezmény irja le.
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4.13. dbra. Nem 6nkdozelité 6tszog

4.2. Onkozelits sokszogek robot esetében

A dolgozatban eddig csak pontszeri testtel foglalkoztunk. Lehetséges gyakorlati fel-
hasznalasok miatt adodik a kérdés, hogy milyen allitdsokat tudunk megfogalmazni, ha egy
kiterjedéssel rendelkezé targy szaméara keresiink onkozelité utat. Ezentil a targyat nevez-
ziik robotnak, és tegyiik fel, hogy kor alakt (és hogy barmilyen irdnyba képes mozogni).
Azt mondjuk, hogy a robot 6nkozelité iton halad, ha a robot kézéppontja altal bejart uat
onkozelits. Feltehets, hogy a robot egységnyi sugari. A robotot jeloljiik R-rel.

Egy robot egy P alakzatban csak tgy tud mozogni, hogy a robot hatara sosem met-
szi el P hatéarat, érinteni érintheti (ez az a természetes feltevés, hogy a robot a falba
beleiitk6zik).

Az alatt, hogy R egy p pontban van, azt értjik, hogy R kdzéppontja éppen p.

Vizsgaljuk meg, hogy a robot P-n beliil milyen teriileten tud mozogni. Példaul, ha P
egy négyzet, akkor a szdmara elérhetd teriilet egy kisebb négyzet lesz P-n beliil. Ha P-nek
van 90°-nél nagyobb szdge, akkor a robot szdmara elérhets teriilet hatara korivet is fog
tartalmazni, ami bentrél nézve konkav. Tehat a teriilet egy olyan ,sokszog” lesz, aminek
a 90°-nél nagyobb szdgei ,le vannak kerekitve”.

4.27. Definicié. Legyen P sokszdg, R robot. Legyen Pr a P komplementerének és R
Minkowski-osszegének a komplementere.

Szemléletesen Pr P-nek azon részhalmaza, ahol R lehet, tehat ahol tartézkodva nem
metszi 4t P hatarat. (P, R) parral jeloljiik azt a rendszert, amiben R a P-ben mozog.

4.28. Definicidé. Legyen P sokszdg, R robot. A (P, R) akkor onkdzelitd, ha P tetszdleges
két pontja kozott létexik onkozelitd ut R szamdra.

Pontszerti test esetében mar ismeriink sziikséges és elégséges feltételt arra, hogy P
mikor 6nkozelits tétel). P 6nkozelitGségébdl nem tudunk kovetkeztetni (P, R) 6nko-
zelitGségére:

Ha (P, R) 6nkozelit , abbol nem kovetkezik az, hogy P is az a pontszeri test eseté-
ben. Erre példa egy négyzet, amibdl kidll egy keskeny kampo alak. Ez nem 6nkozelitd a
pontszerd test szdmara, de R szdmara az, mert a kampo részbe R nem fér be, igy R csak
a négyzetben mozoghat, ami konvex, igy énkozelitd.
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Hasonloan ha P 6nkozelité a pontszert test esetében, abbol nem kovetkezik az, hogy
(P, R) is az. Hiszen tekintsiink egy homokoraszert sokszoget, amely kozépen olyan keskeny,
hogy R nem fér 4t rajta. Ez pontszeri targy esetén 6nkdzelits, de R szdmara nem.

4.29. Kérdés. Az utdbbi példdiban R robot szdmdra nem érhetd el P minden pontja (azaz
(P, R) nem dsszefiiggd). Nem ismert olyan példa arra, hogy pontszerid dnkozelitdséghdl ne
kovetkezzen (P, R) dnkozelitdsége, ha (P, R) dsszefiiggd marad.

4.30. Allitas. (P, R) dnkézelitd akkor és csak akkor, ha tetszéleges p € Pr kdzépponti D
kérlemezre D N Pr egy komponensbdl dll.

A bizonyitasa hasonloan torténik, mint a [4.3] tételé.

4.3. Onkoézelité poliederek

A monoton ortogonélis sokszogekhez hasonloéan lehet definiadlni a monoton ortogonalis
poliédereket is.

4.31. Definicié. Ortogondlisnak neveziink egy poliédert, ha létezik eqy Descartes-féle ko-
ordindtarendszer gy, hogy a sokszog oldalai a tengelyekre merdlegesek.

Az ortogonélis poliéderekre gondolhatunk tgy is, mint amiket kis kockédkbol ragasz-
tottuk Sket Ossze.

4.32. Definicié. Monotonnak neveziink eqy poliédert, ha létezik eqy Descartes-féle ko-
ordindtarendszer ugy, hogy a poliéder tetszdleges két pontja kézétt létezik a tengelyekkel
parhuzamos ut, és ennek az utnak a tengelyekkel pdrhuzamos komponensei monotonak
(fliggvényként tekintve rdjuk).

A monoton ortogonalis sokszdgekhez kimondott allitas megfelelGje térben is igaz:
4.33. Allitas. A monoton ortogondlis poliéderek onkizelitéek.

Bizonyitds:
A lemma alapjan trivialis. O

4.34. Allitas. Ha a poliéder onkizelits, akkor a poliéder és egy tetszdleges gomb, melynek
kozeppontja a poliéderben van, metszete eqy komponensbdl dll.

Bizonyitds: Legyen P 6nkozelité poliéder. Megmutatjuk, hogy ekkor barmely p € P
koézépponti S gombre teljesiil, hogy SN P egy komponensbdl all. Tegyiik fel, hogy 1étezik
ennek ellentmondo (p, S) par. Ekkor valasszunk egy s pontot abbdl a komponensbdl,
amiben p nincsen benne. TetszGleges s-b6l p-be vezetd Gt elmetszi S felszinét, tehat az
utnak létezik olyan s és p kozotti r pontja, melyre |sp| < |rp|, amely ellentmond az
onkozelitoségnek.

4.35. Kérdés. Onkizelitd poliéderekre nem ismert elégséges feltétel.

4.36. Allitas. Onkézelité poliéderben a legrividebb it mindig onkozelitd.
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5. fejezet

Sokszog kerneljének keresése

Ebben a fejezetben egy olyan problémat mutatok be, ami elsére fliggetlennek tiinik a
onkozelit6 utaktol, de késgbb kideriil, hogy fontos szerepet jatszanak a probléma megol-
dasaban.

Tegyiik fel, hogy egy 360°-ban 1at6 robot felébred egy ismeretlen kérnyezetben. A
feladata az, hogy egy olyan helyre menjen, ahonnan belitja az egész kornyezetet, és ezt
minél hatékonyabban tegye meg.

A probléméat a kévetkezGképpen modellezhetjiik. A robot egy pont, a kornyezet pedig
egy P egyszer( sokszog. Nyilvan, P-nek csillag alakiinak kell lennie ahhoz, hogy 1étezzen
pont, ahonnan be lehet latni az egész sokszoget — a pontos meghatarozasért lasd az
definiciot. Egy adott p pontban a robot tisztaban van a Jathatosagi sokszoggel”, vis(p)-vel
definicio). A megoldas koltségét a robot altal megtett ut hosszaban mérjiik.

Ha robot el6re ismerné a sokszoget, akkor ki tudné szamolni a kerneljét definicio)
és az s kezd6ponthol rogton a kernel legkozelebbi pontjahoz, k-hoz tudna menni. Vegyiik
észre, hogy mivel a kernel minden pontjabol lathato a sokszog minden pontja, specidlisan
a kezd@pont is, ezért a robot csak egy egyenes mentén mozogna, ami az optimalis d(s, k)
koltségl megoldast eredményezi. Ennek a részleteiért lasd az [5] és [6] cikket.

5.1. Definicié. Egy algoritmus eqy PC' optimalizdcids problémacsalddra c-kompetitivnek
neveziink, ha minden P € PC problémdra az algoritmus dltal adott megoldds nem rosszabb,
mint a P-re adhato legjobb megoldds c-szerese.

Mutatni fogok egy algoritmust a fent leirt probléméara, ami 5,48-kompetitiv.

5.1. Lathat6sag sokszogben

A P sokszog legyen egyszert, tehat lyukmentes.

5.2. Definicio. Legyen p és q két pont P-ben. Azt mondjuk, hogy q ldthatd p-bdl, ha a
pq szakasz P-ben van. A p-bdl ldthato P-beli pontok halmazdt p ldthatdsdgi sokszdgének
nevezzik és vis(p)-vel jeloljiik.

5.3. Definicio. A P kerneljének nevezzik és ker(P)-vel jeléljik, azon P-beli pontok hal-
mazdt, amelyekre teljesil, hogy a ldthatdsdgi sokszdgik a teljes P. Ha ker(P) nem tres,
akkor P-t csillag alakinak mondjuk.
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Néhany észrevétel:
e A lathatosag szimmetrikus tulajdonsag.

e Csak konvex P-kre teljesiil, hogy ker(P) = P. Kiilonben a sokszégnek van legalabb
egy csucsa, ahol a bels6 szog nagyobb, mint 180°, ezeket a csticsokat nevezziik konkdv
csucsoknak.

e Minden e oldala P-nek két félsikra osztja a sikot, a bels§ félsiknak nevezziik azt,
amelyik lokalisan tartalmazza P-t.

5.4. Allitas. A P oldalaihoz tartozd belsé félsikok metszete ker(P).

Bizonyitds:

Egy e oldal csak az e-hez tartozo belss félsikbol lathato. A ker(P) halmazban olyan
pontok vannak, ahonnan az egész P lathato, specidlisan az oldalak is. Tehat ker(P) C
() He, ahol H, az e-hez tartozo belsé félsik.

A maésik irdnya tartalmazéashoz legyen x € () H.. Be kell latni, hogy = € ker(P).

Tegyiik fel, hogy létezik y € P, hogy x-b6l y nem lathato, vagyis yz ¢ P. Ekkor a y-bol
indul6 x-en atmend félegyenes elmetsz egy f oldalt még z el6tt (ha tobb ilyen f is van,
vegyiik az els6t). Nyilvan y € Hy és © ¢ Hy. Utobbi viszont ellentmond az = € () H.

feltevésnek.
Kapjuk, hogy ker(P) =) He. O

5.5. Kovetkezmény. ker(P) konvex, hiszen félsikok metszete konver.

Rogzitsiink egy p € P pontot. A vis(p) csillag alakt és ker(vis(p)) tartalmazza p-t. A
vis(p) hatara kétféle szakaszbol allhat:

1. A P sokszog oldalaibél, illetve az oldalai részeibdl.

2. ,Aloldalakbol”, amelyek p-bél indulo, konkav cstcsot érinté félegyenesen vannak
rajta, és egyik végpontjuk a konkév cstics, a masik pedig a félegyenes P-vel valod
(elsG) metszéspontja a konkav cstics utan.

Az aloldal P-t két részre: az egyik oldalon p-bél lathaté pontok vannak, a méasikon
nem. Utobbi részét P-nek nevezziik barlangnak. vis(p) hatara akkor és csak akkor nem
tartalmaz aloldalt, ha p € ker(P).

Az .1 abran lathatod két sokszog egészen hasonlé, az s pontbol ugyanaz a lathatosagi
sokszog, a kerneljiik mégis jelentGsen kiilonbo6z6. Tehat egy s pontban allva nem sok infor-
macio all a robot rendelkezésére a sokszog kerneljérsl. Azt viszont tudja, hogy a sokszog
kerneljét latja, s6t a kdvetkezd allitds alapjan a lathatosagi sokszog kerneljének részhalma-
za a sokszog kernelje és a lathatosagi sokszog novekedésével a lathatosagi sokszog kernel
mérete csokken.
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5.1. dbra. Az s pontbol ugyanaz a lathatosagi sokszog, mégis teljesen mas a két sokszog
kernelje

5.6. Lemma. Legyen u és v P két pontja gy, hogy vis(v) C vis(u). Ekkor teljesil a
kévetkezd:
ker(P) C ker(vis(u)) C ker(vis(v)).

Bizonyitds:

Legyen = € ker(P), és jeloljik P’-vel vis(u)-t. Az els6 tartalmazashoz meg kell mu-
tatni, hogy = € ker(P’). Az x pont kernelpont P-ben, ezért latja u-t, ami szimmetrikus
tulajdonsag, tehat x € vis(P), és tetszbleges y € P’-re is tudjuk, hogy Ty P-ben van.
Ha ZTy-t elmetszené P’ hatara, akkor az x vagy y pont barlangban lenne u-bdl nézve,
de tudjuk, hogy mindketten vis(u)-ban vannak. Tehat Ty C P’, tetsz6leges P'-beli y-ra,
tehat z-b6l mindent lehet latni P’-ben, ami azt jelenti, hogy x € ker(vis(u)).

A feltevés alapjan v € vis(v) C vis(u) = P’. Ekkor a mar bizonyitott elsé tartalmazast
alkalmazva P’-re és v-re kapjuk, hogy ker(P’) C ker(visp/(v)). A bizonyitéas befejezéséhez
még be kell latnunk, hogy visp/(v) = vis(v). A visp(v) C vis(v) teljesiil, hiszen vz P'-
ben és igy P-ben is (hiszen P* C P). A vis(v) C visp/(v) tartalmazas meggondolasahoz
vegylink egy z-et vis(v)-bol. A feltétel alapjan 77 C vis(v) C vis(u) = P’ és igy x €
vispr(v). Ezek alapjan az allitds méasodik tartalmazasa is teljesiil. O

5.2. Sokszog kerneljét keresé algoritmus

Tegyiik fel, hogy P csillag alaki. Egy szakaszhoz tartozo félsikok alatt értsiik a szakasz
egyenese altal meghatarozott félsikokat. Az s kezdGpontban a robot ellenérzi, hogy vis(s)-
t hatarolja-e aloldal. Ha nem, akkor s benne van ker(P)-ben és az algoritmus kilép.
Kiilénben a robotnak olyan irdnyba kell mozognia, hogy a barlangokba egyre jobban
belasson és kozben a mar latott teriiletet ne veszitse szem elSl. A robot gy tud tobbet
latni egy barlangbol, ha a hozzatartozo aloldal belsé félsikjaba lép (vagyis amelyik nem
tartalmazza a barlangot). Ekkor az aloldal a konkav csics koriil ,befordul” a barlangba.
Emellett tigy kell mozognia, hogy a P mar latott oldalainak belsé félsikjat sosem hagyja
el (specidlisan P-n beliil kell maradnia). Ezeket a kovetkezd két definicio fogalmazza meg
precizen.
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Félsikok iires halmazanak a metszete legyen a teljes sik.

5.7. Definicio. Jeldljik G(p)-vel a ,néveld éket”, amely a vis(p) dloldalaihoz tartozo bel-
sd félsikok metszete. Azon konkdv csicsokat, amelyek az ék két tamasz félegyeneséhez
tartoznak maximadlis megszorito csucsoknak nevezzik.

5.8. Definicio. Jeldljik K(p)-vel a ,megtartandd éket”, amely azon oldalakhoz tartozo
belsd félsikoknak a metszete, amelyeken p rajta van, vagy amelyek lathatoak p-béol és p
rajta van az egyenesikon.

Az abrakon satirozottal van jeldlve a K(p), illetve teli sziirkével G(p). Mindkét
abran a p ponthoz két maximélis megszorito cstcs létezik, vy és vy. Az els6 abran g-hoz
viszont csak egy megszorito csucs tartozik (ve), igy G(q) egy félsik. Az els§ abran ¢ nincsen
rajta egyik oldalon sem és egyik oldal egyenesén sem, igy K (q) a teljes sik. Ezzel szemben
K(p) az e oldal bels6 félsikja, hiszen p rajta van az e oldal egyenesén.

A maésodik abran p egy konkav csicsban helyezkedik el, ezért K (p) az e és f oldalakhoz
tartozo bels6 félsikok metszete lesz.

K(p)

5.2. abra. Az abrékon satirozottan van jelolve a megtartandé ék és teli sziirkével a nével
ek

5.9. Megjegyzés. A megtartando ék definicidja azt fejezi ki, hogy lokdlisan merre tud
tovdbbhaladni a robot gy, hogy a mdr ldtott teriletet ne veszitse szem eldl. Eqy dltalanos
pontbdl barmerre mehet, ezért lesz ott a K(p) a teljes sik. Ha egqy konkdv csicsban dll,
akkor a csicshoz tartozo két oldal belsd félsikjainak metszete felé haladhat csak anélkiil,
hogy barlang alakulna ki, tehdt példdul ilyenkor a K(p) nem a teljes sik.
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5.10. Megjegyzés. Ha az éket csak eqy félsik hatdrolja, akkor specidlisan az ék szdge
180°, aminél nagyobb a szég nem is lehet, ha legaldbb eqy félsikot metsziink dssze.

Egy p pont ker(P)-ben van akkor és csak akkor, ha G(p) a teljes sik, hiszen p € ker(P)
akkor és csak akkor teljesiil, ha nincsen aloldala a lathatosagi sokszogének és a félsikok
ires halmazanak metszete a teljes stk. A masik irdnyhoz hasznélni kell azt a meggondolast,
hogy ha félsikok halmazanak a metszete a teljes sik, akkor sziikségszertien a halmaz iires.

A kovetkezd lemma megmutatja, hogy G(p) N K(p)-be lépnie a robotnak mindig le-
hetséges, és ezaltal a vis(p) monoton né.

5.11. Lemma. Egy p pont elég kicsi kornyezetében ker(vis(p)) = G(p) N K(p) # (. Ha
p-bél a robot ebbe a halmazba mozog, akkor vis(p) nd, vagy ha p mar eddig is a ker(P)-ben
volt, akkor nem wvdltozik.

Bizonyitds:

A ker(vis(p)) haromféle félsik-tipus osszemetszésébdl all. Az egyik tipusba tartoznak
a vis(p) aloldalainak belss félsikjai. A masodik tipushoz tartoznak azok a belss félsikjai
P oldalainak, amelyek tartalmazzak p-t. A harmadik tipusa félsikok olyan oldalakhoz
tartoznak, amelyek egyenesei nem metszenek bele u kellGen kicsi kornyezetébe. Ezzel
belattuk, hogy ker(vis(p)) = G(p) N K(p).

Az [5.6|lemma alapjan ker(P)-t tartalmazza ker(vis(p))-t, igy nem iires.

A K(p) olyan halmaz, hogy vis(p) nem csokken, ha belelép a robot, viszont vis(p)
né G(p)-be lepve. Tehat a G(p) N K (p) konstrukcioja miatt vis(p) nd, hacsak p mar nem
tartozik ker(P)-be, mert akkor nem valtozik. O

Az[5.6|és lemmaékat Osszevetve kovetkezik, hogy ha mindig a G(p)N K (p) halmazba
lépiink, akkor ker(vis(p)) folyamatosan csokken és ker(P) mindig benne van, tehat el6bb-
utobb ker(vis(p)) meg fog egyezni ker(P)-vel.

Most mar megfogalmazhatjuk az algoritmust.

p<=s
while vis(p) # P do
a G(p) novels ék kiszamolasa
m <= G(u) szogfelezd merdleges
if m kilép a K (p) megtartando ékbsl then
m-et vetitsiik K (p)-ra és haladjunk amentén
else
haladjunk m mentén

menjiink az s-hez legkozelebbi k € ker(P) ponthoz

Az abran az algoritmus altal generalt at lathato egy sokszogben. Az abra a 3]
cikkbdl van.

Néhéany észrevétel az algoritmushoz:
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5.3. abra. A robot mozgéasa egy sokszogben az algoritmus alapjan. Az abra a [3] cikkbd6l
van.

1. Az IF igaz agaban az m szogfelez6t a K (p)-nak arra a hatarolo félegyenesére vetitjiik,
amivel kisebb, mint 90°-ot zar be.

2. Az algoritmus végén, amikor a robot méar a sokszog kerneljének egy pontjaban van,
de nem feltétleniil az s-hez legkdzelebbiben, akkor mar ismeri az egész sokszoget,
és igy ismert algoritmusokkal ki tudja szamolni a sokszog kerneljét, igy meg tudja
hatarozni a k£ pontot.

3. Az algoritmus kénnyen modosithaté nem csillag alakt sokszogekre: minden iterécio-
ban ellenérzi, hogy G(p) N K (p) iires-e. Ha igen, akkor az[5.6]és lemma alapjan
tudja, hogy a ker(P) is iires és jelenti, hogy a sokszog nem csillag alaki.

4. Az algoritmusnak folytonosnak kell lennie. Ez a gyakorlatban azt jelenti, hogy a
robot sebességéhez képest nagyon gyakran kell frissiteni az iranyét.

Az [b.4] abra arra mutat példat, amikor az algoritmusban az IF feltétele teljesiil.
A kovetkez6 lemmaban az [5.4] Abréanak a jeloléseit hasznaljuk.

5.12. Lemma. Ha a G(p) m szdgfelezd merdlegese kilép K(p)-bdl, akkor m a K(p) ék
pontosan egyik tdmasz félegyenesével p < 90° szdget zdr be. Ezért a K(p)-re vald vetitése
jol definidlt. G(p) N K(p) metszete f < 90° nagysdgi ék.

Bizonyitds: Nyilvanvaloan p = v/2 — 8 < 90° — 8 < 90°. EgyenlGség csak akkor
teljesiilhetne a K (p) mindkét hatarolo félegyenesére, ha G(p) és K (p) is 180°-0s ¢k lenne
és diszjunktak lennének a belsejeik. Mivel ker(P) benne van a metszetiikben lemma
alapjan, ezért u mar belat azokba a barlangokba, amik belejatszottak a G(p) definidlasaba.

.0,

£ < 90° mert x> 0° hiszen a feltevés alapjan m kilép K (p)-bdl. O

5.13. Lemma. Az algoritmus dltal generdlt ut ellipszisek és hiperboldk részeibdl dll.

32



|/
P

5.4. abra. Az m szogfelezd kilep K (p), ezért a K(p) egyik tamasz félegyenesén folytatja
utjat a robot

Bizonyitds:

Tegyiik fel, hogy a G(p) éket két maximéalis megszorito cstcs hatérozza meg. Ekkor az
abran lathato két eset egyike all fenn. Az els6 esetben a G(p)-t alkotd két félegyenes
p-bol indul és dthalad vy és vy konkav csicsokon. Ha a robot tesz egy kis lépést a szogben
pui-hez képest, akkor a tavolsdga vi-hez képest cos(a) aranyban valtozik. Mivel ez az
iranya elmozdulas pug-vel is « szoget zar be, ezért vy-hoz képest is cos(a)-t aranyban
valtozik a robot tavolsaga, vagyis a d(p,v1) — d(p, v2) mennyiség allando, tehéat a robot
egy hiperbola palyan mozog.

A masodik esetben a G(p) egyik hatarolo félegyenese p-bél indul és atmegy vi-en,
a masik v9-b6l és atmegy p-n. Ha wvo-t tiikrozziik p-re, akkor az igy kapott w, pont-
ra és vi-re teljesiil a bizonyitas el6z6 része, miszerint d(p,v;) — d(p,ws) allando, vagyis
d(p,v1) + d(p,ve) is allando6. Tehat a gorbe, amit a robot leir egy ellipszisen van, aminek
a fokuszpontja vy és vs.

Ha G(p)-t csak egy maximaélis megszoritod csics hatarozza meg, akkor ez specialis esete
a fent leirt mésodik esetnek és a robot egy kdriven mozog. U

5.14. Lemma. Az algoritmus dltal generdlt it O(n) darab részbdl dll, aholn a P csicsa-
mak a szama.

Bizonyitds:

Ha az algoritmusban az IF-ben az ELSE ag hajtodik végre, akkor a robot ttjanak ak-
tualis része, szegmense csak akkor érhet véget, ha valamelyik maximalis megszoritd cstics
megvaltozik. Ez akkor torténhet meg, ha lathatova valik egy j konkav cstics és a hozzatar-
tozo aloldal félsikja belemetsz a mostani G(p)-be, vagy ha a jelenlegi maximalis megszoritd
csucs megsziinik annak lenni (vagyis amikor a hozzatartozo barlang teljesen lathatova va-
lik a robot szaméra). A sokszog csiicsai szamara mindkét esemény csak egyszer-egyszer
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5.5. abra. A szogfelez6 gorbéje vagy hiperbolat vagy ellipszist ir le

tud megtorténni, hiszen a vis(p) monotonon né, tehat egy csics nem tud lathatova valni,
majd eltinni, majd megint lathatova valni, illetve ha egy barlangba teljesen belat mar a
robot, akkor ez a kés6bbiekben sem fog valtozni.

Ha az algoritmusban a THEN &g hajtodik végre, akkor a robot elérte a P egy oldaldnak
egyenesét és azon mozog tovabb. A robot késébb csak akkor tud tjra ugyanannak az
oldalnak az egyenesén haladni, ha egy maximalis megszorit6 cstics megvaltozott. Utobbirol
pedig mar lattuk, hogy csak egyszer torténhet meg. Vagyis az algoritmus altal adott 1t
valoban O(n) darab részbdl all. O

5.15. Lemma. Minden p € M pontra M(p, k) C ker(vis(p)).

Bizonyitds:

Tudjuk, hogy az algoritmus mindig K (p) N G(p)-be 1ép. Az lemmabol adédoan a
lathatosagi sokszog monoton nd, tehat ¢ € M (p, k)-ra vis(p) C vis(q) és igy az 5.6/ lemma
miatt ker(vis(q)) C ker(vis(p)). A ¢ pont pedig nyilvanvaloan benne van ker(vis(q))-ban.
U

5.16. Tétel. Az algoritmus dltal generdlt irdnyitott M it s-bdl az s-hez legkdzelebbi k
kernelpontba dnkézelitd it.

Bizonyitds:

Legyen p € M. Az lemma alapjan ker(vis(p))-t hatarolja a K(p) N G(p) ék.
Megmutatjuk, hogy p-ben egy normaélis M-re nem metszi K (p) N G(p)-t.

Az algoritmusban ha a robot a G(p) m szogfelezéjén halad, akkor egyrészt tudjuk,
hogy a G(p) ék legfeljebb 180°-0s, masrészt K (p) N G(p) C G(p). Tehéat az m-re allitott
merGleges p-ben nem metszheti K (p) N G(p)-t.

Ha az algoritmusban a robot a K(p) egyik tamasz félegyenesét koveti, akkor [5.12]
lemma alapjan a K(p) N G(p) szoge legfeljebb 90°, ezért a normalis K(p) N G(p) egyik
tamasz egyenesére nem metsz bele K(p) N G(p)-be.
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Osszevetve az lemmaval az eddigieket azt kapjuk, hogy M (p, k) C ker(vis(p)) C

K(p)NG(p), és K(p) N G(p)-r6l tudjuk, hogy nem metszi el a p-ben allitott normalis, igy
3.7 lemma miatt M onkozelits. O

5.17. Kovetkezmény. A fent leirt algoritmus 5,48-kompetetiv a nem bizonyitott
tétel alapjdn.
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6. fejezet

Osszefoglalas

A dolgozatban bemutattuk az énkozelité utakat. A [3 fejezetben jellemeztiik Sket kii-
16nbozE allitasok segitségével, belattuk a félsik-tulajdonsag lemmat, ami az onkozelits
utaknak egy ekvivalens definiciojat biztositotta. Bebizonyitottuk, hogy egyszerii sokszo-
gekben két pont kozott a legrovidebb 6nkozelits ut egyértelmd. A legrovidebb utat ka-
rakterizaltuk, belattuk rola, hogy csak szakaszokbol, korivekbdl, illetve a [2| fejezetben
definialt evolvensekbdl allhat. Roviden leirtuk az algoritmust, amely bizonyos feltételek
mellett megtalalja a legrovidebb onkozelit6 utat egyszert sokszogben.

A 4] fejezetben olyan sokszogeket targyaltunk, amelyekben két tetszéleges pont kozdtt
létezik 6nkozelité at. Ezeket hivtuk onkozelité sokszdgeknek. Néhény elemi megfigyelés
és allitds utan bemutattunk egy linearis futasideji algoritmust, amely képes eldonteni
egy sokszogrol, hogy onkozelitG-e. Helyességét és futésidejét részletesen megvizsgaltuk.
Foglalkoztunk az onkozelité sokszogek problémajaval pontszeri targyak helyett robotok
esetében, illetve tettiink néhany elemi megfigyelést az 6nkozelité poliéderekkel kapcsolat-
ban.

Az utolso, [Bl fejezetben egy problémat mutattunk be, amelyben egy robotnak egy
szamara ismeretlen sokszogben kell megtalalni a hozzé legkozelebbi pontot, ahonnan az
egész sokszoget belatja. A lathatosagi sokszog, kernel, novels és megtartando ékek defini-
ci6ol utan szamos lemmat ismertettiink és bizonyitottunk, amelyek segitségével adtunk a
problémara egy megoldast, egy algoritmust. Az algoritmus altal generalt utrol belattuk,
hogy 6nkozelits ut (nem feltétleniil a legrovidebb), ezaltal fels§ becslést tudtunk adni a
robot altal megtett Gt hosszara.

36



Irodalomjegyzék

[1]

2]

3]

4]

[5]

(6]

S. Alamdari, T. M. Chan, E. Grant, A. Lubiw, and V. Pathak, ,Self-approaching
graphs,” in Graph Drawing (W. Didimo and M. Patrignani, eds.), (Berlin, Heidelberg),
pp. 260-271, Springer Berlin Heidelberg, 2013.

P. Bose, I. Kostitsyna, and S. Langerman, ,,Self-Approaching Paths in Simple Poly-
gons,” in 338rd International Symposium on Computational Geometry (SoCG 2017)
(B. Aronov and M. J. Katz, eds.), vol. 77 of Leibniz International Proceedings in In-
formatics (LIPIcs), (Dagstuhl, Germany), pp. 21:1-21:15, Schloss Dagstuhl-Leibniz-
Zentrum fuer Informatik, 2017.

C. Icking and R. Klein, ,Searching for the kernel of a polygon—a competitive strategy,”
in Proceedings of the eleventh annual symposium on Computational geometry, pp. 258

266, ACM, 1995.

M. Laczkovich, ,,The removal of m from some undecidable problems involving elemen-
tary functions,” Proceedings of the American Mathematical Society, vol. 131, pp. 2235—
2240, 2002.

D. T. Lee and F. P. Preparata, ,,An optimal algorithm for finding the kernel of a
polygon,” J. ACM, vol. 26, pp. 415-421, July 1979.

R. Cole and M. T. Goodrich, ,Optimal parallel algorithms for polygon and point-
set problems,” in Proceedings of the Fourth Annual Symposium on Computational
Geometry, SCG '88, (New York, NY, USA), pp. 201-210, ACM, 1988.

37



	Bevezetés
	Evolvensek
	Önközelítő utak
	Tulajdonságok
	Önközelítő út létezésének ellenőrzése

	Önközelítő alakzatok
	Önközelítő sokszögek
	Tesztelő algoritmus O(n) időben
	Lyukas sokszögek önközelítősége

	Önközelítő sokszögek robot esetében
	Önközelítő poliéderek

	Sokszög kerneljének keresése
	Láthatóság sokszögben
	Sokszög kerneljét kereső algoritmus

	Összefoglalás

