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1. fejezet

Bevezetés

A számítógépes geometriában (geometriai algoritmusokkal foglalkozókkal körében) az
egyik alapvet® probléma olyan optimális út keresése egy sokszögben, amely elkerül bi-
zonyos akadályokat. A keresett útnak gyakran bizonyos feltételeknek eleget kell tenniük
(az akadályok elkerülésén kívül). Ilyen feltétel lehet az, hogy legyen az út monoton vagy,
hogy legfeljebb k szegmensb®l (szakaszból, ívb®l) álljon. Egy másik megkötés lehet, hogy
a pont, ami az úton mozog, folyamatosan közeledjen a végponthoz. Az ilyen mohó uta-
kat többek között hálózatépítésnél, mohó földrajzi útkeresésnél lehet felhasználni. Ennek
a feltételnek egy er®sebb változata az, hogy az útnak önközelít®nek kell lennie, azaz egy
úton mozgó pontnak nem csak a végponthoz kell folyamatosan közelednie, hanem minden,
az úton el®tte lév® ponthoz.

Az önközelít® utaknak számos el®nyük van a mohó utakkal szemben. Az önközelít®
utakra igaz, hogy tetsz®leges részutuk szintén önközelít®. Ezt a mohó utak nem teljesí-
tik. Ezért ha a végpont nem ismert el®re, és így kell mohó utat keresni, akkor érdemes
az önközelít® utakhoz folyamodnunk. Egy másik el®nye az önközelít® utaknak, hogy az
euklideszi távolsághoz képest nem lehetnek bármekkorák. Szemben a mohó úttal, amely
hosszának és a kezd®- és végpont közötti euklideszi távolság aránya tetsz®leges nagy lehet
(például ha a mohó út spirálban közeledik a végpont felé).

Egy nagyon hasonló problémával az [1] cikk foglalkozik. A szerz®i ugyanilyen önközelít®
utakat keresnek, csak nem sokszögben, hanem gráfokban, amelyek élei egyenesek. Teljesen
hasonlóan de�niálható a mohó út : a végponthoz folyamatosan közelednie kell a a gráf élein
de�niált útnak, és az önközelít® út is: nem csak a végponthoz kell közelednie az úton haladó
pontnak, hanem az úton még el®tte lév® összes ponthoz.

A dolgozatban a következ®kkel foglalkozunk.

• A 2. fejezetben röviden bemutatjuk az evolvenseket, amelyekre az önközelít® utak
jellemzésénél lesz szükségünk.

• Adott két pont egy egyszer¶ sokszögben, létezik-e köztük önközelít® út a sokszögben.
És ha igen, egyértelm¶-e a legrövidebb önközelít® út. Ezt a 3. fejezetben vizsgáljuk.

• Szintén a 3. részben a legrövidebb önközelít® út megtalálásával is foglalkozunk, ha
van önközelít® út a két pont között.
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• Az önközelít® sokszögekr®l a 4. fejezetben tárgyalunk részletesen, mutatunk egy
lineáris tesztel® algoritmust, amely eldönti, hogy egy sokszög önközelít®-e.

• A 4. fejezet végén kitérünk arra az esetre, ha pontszer¶ tárgy helyett robot mozgását
vizsgáljuk önközelít® sokszögekben, illetve az önközelít®séget érint®legesen megvizs-
gáljuk a térben is.

• Végül bemutatjuk egy sokszög kernelkeresésének problémáját az 5. fejezetben,
amelyhez az önközelít® utak elméletét is fel fogjuk használni.

Az ábrák egy részét a [2] és [3] cikk ábrái alapján készítettem.
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2. fejezet

Evolvensek

Az önközelít® utak vizsgálatához szükség lesz az evolvensek ismeretére. Szemléletesen
egy görbe evolvensét úgy kapjuk, hogy a görbére feltekerünk egy fonalat, majd lecsévéljük
róla, ügyelve arra, hogy a fonal mindig feszes legyen. A fonal végének a pályája a görbe
evolvense.

A pontos de�nícióhoz legyen c egy konvex görbe, amit a ~c(θ) paraméterezés ír le.
Legyen c arra irányítva, amerre θ n®.

2.1. De�níció. A c görbe evolvensét a következ® függvény írja le

~I(θ) = ~c(θ)− s(θ) ~c
′(θ)

|~c ′(θ)|
,

ahol s(θ) az érint® hossza |c(θ)I(θ)|, azaz

s(θ) =

θ∫
α

|~c ′(t)|dt.

A konstans α határozza meg a pontot c-n, ahonnan az evolvenst indítjuk (szemlélete-
sen, ahol elkezdjük a fonalat lecsévélni). Az evolvensnek két ága van: a pozitív az, amikor
a lecsévélést α-ból abban az irányban kezdjük, amerre a θ n®. A negatív ága a másik irány.
Ha feltesszük, hogy a c görbét a

[
θmin, θmax

]
intervallumon de�niáltuk, akkor az evolvens

pozitív ága a
[
α, θmax

]
-n, a negatív ága a

[
θmin, α

]
-n van de�niálva.

Egy c(θ) görbe egy k-rend¶ evolvense legyen a (k − 1)-rend¶ evolvens egyik ágának
evolvense. A nulladrend¶ evolvens legyen a görbe maga.

Precízen

~Ik(θ) = ~Ik−1(θ)− sk(θ)
~Ik−1

′(θ)

|~Ik−1 ′(θ)|
, ~I0(θ) = c(θ),

ahol sk(θ) =

θ∫
αk

|~Ik ′(t)|dt.
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3. fejezet

Önközelít® utak

Legyen π irányított, darabonként sima görbe s-b®l t-be. π p1 és p2 pontjára azt mond-
juk, hogy p1 ≤π p2, ha p1 az s és p2 pontok között helyezkedik el π-n. A π p1 és p2 közötti
részét jelöljük π(p1, p2)-vel.

3.1. Jelölés. Az a és b pont közötti szakaszt jelöljük ab-vel.

3.2. Jelölés. Az ab szakasz hosszát jelöljük |ab|-vel.

3.3. De�níció. π önközelít®, ha tetsz®leges három a ≤π b ≤π c-re |ac| ≥ |bc|.

3.4. De�níció. Egy a ∈ π pontból állított h mer®leges két félsíkra osztja a síkot. Legyen
h+ az a félsík, amely felé π irányítva van.

3.5. Lemma. π út s-b®l t-be önközelít® akkor és csak akkor, ha tetsz®leges a pontjának
mer®legese nem metszi (egyik oldali mer®legese sem metszi) π(a, t)-t.

3.6. Megjegyzés. Ha a görbe az a pontban nem deriválható, akkor a-ban a két oldali
mer®leges különbözni fog, ezért volt szükség a lemmában a zárójeles megjegyzésre. Ha a
görbe az a pontban deriválható, akkor a két mer®leges egybeesik.

Bizonyítás:
Tegyük fel, hogy egy c pontban π(a, t) metszi h mer®legest, amit a-ból állítottunk.

Legyen Kε(a) az a pont egy ε sugarú környezete és legyen b ∈ π(a, t)∩Kε(a). Ekkor a, b, c
ponthármasra nem teljesül az önközelít®séget de�niáló egyenl®tlenség.

Tegyük fel, hogy π nem önközelít®, vagyis létezik egy a ≤π b ≤π c-re |ac| < |bc|.
Tekintsük a c középpontú |ac| sugarú kört, a feltevésünk alapján ekkor b a körön kívül van.
A kör utolsó metszéspontja π(a, b)-vel legyen d. Legyen a d-b®l a görbére állított mer®leges
h. Ekkor π(d, c)-nek el kell metszenie h-t, ami ellentmond az alapfeltevésünknek, vagyis
π önközelít®. �

Az el®z® lemma átfogalmazva:
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3.7. Lemma (félsík-tulajdonság). π önközelít® út akkor és csak akkor, ha tetsz®leges
a pontjának mindkét oldali h mer®legesére π(a, t) ⊂ h+.

3.8. De�níció. Egy p ∈ π akkor töréspontja a görbének, ha p-ben a görbe deriváltja nem
folytonos.

3.1. Tulajdonságok

Ebben a részben olyan önközelít® utakkal foglalkozunk amelyek egy egyszer¶ (azaz
nincsen benne lyuk) P sokszög két pontját kötik össze P -n belül. Megmutatjuk, hogy a
legrövidebb önközelít® út egyértelm¶, illetve ezt a legrövidebb önközelít® utat karakteri-
záljuk: belátjuk, hogy csak szakaszokból, körívekb®l illetve evolvensekb®l áll.

3.9. Lemma. A s-et t-vel összeköt® önközelít® π tetsz®leges két p1 ≤ p2 pontjára a p1p2
szakasz h szakaszfelez® mer®legese nem metszi π(p2, t)-t.

Bizonyítás:
Tegyük fel, hogy metszi. Ekkor létezik q pont, ami h−-ban van, ahol h− az a félsík,

amelyet h határol és tartalmazza p1-et. Ekkor a p1, p2, q ponthármasra nem teljesül az
önközelít®séget de�niáló egyenl®tlenséget. �

Legyen P egy egyszer¶ (azaz nincsen benne lyuk) sokszög a továbbiakban.

3.10. Lemma. P -ben legrövidebb önközelít® útnak a töréspontjai P csúcspontjainak rész-
halmaza.

Bizonyítás:
Tegyük fel, hogy az s-b®l t-be vezet® π legrövidebb önközelít® útnak P belsejében is

van töréspontja, legyen ez a p pont. Tekintsünk egy ε-sugarú környezetét p-nek (Kε(p)),
mely teljes egészében P -n belül van és ebben a környezetben π egy komponensb®l áll.
Legyen h1 és h2 a p-ben állított két mer®leges a π(s, p)-re és π(p, t)-ra, ezek szögfelez®je
legyen h. Legyen p1 ∈ π(s, p) ∩ Kε(p) és p2 ∈ π(p, t) ∩ Kε(p) úgy, hogy p1p2 mer®leges
legyen h-ra és a p1p2-re állított m1,m2 mer®legesek rendre p1, p2-b®l h1-et és h2-t Kε(p)-n
belül metsszék, lásd a 3.1 ábrát.

Megmutatjuk, hogy ha π(p1, p2)-t kicseréljük a p1p2 szakaszra, akkor egy rövidebb ön-
közelít® utat kapunk, ami ellentmondás. Nyilvánvalóan rövidebb lett. Az önközelít®séget
a félsík-tulajdonság ellen®rzésével látjuk be. A π(s, p1) pontjaira igaz maradt a tulajdon-
ság az el®z® lemma alapján. A π(p2, t) önközelít®sége változatlan maradt. Tudjuk, hogy
π(p, t) ∈ h+1 ∩ h+2 , és úgy választottuk ε-t hogy a Kε(p)-ban π csak egy komponensb®l áll-
jon, ezért a p1p2-re állított egyik mer®leges sem metszi el π(p2, t)-t. Ezzel beláttuk, hogy
a konstruált görbe is önközelít® és ellentmondásra jutottunk. �

3.11. Észrevétel. Ha a legrövidebb π a P sokszög egy csúcsában megtörik, azaz �ka-
nyarodik�, akkor nyilván ezt ugyanarra teszi, mint amerre a sokszög kanyarodik az adott
csúcsban. Hiszen, ha nem így lenne, akkor a fenti bizonyításból következik, hogy létezne
rövidebb önközelít® út.
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3.1. ábra. Ha P -n belül az önközelít® útnak van töréspontja, akkor létezik nála rövidebb
önközelít® út is.

A lemmából következik, hogy a legrövidebb önközelít® s − t út bels® pontjaiban a
görbére illesztett érint® egyértelm¶.

3.12. De�níció. Legyen π a p-ben sima. Ekkor p in�exiós pont, ha a p-beli érint® egy
kis környezetben szeparálja π-t.

Hasonlóan de�niálható az in�exiós szakasz: azt mondjuk, hogy a π egy szakasza in�e-
xiós szakasz, ha a szakasz egyenese szeparálja π egy kis környezetben.

3.13. Lemma. Egy legrövidebb önközelít® π-nek P -ben nincsen P belsejében in�exiós
pontja.

Bizonyítás: Meg fogjuk mutatni, hogy ha van P belsejében in�exiós pontja, akkor
létezik nála rövidebb önközelít® út, ami ellentmondás. Tegyük fel tehát, hogy létezik
ilyen p pont. Legyen ε olyan, hogy Kε(p) P belül van és nincsen benne p-n kívül más
in�exiós pont. Legyen p1 ∈ Kε(p) ∩ π(s, p) olyan, hogy a p1-b®l húzott érint® π(p, t)-hez
a de�niált környezeten belül legyen. Az érint®pont legyen p2. Ilyen p1 a görbe simasága
miatt mindig létezik. Legyen h2 a p2-b®l állított mer®leges π-re. A félsík-tulajdonság miatt
π(p2, t) ∈ h+2 . Ezért a p1p2 minden pontja szintén teljesíti a félsík-tulajdonságot. Tehát ha
π-ben kicseréljük π(p1, p2)-t a p1p2 szakaszra, akkor egy rövidebb önközelít® utat kapunk.

�

3.14. De�níció. Két pont között a legrövidebb (irányított) utat P -n belül nevezzük geo-
detikus útnak.
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A következ® két elemi állítást nem bizonyítjuk.

3.15. Állítás. A geodetikus út egyértelm¶ egyszer¶ sokszögben és szakaszokból áll.

3.16. Megjegyzés. A geodetikus út szakaszokból áll P -n belül.

3.17. Állítás. Ha az egyszer¶ P sokszögben a geodetikus út s-b®l t-be elmetsz egy e egye-
nest, akkor minden út s-b®l t-be elmetszi e-t.

3.18. De�níció. A γ geodetikus út in�exiós kezd®pontjai legyenek az in�exiós szakaszok
els® pontjai. (Másképp megfogalmazva: az utolsó pontjai a γ maximális hosszúságú szeg-
menseinek, amelyek egy irányba kanyarodnak.)

3.19. Lemma. Egy legrövidebb önközelít® π P -ben tartalmazza az s-b®l t-be vezet® γ

geodetikus útnak az összes in�exiós pontját.

Bizonyítás: Tekintsük γ egy pipj in�exiós szakaszát. pi egy in�exiós pontja γ-nak.
Bármely legrövidebb önközelít® út s-b®l t-be elmetszi pipj-t. Ha a metszéspont nem pi,
akkor π-nek van in�exiós pontja P belsejében, ami ellentmond a 3.13 lemmának. �

3.20. De�níció. Egy X ponthalmaz konvex burkának nevezzük azt a legkisebb konvex
halmazt, amely tartalmazza X-et, és CH(X)-szel jelöljük.

Tekintsünk két önközelít® utat s-b®l t-be egy egyszer¶ P sokszögön belül, π1 és π2,
amelyek csak s-ben és t-ben metszik el egymást. Legyen γ a két út közötti geodetikus út
s-b®l t-be.

3.21. Lemma. Legyen a γ geodetikus út π1 és π2 önközelít® utak között. Ekkor γ is
önközelít®.

Bizonyítás: Tudjuk, hogy a γ geodetikus út benne van a két görbe konvex burkában
(hiszen, ha nem lenne, akkor γ nem lenne a legrövidebb). Vagyis γ ∈ CH(π1) ∩ CH(π2).

Tetsz®leges p ∈ γ vagy π1-en vagy π2-en vagy a két görbe közös érint®jén van. Legyen
p az π1 görbén, h a p-b®l állított mer®leges. A félsík-tulajdonság miatt π1(p, t) ∈ h+, ezért
CH(π1(p, t)) ⊂ h+ is teljesül, vagyis γ ∈ h+. Az az eset teljesen hasonlóan végiggondol-
ható, ha p töréspontja π1-nek.

Ha p a közös érint®n fekszik, akkor tekintsük az érint® végpontját p2-t. A p-b®l állított
h mer®leges párhuzamos a p2-b®l állítottra és róla már tudjuk, hogy teljesíti a félsík-
tulajdonságot a fentebbiek miatt, így a h-re is teljesül. Tehát a γ görbe összes pontjáról
beláttuk a tulajdonság teljesülését, így a γ önközelít®.

�

Tekintsünk két önközelít® utat s-b®l t-be. Ezek a görbék elmetszhetik egymást, le-
gyenek a metszéspontok s = p0, p1, . . . , pk+1 = t. Vegyük észre, hogy a pi pontok a két
görbén ugyanolyan sorrendben kell, hogy szerepeljenek, különben létezne olyan ponthár-
mas a pi-k közül, amelyek sértik az önközelít®ség de�nícióját. Legyen γi az a geodetikus
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görbe, amely pi-t köti össze pi+1-gyel a π1(pi, pi+1) és π2(pi, pi+1) között. Nyilván ezek
a részgörbék is önközelít®ek, tehát az el®z® lemma miatt γi is önközelít®. A γi görbék
összef¶zéséb®l kapott γ önközelít® az s és t pontok között. Ebb®l következik az alábbi
tétel.

3.22. Tétel. A legrövidebb π egyértelm¶.

Bizonyítás: Ha nem lenne egyértelm¶, tehát lenne π1 és π2 különböz® és legrövidebb
önközelít® görbék, akkor a fenti konstrukcióval létrehozott γ rövidebb lenne és szintén
önközelít®. �

3.23. Tétel. A legrövidebb s − t önközelít® π út egyszer¶ P sokszögben szakaszokból,
körívekb®l és evolvensekb®l áll.

Bizonyítás:
Jelöljük p1, p2, . . . , pk-val azokat a pontokat, amelyekben a legrövidebb π∗ s− t önkö-

zelít® út érinti a P határát s-t®l t felé haladva. Tekintsük az utolsó részt, π∗(pk, t)-t. Ez
egy egyenes szakasz. Különben lehetne rövidíteni a következ®képpen. Az s-b®l t-be vezet®
geodetikus út utolsó szakaszát jelöljük qt-vel. Ezt q-n túl hosszabbítsuk meg, amíg el nem
metszi π∗-t, a metszéspont legyen q′. Ekkor π∗-t lehetne rövidíteni, ha π∗(q′, t) kicseréljük
q′t-vel.

Tegyük fel, hogy minden π∗(pi, pi+1) szegmensre beláttuk, hogy csak szakaszokból,
körívekb®l illetve evolvensekb®l áll minden i > `-re valamilyen `-re. Megmutatjuk, hogy
ekkor a π∗(p`−1, p`) is csak szakaszokból, körívekb®l illetve evolvensekb®l áll.

Legyen CH` = CH(π∗(p`, t)). Feltehetjük, hogy p`-ben a π∗ a sokszög határát a bal
oldalán érinti. Szerkesszük meg ICH`

-et, azaz a CH` evolvensét, p`-b®l indulva és az érin-
tési pont mozogjon órajárással megegyez® irányban. Az evolvenst addig szerkesszük meg,
amíg el nem metszi P határát. A keletkezett területet jelöljük D`-lel. A sokszögb®l az
evolvens ezt a területet vágja le. Ekkor D` �halott� terület minden olyan önközelít® út
számára, amelyek π∗(p`, t)-vel folytatódnak. Vagyis nem létezik olyan önközelít® út, ami
D`-ben kezd®dik és aztán π∗(p`, t)-vel folytatódik. Ugyanis tekintsünk egy tetsz®leges
u ∈ D` pontot. Be kell látni azt, hogy bármely útnak u-ból p`-be lesz olyan mer®leges,
amely metszi CH`-t és így π∗(p`, t)-t, vagyis megsérti a félsík-tulajdonságot és így 3.7
lemma miatt nem lehet önközelít®. Tekintsük egy darabonként sima πu utat u-b®l p`-be
és parametrizáljuk ®t τ ∈

[
0, 1
]
-vel. Legyen du(τ) távolságfüggvény, amely megadja πu(τ)

távolságát ICH`
-t®l. Ez a függvény darabonként sima, mivel πu is és ICH`

is az. πu végül
egybeesik p`-lel ezért létezik egy olyan τ ′, hogy a du csökken, és így a πu(τ ′) = u′-ban
az érint® πu-ra és az érint® a konvex burokra által bezárt szög nagyobb, mint 90◦. Tehát
u′-ban a πu-ra állított mer®leges nem tartalmazza teljesen a CH`-et és így π(p`, t)t sem.

Tekintsük a geodetikus utat s-b®l p`-be P \D`-ben, és tekintsük az utolsó szegmensét,
qp`-t, ahol q az utolsó pont p` el®tt ahol az út érinti a P határát. Ez a szegmens lehet
szakasz vagy egy szakasz, qt`, amelyet a ICH`

egy része követ. Ekkor qt` érint®je ICH`
-

nek. Ha qp` nem része π∗-nek, akkor a bizonyítás elején leírt módon belátható, hogy π∗-t
lehetne rövidíteni.

10



CH` a π∗(p`, t) konvexburka, amir®l feltettük, hogy szakaszokból, körívekb®l és evol-
vensekb®l áll. Így qp` is ezekb®l épül fel. Ezzel az állítást beláttuk és még azt is látjuk,
hogy az alkotó evolvensek nem nagyobb rend¶ek mint, ahány törés van π∗-n. �

3.24. Kérdés. Maximum hányadrend¶ evolvensek lehetnek egy n csúcsú sokszögben lév®
legrövidebb önközelít® útban?

3.25. Tétel. Egy s-b®l t-be men® önközelít® út legfeljebb 5, 48 · d(s, t) hosszú.

A tétel bizonyítása megtalálható a [3] cikkben.

3.2. Önközelít® út létezésének ellen®rzése

Ebben a részben azzal foglalkozunk, hogy adott P sokszögben adott s-b®l t-be létezik-e
önközelít® út.

Vázolunk egy algoritmust, amely eldönti, hogy két pont között létezik-e önközelít® út
és ha igen, akkor megadja a legrövidebbet.

Az algoritmus a következ® ötleten alapszik. A t pontból indulva a geodetikus s − t γ
úton visszafelé haladva mindig fenntartjuk a CH konvex burkát a legrövidebb önközelít®
π∗ út végének, amit eddig építettünk.

Minden p` töréspontban csináljuk a következ®t:

1. Számoljuk ki a jelenlegi konvex burok (CH) evolvensének a megfelel® ágát. Ha ez az
evolvens elvágja s-et t-t®l (vagyis s a 3.23 tétel bizonyításában leírt �halott� zónában
van), akkor jelentsük, hogy nincsen megoldás.

2. Számítsuk ki a geodetikus γ` utat a γ megel®z® in�exiós pontjából (hiszen a 3.19

lemma alapján γ összes in�exiós pontját tartalmazni fogja π∗, ha létezik) p`-be
P \ ICH és ennek utolsó qp` szegmensét f¶zzük hozzá π∗-hoz.

3. Frissítsük CH-t, majd ismételjük meg az el®z®ket q-ból, amíg el nem érjük az s
pontot.

Laczkovich Miklós bizonyította a következ® tételt a [4] cikkben.

3.26. Tétel (Laczkovich Miklós). Legyen f olyan függvény, amely racionális számok-
ból, az x ismeretlenb®l, összeadásból, szorzásból, kompozícióból és a sinus függvényb®l áll.
Ekkor ∃x : f(x) = 0 állítás nem eldönthet®.

A 3.23 tételb®l tudjuk, hogy a legrövidebb önközelít® út magasabb rend¶ evolvense-
ket is tartalmazhat. A 2 fejezetben láttuk, hogy az evolvenseket transzcendens egyenletek
írják le. Az evolvensek egyenletei speciális esetei 3.26 tételben lév® függvényeknek. Ezért
sejthet®, hogy a magasabb rend¶ evolvensek egyenletei nem megoldhatóak. Így a [2] cikk-
ben részletesebben leírt algoritmus által generált utat nem tudjuk egzaktul meghatározni,
csak közelít®leg.
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4. fejezet

Önközelít® alakzatok

Az el®z® fejezetben azzal foglalkoztunk, hogy egy alakzatban két kijelölt pont között
mikor létezik önközelít® út, illetve, ha létezik, akkor hogyan találjuk meg a legrövidebbet.
Ebben a fejezetben olyan alakzatokkal fogunk foglalkozni, amelyekben tetsz®leges kezd®-
és tetsz®leges végpont között létezik önközelít® út.

4.1. De�níció. Egy alakzatot akkor mondunk önközelít®nek, ha bármely két pontja között
létezik önközelít® út.

4.1. Önközelít® sokszögek

A fejezetben feltesszük, hogy a P sokszög egyszer¶. Emlékeztet®ül, egy sokszög akkor
egyszer¶, ha nincsen benne lyuk. A nem egyszer¶ sokszögekkel a 4.1.2 részben foglalko-
zunk.

A következ®kben szükséges és elégséges feltételt adunk arra, hogy egy sokszög mikor
önközelít® és mutatunk egy (a sokszög csúcsszámában) lineáris algoritmust, amely egy
sokszögr®l eldönti, hogy önközelít®-e.

4.2. Állítás. Ha a P sokszögben a t középpontú és |ts| sugarú Dt körlemez és P metszete
egy komponensb®l áll, akkor a γ geodetikus út s-b®l t-be Dt-n belsejében van.

Bizonyítás: Legyen d(x, y) pedig a körvonal x-b®l óramutató járásával megegyez®
irányba haladó köríve y-ba.

Tegyük fel, hogy γ egy a pontban kilép a körlemezr®l és egy b pontban pedig visszalép.
Ezt a geodetikus út csak akkor teszi meg, ha d(a, b)-n van olyan pont, ami nem része P -
nek, legyen ez a pont q. Ezt a q pontot �megkerüli� a γ. Mivel P egyszer¶, ezért P
komplementere (P ) összefügg®. A q pont csak úgy lehet P része, ha létezik r pont d(b, a)-
n hogy r és q között létezik út P -ben. Ekkor viszont ez az út Dt-ben szétválasztja a-t
b-t®l, tehát Dt ∩ P mégsem egy komponensb®l áll, ami ellentmondás. �

4.3. Tétel. P sokszög önközelít® akkor és csak akkor, ha tetsz®leges p ∈ P középpontú
tetsz®leges sugarú D körlemezre igaz, hogy D ∩ P egy kompenensb®l áll.
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Bizonyítás:
Legyen P sokszög önközelít®. Tegyük fel, hogy létezik p pont és D p középpontú

körlemez, hogy D∩P legalább két komponensb®l áll. Válasszunk egy tetsz®leges t pontot
egy, nem p-t tartalmazó komponensb®l. Ekkor az önközelít® út t-b®l p-be kilép D-b®l
majd visszatér, tehát van pontja D-n kívül, legyen ® u. De akkor |tp| < |up|, ami megsérti
az önközelít®séget.

Most tegyük fel, hogy D∩P egy komponensb®l áll minden p-re és D-re. Megmutatjuk,
hogy tetsz®leges s, t ∈ P -re létezik önközelít® út. Tekintsük Dt t középpontú és |ts| sugarú
körlemezt. Tudjuk, hogy Dt ∩ P egy komponensb®l áll, ekkor az el®z® állítás miatt a γ
geodetikus út s-b®l t-be Dt∩P belsejében van. Tegyük fel, hogy γ nem önközelít®. Vegyük
azt a vivj szakaszát γ-nak, amely a legközelebb van t-hez és a vj-ben erre a szakaszra
állított mer®leges elmetszi γ(vj, t)-t. A vj utáni pontja a γ-nak legyen vk, lásd a 4.1 ábrát.
Legyen hk a vk-ban a vjvk-ra állított mer®leges. Feltehet®, hogy a vi, vj, vk ponthármas
jobbra kanyarodik. Feltettük, hogy vivj az utolsó olyan szakasz, hogy hj metszi az út
kés®bbi részét, tehát hk nem metszheti és hj vivj-t®l jobbra metszi γ(vj, t)-t (lásd ábra,
ami nincs). Vegyük a sokszögnek a vj−1vj oldalát, amely felé vivj néz. Ekkor erre az
oldalra állított félszalag (vagyis a vj−1vj végpontjaira P -b®l kifelé állított mer®legesek
által meghatározott végtelen terület) elmetszi γ(vj, t)-t. Válasszunk egy q pontot γ(vj, t)-
n amely benne van a félszalagban. Létezik q középpontú körlemez, amely kétszer is elmetszi
vj−1vj-t, tehát Dq ∩ P több mint egy komponensb®l áll. Ellentmondásra jutottunk, így
nem igaz az alapfeltevésünk, vagyis γ önközelít®. �

4.1. ábra. A p-b®l létezik körlemez, amivel összemetszve P két komponensre szakad.

A P sokszög oldalait irányítsuk az óramutató járásával ellentétes irányban, legyen e
P egy oldala. Nevezzük az e oldalhoz tartozó félszalagnak azt a területet, amit az e két
végpontjából e-re lokálisan kifelé állított mer®legesek határolnak.

Az e oldalhoz tartozó félszalagot jelöljük Re-vel.

4.4. Következmény. P akkor és csak akkor önközelít®, ha az összes oldalára a hozzá
tartozó félszalag nem metsz bele P -be.

Bizonyítás:
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Ha az e-hez tartozó Re félszalag metszené P -t, akkor tetsz®leges p ∈ Re ∩ P ponthoz
létezne p középpontú D körlemez, hogy D határa két pontban is metszené e-t, így D ∩ P
legalább két komponensb®l állna. Egy ilyen lehetséges kon�gurációt mutat a 4.2 ábra. Az
el®z® bizonyítás második részéb®l következik az állítás másik iránya. �

4.5. Következmény. Ha a sokszögnek van 270◦-osnál nagyobb szöge, akkor nem önkö-
zelít®.

Hiszen ekkor az egyik oldal a másikhoz tartozó félszalagját metszi. Ezt és a két kompo-
nensre esést szemlélteti az 4.2 ábra.

4.2. ábra. Ha van legalább 270◦-os szöge, akkor nem önközelít®

Tekintsük a 4.3 ábrát. A sokszög nem önközelít®, hiszen többek között az f oldal
félszalagjába belemetsz a sokszög. Intuitíve az is megfogalmazódhat bennünk, hogy az e
oldalhoz képest f �vissza van fordulva�, és ez már elég ahhoz, hogy ne lehessen önközelít®
a sokszög. Hogy ezt egy állításként is megfogalmazhassuk, precízen meg kell mondanunk,
mikor fordul vissza egy sokszög.

4.3. ábra. α1, α2 és α3 összege legalább 180◦, tehát e oldalhoz képest f visszafordul, ezért
a sokszög nem önközelít®

Két szomszédos oldal közbezárt szögét felírhatjuk 180◦ + α alakban, ahol −180◦ <
α < 180◦. Az α azt jellemzi, hogy a sokszög az adott csúcsban mennyire fordul kifelé a
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sokszög belsejéhez képest. Ha a sokszög egy oldalától indulva (valamelyik irányba) az els®
néhány α összege legalább 180◦, akkor azt mondjuk, hogy a sokszög visszafordul.

Most már ki tudjuk mondani és be tudjuk látni a következ® állítást.

4.6. Állítás. Ha a sokszög a fent leírt módon visszafordul, akkor nem önközelít®.

Bizonyítás:
Tegyük fel, hogy az e = pi−1pi-hez képest f = pjpj+1 visszafordul. Legyen hi az e-re

pi-ben állított kifelé mutató mer®leges és h+i az a félsík, amelyet hi határol és e nincsen
benne, h−i legyen a másik félsík. Ha az f vagy egy másik e és f közötti oldal metszi a hi
félegyenest, akkor a 4.4 következmény miatt a sokszög nem önközelít®.

Tegyük fel, hogy f ⊂ h+i . Ekkor létezik pi középpontú kör, hogy pj+1 benne legyen a
körben, de pj ne. Erre mutat példát szintén a 4.3 ábra. Ez a kör két komponensre osztja
a sokszöget, ezért a 4.3 tétel alapján nem lehet önközelít®.

Az utolsó eset az, hogy f úgy metsz bele e félszalagjába, hogy nem metszi hi-t (tehát a
�a másik irányból�). Meggondolható, hogy ilyenkor létezik e helyett másik oldal, amelyhez
képest a sokszög visszafordul. �

Tegyük fel, hogy létezik e = pi−1pi oldal, hogy a sokszög belemetsz Re-be (amit hi
és hi−1 határol). Ha belemetsz, akkor nyilván legalább kétszer is belemetsz. Induljunk el
pi-b®l és pi−1-b®l kifelé (tehát nem ei-n) a sokszög határán és az els® metszéspontjaik
Re-vel legyenek rendre qi−1 és qi. Ekkor igaz a következ® állítás.

4.7. Állítás. Nem lehet az, hogy qi−1 hi-n és qi hi−1-en helyezkedik el.

Bizonyítás:
Tegyük fel, hogy a pi−1, pi, qi−1 és qi pontok mégis a 4.4 ábrán látható módon he-

lyezkednek el. Ellentmondásra szeretnénk jutni úgy, hogy ez esetben a K5 gráfot síkba
tudnánk rajzolni. A gráf 5. pontja az el®z®ek mellett legyen a pi−1qi−1 és a piqi metszés-
pontja. A szaggatottal jelölt szakaszokba a sokszög pi és qi, illetve pi−1 és qi−1 közötti
része nem metszhet bele (i), hiszen akkor nem qi−1 és qi lenne az els® metszéspont Re-vel
a pi−1, pi pontokból indulva. Nyilván a sokszög pi és qi, illetve pi−1 és qi−1 közötti részei
nem metszhetik egymást (ii). Ha az (i) és (ii) peremfeltételek mellett össze tudnánk kötni
a pi−1, qi−1 és pi, qi pontokat, akkor az 5 csúcsú teljes gráfot síkba rajzolnánk, amit vi-
szont a Kuratowski-tétel alapján nem lehet. Ezzel ellentmondásra jutottuk, így beláttuk
az állítást. �

4.1.1. Tesztel® algoritmus O(n) id®ben

Egy sokszög önközelít®séget naív módon könny¶ eldönteni. Ha egy algoritmus minden
csúcsra ellen®rizni, hogy nincs-e benne egy félszalagban, akkor helyesen eldönti ezt a kér-
dést. Futásideje a sokszög pontjainak számában négyzetes. Ebben a részben bemutatunk
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4.4. ábra. Nem lehet az, hogy qi−1 hi-n és qi hi−1-en helyezkedik

egy gyorsabb algoritmust, amely egy egyszer¶ sokszögr®l eldönti, hogy önközelít®-e, majd
bizonyítjuk helyességét illetve linearis futásidejét.

Az algoritmus el®ször ellen®rzi, hogy P minden szöge kisebb-e, mint 270◦. Ha nem,
akkor P nem önközelít® (a 4.5 következmény alapján). Ez után az algoritmus megvizsgálja,
hogy van-e visszaforduló oldala.

4.8. Lemma. A visszafordulás vizsgálata megtehet® lineáris id®ben.

Bizonyítás:
Az algoritmusban a csúcsokhoz tartozó, fentebb de�niált α-kat fogjuk használni. Eb-

ben a bizonyításban kényelmesebb a sokszöget óramutató járásával megegyez® irányban
körbejárni.

A körbejárás során fenn fogunk tartani három irányvektort, amelyek a legel®rébb
(del®re), leghátrébb (dhátra), illetve az aktuális (dakt) irányokat fogják jelölni. Ezt a há-
rom irányvektort a legegyszer¶bb egy körlapon elképzelni és a következ® módon fogjuk
®ket frissíteni a körbejárás során. A kezdetben a három megegyezik és egy tetsz®leges
irányba (mondjuk �felfelé�) mutatnak. Az irányvektorok és a szögek között egyértelm¶ a
megfeleltetés és egy d irányvektorhoz tartozzon a deg(d) szög. Legyen d1 és d2 két irány-
vektor, azt mondjuk, hogy d1 > d2, ha 0◦ < deg(d1)− deg(d2) < 180◦. A soron következ®
α-val a következ®képpen frissítjük az irányvektorokat.

1. dakt-hoz adjuk hozzá α-t. Vagyis, ha α < 0, akkor óramutató járásával megegyez®,
különben azzal ellentétes irányba forgassuk el dakt-ot |α|-val.

2. Ha dakt > del®re, akkor legyen dhátra := del®re := dakt.

3. Ha dakt < dhátra, akkor legyen dhátra := dakt. Ha most del®re − dhátra > 180◦, akkor a
sokszög visszafordult, az algoritmus jelenti, hogy a sokszög nem önközelít® és kilép.

4. Az algoritmus lép a következ® csúcsra.

Az algoritmus kétszer végigjárva a csúcsokat észreveszi, ha visszafordul a sokszög.
Azért kell kétszer körbejárni, hogy minden oldalt dolgozzunk fel olyan pillanatban, amikor
a három irányvektorba bele van számolva az aktuális oldalt megel®z® n− 1 oldal. �
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Az el®z® lemma miatt innent®l feltehet®, hogy a sokszög nem fordul vissza.
Legyenek a P csúcspontjai óramutató járásával ellentétes irányban a p0, p1, . . . , pn−1

pontok. Az óramutató járásával ellentétes körbejárási irányt nevezzük �el®rének�, a másik
irányt �visszának�. Az algoritmus egy ρel®re és egy ρhátra töröttvonalakat épít, amelyek
kezdetben üresek.

4.9. Megjegyzés. Ha az algoritmus csak az egyik irányba építené fel a töröttvonalat,
valószín¶leg akkor is helyes lenne, de ez egy sokkal technikásabb bizonyítást igényelne.

A következ®kben ρel®re konstruálásával foglalkozunk, ρhátra esete teljesen hasonló. A
ρel®re csak az algoritmus elején üres, és ha már nem üres, akkor az utolsó szakasza speci-
álisan félegyenes. Ez a tulajdonság az egész algoritmus során teljesülni fog. A p0 pontból
�el®re� irányba indulva az algoritmus végigjárja az oldalakat. Minden egyes ei = pi−1pi
oldalnál az ei-re pi-b®l állított mer®leges legyen hi. Másképp fogalmazva, hi az Ri félszalag
azon félegyenese, amelyet pi-b®l húztunk. Az algoritmus hi-vel frissíti a ρel®re-t.

Ha ρel®re üres, akkor legyen ρel®re = hi. Ha ρel®re nem üres, akkor az algoritmus a
következ®t teszi. A ρel®re frissítéséhez járjuk be ρel®re-nek minden rj = cj−1cj szakaszát (c0
mindig a sokszög egyik csúcsa lesz). Az egyszer¶ség kedvéért a töröttvonal utolsó részére, a
félegyenesre is cj−1cj-ként fogunk hivatkozni, ahol cj-re gondolhatunk a megfelel® irányban
lév® végtelen távoli pontként. Egy ilyen töröttvonal látható a 4.5 ábrán.

4.5. ábra. A ρel®re töröttvonal a c0, c1, c2 és a speciális (végtelen távoli) c3 pontokból áll

• Az ei nem lehet egészében a ρel®re jobb oldalán (c0-tól irányítva), hiszen akkor a
pi-ben lév® szöge nagyobb lenne, mint 270◦, és ezt már ellen®riztük korábban.

• Ha az ei pi irányából nyitott, pi−1 irányából zárt szakasz metszi rj-t, akkor a 4.4
következmény alapján P nem önközelít®, és az algoritmus kilép.

• Ha hi metszi rj-t, akkor a metszéspont legyen c′ és ρel®re els® néhány elemét rj-ig
cseréljük le a pic′ és a c′cj szakaszokra, majd lépjünk tovább a pi+1 pontra.
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Ha egyik cj-re sem teljesül a fentebbi felsorolás egyik pontja sem, akkor az eddigi ρel®re-vel
nem foglalkozva legyen ρel®re = hi. Vagyis az eddig épült töröttvonalat lecseréljük egy új
félegyenesre, mert hi nem metszett bele ρel®re-be.

A 4.5 ábrán látható, hogy ρel®re szemléletesen a félszalagok uniójának a � jobb� oldalát
jelenti.

Teljesen hasonló módon felépítjük ρhátra-t is. Itt a sokszöget �vissza� irányban járjuk
végig és az oldalakhoz tartozó félszalagok másik oldalával fogjuk frissíteni a ρhátra-t.

Az algoritmus P éleit végigjárja kétszer el®re, majd szintén kétszer vissza irányban.
Ha egyik ei sem metszett bele ρel®re-be vagy ρhátra-be, akkor P önközelít®. Azért kell
kétszer körbejárni az oldalakat irányonként, hogy minden oldalt vizsgáljunk meg olyan
állapotban, amikor az ®t megel®z® n− 1 oldalt feldolgoztuk és a hozzájuk tartozó félsza-
lagjaikkal frissítettük ρel®re-t (és ρhátra-et). Ebb®l adódóan amikor a második kört kezdjük
a végigjárásnál az adott irányban, akkor a ρel®re-t és a ρhátra-t nem állítjuk vissza üresre.

4.6. ábra. 1-es típusú metszés

Tekintsük az �el®re� irányú bejárását P határának. Különböztessünk meg három ese-
tet. Az els® két esetben elmetszi egy ei = pi−1pi oldal ρel®re-t. Az egyik eset, ha ei elmetszi
ρel®re-t, de hi nem, legyen ez az 1-es típusú metszés (4.6 ábra). A másik esetben ei elmetszi
ρel®re-t miután hi elmetszette. Nevezzük ezt 2-es típusú metszésnek (4.7a ábra). Ezenkívül
ei lehet, hogy egy másik oldalhoz tartozó félszalagba �hátulról� metsz bele (vagyis azt a
határoló félegyenesét metszi el, amelyet nem használtunk fel ρel®re felépítéséhez), legyen ®
a 3-as típusú metszés (4.7b ábra).

Tekintsünk egy töröttvonalat. Irányítsuk a szakaszait valamelyik irányba. A szakaszok
kezd®pontjait mozgassuk egy közös origóba és a hosszukat módosítsuk egységhosszúságú-
ra. Az így kapott struktúrát nevezzük a töröttvonalhoz tartozó óralapnak. Két szomszédos
oldalnak megfelel® egységvektor az óralapon akkora szöget zár be, mint amekkora a két
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(a) 2-as típusú metszés: ei és hi is metszi ρel®re-t

(b) 3-as típusú metszés

4.7. ábra. 2-es és 3-as típusú metszések

szomszédos oldal kiegészít® szöge. A töröttvonal lehet zárt is, tehát ezt a reprezentációt
sokszögekre is tudjuk alkalmazni. Lásd a 4.8 ábrát példáért.

4.10. De�níció. Egy töröttvonalat konvexnek nevezünk, ha el lehet úgy forgatni, hogy egy
konvex függvény gra�konja legyen.

A konvexitás egy ekvivalens de�níciója a következ®.

4.11. De�níció. Egy töröttvonalat konvexnek nevezünk, ha a hozzá tartozó óralapon az
egységvektorok csak a kezd® szakasz vektorához tartozó egyenes egyik oldalán vannak és az
egységvektorok a hozzájuk tartozó szakaszok sorrendjében követik egymást.

Az algoritmus konstruálásánál láttuk, hogy a ρel®re és ρhátra néha teljesen kidobódik
és egy félegyenes lesz. A továbbiakban ρ-val fogjuk jelölni a ρel®re és ρhátra két kidobás
közötti részét, állapotát.

4.12. Állítás. Az els® metszésig ρ konvex és mindig egy irányba kanyarodik.

Bizonyítás:
A pi csúcsban az ei oldalra állított hi mer®legeshez tartozó egységvektort a óralapon

jelölje di.
Ha egy szakaszból (ami speciálisan egy félegyenes) áll a ρ, akkor nyilván konvex. Te-

gyük fel, hogy (k − 1) oldalt már feldolgoztunk és a ρ még mindig konvex. Azt állítjuk,
hogy a k. oldal feldolgozása után is konvex marad.

Feltehet®, hogy ρ eddig óramutató járásával ellentétes irányban kanyarodott. A 4.9
ábra szemlélteti, hogyan nézhet ki az óralap az els® (k − 1) oldal után. Tudjuk, hogy
a sokszög nem fordul vissza (mert azt már ellen®riztük), tehát a 4.9 ábrán jelölt dmax
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4.8. ábra. Egy sokszög részlete és a hozzá tartozó óralap. Az ei oldalhoz a di irányvektor
tartozik.

irányából nem lépheti át a d1-hez tartozó egyenest a dk. Ha (i) dk a dk−1 és dmax vektorok
között helyezkedik el, akkor a 4.11 de�níció alapján ρ konvex marad. Ha (ii) a d1-hez
tartozó egyenest d1 irányából átlépi a dk, akkor hk nem metsz bele a ρ-ba, tehát az
algoritmus m¶ködése alapján az eddigi ρ-t, így az eddig di-ket kidobjuk és ρ csak egy
félegyenesb®l fog állni, ami konvex.

4.9. ábra. A d egységvektorok egy lehetséges helyzete

Az az eset maradt, amikor a dk két szomszédos di és dj között helyezkedik el (1 ≤
i < j ≤ k − 1), lásd szintén a 4.9 ábrát. Ez az eset teljesen hasonló az (ii) esethez, így
ugyanazzal az indoklással hk ρ-hoz való hozzávétele után minden j ≤ j′-re dj′ kidobódik
a ρ-ból (illetve i′ ≤ i index¶ di′-k is kidobódhatnak) és így de�níció szerint megint konvex
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marad ρ, hiszen di-ig index szerint növekv® sorrendben vannak a d-k az indukciós feltevés
alapján és dk a di után van az óralapon (k > i).

A ρ konvex, így a 4.11 de�níció alapján a megfelel® egységvektorok az oldalak sorrend-
jében követik egymást, ami pont azt jelenti, hogy a ρ vagy mindig jobbra vagy mindig
balra kanyarodik. �

4.13. Megjegyzés. Az el®z® bizonyítás végén a j′ és az esetleges i′ index¶ d-k kidobása
miatt nem biztos, hogy i+ 1 = j, ezért valóban csak annyit tudunk róluk, hogy i < j.

A 4.4 következményben a szükséges és elégséges feltételben félszalagok szerepelnek.
Az algoritmus viszont csak a félszalagok elüls® félegyenesével foglalkozik. Ezért a 3-as
típusú metszést az algoritmus nem képes észrevenni. A következ® állítás bizonyítja, hogy
az algoritmus ennek ellenére helyes.

4.14. Állítás. Tegyük fel, hogy létezik j, hogy az Rj-ben van a sokszögnek pontja. Ekkor
létezik i, j, hogy hj ∩ei 6= ∅ és j < i′ < i-re pi′ /∈ Rj és a sokszög pj és pi közötti hátárának
els® metszéspontja Rj-vel hj-n van.

Bizonyítás:
Ez az állítás csak egy átfogalmazása a 4.7 állításnak az algoritmusban használt jelölé-

sekkel. Megfelel® hj biztosan létezik, mert az algoritmusban mindkét irányban körbejárjuk
a sokszöget. �

Nevezzük az ilyen (i, j) párokat érdekeseknek, a metszéspontjukat jelöljük pij-vel.

4.15. Következmény. Ha létezik 3-as típusú metszés, akkor létezik 1-es vagy 2-es típusú
is.

4.16. Állítás. Egy ρ építése közben legyen ei = pi−1pi az els® oldal, ami elmetszi egy már
korábban vizsgált ej = pj−1pj oldalhoz tartozó Rj félszalag elüls® hj félegyenesét és tegyük
fel, hogy ej-t is ugyanazon ρ építése közben vizsgáltuk meg. Ekkor ez a metszés 1-es típusú.

Bizonyítás:
Ez a metszés 1-es vagy 2-es típusú. Tegyük fel, hogy 2-es típusú. Ez de�níció szerint

azt jelenti, hogy az ei-re pi pontban állított kifelé mutató hi mer®leges elmetszi ρ-t miel®tt
ei metszené el. A 4.12 állítás alapján (mivel ei az els® metszés ρ-n) ρ konvex. Tehát hj
egy támasz egyenese ρ-nek, vagyis egyik oldalán van a ρ és a feltétel alapján a másikon
a pi. Ha ebb®l a pi-b®l állított hi elmetszi ρ-t, akkor szükségszer¶en hj-t is. Ez viszont
csak úgy történhet meg, ha az ej oldalt vízszintesnek képzelve, ei felfelé halad, lásd a 4.10
ábrát. Ekkor viszont ei visszafordult ej-hez képest, pedig a 4.8 lemma alapján tudjuk,
hogy a sokszög nem fordulhat vissza, mert azt már korábban észrevettük volna. Tehát a
metszés nem lehet 2-es típusú, ezzel beláttuk az állítást. �

4.17. Következmény. Az algoritmus elején a visszafordulás ellen®rzésével kizártuk a 2-
es típusú metszéseket.
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4.10. ábra. az ei visszafordul ej-hez képest, ha hi metszi ρel®re-t

4.18. Lemma. A minimális (i − j) különbség¶ (i, j) érdekes párhoz tartozó ej és ei ol-
dalakat egyazon ρ építése közben dolgozza fel az algoritmus.

Bizonyítás: Az egyszer¶ség kedvéért tegyük fel, hogy az aktuális ρ-t az ej-b®l kezdjük
el felépíteni. Ha nem ej-b®l kezdjük, akkor is hasonlóan meggondolható a bizonyítás. A
szimmetria miatt feltehet®, hogy ej-hez képest ei az óramutató járással ellentétes irányban
áll az óralapos reprezentációban.

Tegyük fel indirekt, hogy nem egyazon ρ építése közben dolgozzuk fel ej-t és ei-t. Ez
úgy történhet meg, ha létezik egy j < j′ < i, hogy ej′ az ej-hez képest az óramutató
járásával megegyez® irányban áll az óralapos reprezentációban, lásd a 4.11 ábrát. Ekkor
tudjuk, hogy létezik töröttvonal (a sokszög határának egy része) pj′ és pij között. Ez
a töröttvonal nem metszi hj−1-et és nyilván a sokszög határának más részét sem, így
szükségszer¶en elmetszi hj′-t. Az els® metszése hj′-vel egy érdekes pár lesz valamilyen
i′-re. Mivel j′ < j és i′ < i ezért az (i′, j′) érdekes párnak kisebb a különbsége, mint
(i, j)-nek, ami ellentmond a feltevésnek. �

Beláttuk, hogy a minimális (i − j) különbség¶ (i, j) érdekes párhoz tartozó ej és ei
oldalakat egyazon ρ építése közben dolgoztuk fel. A 4.16 lemma alapján a (hj, ei) metszés
csak 1-es típusú lehet, tehát az algoritmus észreveszi és sikeresen jelenti, hogy a sokszög
nem önközelít®.

Ha pedig a sokszög önközelít®, akkor egyik ei oldal sem fogja metszeni egyik ρ-t sem
és az algoritmus azt fogja mondani, hogy önközelít® a sokszög.

Ezzel beláttuk az algoritmus helyességét.
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4.11. ábra. Ha új ρ-t kezdünk építeni ej és ei között, akkor nem (i, j) a minimális érdekes
pár

4.19. Lemma. A fenti algoritmus futásideje O(n).

Bizonyítás:
Minden egyes iterációban feleannyi szakaszt törlünk ρel®re-b®l, ahány metszés ellen®r-

zést végeztünk és ρel®re-hez legfeljebb 2 szakaszt adtunk hozzá (az aktuális hi mer®leges
egy részét, illetve a ρ egy szakaszának egy részét). Tehát egy bejárás során legfeljebb 2n-
et töröltünk ki, így legfeljebb 4n metszés ellen®rzést hajtottunk végre. Tehát a futásid®
valóban lineáris. �

4.1.2. Lyukas sokszögek önközelít®sége

A P sokszögre tekinthetünk egy épület alaprajzaként is. Nagyobb épületekben statikai
okok miatt gyakran oszlopokat helyeznek el az épületen belül is. Ez motiválja a következ®
megfontolásokat, állításokat.

Képezzük a P ′ sokszöget úgy a P sokszögb®l, hogy köröket vágunk ki bel®le.

4.20. Állítás. Ha a P sokszögben tetsz®leges p ∈ P középpontú tetsz®leges sugarú D

körlemezre igaz, hogy D ∩ P egy komponensb®l áll, akkor tetsz®leges p′ ∈ P ′ középpontú
tetsz®leges sugarú D′ körlemezre is teljesül, hogy D′ ∩ P ′ egy kompeóonensb®l áll.

4.21. Állítás. Ha P ′ önközelít®, akkor tetsz®leges p′ ∈ P ′ középpontú tetsz®leges sugarú
D′ körlemezre is teljesül, hogy D′ ∩ P ′ egy komponensb®l áll.

Ha a sokszögb®l kisebb sokszögeket vágunk ki, akkor a 4.3 tétel bizonyításához hason-
lóan belátható, hogy nem lehet önközelít®.
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Vizsgáljuk meg önközelít®ség szempontjából egyszer¶ sokszögek bizonyos csoportját.

4.22. De�níció. Ortogonálisnak nevezünk egy sokszöget, ha szögei csak 90◦ vagy 270◦-
osak.

4.23. De�níció. Monotonnak nevezünk egy sokszöget, ha létezik egy Descartes-féle ko-
ordinátarendszer úgy, hogy a sokszög tetsz®leges két pontja között létezik a tengelyekkel
párhuzamos út, és ennek az útnak a tengelyekkel párhuzamos komponensei monotonak
(függvényként tekintve rájuk).

A monotonitás egy ekvivalens de�níciója a következ®.

4.24. De�níció. Rögzítsünk egy koordinátarendszert. A sokszög határát osszuk fel négy
görbére a sokszög legészakibb, legkeletibb, legdélibb és legnyugatibb pontja mentén. A sok-
szög monoton, ha a kapott négy görbe x és y irányban is monoton (vagyis a deriváltja nem
vált el®jelet).

4.25. Állítás. A monoton ortogonális sokszögek önközelít®ek.

Bizonyítás:
A sokszög monoton, így tetsz®leges két pontja között van lépcs®s függvény, amelynek

a tengelyekkel párhuzamos komponensei monotonak. Ez az út önközelít® a 3.7 lemma
alapján. �

Ha a lépcs®ket egyre s¶r¶bben vesszük, akkor ez a lépcs®s út sorozat tartani fog egy
görbéhez. A konvergencia megtartja az önközelít®séget, így ez a görbe is önközelít®. Ebb®l
következik, hogy ha egy görbe x és y irányú deriváltjai nem váltanak el®jelet, akkor a görbe
önközelít®. Kapjuk a következ® állítást.

4.26. Állítás. A monoton sokszögek önközelít®ek.

A ábrán látható példa monoton és önközelít®.

4.12. ábra. Önközelít® sokszög, ami monoton

Ha nagyobb törés lenne az ötszögben, akkor már nem lenne önközelít®, hiszen például
az ötszög fels® három csúcsa a 4.13 ábrán nem teljesíti az önközelít®ség de�níciójában
szerepl® egyenl®tlenséget.

Felmerülhet a kérdés, hogy a nem túl sok oldalú sokszögek közül melyek önközelít®ek.
Triviálisan minden konvex sokszög önközelít®. A konkáv négyszögek közül viszont már
nem mindegyik önközelít®. Ennek okát a 4.5 következmény írja le.
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4.13. ábra. Nem önközelít® ötszög

4.2. Önközelít® sokszögek robot esetében

A dolgozatban eddig csak pontszer¶ testtel foglalkoztunk. Lehetséges gyakorlati fel-
használások miatt adódik a kérdés, hogy milyen állításokat tudunk megfogalmazni, ha egy
kiterjedéssel rendelkez® tárgy számára keresünk önközelít® utat. Ezentúl a tárgyat nevez-
zük robotnak, és tegyük fel, hogy kör alakú (és hogy bármilyen irányba képes mozogni).
Azt mondjuk, hogy a robot önközelít® úton halad, ha a robot középpontja által bejárt út
önközelít®. Feltehet®, hogy a robot egységnyi sugarú. A robotot jelöljük R-rel.

Egy robot egy P alakzatban csak úgy tud mozogni, hogy a robot határa sosem met-
szi el P határát, érinteni érintheti (ez az a természetes feltevés, hogy a robot a falba
beleütközik).

Az alatt, hogy R egy p pontban van, azt értjük, hogy R középpontja éppen p.

Vizsgáljuk meg, hogy a robot P -n belül milyen területen tud mozogni. Például, ha P
egy négyzet, akkor a számára elérhet® terület egy kisebb négyzet lesz P -n belül. Ha P -nek
van 90◦-nél nagyobb szöge, akkor a robot számára elérhet® terület határa körívet is fog
tartalmazni, ami bentr®l nézve konkáv. Tehát a terület egy olyan �sokszög� lesz, aminek
a 90◦-nél nagyobb szögei �le vannak kerekítve�.

4.27. De�níció. Legyen P sokszög, R robot. Legyen PR a P komplementerének és R
Minkowski-összegének a komplementere.

Szemléletesen PR P -nek azon részhalmaza, ahol R lehet, tehát ahol tartózkodva nem
metszi át P határát. (P,R) párral jelöljük azt a rendszert, amiben R a P -ben mozog.

4.28. De�níció. Legyen P sokszög, R robot. A (P,R) akkor önközelít®, ha PR tetsz®leges
két pontja között létezik önközelít® út R számára.

Pontszer¶ test esetében már ismerünk szükséges és elégséges feltételt arra, hogy P

mikor önközelít® (4.3 tétel). P önközelít®ségéb®l nem tudunk következtetni (P,R) önkö-
zelít®ségére:

Ha (P,R) önközelít® , abból nem következik az, hogy P is az a pontszer¶ test eseté-
ben. Erre példa egy négyzet, amib®l kiáll egy keskeny kampó alak. Ez nem önközelít® a
pontszer¶ test számára, de R számára az, mert a kampó részbe R nem fér be, így R csak
a négyzetben mozoghat, ami konvex, így önközelít®.
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Hasonlóan ha P önközelít® a pontszer¶ test esetében, abból nem következik az, hogy
(P,R) is az. Hiszen tekintsünk egy homokóraszer¶ sokszöget, amely középen olyan keskeny,
hogy R nem fér át rajta. Ez pontszer¶ tárgy esetén önközelít®, de R számára nem.

4.29. Kérdés. Az utóbbi példában R robot számára nem érhet® el P minden pontja (azaz
(P,R) nem összefügg®). Nem ismert olyan példa arra, hogy pontszer¶ önközelít®ségb®l ne
következzen (P,R) önközelít®sége, ha (P,R) összefügg® marad.

4.30. Állítás. (P,R) önközelít® akkor és csak akkor, ha tetsz®leges p ∈ PR középpontú D
körlemezre D ∩ PR egy komponensb®l áll.

A bizonyítása hasonlóan történik, mint a 4.3 tételé.

4.3. Önközelít® poliéderek

A monoton ortogonális sokszögekhez hasonlóan lehet de�niálni a monoton ortogonális
poliédereket is.

4.31. De�níció. Ortogonálisnak nevezünk egy poliédert, ha létezik egy Descartes-féle ko-
ordinátarendszer úgy, hogy a sokszög oldalai a tengelyekre mer®legesek.

Az ortogonális poliéderekre gondolhatunk úgy is, mint amiket kis kockákból ragasz-
tottuk ®ket össze.

4.32. De�níció. Monotonnak nevezünk egy poliédert, ha létezik egy Descartes-féle ko-
ordinátarendszer úgy, hogy a poliéder tetsz®leges két pontja között létezik a tengelyekkel
párhuzamos út, és ennek az útnak a tengelyekkel párhuzamos komponensei monotonak
(függvényként tekintve rájuk).

A monoton ortogonális sokszögekhez kimondott állítás megfelel®je térben is igaz:

4.33. Állítás. A monoton ortogonális poliéderek önközelít®ek.

Bizonyítás:
A 3.7 lemma alapján triviális. �

4.34. Állítás. Ha a poliéder önközelít®, akkor a poliéder és egy tetsz®leges gömb, melynek
közeppontja a poliéderben van, metszete egy komponensb®l áll.

Bizonyítás: Legyen P önközelít® poliéder. Megmutatjuk, hogy ekkor bármely p ∈ P
középpontú S gömbre teljesül, hogy S ∩P egy komponensb®l áll. Tegyük fel, hogy létezik
ennek ellentmondó (p, S) pár. Ekkor válasszunk egy s pontot abból a komponensb®l,
amiben p nincsen benne. Tetsz®leges s-b®l p-be vezet® út elmetszi S felszínét, tehát az
útnak létezik olyan s és p közötti r pontja, melyre |sp| < |rp|, amely ellentmond az
önközelít®ségnek.

4.35. Kérdés. Önközelít® poliéderekre nem ismert elégséges feltétel.

4.36. Állítás. Önközelít® poliéderben a legrövidebb út mindig önközelít®.
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5. fejezet

Sokszög kerneljének keresése

Ebben a fejezetben egy olyan problémát mutatok be, ami els®re függetlennek t¶nik a
önközelít® utaktól, de kés®bb kiderül, hogy fontos szerepet játszanak a probléma megol-
dásában.

Tegyük fel, hogy egy 360◦-ban látó robot felébred egy ismeretlen környezetben. A
feladata az, hogy egy olyan helyre menjen, ahonnan belátja az egész környezetet, és ezt
minél hatékonyabban tegye meg.

A problémát a következ®képpen modellezhetjük. A robot egy pont, a környezet pedig
egy P egyszer¶ sokszög. Nyilván, P -nek csillag alakúnak kell lennie ahhoz, hogy létezzen
pont, ahonnan be lehet látni az egész sokszöget � a pontos meghatározásért lásd az 5.3
de�níciót. Egy adott p pontban a robot tisztában van a �láthatósági sokszöggel�, vis(p)-vel
(5.2 de�níció). A megoldás költségét a robot által megtett út hosszában mérjük.

Ha robot el®re ismerné a sokszöget, akkor ki tudná számolni a kerneljét (5.3 de�níció)
és az s kezd®pontból rögtön a kernel legközelebbi pontjához, k-hoz tudna menni. Vegyük
észre, hogy mivel a kernel minden pontjából látható a sokszög minden pontja, speciálisan
a kezd®pont is, ezért a robot csak egy egyenes mentén mozogna, ami az optimális d(s, k)
költség¶ megoldást eredményezi. Ennek a részleteiért lásd az [5] és [6] cikket.

5.1. De�níció. Egy algoritmus egy PC optimalizációs problémacsaládra c-kompetitívnek
nevezünk, ha minden P ∈ PC problémára az algoritmus által adott megoldás nem rosszabb,
mint a P -re adható legjobb megoldás c-szerese.

Mutatni fogok egy algoritmust a fent leírt problémára, ami 5,48-kompetitív.

5.1. Láthatóság sokszögben

A P sokszög legyen egyszer¶, tehát lyukmentes.

5.2. De�níció. Legyen p és q két pont P -ben. Azt mondjuk, hogy q látható p-ból, ha a
pq szakasz P -ben van. A p-b®l látható P -beli pontok halmazát p láthatósági sokszögének
nevezzük és vis(p)-vel jelöljük.

5.3. De�níció. A P kerneljének nevezzük és ker(P )-vel jelöljük, azon P -beli pontok hal-
mazát, amelyekre teljesül, hogy a láthatósági sokszögük a teljes P . Ha ker(P ) nem üres,
akkor P -t csillag alakúnak mondjuk.
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Néhány észrevétel:

• A láthatóság szimmetrikus tulajdonság.

• Csak konvex P -kre teljesül, hogy ker(P ) = P . Különben a sokszögnek van legalább
egy csúcsa, ahol a bels® szög nagyobb, mint 180◦, ezeket a csúcsokat nevezzük konkáv
csúcsoknak.

• Minden e oldala P -nek két félsíkra osztja a síkot, a bels® félsíknak nevezzük azt,
amelyik lokálisan tartalmazza P -t.

5.4. Állítás. A P oldalaihoz tartozó bels® félsíkok metszete ker(P ).

Bizonyítás:
Egy e oldal csak az e-hez tartozó bels® félsíkból látható. A ker(P ) halmazban olyan

pontok vannak, ahonnan az egész P látható, speciálisan az oldalak is. Tehát ker(P ) ⊆⋂
e

He, ahol He az e-hez tartozó bels® félsík.

A másik irányú tartalmazáshoz legyen x ∈
⋂
e

He. Be kell látni, hogy x ∈ ker(P ).

Tegyük fel, hogy létezik y ∈ P , hogy x-b®l y nem látható, vagyis yx /∈ P . Ekkor a y-ból
induló x-en átmen® félegyenes elmetsz egy f oldalt még x el®tt (ha több ilyen f is van,
vegyük az els®t). Nyilván y ∈ Hf és x /∈ Hf . Utóbbi viszont ellentmond az x ∈

⋂
e

He

feltevésnek.
Kapjuk, hogy ker(P ) =

⋂
e

He. �

5.5. Következmény. ker(P ) konvex, hiszen félsíkok metszete konvex.

Rögzítsünk egy p ∈ P pontot. A vis(p) csillag alakú és ker(vis(p)) tartalmazza p-t. A
vis(p) határa kétféle szakaszból állhat:

1. A P sokszög oldalaiból, illetve az oldalai részeib®l.

2. �Áloldalakból�, amelyek p-b®l induló, konkáv csúcsot érint® félegyenesen vannak
rajta, és egyik végpontjuk a konkáv csúcs, a másik pedig a félegyenes P -vel való
(els®) metszéspontja a konkáv csúcs után.

Az áloldal P -t két részre: az egyik oldalon p-b®l látható pontok vannak, a másikon
nem. Utóbbi részét P -nek nevezzük barlangnak. vis(p) határa akkor és csak akkor nem
tartalmaz áloldalt, ha p ∈ ker(P ).

Az 5.1 ábrán látható két sokszög egészen hasonló, az s pontból ugyanaz a láthatósági
sokszög, a kerneljük mégis jelent®sen különböz®. Tehát egy s pontban állva nem sok infor-
máció áll a robot rendelkezésére a sokszög kerneljér®l. Azt viszont tudja, hogy a sokszög
kerneljét látja, s®t a következ® állítás alapján a láthatósági sokszög kerneljének részhalma-
za a sokszög kernelje és a láthatósági sokszög növekedésével a láthatósági sokszög kernel
mérete csökken.
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5.1. ábra. Az s pontból ugyanaz a láthatósági sokszög, mégis teljesen más a két sokszög
kernelje

5.6. Lemma. Legyen u és v P két pontja úgy, hogy vis(v) ⊆ vis(u). Ekkor teljesül a
következ®:

ker(P ) ⊆ ker(vis(u)) ⊆ ker(vis(v)).

Bizonyítás:
Legyen x ∈ ker(P ), és jelöljük P ′-vel vis(u)-t. Az els® tartalmazáshoz meg kell mu-

tatni, hogy x ∈ ker(P ′). Az x pont kernelpont P -ben, ezért látja u-t, ami szimmetrikus
tulajdonság, tehát x ∈ vis(P ), és tetsz®leges y ∈ P ′-re is tudjuk, hogy xy P -ben van.
Ha xy-t elmetszené P ′ határa, akkor az x vagy y pont barlangban lenne u-ból nézve,
de tudjuk, hogy mindketten vis(u)-ban vannak. Tehát xy ⊂ P ′, tetsz®leges P ′-beli y-ra,
tehát x-b®l mindent lehet látni P ′-ben, ami azt jelenti, hogy x ∈ ker(vis(u)).

A feltevés alapján v ∈ vis(v) ⊆ vis(u) = P ′. Ekkor a már bizonyított els® tartalmazást
alkalmazva P ′-re és v-re kapjuk, hogy ker(P ′) ⊆ ker(visP ′(v)). A bizonyítás befejezéséhez
még be kell látnunk, hogy visP ′(v) = vis(v). A visP ′(v) ⊆ vis(v) teljesül, hiszen vx P ′-
ben és így P -ben is (hiszen P ′ ⊆ P ). A vis(v) ⊆ visP ′(v) tartalmazás meggondolásához
vegyünk egy x-et vis(v)-b®l. A feltétel alapján vx ⊂ vis(v) ⊆ vis(u) = P ′ és így x ∈
visP ′(v). Ezek alapján az állítás második tartalmazása is teljesül. �

5.2. Sokszög kerneljét keres® algoritmus

Tegyük fel, hogy P csillag alakú. Egy szakaszhoz tartozó félsíkok alatt értsük a szakasz
egyenese által meghatározott félsíkokat. Az s kezd®pontban a robot ellen®rzi, hogy vis(s)-
t határolja-e áloldal. Ha nem, akkor s benne van ker(P )-ben és az algoritmus kilép.
Különben a robotnak olyan irányba kell mozognia, hogy a barlangokba egyre jobban
belásson és közben a már látott területet ne veszítse szem el®l. A robot úgy tud többet
látni egy barlangból, ha a hozzátartozó áloldal bels® félsíkjába lép (vagyis amelyik nem
tartalmazza a barlangot). Ekkor az áloldal a konkáv csúcs körül �befordul� a barlangba.
Emellett úgy kell mozognia, hogy a P már látott oldalainak bels® félsíkját sosem hagyja
el (speciálisan P -n belül kell maradnia). Ezeket a következ® két de�níció fogalmazza meg
precízen.
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Félsíkok üres halmazának a metszete legyen a teljes sík.

5.7. De�níció. Jelöljük G(p)-vel a �növel® éket�, amely a vis(p) áloldalaihoz tartozó bel-
s® félsíkok metszete. Azon konkáv csúcsokat, amelyek az ék két támasz félegyeneséhez
tartoznak maximális megszorító csúcsoknak nevezzük.

5.8. De�níció. Jelöljük K(p)-vel a �megtartandó éket�, amely azon oldalakhoz tartozó
bels® félsíkoknak a metszete, amelyeken p rajta van, vagy amelyek láthatóak p-b®l és p
rajta van az egyenesükön.

Az 5.2 ábrákon satírozottal van jelölve a K(p), illetve teli szürkével G(p). Mindkét
ábrán a p ponthoz két maximális megszorító csúcs létezik, v1 és v2. Az els® ábrán q-hoz
viszont csak egy megszorító csúcs tartozik (v2), így G(q) egy félsík. Az els® ábrán q nincsen
rajta egyik oldalon sem és egyik oldal egyenesén sem, így K(q) a teljes sík. Ezzel szemben
K(p) az e oldal bels® félsíkja, hiszen p rajta van az e oldal egyenesén.

A második ábrán p egy konkáv csúcsban helyezkedik el, ezértK(p) az e és f oldalakhoz
tartozó bels® félsíkok metszete lesz.

5.2. ábra. Az ábrákon satírozottan van jelölve a megtartandó ék és teli szürkével a növel®
ék

5.9. Megjegyzés. A megtartandó ék de�níciója azt fejezi ki, hogy lokálisan merre tud
továbbhaladni a robot úgy, hogy a már látott területet ne veszítse szem el®l. Egy általános
pontból bármerre mehet, ezért lesz ott a K(p) a teljes sík. Ha egy konkáv csúcsban áll,
akkor a csúcshoz tartozó két oldal bels® félsíkjainak metszete felé haladhat csak anélkül,
hogy barlang alakulna ki, tehát például ilyenkor a K(p) nem a teljes sík.
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5.10. Megjegyzés. Ha az éket csak egy félsík határolja, akkor speciálisan az ék szöge
180◦, aminél nagyobb a szög nem is lehet, ha legalább egy félsíkot metszünk össze.

Egy p pont ker(P )-ben van akkor és csak akkor, ha G(p) a teljes sík, hiszen p ∈ ker(P )
akkor és csak akkor teljesül, ha nincsen áloldala a láthatósági sokszögének és a félsíkok
üres halmazának metszete a teljes sík. A másik irányhoz használni kell azt a meggondolást,
hogy ha félsíkok halmazának a metszete a teljes sík, akkor szükségszer¶en a halmaz üres.

A következ® lemma megmutatja, hogy G(p) ∩ K(p)-be lépnie a robotnak mindig le-
hetséges, és ezáltal a vis(p) monoton n®.

5.11. Lemma. Egy p pont elég kicsi környezetében ker(vis(p)) = G(p) ∩K(p) 6= ∅. Ha
p-b®l a robot ebbe a halmazba mozog, akkor vis(p) n®, vagy ha p már eddig is a ker(P )-ben
volt, akkor nem változik.

Bizonyítás:
A ker(vis(p)) háromféle félsík-típus összemetszéséb®l áll. Az egyik típusba tartoznak

a vis(p) áloldalainak bels® félsíkjai. A második típushoz tartoznak azok a bels® félsíkjai
P oldalainak, amelyek tartalmazzák p-t. A harmadik típusú félsíkok olyan oldalakhoz
tartoznak, amelyek egyenesei nem metszenek bele u kell®en kicsi környezetébe. Ezzel
beláttuk, hogy ker(vis(p)) = G(p) ∩K(p).

Az 5.6 lemma alapján ker(P )-t tartalmazza ker(vis(p))-t, így nem üres.
A K(p) olyan halmaz, hogy vis(p) nem csökken, ha belelép a robot, viszont vis(p)

n® G(p)-be lépve. Tehát a G(p) ∩K(p) konstrukciója miatt vis(p) n®, hacsak p már nem
tartozik ker(P )-be, mert akkor nem változik. �

Az 5.6 és 5.11 lemmákat összevetve következik, hogy ha mindig a G(p)∩K(p) halmazba
lépünk, akkor ker(vis(p)) folyamatosan csökken és ker(P ) mindig benne van, tehát el®bb-
utóbb ker(vis(p)) meg fog egyezni ker(P )-vel.

Most már megfogalmazhatjuk az algoritmust.

p⇐ s

while vis(p) 6= P do
a G(p) növel® ék kiszámolása
m⇐ G(u) szögfelez® mer®leges
if m kilép a K(p) megtartandó ékb®l then

m-et vetítsük K(p)-ra és haladjunk amentén
else

haladjunk m mentén

menjünk az s-hez legközelebbi k ∈ ker(P ) ponthoz

Az 5.3 ábrán az algoritmus által generált út látható egy sokszögben. Az ábra a [3]
cikkb®l van.

Néhány észrevétel az algoritmushoz:
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5.3. ábra. A robot mozgása egy sokszögben az algoritmus alapján. Az ábra a [3] cikkb®l
van.

1. Az IF igaz ágában azm szögfelez®t aK(p)-nak arra a határoló félegyenesére vetítjük,
amivel kisebb, mint 90◦-ot zár be.

2. Az algoritmus végén, amikor a robot már a sokszög kerneljének egy pontjában van,
de nem feltétlenül az s-hez legközelebbiben, akkor már ismeri az egész sokszöget,
és így ismert algoritmusokkal ki tudja számolni a sokszög kerneljét, így meg tudja
határozni a k pontot.

3. Az algoritmus könnyen módosítható nem csillag alakú sokszögekre: minden iteráció-
ban ellen®rzi, hogy G(p)∩K(p) üres-e. Ha igen, akkor az 5.6 és 5.11 lemma alapján
tudja, hogy a ker(P ) is üres és jelenti, hogy a sokszög nem csillag alakú.

4. Az algoritmusnak folytonosnak kell lennie. Ez a gyakorlatban azt jelenti, hogy a
robot sebességéhez képest nagyon gyakran kell frissíteni az irányát.

Az 5.4 ábra arra mutat példát, amikor az algoritmusban az IF feltétele teljesül.
A következ® lemmában az 5.4 ábrának a jelöléseit használjuk.

5.12. Lemma. Ha a G(p) m szögfelez® mer®legese kilép K(p)-b®l, akkor m a K(p) ék
pontosan egyik támasz félegyenesével µ < 90◦ szöget zár be. Ezért a K(p)-re való vetítése
jól de�niált. G(p) ∩K(p) metszete β ≤ 90◦ nagyságú ék.

Bizonyítás: Nyilvánvalóan µ = γ/2 − β ≤ 90◦ − β ≤ 90◦. Egyenl®ség csak akkor
teljesülhetne a K(p) mindkét határoló félegyenesére, ha G(p) és K(p) is 180◦-os ék lenne
és diszjunktak lennének a belsejeik. Mivel ker(P ) benne van a metszetükben 5.11 lemma
alapján, ezért umár belát azokba a barlangokba, amik belejátszottak aG(p) de�niálásába.
Ez viszont ellentmond a G(p) de�níciójának.

β ≤ 90◦, mert µ > 0◦, hiszen a feltevés alapján m kilép K(p)-b®l. �

5.13. Lemma. Az algoritmus által generált út ellipszisek és hiperbolák részeib®l áll.
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5.4. ábra. Az m szögfelez® kilép K(p), ezért a K(p) egyik támasz félegyenesén folytatja
útját a robot

Bizonyítás:
Tegyük fel, hogy a G(p) éket két maximális megszorító csúcs határozza meg. Ekkor az

5.5 ábrán látható két eset egyike áll fenn. Az els® esetben a G(p)-t alkotó két félegyenes
p-b®l indul és áthalad v1 és v2 konkáv csúcsokon. Ha a robot tesz egy kis lépést α szögben
pv1-hez képest, akkor a távolsága v1-hez képest cos(α) arányban változik. Mivel ez az
irányú elmozdulás pv2-vel is α szöget zár be, ezért v2-höz képest is cos(α)-t arányban
változik a robot távolsága, vagyis a d(p, v1) − d(p, v2) mennyiség állandó, tehát a robot
egy hiperbola pályán mozog.

A második esetben a G(p) egyik határoló félegyenese p-b®l indul és átmegy v1-en,
a másik v2-b®l és átmegy p-n. Ha v2-t tükrözzük p-re, akkor az így kapott w2 pont-
ra és v1-re teljesül a bizonyítás el®z® része, miszerint d(p, v1) − d(p, w2) állandó, vagyis
d(p, v1) + d(p, v2) is állandó. Tehát a görbe, amit a robot leír egy ellipszisen van, aminek
a fókuszpontja v1 és v2.

Ha G(p)-t csak egy maximális megszorító csúcs határozza meg, akkor ez speciális esete
a fent leírt második esetnek és a robot egy köríven mozog. �

5.14. Lemma. Az algoritmus által generált út O(n) darab részb®l áll, ahol n a P csúcsa-
inak a száma.

Bizonyítás:
Ha az algoritmusban az IF-ben az ELSE ág hajtódik végre, akkor a robot útjának ak-

tuális része, szegmense csak akkor érhet véget, ha valamelyik maximális megszorító csúcs
megváltozik. Ez akkor történhet meg, ha láthatóvá válik egy új konkáv csúcs és a hozzátar-
tozó áloldal félsíkja belemetsz a mostani G(p)-be, vagy ha a jelenlegi maximális megszorító
csúcs megsz¶nik annak lenni (vagyis amikor a hozzátartozó barlang teljesen láthatóvá vá-
lik a robot számára). A sokszög csúcsai számára mindkét esemény csak egyszer-egyszer
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5.5. ábra. A szögfelez® görbéje vagy hiperbolát vagy ellipszist ír le

tud megtörténni, hiszen a vis(p) monotonon n®, tehát egy csúcs nem tud láthatóvá válni,
majd elt¶nni, majd megint láthatóvá válni, illetve ha egy barlangba teljesen belát már a
robot, akkor ez a kés®bbiekben sem fog változni.

Ha az algoritmusban a THEN ág hajtódik végre, akkor a robot elérte a P egy oldalának
egyenesét és azon mozog tovább. A robot kés®bb csak akkor tud újra ugyanannak az
oldalnak az egyenesén haladni, ha egy maximális megszorító csúcs megváltozott. Utóbbiról
pedig már láttuk, hogy csak egyszer történhet meg. Vagyis az algoritmus által adott út
valóban O(n) darab részb®l áll. �

5.15. Lemma. Minden p ∈M pontra M(p, k) ⊂ ker(vis(p)).

Bizonyítás:
Tudjuk, hogy az algoritmus mindig K(p)∩G(p)-be lép. Az 5.11 lemmából adódóan a

láthatósági sokszög monoton n®, tehát q ∈M(p, k)-ra vis(p) ⊆ vis(q) és így az 5.6 lemma
miatt ker(vis(q)) ⊆ ker(vis(p)). A q pont pedig nyilvánvalóan benne van ker(vis(q))-ban.
�

5.16. Tétel. Az algoritmus által generált irányított M út s-b®l az s-hez legközelebbi k
kernelpontba önközelít® út.

Bizonyítás:
Legyen p ∈ M . Az 5.11 lemma alapján ker(vis(p))-t határolja a K(p) ∩ G(p) ék.

Megmutatjuk, hogy p-ben egy normális M -re nem metszi K(p) ∩G(p)-t.
Az algoritmusban ha a robot a G(p) m szögfelez®jén halad, akkor egyrészt tudjuk,

hogy a G(p) ék legfeljebb 180◦-os, másrészt K(p) ∩ G(p) ⊆ G(p). Tehát az m-re állított
mer®leges p-ben nem metszheti K(p) ∩G(p)-t.

Ha az algoritmusban a robot a K(p) egyik támasz félegyenesét követi, akkor 5.12
lemma alapján a K(p) ∩ G(p) szöge legfeljebb 90◦, ezért a normális K(p) ∩ G(p) egyik
támasz egyenesére nem metsz bele K(p) ∩G(p)-be.
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Összevetve az 5.15 lemmával az eddigieket azt kapjuk, hogy M(p, k) ⊂ ker(vis(p)) ⊆
K(p)∩G(p), és K(p)∩G(p)-r®l tudjuk, hogy nem metszi el a p-ben állított normális, így
3.7 lemma miatt M önközelít®. �

5.17. Következmény. A fent leírt algoritmus 5,48-kompetetív a nem bizonyított 3.25
tétel alapján.
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6. fejezet

Összefoglalás

A dolgozatban bemutattuk az önközelít® utakat. A 3. fejezetben jellemeztük ®ket kü-
lönböz® állítások segítségével, beláttuk a félsík-tulajdonság lemmát, ami az önközelít®
utaknak egy ekvivalens de�nícióját biztosította. Bebizonyítottuk, hogy egyszer¶ sokszö-
gekben két pont között a legrövidebb önközelít® út egyértelm¶. A legrövidebb utat ka-
rakterizáltuk, beláttuk róla, hogy csak szakaszokból, körívekb®l, illetve a 2. fejezetben
de�niált evolvensekb®l állhat. Röviden leírtuk az algoritmust, amely bizonyos feltételek
mellett megtalálja a legrövidebb önközelít® utat egyszer¶ sokszögben.

A 4. fejezetben olyan sokszögeket tárgyaltunk, amelyekben két tetsz®leges pont között
létezik önközelít® út. Ezeket hívtuk önközelít® sokszögeknek. Néhány elemi meg�gyelés
és állítás után bemutattunk egy lineáris futásidej¶ algoritmust, amely képes eldönteni
egy sokszögr®l, hogy önközelít®-e. Helyességét és futásidejét részletesen megvizsgáltuk.
Foglalkoztunk az önközelít® sokszögek problémájával pontszer¶ tárgyak helyett robotok
esetében, illetve tettünk néhány elemi meg�gyelést az önközelít® poliéderekkel kapcsolat-
ban.

Az utolsó, 5. fejezetben egy problémát mutattunk be, amelyben egy robotnak egy
számára ismeretlen sokszögben kell megtalálni a hozzá legközelebbi pontot, ahonnan az
egész sokszöget belátja. A láthatósági sokszög, kernel, növel® és megtartandó ékek de�ní-
ciói után számos lemmát ismertettünk és bizonyítottunk, amelyek segítségével adtunk a
problémára egy megoldást, egy algoritmust. Az algoritmus által generált útról beláttuk,
hogy önközelít® út (nem feltétlenül a legrövidebb), ezáltal fels® becslést tudtunk adni a
robot által megtett út hosszára.
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