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1. fejezet

Bevezetés

El6szo

A dontési szituacié Snmagéaban véve absztrakt fogalom, viszont tudomanyosan kozelithetd
és modellezhetd. Ezeket a valo életben is gyakori jelenségeket a legegyszertibb, heurisztikara
alapul6 gyors emberi valasztol a dontéselmélet komplex modellrendszeréig sok szinten lehet
targyalni. Feltehetjiik azt az altalanos kérdést, hogy adott toébb alternativa esetén milyen
megoldast tudunk adni a helyzetre. A kovetkezs kérdésekkel konkretizaljuk a problémét:

- Hogyan tudjuk az alternativak jellemzg6it megadni?

Amennyiben kvantitativan meg tudjuk adni ezeket, nagyobb mozgastérhez juthatunk,
kiilénben preferencialista esetében csak a valasztaselméletben talalhatunk megoldast.

- Tudjuk-e abszolit modon jellemezni az alternativikat, vagy csak relativan?

- Mi a cél: adott alternativik koziil az adott szempontok szerint Gsszességében leg-
jobb(ak) kivalasztasa vagy az alternativak rangsorolasa?

- Az alternativik jellemz6i atvalthatok-e valamilyen Osszefiiggés alapjan?

Amennyiben a koltség minimalizaldsa az egyetlen célunk, akkor mindent arra a ska-
lara atvaltva redukéalhatjuk a problémét egy egykritériumos déntéshozatalra.

- Tudunk-e explicit célfiiggvényt tarsitani a dontésiinkhoz?

A tébbkritériumos dontéshozatal (Multi-Criteria Decision Making - MCDM) a normativ
dontéselmélet egyik fontos teriilete. A téma erds szubjektiv vonulata, hogy hogyan tudja a
dontést meghozo fél megmondani, mennyit ér kvantitive egy-egy tulajdonsag a szamara —
feltessziik azonban, hogy impliciten ismeri a sajat preferenciait.

A modellezés egy tovabbi fontos aspektusa az emberi kévetkezetlenség és szubjektivitds.
Ez az elméletben tokéletes, egymassal 6sszhangban 1év§ valaszokhoz ,zajt”, inkonzisztenciat
general. A valos probléméknal ilyen mindig létezik, viszont a nagysaga és a hatasa valtozo
lehet.



A kiilénb6z6 modellek sziikségessége abban is megmutatkozik, hogy a sokszor rengeteg
szempontot a dontéshozo nem tudja egyszerre figyelembe venni. A dontéshozora tovabba
a korldtozott racionalitds a jellemzs: egy bizonyos szint felett a dontéshozé nem érdekelt
tovabbi optimalizalasban. Ezzel kapcsolatban az olvasot Herbert Simon [45] és [46] mun-
kaihoz iranyitjuk.

Alkalmazasok

A tobbkritériumos dontések alkalmazasai igen szerteagazoak: tenderek, mint példaul vil-
lamosok beszerzése, hatasvizsgalatok, eréforraselosztasi problémak, valamint az orszagok,
varosok, intézmények, weboldalak, sportolok rangsorolasa egyarant tobbszempontid don-
tési feladat. Ezekbdl a példakbol latszik, hogy sziikség van matematikailag megalapozott
dontéshozatali modszerekre, amelyeknek komoly politikai és tarsadalmi felhasznélasai és
ezaltal hatasai vannak.

Rovid attekintés

A kovetkezs sszefoglalas [1] és [50] munkaibol szarmazik — ismertebb modszereket példanak
hozva.

Bonyolultabb moédszerek és heurisztikdk el6tt végezhetiink eldsziréseket. Ilyen példaul
a dominanciasziirés, vagy a konjunktiv szabaly. Az Gn. elem: dontések egyszerd, egzakt
modszerek. Ilyen példdul a maximin elv vagy a lexikografikus rendezés — utébbit akkor
alkalmazhatjuk, ha a szempontok fontossagi sorrendje ismert.

Az Osszetettebb modszereket osztélyozhatjuk aszerint, hogy az alternativak dtvdlthatoak-
e egymasba. Ha igen, akkor mérhetjiik azokat abszolut vagy relativ skalan. A relativ skéla
lehet kilonbség (pl. MACBETH — Measuring Attractiveness by a Cathegorical Based Eva-
luation Technique) vagy ardnyskdla (pl. AHP — Analytic Hierarchy Process). Amennyiben
nem atvalthatoak, hasznalhatunk un. ,outranking” moéodszereket, ilyenek példaul az EL-
ECTRE vagy a PROMETHEE.

Egy mésik népszert hozzaéllas a cél vagy referenciaszint alapjan torténé dontéshozatal.
Ilyen példaul a TOPSIS (Technique of Order Preference Similarity to the Ideal Solution).

Analytic Hierarchy Process

Amennyiben az alternativak /szempontok kozott 1étezik valamiféle atvaltas, akkor egy gya-
korlatban hasznos alapotlet, ha a probléméat kisebb részekre bontjuk, és a dontéshozoénak
csak egyszertd, vilagos kérdéseket kell megvalaszolnia, melyekbdl elGallithato az egész fel-
adat szempontsily-rendszere.

Igy kapjuk a tobbszemponti dontési feladatokra alkalmazott népszerti megoldasi tech-
nikat, a paros 0sszehasonlitasok modszerét, amellyel a dontéshozonak egyidejiileg csak két
elemet kell 6sszehasonlitania. Példaul: ,Hanyszor fontosabbnak itéli meg az egyik szempon-
tot a mésik szemponttal Gsszevetve?”. Ez a modszer Thomas L. Saaty munkaja 1977-bél.



A dontéshozo preferencidira vonatkozo becslésként kezeljiik a szamszeri valaszokat (arany-
skalan 6sszehasonlitott szempontokat vagy alternativékat), majd silyokat vagy rangsort
jeloliink meg a megfelel§ optimalizalasi feladatok felirasaval és megoldasaval. Erre, az tun.
pdros dsszehasonlitdsok dtletére épiil a vallalati szféraban is gyakran hasznalt dontési mod-
szer, az Analytic Hierarchy Process [44].

Az AHP az 6sszehasonlitasi értékekbdl képzett matrix legnagyobb sajatértékhez tartozo
jobboldali sajatvektorabol hatérozza meg a stilyokat, de léteznek méas tavolsagminimaliza-
16 modszerek, azaz valamilyen célfiiggvény szerinti legjobb kozelités (legkisebb négyzetek
modszere, szingularis felbontés, célprogramozas). Ha a valaszado nem konzisztens felelete-
ket ad, eltéré eredményeket kaphatunk ezen modszerekbsl. Mivel nem létezik kitiintetett
legjobb megoldés, ezért ezen modszerek elemzése mind elméleti, mind gyakorlati szempont-
bol fontos és indokolt [16].

Motivacid

A szakdolgozat megirasat a dontésanalizis és azon beliil is a paros Osszehasonlitésra alapu-
16 modszerek magyar és kiilfoldi irodalmi attekintése el6zte meg. Megjegyezziik, hogy az
irodalom egy sztk, relevans halmazat vizsgaltuk csak meg. A teriiletet behatéarolja Saaty
1977-ben megirt cikke, valamint, hogy a sulyvektorok Pareto-optimalitasanak (hatékony-
sdganak) vizsgalatara elGszor 2006-ban kertilt sor.

A paros 6sszehasonlitas méatrixokkal kapcsolatos kérdések aktiv kutatas alatt allnak ha-
zai tudoményos korokben is. Ezen eredmények koziil Abele-Nagy Kristof [I], Csaté Lészlo
[25] és Poesz Attila [41] doktori értekezésére, valamint Kéri Gerzson grafelméleti megkoze-
litésére [35] hivjuk fel az Olvaso figyelmét.

Mindazonaltal a hatékony sulyvektorok eloszlasanak vizsgalatara, valamint azzal a kér-
déssel, hogy aszimptotikusan mennyire fordulhatnak ilyenek elG, nem lelhetd fel eredmény.
Ez a munka ennek megalapozasara iranyul. Mind elméleti, mind gyakorlati szempontbol
tamadhato ez a kérdés, a szakdolgozat pedig mindkét teriiletre egyarant fokuszal.

Onall6 eredmények

A dolgozat 6nallo6 eredményei a kivetkezdk:
1. AR.1.5 allitasként valo formalizalasa (ez ismert eredmény)

2. A[2.4.4] kovetkezmény

3. AR.4.5 allitas

4. AB.2.2 algoritmus formalis, preciz leirasa

5. A [B.2.2] tovabbi elemzése a [3.2.3] alfejezetben a futasidé pontos aszimptotikdjanak
megadéséaval

6. AB.2.4 allitas az ellenpéldaval

7. Az LP és a grafos algoritmus analitikus dsszehasonlitésa [3.3] fejezetben

8. Az 6sszes numerikus eredmény a 4 fejezetben

9. A teljes programkonyvtar 6nallo implementalasa az [f] fejezetben



10. A példak a mellékletben a[0] fejezetben

Ezek koziill az eredmények koziil a kovetkezGek kiemelkedGek (csoportositva):

1. AB:2.2 algoritmussal valé rengeteg munka és eredmény

2. A programkonyvtar létrehozésa és az altala kihozott rengeteg numerikus eredmény a
[ fejezetben

3. Tobb, sok részletet megvilagité példa leirasa

4. Az elméleti vizsgalodasok alatt felfedezett 1j allitasok, mint pl. a[2.4.4] és a[2.4.5]

A szakdolgozat felépitése

A [2| fejezetben olyan alapvets definiciokba nyerhet betekintést az Olvaso, mint példaul
a paros Osszehasonlitas matrix, a sulyvektorok és ezek hatékonysaga. A fejezetben tobb
ezzel kapcsolatos tétel és allitas is szerepel, behatéarolva ezzel az ismert és még felfedezetlen
részeit ennek a tudoménynak. A téma gazdagséga ellenére leginkabb azon definiciokra szo-
ritkoztunk melyeket késébb hasznalunk a dolgozatban, vagy a fontossédgara valé tekintettel
nem hagyhattunk ki.

A [3] fejezetben két modszer szerepel, amelyek a témakor alapvetd kérdéseire adnak
valaszt. A masodik modszer, ami egy grafokon alapuld algoritmus, egy 0j eredmény, és ezért
kiemelt fontossagu a dolgozatban: szamos allitast, példat, és részletes elemezést tartalmaz
a fejezet, utébbit a futasidére valo kilonos tekintettel végeztiik.

A [ fejezetben foglaltuk Ossze tomoren a numerikus eredményeket, amelyek 1j infor-
méaciot szolgaltatnak az ismert eredményekhez képest — kapcsolodva a bevezetSben irt
vallalashoz, hogy a hatékony silyvektorok eloszldsdba jobb betekintést nyerhesstink.

Az [ rész tartalmazza roviden a kutatassal parhuzamosan haladt programkonyvtéar
funkcidit. A konyvtarat eszkozként hasznéaltuk tobbek k6zott a numerikus eredmények el-
éréséhez, nyilt forraskodu, és barki hasznalhatja.

A[0] fejezet a szakdolgozat hosszabb példait tartalmazza, amelyeket leginkabb helyta-
karékossagi okbol raktuk a munka végére.



2. fejezet

Definiciok

2.1. Paros osszehasonlitas matrixok és stulyvektorok

Mint azt a bevezetGben is olvastuk, az egyik kozponti fogalmunk a péaros 6sszehasonlitas,
amibdl 1étrejon a paros osszehasonlitas matrix, melyet most formaélisan is definialunk.

2.1.1. Definicid. Paros sszehasonlitas matrix (Pairwise Comparison Matrix):

Az n > 3 elem (szempont, alternativa, vagy akar szavazoerd) Osszehasonlitasabol az
A n x n-es paros Osszehasonlitas matrixot kapjuk gy, hogy a méatrix adott a;; eleme az
1-edik és a j-edik elem Osszehasonlitasabol nyert érték, amely megmutatja, hogy az i-edik
szempont, alternativa vagy szavazoerd hanyszor fontosabb, jobb vagy nagyobb a j-ediknél.

Informalisan tehat a métrix a;; eleme a dontéshoz6 valaszat tartalmazza a ,Hanyszor
fontosabbnak itéli az -t a j szempontnal?” tipust kérdésre. Az AHP moddszertandban
a; €{1,2,3,...8,9, %, %, . %} elemeket engedjiik meg, illetve dontési probléméatol fiiggden
a koztes értékeket (pl. 1.5). Pl. az 1 jelképezi azt, hogy a két szempont egyformén fontos,
mig a 9 azt, hogy rendkiviili mértékben fontosabb az egyik szempont a méasiknal.

Feltessziik a kovetkezd tulajdonsagokat:

2. Q5 = 1/CLJ'Z‘ V1 SZ,] §n

A gyakorlatban el6fordul, hogy nem akarjuk a doéntéshozoval kitoltetni mind az (;L)
elemét a matrixnak. Ezért altalanositdsként definidljuk a nem teljesen kitoltott esetet:

2.1.2. Definicié. A egy nem teljesen kitoltott paros osszehasonlitési matrix, ha felirhato

1 a19 - o Qup
1
a1a } agzsz ... —
A = — a—23 1 ... A3y
e |
Aln a3n
alakban, ahol bizonyos (nem feltétleniil a fentiek szerinti, ,,-” jellel jel6lt) a;;-k hianyoznak.
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Tovabbra is feltessziik, hogy ha a;; létezik, akkor a;; > 0. A hidnyzo elemek a definicio
szerint barhol el6fordulhatnak, de feltessziik hogy ha a;; létezik, akkor aj; is és aj; = t

A tovabbiakban a teljesen kitoltott esetre értjiik a megéllapitasokat. Jelezziik, amennyi-
ben egy allitas vagy algoritmus érvényes lesz a nem teljesen kitoltott esetre is.

Az n x n-es teljesen kitoltott paros sszehasonlitas matrixok halmazat PCM,,-nel jelol-

jiik.

2.1.3. Definicié. Abban az esetben, amikor fennall a kardindlis tranzitivitds, azaz a;ja;, =
a;r V1, 7, k indexharmasra, a paros 0sszehasonlitds matrixot konzisztensnek, kiilonben pedig
inkonzisztensnek nevezzik.

A konzisztencia kozponti fogalom, a tovabbiakban gyakran fogunk hivatkozni ra. Az in-
konzisztencia, mint ahogy az elGszoban is hivatkoztunk ra, nem elhanyagolhaté gyakorlati
alkalmazasok esetében, de elGszor tekintsiik a konzisztens matrixok egy szép karakteriza-
cigjat.

2.1.4. Definicié. Egy A € PCM,,-hez tartozé w € R’} -t silyvektornak neveziink.

A déntéshozd az a;; matrixelemmel az altala nem ismert w = (wy, wo, ... w,) sulyvek-
torbol képzett Zj—] hanyadost kozeliti. A feladat a gyakorlatban ennek a megforditottja:
adott A matrixhoz olyan w stlyvektort kereslink, hogy a 1“;—; hanyadosok kozelitsék az a;;
elemét.

A kovetkezd tétel alapozza meg a vizsgalodéasainkat:

2.1.5. Allitas. Egy A € PCM,, mdtriz pontosan akkor konzisztens, hogy ha konstans
szorz0 erejéig egyértelmien létezik olyan hozzd tartozd w silyvektor, hogy a;; = - Vi, j.
J

Bizonyitas: Ha létezik egy ilyen w siilyvektor, akkor konzisztens a matrix, ugyanis
tetszéleges 1, J, k indexekre:
w; Wy w;
Qi = ——— = — = Qik
W; Wy Wi
Megforditva legyen w = (1
A konzisztenciajabol:

1 1 —). Ekkor tetszcleges i,j indexekre kiindulva

a2’ a13’ """ ain

1
a1 , W;
J ai ?
, 1 A
aq; o w;

Lathato, hogy valoban létezik ilyen w sulyvektor. Az egyértelmiiséghez legyen w' # w
egy szintén A-hoz tartozo silyvektor, és legyen ¢ = % = w). Ekkor w' = cw.
Indirekt tegyiik fel, hogy ez nem igaz, tehat 3k : wj # cwy. De ekkor
w) w
—]f:aklz—k:wk = wj, = Wiwy, = cwy,

Ez pedig ellentmondas. 0
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w1 w1 w1

1 12 a13 ... QAip 1 we w3 T wn
w2 w2 w2

asq 1 a23 ... Qop w1 1 ws T wn
w3 w3 w3

as1 asg 1 ... QAzp Wi we 1 o wn

Wn  Wn  Wn
Ap1 Ap2 Apz ... 1 w1 w5 ws 1

2.1. abra. A matrix eredeti elemei, és a w sulyvektorral vald becslése

Kovetkezésképpen ha a matrix konzisztens, akkor normalés erejéig egyértelmien tudunk
ilyen sulyvektort kapni. A gyakorlatban felmeriilg probléma a kovetkezs: milyen sulyvektort
tudunk kinyerni inkonzisztens paros dsszehasonlitdas matrixokbol? Errdl lesz sz6 a tovabbi-
akban. A példa a mellékletben tartalmaz két egyszerid példat a konzisztencia és az
inkonzisztencia demonstralasara.

El6szor Blanquero, Carrizosa és Conde fogalmaztak meg a kivetkezs tobbceéli optimali-
zdlasi feladatot [7]. Adott A = [a;j]; ;_,  péros Gsszehasonlités métrix esetén a stlyvektor
szamitasa egy olyan tobbcéli optimalizalasi feladat, amelynek célfiiggvényei a minimaliza-
lando |z;/x; — aij|, 1 <i # j < n fiiggvények, sszesen n? — n darab.

T

J
Lj

i 2.1
min (2.1)

1<i#j<n
A matrix elemeit egyenként minél jobban akarjuk kozeliteni az = hédnyadosokkal.
J
A hatékonysag vagy Pareto optimalités kozponti fogalma a tobbcéld optimalizalasnak.
Definialjuk a kovetkezé fiiggvényeket:
T

— —ai,
j
L

fZ]RZL_%R fij(x): , i,jzl,...,n, (22)

Mivel f;(x) = 0 minden x € R%}-re és ¢ = 1,...,n-re ezek a konstans fiiggvények
irrelevansak az optimalizaciés probléma szempontjabol, ezért elhagyhatoak.

Legyen a vektor-értékd f : R — ]Ri(”_l) fliggvény definialva az fi;,i,j =1,...,n, i #j
komponenseken keresztiil. Ekkor nézhetjiikk az f minimalizalasi problémajat egy nemdiires
X C R” felett, ami egy altaldnos alaku vektor-optimalizalasi problémaként igy irhato fel:

I)zéi)l(l f(x). (2.3)

A vektoroptimalizalasban hasznalt fogalmakat (dominalas, hatékonysag) itt mar csak a
konkrét feladatra alkalmazva definialjuk.

2.1.6. Definici6. Adott A € PCM,, és hozza tartozé w = (wy,wy,...,w,) , W =
(w),wh, ..., w)T stlyvektorok esetén azt mondjuk, hogy w’ dominélja vagy més néven
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javitja w-t, ha:

/

ai; — w—,’ < aij — w—l minden 1 < 4,5 <n, esetén, és (2.4)
J J
/
w w
Qpp — —'f < |Qpe — —k valamely 1 < k, ¢ < n esetén. (2.5)

A dominancia tranzitiv relacio.

2.1.7. Definici6. Rogzitett A € PCM,, esetén a w stlyvektor hatékony vagy mas néven
Pareto-optimdlis, ha nem létezik olyan w’ stulyvektor, hogy w' dominélja w-t.

A definiciobol kovetkezik, hogy egy silyvektor hatékonysaga nem fiigg a normaléstol,
ami egybevag a [2.1.5] allitassal, ugyanis normalas erejéig egyértelmi a konzisztens péaros
Osszehasonlitas méatrixhoz tartozo silyvektor.

Egy hatékony stlyvektort tehét nem lehet dominalni, azaz megjavitani tgy, hogy leg-
alabb egy pozicidban jobban kozelitse a dontéshozo altal megadott értéket, mikézben egyet-
len mas pozicioban sem keletkezik rosszabb kozelités.

To6bben a hatékonysag gyenge valtozatat is definialtak ([7, Remark 12], [22, Theorem
2.2]). Erre a megenged6bb definiciéora (ami egy gyengébb garanciat is ad) konnyebben
tudunk tételeket bizonyitani.

2.1.8. Definicié. Adott A € PCM,, és w = (wy,wa,...,w,) W = (w),wh,...,w)"

n
sulyvektorok esetén azt mondjuk, hogy w’ szigoriian domindlja vagy szigoruan javitja w-t,
ha:

/

7
aij—a <
J

w;
ajj — —

minden 1 <i # j < n esetén. (2.6)
Wy

2.1.9. Definici6. A w sulyvektor gyengén hatékony, ha nem létezik olyan w’ silyvektor,
ami Gt szigortan dominalna.

2.1.1. Sualyvektorok normalasa

A2.1.5] allitas alapjan a sulyvektor konstans szorzo erejéig egyértelmi. Felmeriil a kérdés,
hogy hogyan adjuk meg a silyvektorokat, milyen ¢ szorzokat hasznaljunk. Mi a kovetkezd
két technikat alkalmaztuk:

Normalas Logikus dontés az L, norma szerinti megadasa a sulyvektoroknak, azaz olyan
w feliras, melyre:

i=1

teljesiiljon. Ez gyakorlatilag azt jelenti, hogy a sulyvektorok elemeit szazalékként is
értelmezhetjiik: hany szazalékban tartja a dontéshozé fontosnak az adott szempontot. Ha-
sonloképpen értelmezhets a stlyvektor més, L, norma szerinti felirésa, pl. L, norma szerint
nézve.
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Relativ feliras A [2.1.5 allitas bizonyitasanak masodik felében egy olyan w sulyvektort
néztiink, amiben az els§ koordinatat egynek valasztottuk. Ez is egy lehetséges mod a fel-
irasra: egy adott fix (elsg) koordinatat mindig egynek vélasztunk (ha nem az elsg, akkor
kicserélhetjiik az elsére), és a tobbi koordinata hozza képest relativan van mérve.

w = (1, we, ws, ... w,)

Példaul ha w; > 1, akkor tudjuk, hogy a j-edik alternativa jobb mint az elsé.

2.1.2. Egy 3x3-as példa

A gyenge hatékonysag valoban gyengitése a hatékonysagnak — ha egy sulyvektor hatékony,
akkor gyengén hatékony is, a kdvetkezd példan lathato, hogy ez megforditva nem feltétleniil
igaz.

A kovetkezs példa arra is hasznos lesz a tovabbiakban, hogy egy kis dimenzios példan
megfigyeljiik, hogy egy adott stulyvektorhoz nem csak véges sok szigoriian javitott hatékony
sulyvektor tartozhat.

2.1.10. Példa.

1 39
A=|1/3 1 4 :
1/9  1/4

A kovetkezd két hatékony sulyvektor szigortian dominalja w-t

4
w;
1 Wi 0.25

9 »
1 J 1/9 1/3
9 W 1 225 9
w'= |4 {—j’,]: 04444 1 4 |,
1 Wi 1/9  1/4 1

Tovabba w'-nek és w”-nek minden konvex kombinacitja is hatékony, valamint szigortian
dominéalja w-t:

9 w" 1 9/x 9
w"' =[x |: j,/} = T/9 1 x|,
1 J 1/9 1/x 1

ahol 3 <z < 4.
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2.2. Sulyvektor-szamitasi modszerek

Formalisan egy sulyvektor-szamitasi modszer egy g : PCM, — R} fliggvény. Megkove-
teljiik tovabba, hogy ha A konzisztens, akkor a [2.1.5] allitasbeli w vektor legyen A g-beli
értéke, tehat a modszer az ismert pontnak, mint fliggvénynek egy kiterjesztése legyen.

Az imént bevezettiik a gyenge hatékonysag fogalmét, és noha a hatékonysagot prefe-
raljuk, és szeretnénk, ha ez az erGsebb jellemzés lenne igaz ra, minimalisan elvarhato egy
adott modszertsl, hogy mindig gyengén hatékony stlyvektort adjon.

Egy w silyvektor kinyerésére egy paros Osszehasonlitasi méatrixbol szamos stlyozasi
modszer ismert az irodalomban, melyeket tobbek kozott [4]-ban Gsszefoglalva lapozhat fel
az olvaso (onnan szarmazik a kévetkezs bevezetés).

Néhéany 6sszefoglalo talalhatdo Golany és Kress [33], Choo és Wedley [20], Lin [39], Baj-
wa, Choo ¢s Wedley [0], illetve Fedrizzi és Brunelli [30] munkaiban. A kutatasokbdl az
korvonalazodik, hogy nem létezik egyetlen univerzalis modszer, ami jobban teljesitene a
tobbinél.

Egy lehetséges hozzaallas a hatékony silyvektor megkeresésének tavolsagminimalizéalasi
problémaként valo felirdsa, mint példaul a legkisebb négyzetek modszere [29], ami min-
dig hatékony sulyvektor(oka)t eredményez. Léteznek olyan tavolsdgminimalizalé feladatok,
amik nem mindig adnak hatékony stlyvektort. Ilyen példaul a sajatvektor modszer [44],
ami a paros Osszehasonlitasi méatrix legnagyobb sajatértékéhez tartozo jobboldali sajat-
vektorat adja meg, és ez szintén egy (igaz, speciélisabb) téavolsagfiiggvényt minimalizal
(Fichtner [31, 32]).

Blanquero, Carrizosa és Conde [7] figyelte meg, hogy ez a sajatvektor nem mindig ha-
tékony, annak ellenére hogy szilikséges és elégséges feltételek még nem ismertek.

Tovabbi, jonak igérkezé modszerek a feszitéfas modszerek, amelyekrdl elGszor Tsyganok
[51, 52] irt. Ez a modszer figyelembe veszi az Osszehasonlitasok n — 1 elemti 6sszefliggd
részhalmazait, tehat az n"~2 darab feszit6fat abban a grafban, ahol a métrixelemek szér-
maztatjak a graf éleit az n csics kozott. Minden feszitéfa egy-egy stulyvektort definial, amit
aztan megfelel6 modon aggregalunk: szamtani kozép ([47, 48, 51, 52], AMAST (arithmetic
mean of all spanning tree weight vectors)), vagy geometriai kozép szerint [19, 40]. Mig az
AMAST sulyvektor nem mindig hatékony (1d. . fejezetet), addig a geometriai kozéprsl
bebizonyitottak, hogy ekvivalens [19, 40| a logaritmikus legkisebb négyzetek modszeré-
vel (mellyel foglalkoztak [23] 24) 27, 42]), ami mindig hatékony sulyvektort szamol ki |7,
Corollary 7|.

A sajatvektor és a logaritmikus legkisebb négyzetek modszere megegyezik a 3 x 3-as
esetben 23] 24], igy a nemtrivialis esetek 4 vagy annal nagyobb dimenzidsak.

A koszinuszos maximalizalo modszer [38] azon a geometriai elgondolason alapszik, hogy
a vektorok hasonloségét a bezart szogiik is jellemzi, vagy azok koszinusza, azaz ha a skalaris
szorzatuk nagy. Az egyszertien kiszamolhato egyértelmi megoldast Kou és Lin publikilta
[38, Theorem 2|. A geometriai intuicié ellenére ez a vektor is lehet nem hatékony, ahogyan
ezt a [l fejezetben latni is fogjuk.

Tovabbi silyozasi modszerek ismertetése talalhatéo Rapcsdk Tamas jegyzetének [43]
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1.2.2. alfejezetében, Abele-Nagy Kristof értekezésének [I] 2.3.4 alfejezetében, valamint Ko-
maromi Eva cikkében [37].
Ebben a dolgozatban a kovetkezs modszerekkel foglalkoztunk modszeresen.

2.2.1. Sajatvektor moédszer

Ez az egyik legelterjedtebb, és legtobb ideje vizsgalt modszer. Az AHP, azaz az Analytic
Hierarchy Process tébbszempontt dontési modellje is ezt hasznalja.

A modszer egy A € PCM,,-hez az A maétrix legnagyobb sajatértékéhez tartozé jobbol-
dali sajatvektort jeloli meg stulyvektorként [44].

A modszer alapjat szolgaltatja a kovetkezd tétel, mely bar nem garantalja a legnagyobb
sajatértékhez tartozo sajatvektor hatékonysagét, de a gyengébb tulajdonsagot igen:

2.2.1. Lemma. Ha A € PCM,, konzisztens, akkor a sajdtvektor maodszer dltal megjelolt
stulyvektor megegyezik az[2.1.5, dllitasbeli sulyvektorral.

Bizonyitas: Ha A konzisztens, akkor a rangja 1, mivel egy tetszéleges i. sor megegyezik
az elsé sor “L-szeresével (ez kovetkezik a konzisztenciabol). Mivel a rangja 1, ezért egyet-
len nemnulla sajatértéke van, aminek meg kell egyeznie a matrix nyoméaval. A fatloban
mindenhol egyesek allnak, ezért a legnagyobb sajatérték n, igy Aw = nw.

A bal oldal i-edik koordinataja:

Wi
(Aw)i = Zaijwj = Z —Ww; = Zwi = nw;
- w X

O
A kovetkez§ tételt Bozoki Sandor és Fiilop Janos bizonyitotta, amely fontos eredménye
a sulyvektorok hatékonysag-vizsgalataval kapcsolatos kutatasoknak.

2.2.2. Tétel. [16] 3.1 Tétel] A legnagyobb sajatértékhez tartozo sajatvektor gyengén haté-
kony.

2.2.3. Allitas. A legnagyobb sajdtértékhez tartozo sajatvektor nem mindig hatékony.

Bizonyitéasnak a dolgozat végére mellékeltem a példat, amelyben egy sajatvektor
modszer altal kapott nem hatékony stlyvektor szerepel annak javitdsaval és a javitott
matrixelemekkel egyiitt. Mint ahogy azt korabban emlitettiik az elsé példat Blanquero,
Carrizosa és Conde adta [7].

2.2.2. Legkisebb négyzetek modszere

A legkisebb négyzetek modszere (Least Squares Method, roviden LSM [12) 21], 134]) a ko-
vetkez6 probléma megoldasét javasolja stulyvektornak:
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2.2.4. Definicio.

w; > 0, 1=1,2,...,n.

Ez a probléma egy altalaban nemkonvex optimalizalasi probléma, melynek t6bb lokalis
(s6t akar tobb globalis) optimuma is lehet.

2.2.3. Logaritmikus legkisebb négyzetek moédszere

A logaritmikus legkisebb négyzetek (Logarithmic Least Squares Method, vagy LLSM [23]
241, 277]) problémat a kovetkezSképp definialhatjuk:

2.2.5. Definicio.

2
minz {log a;; — log (%)] (2.8)
iJ J

w; >0, i=12,...,n

Itt tehat a legkisebb négyzetek modszerével ellentétben a logaritmusok kiilonbségét pro-
béljuk minimalizalni négyzetosszeg értelemben.
Mindkét modszer adaptalhatd a nem teljesen kitoltott esetre, ekkor a szumma kevesebb
n(n—1)

mint ——— elemet tartalmaz, ott csak az ismert a;;-kre vizsgéljuk a kiilonbségeket.

Két kapcsolodo tételt emeliink ki:

2.2.6. Allitas. [26, Definition 2.5] A @ feladat megolddasa megkaphato expliciten a
kévetkezd formuldval:

2.2.7. Tétel. ([, Corollary 7]) A (2.8) feladat dltal adott sulyvektor hatékony.

2.2.4. Feszit6fas modszer

Tekintsiik a K, teljes grafot, ahol n a métrix sorainak szama. A graf egy feszitéfaja-
hoz a kovetkezd modon feleltetiink meg egy silyvektort: a feszitéfa élei eredeti matrixra
visszavetitve kijelolnek néhany elempért, amik a sdlyvektorra vonatkozé megkotéseknek
feleltethet6k meg. Ezen n — 1 megkdtés altal kaptunk egy normaélastol eltekintve egyér-
telmi stlyvektort. Az Gsszes feszitéfahoz tartozo sulyvektort pedig valamilyen modszerrel
atlagolva kaphatjuk a feszitéfak egyenkénti silyvektoraibol.

Ezen modszert is vizsgaltdk mar korabban (|19, 40l 47, 51, 52]), példaul a geometriai
kozéprol a kovetkezd allitast fogalmazhatjuk meg:
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2.2.8. Tétel. ([J0]) A feszitdfik silyainak geometriai kozepébdl kapott vektor megegyezik
a logaritmikus legkisebb négyzetek maodszerével kapott megolddssal.

2.2.9. Kovetkezmény. .-bo”l) A fenti sulyvektor hatékony is.

A geometriai kdzép mellett a feszitéfakbol szamolt sulyvektorok szamtani kézéppel tor-
téné atlagolasa is ismert az irodalomban. Kaphatunk zart, explicit formulét egy adott
dimenzioban az eredeti a;; elemekre vonatkozoan, bar ezek rendszerint egyre Osszetettebb
képleteket adnak. Adott n dimenziéra az Gsszes feszitéfan végigiteralni pedig a gyakorlat-
ban nehezen kivitelezhetd.

2.2.5. Koszinuszos modszer

Szokésos hozzaallas az optimalizalasi probléméknal, hogy a feladatot valamilyen tavolsag-
minimalizalasi problémaként irjuk fel. Egy ehhez hasonl6 elgondolésra alapul a koszinuszos
modszer, ahol egy olyan stulyvektort keresiink, ami a tobbi vektor altal bezéart szogek 6ssze-
gének minimalizélasara torekszik.

Egy tjabb modszer az tn. koszinuszos modszer [38]. A kovetkezs formula adja meg a
w = (wy,ws, ..., w,)" vektor i-edik koordinatajat:

n n n 2
w; = Z bzg/ Z (Z bkj) s ahol bz’j = Qi
j=1 k=1 \j=1

2.3. Indexek az inkonzisztencia mérésére

Habar a konzisztencia binaris tulajdonsag, vannak maéatrixok, melyekrsl tgy érezhetjiik,
hogy nagyon tavol vannak attol, hogy konzisztenseknek nevezhessiik 6ket. Egy egyszert pél-
da, amikor a szempontok/alternativak korbeverik egymast (a;; > 1,aj; > 1 és a;, > 1 egy-
szerre teljesiil), tehat ha barmilyen sorrendet allitunk is fel az ¢, j és k szempont /alternativa
kozott a w stlyvektor altal, valamelyik méatrixelemet biztosan 1-nél kisebb értékkel fogjuk
kozeliteni. Ebben a fejezetben ezen fogalom preciz matematikai bevezetésérdl lesz szo.

Sok inkonzisztencia indexet definidltak, pl. Fedrizzi és szerzétarsai munkaiban [8, O],
valamint az inkonzisztenciarél egy részletes magyar munkat talalhat az olvas6 Poesz At-
tila [41] és Abele-Nagy Kristof [I] disszertaciviban. A kdvetkezékben az utobbi két forras
segitségével adunk attekintést.

2.3.1. CR

A Consistency Ratio vagy réviden C'R Saaty eredeti 6tlete volt [44]. Elgszor definialjuk a
Consistency Index-et (CT), mint segédvaltozot:

2.3.1. Definici6. Egy adott A € PCM,, matrix konzisztencia indexét a kovetkezd képlet
hatarozza meg;:
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ahol \..« az A legnagyobb sajatértéke.

Mivel Aax > n, ezért C'I, > 0. Ez az érték onmagéaban is hasznos, érdemes Osszevetni
egy adott dimenziéra nézve az atlagos CI,-nel. Az AHP modszertanaban ismert elemekbdl
(tipikusan a;; € {1,2,3,...8,9,3,4,...5}, de ettd] eltérhetiink) véletlenszertien generalt
n X n matrixok atlagos Ay.x-4hoz viszonyitunk — ezt jeloljiik A ..-al.

RI,-nel jeloljik azt az értéket, amit akkor kapunk, ha a definicioban megadott

képletbe Aac-0t helyettesitiink A, helyére.

2.3.2. Definicié. Egy adott A € PCM,, méatrix C'R-jét (Consistency Ratio, inkonziszten-
cia index) a kévetkezd formula adja meg:

CR(A) = C;"—Ef‘)

A sokak altal kritizalt heurisztika alapjan azokat a matrixokat tiintetjiik ki, melyekre
CR < 0.1 teljesiil. Oket nevezziik elfogadhaté inkonzisztenciaji matrixoknak. Ez a korlat
onkényes, sok érv szo6l mellette és ellene, mindemellett a A,.x meghatarozasa sem teljesen
indokolt, hiszen ez az érték fiigg attol, hogy az a;;-ket milyen halmazbol valasztjuk ki.

2.3.2. CM

A Consistency Measure-t (CM) Koczkodaj vezette be [36]. A C'M 1n. triddos elgondolasra
épiil.

2.3.3. Definici6é. Adott A € PCM,, esetén triddnak nevezzik azt a 3 x 3-as részmat-
rixot, amely az A matrixbol hidrom ¢, 7, k index altal meghatarozott oszlopok és sorok
metszeteibdl all Gssze.

Adott i, j, k indexek esetén jeloljiik ezt APF*-val.

Nyilvanvaloan erre a részmatrixra teljesiil, hogy A%"* € PCM;.

Triadokra nagyon egyszertien megvalaszolhatoak olyan kérdések, mint pl. ha két elemét
lefixaljuk, minimum mennyire kell megvaltoztatnunk a harmadikat, hogy egy konzisztens
maétrixot kapjunk. Ezen harom szam minimuma egy a triadra jellemz6 érték, és egy egyszert
képlettel megadhato. A méatrix C'M-je ezen tridadokra szamolt érték maximuma lesz (ami
arra az A"F triadra vétetik fel, ahol az a;;, a;x és a;; ezen szempont alapjén a legtéavolabb
vannak).

Egy adott T € PCMj triad esetén

1 a b
T=1[1/a 1 ¢
/b 1/c 1
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A kovetkezs formula adja meg a C'M értékét [28]:

CM(T) :min{‘l _ b

ac

G

b }

A maximum kiszamitasakor feljegyzett i, j, k indexek ramutatnak a probléma helyé-
re, polinomialisan szamolhato ((’;) tridd van, ahol n altalaban alacsony), viszont csak a
legrosszabb tridadot veszi figyelembe, azaz globalisan nem érzékeny.

)

2.3.3. GCI

A Geometric Consistency Indexet (GCT) Aguaron és Moreno-Jimenez vezette be [3], és a
logaritmikus legkisebb négyzetek probléméhoz kétsdik.

2.3.4. Definicid. A kovetkezs képlettel adhatéo meg a GCT index:

GCI(A) = (= 1)2(n —9 Z Z (log a;; — log Z—;)

i=1 j=1

Ugyan ez a definici6 fiigg a w sulyvektortol, de ha pl. az LLSM probléma megoldasat
hasznaljuk (wXESM) akkor egy jol definidlt mértéket kapunk.
Ezen indexre is definialtak elfogadhatoséigi kiiszobok, ezek ismertetésétsl eltekintiink.

2.3.4. Tavolsagminimalizadl6é indexek

A legkozelebbi konzisztens matrixtol valo tavolsagként is definialhatjuk azt a feladatot,
hogy inkonzisztencia mértéket rendeljiink adott A € PCM,, méatrixokhoz. A konzisztens
matrixokhoz egyértelmiien rendelheté sulyvektor, igy a tavolsagminimalizaland6 képlet a
sulyvektor fliggvényébe is atirhato, tehéat elég a sulyvektor fiiggvényében keresni ilyet.
Példaul a legkisebb négyzetes célfiiggvény optimélis értéke is egy inkonzisztencia
index.

2.4. A CR korlatjai

A leggyakrabban hasznélt index a CR, igy a példakban ezt az indexet fogjuk vizsgalni.

A kovetkezs példaban azt reprezentaljuk, hogy a tetszélegesen kicsi C'R esetén is szii-
lethet nem Pareto-hatékony sulyvektor. (Ugyanakkor késébb latni fogjuk, hogy més dssze-
fiiggés érvényes, ha a matrix C'R-ja szerint nézziik a stlyvektor szamitasi modszerek haté-
konysagat (1d. {4l fejezet).)

2.4.1. Példa. A kovetkezd példa [13]-bol szarmazik. Tekintsiik az alabbi parametrikus
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paros Osszehasonlitas matrixot:

I p pp ... p p
I/p 1 ¢ 1 1 1/q
I/p 1/g 1 ¢ 1 1
Alp,g)=1| : ' € PCM.,,
I/p 1 1 1 ... 1 q
I/p ¢ 1 1 ... 1/qg 1

aholn >4,p>0¢és1+#q>0.
Errgl a matrixrol belathato [13, Proposition 1.], hogy CR-je tetsz6legesen kicsi lehet,
ahogy ¢ — 1, viszont dominans sajatvektora nem hatékony.

Az alabbi példa nemcsak azt demonstralja, hogy tetszélegesen nagy C'R esetén is lehet
hatékony stlyvektort kapni, hanem egy éles korlatot kaphatunk a paros Osszehasonlitéas
métrixok Apax-ara.

2.4.2. Példa. A kovetkez6 példa [5]-bdl szarmazik.
Tekintsiik a kovetkezd matrixot paratlan n-re:

1 1
SR EENE:
s 19 3 9
9 1 9 ... &

B=1|. . - . | € PCM,,
9 5 9 ... ¢ 1

9 9

valamint ugyanennek a struktiranak a paraméteres valtozatat, amelyben minden 9-es he-
lyére S, és § helyére £ keriil (S > 1).

2.4.3. Tétel. |5, Proposition 2]
Adott S > 1-re legyen A € PCM,,, hogy V1 <i,j <n:1/S <a;; <S. Akkor legyen Amax
a legnagyobb (pozitiv, valdos a Perron-Frobenius tétel miatt) sajdtértéke. Ekkor n < Apax <
1+ %(n— D(S+ %) teljestil. Az eqyenldtlenséqg éles: az also korldt teljesiil, ha A konzisztens,
a felsé korldt pedig ha A megegyezik a[2.4.9 példa szerint definidlt B mdtriz paraméteres
vdltozataval, ahol a paraméter S.

A kovetkezSkben azt fogjuk belatni, hogy egy adott n paratlan dimenziéban a max CR
értéke csak RI, értékétdl figg.

2.4.4. Kovetkezmény. A szokdsos (a;; € {1,2,...9, %, . %}) elemi pdros osszehasonli-
tdsi mdtrizra CI, < 3.55.
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Bizonyitas: A maximumot példaban definialt B-nél veszi fel. Emlékezve a[2.3.1]
definiciéra, tovabba mivel S = 9, ezért:

Amax(B) —n 1+%(n—1)(5—|—%)—n_ 1+%(n—1)(9+%)—n:

CI(B) = = =
_ 14451 —n 4550 -1)—(n—1) _355(n-1) .
N n—1 B n—1 R

O
Tehét valoban, a B méatrix esetén elérjitk a CI,, = 3.55 korlatot, és ott vétetik fel a ma-
ximalis C'R. MegelSlegezve a[3.2.3] példa allitasat, mely szerint B sajavektora (£, 2, ... 1),

belathato, hogy (az EM altal adott silyvektor) hatékony is lesz. De példaul a COS mod-
szer esetén ez analitikusan a képlet alapjén is levezethetd:

2.4.5. Allitas. Legyen n tovdbbra is pdratlan. A koszinuszos mddszer a B mdtrizra L,

normdlds utdn o w = (=, L. L) silyvektort adja.

Bizonyitas: Vezessiik be a kivetkezs jeloléseket. TetszGleges j-re:

n

n—1 1 n-1
1 = Zaij:1+ 5 '§+ 5 -9
i=1

S n—1 (1\* n—-1

=1

Tehat egy sor vagy oszlop Osszege illetve négyzetes 6sszege konstans, és nem filigg az index-
t6l.

Ezt felhasznalva:
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Megjegyzés: a paratlan dimenzio feltétele valoban sziikséges, numerikus példak igazoljak,
hogy pl. az el6z6 allitas sem igaz paros dimenziora.

Bar a C1,, maximumat mindig ugyanott éri el (paratlan n-ekre), az atlagos CI,,, amit
RI,-nel jeloltiink valtozik az n fliggvényében. A kdvetkezs tablazatban irtuk fel az értékeket
kis n-ekre, felhasznalva [18] eredményeit.

Dimenzi6é | max C1, becslése | Apax RI, | maxCR becslése
3 3.5555 4.0484 | 0.5242 6.783
4 < 3.5555 6.6525 | 0.8842 <4.021
5 3.5555 9.4347 | 1.1087 3.207
6 <3.5555 12.244 | 1.2488 <2.847
7 3.5555 15.045 | 1.3408 2.652

2.1. tablazat. max C1,,, max C'R, A\n.x és RI, becslése
kiilonbo6z6 dimenzidk esetén
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3. fejezet

Hatékonysag ellen6rzése

Ebben a fejezetben arra a kérdésre szeretnénk algoritmust talélni, hogy adott A € PCM,,,
és hozza tartozd w silyvektorra a stulyvektor hatékony-e, és ha nem esetleg kaphatunk-e
6t dominal6 hatékony silyvektort.

3.1. Linearis programozasi feladat

Linearis programozasi feladatként valo feliras az els§ megkozelités, melyet Bozoki és Filop
irt le elészor [16]. Bevezetve a kiovetkezo jeloléseket:

w;
7 — ) las <
{<Z,]) W wj}

.o w; . .
J = {<Z7]) aijza7z<]}

J

Az A matrix pontosan akkor konzisztens, ha az I halmaz iires. Ebben az esetben a w
stlyvektor hatékony és |J| = n(n — 1)/2. A tovabbiakban feltessziik, hogy I nem iires.
Tekintsiik az alabbi nemlinearis optimalizalasi feladatot:

(i,5)el

“a; < 1 V(ij) € 1,
T; Wy 1 .
— <1 V(i,7) €1, 3.1
< (i ) (31)
0<tz’j§1 V(iaj) )

z_zl ) € J,

a; 7 (4,7)

.1’1:1.

Amely feladatnak a valtozoi: x; > 0, 1 <1i <n és t;;, (i,5) € 1.
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A kovetkezd tétel szolgal alapul a hatékonység ellenérzésének:

3.1.1. Allitas. [16, Proposition 4.1]

A optimalizdlasi feladat optimumeértéke legfeljebb 1, és pontosan akkor 1, ha a w
sulyvektor hatékony. Ha w nem hatékony, akkor az x = (x1,...x,) sulyvektor hatékony és
domindlja a w vektort.

Bar 3.1 egy nemlinearis optimalizalasi feladat, egy vele ekvivalens linearis optimalizalési
feladatta alakithato at:

Legyenek
y; = log x; Vi:l<i<n;
v; = log w; Vi:1l<i<n;
sij = —logty;  V(i,j) € I;
bijzlogaij \V/Z,jlgl,jgn

A szigortian monoton noévekvds logaritmus fiiggvényt alkalmazva a célfiiggvényre és a
feltételek két oldaléra, egy ezzel ekvivalens linearis optimalizélasi feladatot kapunk:

(i,.5)€l
yj — i < —byj V(i j) el
Yi —Yj + Sij < v — v Y (i,7) €1, (3.2)
Yi — Y5 = by Vv (i,7) € J,
sij >0 V(i,7) el
y1 = 0.

A feladat valtozoi pedig y;, 1 <i <nés s;; >0, (i,7) € 1.
Es kimondhato a [3.1.1] allitassal analog kijelentés a logaritmizaltjara is.

3.1.2. Allitas. [I6, Theorem 4.1]

A linedris programozdsi feladat optimumértéke legfeljebb 0, és pontosan akkor
0, ha a w sulyvektor a tobbcéli optimalizdldst feladat hatékony megolddsa. Jelol-
je (y*,s*) € Rl ¢ ladat optimdlis megolddsdt. Ha w nem hatékony, akkor az
exp(y*) sulyvektor hatékony és domina’ljaE] a w sulyvektort.

3.2. Egy algoritmus a dominal6 hatékony stlyvektorok
keresésére

3.2.1. Grafreprezentacio

A modszer alapja a kovetkezd definicié és tétel.

laz eredeti cikkben beliilrél dominaléas szerepelt, de abbol kdvetkezik a dominélas is, 1d. [16, Corollary
1]
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3.2.1. Definicié. Legyen A € PCM,,, és w = (wy, ws, ..., w,)? egy ahhoz tartozo stly-
vektor. A G = (V, ﬁ) A,w irdnyitott grafot a kovetkezéképp definialhatjuk:

V={1,2...,n}
E . | W . .
:{Z%]‘—Zazj,l#]}-
wj

A definiciobol kovetkezik, hogy ha w;/w; = a;;, akkor létezik egy oda-vissza iranyitott
él i és j kozott. Vizsgalataink alapja Blanquero, Carrizosa és Conde-nak egy fontos tétele:

3.2.2. Tétel. [7, 9. Tétel] Legyen A € PCM,,. Egy w A-hoz tartozo silyvektor pontosan
akkor hatékony, ha G = (V, E')a.w €gy erdsen osszefiiggd digrdf.

A hatékony sulyvektor grafokon alapuld jellemzését fogjuk hasznalni a tovabbiakban.

3.2.3. Példa. Térjiink vissza egy pillanatra a[2.4.2] példara! Belathato, hogy az EM &ltal
adott stlyvektor a kovetkezs lesz: w = (2,1, ... 1) Ezek utan kénnyen lathato, hogy az
EM altal adott silyvektor hatékony lesz, mert a graf tartalmaz egy irdnyitott Hamilton-
kort n > n—1—-n—-2—..-—2—1—n, ugyanis a 9 és % elemeket mindig alul- vagy
feliilbecsiiljiik, igy az a; ;11 = 9-ek alulbecslése miatt kapunk ¢ 4+ 1 — 7 iranyitott éleket, és

an1 =9, igy lesz egy 1 — n irdnyitott él is.

3.2.2. Az algoritmus

Egyenesen kovetkezik a hatékony silyvektorok ezen jellemzésébdl, hogy ha legyartjuk a
fent emlitett digrafot, erds Osszefliggdségének tesztelésével meg tudjuk mondani O(m),
azaz élszam id6ben (teljes graf lévén ez pedig O(n?) id6t jelent), hogy a stlyvektor valoban
hatékony-e.

Ennél egy 1épéssel tovabb is mehetiink: ha nem hatékony a stlyvektor, koordinatainak
alkalmas modositasaval képesek vagyunk az élek vissza-parjat is behizni vagy esetleg az
él iranyitasat megforditani, igy pedig befolyasolhatjuk a graf erds Osszefliggdségét. Ezzel
egy polinomialis algoritmust is kaptunk, amellyel egy hatékony stlyvektort nyerhetiink ki.
Kicsit jobban odafigyelve arra, hogy mely koordinatakat és mennyivel véltoztatunk meg,
azt is garantalhatjuk, hogy ha az eredeti sulyvektor nem volt hatékony, egy 6t dominalo
hatékony sulyvektort kapjunk. Ezt vette észre téliink fliggetleniil Taji és Mizuno [49] is.

Ez az algoritmus hatasos eszkozt ad a keziinkbe hatékony stlyvektor megtalalasahoz,
sulyvektor hatékonysaganak teszteléséhez, és nem hatékony silyvektort dominal6 hatékony
silyvektor keresésére. Ezek a kérdések mind kézponti fontossagtiak ebben a témakorben.
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Algorithm 1 Erésen Osszefliggévé tétel algoritmusa
Input A € PCM,,, G hozza tartozd graf, és w tetszéleges silyvektor
Output Egy boolean érték (hatékony-e a stlyvektor), és amennyiben nem, egy w’ &t

dominalé hatékony sulyvektor

1. procedure ALG(A,G,w)
2: G erbsen Osszefiiggdségi komponensei: G, G, ... Gy. Legyen F' i +— j, ha ¢ € Gj.

3: if £ =1 then return (true, -)

4: fori=1...k—1do > Inicializalas
5: for j=i+1...kdo

6: [[i,j] =00, wuli,j]=0

7: fori=1...n—1do

8: for j=i+1...ndo

9: (i,) := (argmin {F'(i), F'(j)} , arg max { F'(z), F'(j) })

10: LR, F()] = min {L[FG), F()], 250 |

11 w[F (i), F(j)] = max {u[F(i), F(j)] , 22 }

12: W w

13: while true do

14: t tetszoleges, hogy l[k — 1, k] <t < wu[k — 1,k]

15: fori=1...ndo

16: if F(i) =n —1 then

17: w4t - w)

18: fori=1...k—2do

19: Ui k—=1]=t-l[i,k—1], uli,k—1]=t -uli,k—1]

20: G+ G

21: fori=1...ndo

22: if F(i) =n —1 then

23: for j=1...ndo

24: i és j cstcsok kozott frissitsiik a G7 digraf élét a w’ sulyvektor alapjan
25: G’ erdsen Osszefliggé komponensei: G, Gy, ... Gj,. Legyen F' 1 i j, hai € G
26: if h =1 then return (false, w')

27: fori=1...h—1do

28: l[i, h] = j:rhn—l?...kl[z’j]’ uli, h] = j:I}Ill_alxmku[z,j]

29: G+ G, k+<h, F<+F
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3.2.3. Az algoritmus elemzése
Az algoritmus leirasa

Rovidebb formaban megtalalhato ez az algoritmus [49] 4. oldal]-ban, ami csak 6sszefoglalja
a lépéseket, itt viszont sokkal részletesebben, adatstrukturalis kérdésekig taglalva foglalko-
zunk vele.

Az algoritmus szubrutinként hivja meg az erGsen sszefiiggé komponensekre valé bontas
algoritmusat. Ezzel kiilon nem foglalkozunk, a probléma megoldhaté O(m) (élszam) idében.
Ha barmikor az algoritmus futasa soran egyetlen erésen sszefliggd komponensiink lenne,
kilépiink a megfelels outputtal.

A 4-6. sorok inicializaljak az [ also, és u fels§ korlatokat téarolé tombot. A 7-11. sorban
toltjik fel kezdeti értékekkel — az [ témb (i, j) elemébe az az érték keriil, ami az i-edik és j-
edik komponens kozotti e — f élekre képzelt w’ el grtékek minimuma, hasonloképp pedig
az u tombbe ezek maximuma keriil. Ahelyett hogy ezeket mindig Gjra kiszamolnank, fenn-
tartjuk, és silyok modositasakor, illetve komponensek 6sszeolvasztasakor megfelel6 modon
fent tudjuk tartani a struktira helyességét.

Az algoritmus végén, ha a w sulyvektor nem volt hatékony, w'-t fogjuk outputként
visszaadni. A {6 ciklusmag a 13-29. sorokban van. Az altalanossag megszoritésa nélkiil fel-
tehetjiik, hogy az utolso két indexd komponenst olvasztjuk ossze (k — 1-et és k-t — ahol
k > 1, mert kiilonben kiléptiink volna). Ezen két index tudatdban a 14. sorban vélasz-
tunk egy tetszéleges t értéket, melyre az adott kikotés érvényes — ez hatarozza meg, hogy
mennyire valtoztatjuk meg a komponenshez tartozo i csicsok w; sulyait. A ¢ valasztasatol
fiigg az algoritmus tovabbi futasa, és a végiil kapott eredmény is, viszont a t-t tetsz6legesen
megvalaszthatjuk az intervallumbol. Kiilonbozé stratégiakat lehet alkalmazni a megvélasz-
tasakor (pl. mindig a minimumot, maximumot, a ketts atlagat, vagy példaul az élekre irt
értékek medianjat), de elméleti eredményt egyikhez sem sikeriilt eddig tarsitani.

A t paraméter megvalasztasa utan a 15-17. sorokban megvaltoztatjuk a w’ azon koor-
dinatait, amelyek az adott komponensben vannak, majd a 18-19. sorokban az alsé és felsd
korlatokat is eszerint modositjuk. A lefraskor feltettiik, hogy az él erdetileg k — 1 — &k
futott, forditott esetben nem szorozni, hanem osztani kell a t értékkel. Esszerd tovabba a
kevesebb cstcsbol allo komponenst modositani, ilyenkor ismét ¢t-vel valé osztas és szorzas
szerepe megcserélédik.

A 20-24. sorokban frissitjiik a grafot (egyelére G’ egy masolatat), arra tigyelve, hogy a
modositott w elemei modosithattak a digraf éleinek iranyitasat, vagy éppen az él mellett
keletkezhetett egy vissza él is a hozza tartozé matrixelem tokéletes kozelitése esetén.

A 25. sorban tjra meghatarozzuk az erésen 0Osszefiiggé komponenseket, és kilépiink,
ha csak egy maradna. A k — 1l-edik és k-adik G-beli komponens Osszehtzéasaval kapott
grafban k — 1-nél sokkal kevesebb komponens is lehet a G’ grafban. Szintén az altalanossag
megsértése nélkil feltehetjiik, hogy az utolsé k — h komponens olvad &ssze, azaz a G-beli
Gh, Ghy1, - - . G, komponensekbdl lesz a G, utols6 komponens a G gratban.

Ezekre a komponensekre mind ki kell szamolni a tébbi megmarado (G, ... GY,_;) kom-
ponensek kozotti [ és u korlatokat — ezt tessziik meg a 27. és 28. sorban. A ciklust lezard
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29. sorban az ideiglenes vesszds valtozokat véglegesitjiik, és 4j ciklust kezdiink.

Algoritmus helyességének bizonyitasa

Az algoritmus helyességének bizonyitasa megtaldlhato Taji és Mizuno eredeti cikkében [49]
Theorem 1]. Lényegében azt latjak be, hogy minden ciklusban h — 1. és h. Osszeolvaszté-
saval csOkken az erGsen Osszefiiggé komponensek szama, valamint a ¢t ezen valasztéséaval
>

‘:ﬁ_] — a;j Z}Tj — a;;| > 0 az algoritmus minden while ciklusaban (13-29. sorok) teljesiil.
J
S6t egy lépés utan biztosan lesz olyan egyenl6tlenség, amely szigorian teljesiil, azaz w’

valoban dominalni fogja az eredeti stlyvektort.

Futasidé

Az algoritmusok elemzésénél altalaban, és itt kiillonosen fontos, hogy egyrészt mibdl all az
input, masrészt pedig hogy ennek tiikkrében mi az az n, amihez képest viszonitjuk a futas-
id6t. Ha n-nek a graf csucsainak szamat, azaz a szempontok/alternativak szamat tekintjik,
akkor ha a méatrixot elemenként, a graf éleit pedig egyenként (és pl. nem impliciten) adjuk
meg, akkor pusztdn a matrix, illetve a G graf beolvasésa kiilon-kiilon O(n?) futasidej.

Azt a megallapitast tessziik, hogy n-nel a csiicsok szamat, tehat az alternativak /szempontok
szamat fogjuk nevezni. A gyakorlathoz alkalmazkodva feltessziik, hogy a matrix értékei
explicit meg vannak adva, ebbél kifolyolag az input mérete O(n?).

Az algoritmus egyes elemei a kiovetkez§ futasidejtiek:

1. A 4-6. sorokban inicializaljuk az [ és u statikus tomb valtozokat. Az algoritmus elején
k x k méretiiek, és egyre kisebb részét hasznaljuk, ahogy a komponensek szédma
csokken. Az értékekkel valo feltoltés O(k?), legrosszabb esetben O(n?) helyet foglal
és ugyanennyi a futési ideje.

2. A 7-11. sorban toltjiik fel az alap értékekkel. Hasonloképp O(k?) avagy legrosszabb
esetben O(n?) a futasids.

3. A 13-29. sorig tart6 ciklusrél nem tudjuk, hogy hanyszor fut le, de mindegyik 1é-
pésben legalabb két erdsen Osszefiigegd komponens 6sszeolvad, tehat a komponensek
szama legalabb eggyel csokken. Emiatt és mivel legfeljebb n komponens lehet (mind-
egyik csues kiilon komponens, n csticstt tournamentet alkotva), legrosszabb esetben
n-szer futunk végig cikluson. Megjegyezziik, hogy ez valoban be is kdvetkezhet, ha
n kilénallé komponensbdl indulunk, és ha minden alkalommal olyan szerencsétleniil
valasztjuk a t értékét, hogy csak két kiilonallo komponenst sikeriil 6sszeolvasztani.

4. A 15-17. sor és a 18-19. sor for ciklusai kordbbi indoklas miatt legfeljebb n 1épést
igényelnek (elemi lépések legfeljebb n-szer).

5. Kiilon vizsgalando6 a 21-24. sor és a 27-28. for ciklusai. Az elbbinél azt figyelhetjiik
meg, hogy éleket csak az aktualisan 0sszehtizand6 komponens és a tobbi komponens
kozott frissithetiink, tehat mindegyik élet legfeljebb egyszer dolgozzuk fel az algorit-
mus teljes lefutasa soran, és igy a ciklusok szamatol fiiggetleniil ez 6sszesen maximum
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O(e) = O(n?) idejii lehet. A 18-19. sorban 1év6 ciklusnal azt kell meglatni, hogy egy
adott while ciklusban a minimum- és maximumkeresések alatt £ — h + 1 elemet kell
osszehasonlitani, és azok az elemek t6bbé nem keriilnek felhasznalasra (akar torélhet-
jiik is), mert elmentjiik az [[i, h] és u[i, h| valtozokba a minimumot. Mivel eredetileg
O(n?) ilyen elem van, ezért az dsszes ciklus alatt nem végezhetiink dsszesen tobb mint
O(n?) lépést.

Tehét az algoritmus dsszesitett futasideje O(n?).

3.2.4. Példak

Az algoritmust illusztralja a Fiiggelékben talalhato [6.3.1] példa. A példak kapcsan a ko-
vetkezé allitast is bizonyitani tudjuk majd:

3.2.4. Allitas. Eqy w sulyvektor bemenet esetén a t vdlasztdsaitol és a komponensek dssze-
olvasztasanak sorrendjétdl fliggetlendil az algoritmus nem feltétleniil képes megtaldlni akdr-
melyik 6t domindlo hatékony sulyvektort.

Bizonyitas: Létezik ellenpélda: adott nem hatékony w stulyvektort dominalé hatékony
sulyvektort az algoritmus semmilyen futdsa nem képes kiadni. A bizonyitas a példahoz

kot6dé [6.3.2] allitasban taldlhatd meg. ([l

3.3. Linearis programozasi feladat és a graf alapa algo-
ritmus osszehasonlitasa

Egy linearis programozési feladat megoldasahoz valamilyen LP megoldé algoritmust hasz-
nalhatunk. Tipikus valasztas a szimplex modszer, de ahhoz képest a grafos algoritmus ga-
rantaltan polinomialis lesz, ugyanakkor a szimplex modszer akir exponencialis futasideje
alacsonyabb n értékek a gyakorlatban elhanyagolhato.

A grafalgoritmus akar tobb kiilonbozé sulyvektort is taladlhat, de ezzel parhuzamos az
LP megoldasa is valtozhat attol fiiggGen, hogy ha belsépontos algoritmussal oldjuk meg,
kiilonb6z6 kezdeti megengedett megoldasbol inditva a megoldot.

A harmadik megjegyzendé dolog pedig az, hogy a graf alapi algoritmusba belelathatunk:
explicit also és fels korlatjaink vannak, és ezért elemezhetjiik, miért azt a silyvektort adta
ki, és igy talan jobban beleldthatunk a probléma megjaba.
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4. fejezet

Numerikus eredmények

Ebben a fejezetben a kutatisok néhany numerikus eredményét ismertetjiik. Az Olvaso az
bl fejezetben mélyebb betekintést kaphat az eszkoztarba, amelyet felhasznaltunk, de ebben
a fejezetben az eredményekre 6sszpontositunk (amelyek fiiggetlenek a hogyan kérdéstol).

4.1. Altalanos megjegyzések

A 2.2 alfejezetben ismertetett modszerek koziil azokat vizsgaltuk, amelyek nem mindig
adnak hatékony megoldast — ezek: a sajatvektor modszer, a szamtani kozéppel aggregalt
feszit6fas modszer, valamint a koszinuszos modszer. A tovabbiakban rendre EM, AMAST
és COS roviditésekkel fogjuk ezeket a modszereket jeldlni.

Mint ahogy azt mar korabban emlitettiik, a 3 x 3-as métrixok esetében az E'M modszer
megegyezik az LLSM megoldasaval [24], igy sziikségképpen hatékony sulyvektort ad az
EM minden harom dimenzios paros 0sszehasonlitas métrixra.

A péros 6sszehasonlitas matrixok és a hozzé tartozo silyvektorok permutaciofiiggetlenek
olyan értelemben, hogy (gyenge) hatékonysag és egyéb jellemzék nem valtoznak, ha két
adott 7,7 indexre a matrix ¢-edik és j-edik sorat, majd oszlopat megcseréljiik, majd a
silyvektor i-edik és j-edik koordinatajat cseréljiik meg.

4 dimenziotol kezdve vizsgaltuk a matrixokat. A 4 x 4-es matrixokat teljesen karakteri-
zalni is tudtunk: konkrét listank van a matrixokrol és azok jellemzGirsl, a modszerek altal
adott sulyvektorokrol, és arrol is, hogy ezek koziil melyek hatékonyak, és melyek nem (1d.
. példa). A hatékonysig mellett tovabba mas tulajdonségait is vizsgaltuk, 1d. pl. .
alfejezetet a f6atlo feletti egynél nagyobb elemekrsl.

JelentGs energiabefektetés ellenére sem sikertilt
teljesen lefuttatni a készitett programokat 5 és an-

nal magasabb dimenzi6s méatrixokra eréforras hia- 4 | ~1.01-10°
nya miatt (a kombinatorikus robbanas szuperexpo- 5| ~1.68-10%
nencialis kitev6je miatt). 6 | ~3.98-10'

Adott X halmazbol generdlt permutéacioszirt 7| ~1.37-10%

méatrixok szamét alulrél becsiiletjiik a kovetkezd-
4.1. tablazat. A generalt

matrixok szdmara vonatkozo also

30 becslés 4-7 dimenzidkra



képpen. Elég a paros 6sszehasonlitas métrix fels6 haromszog részét kitolteni: ez n dimenzios
matrix esetén | X [*("~1/2 matrixot jelent. Egy adott ilyen matrixnak oszlopait és sorait egy-
szerre permutaljuk. Mivel a dimenzi6 n, n! ilyen permutéci6 lehetséges, tehat feltéve hogy
minden permutacio n!-szor szerepel, a matrixok szaménak ezt a képletet kapjuk: WL#W
Ugyanakkor vannak paros 0sszehasonlitas métrixok, pl. a csupa 1-esbdl 4ll6 matrix, aminek
(6sszes) permutaltja megegyezik dnmagaval, igy az nl-sal valo leosztas hibas. Viszont mivel
ekkor is leosztunk, ezért egy alsoé becslést kaptunk. Ezek szama néhany alacsony dimenzié

esetén a szokasos X halmazra (X = {1,2,...9,%, ... 5}, | X]| = 17) lathato a abran.

A 4 x4-es matrixokra generalt Gsszesits tablazat a métrixokat permutaltaktol megsziirve
tartalmazza, tipikusan a lexikografikus értelemben vett minimummal feljegyezve. Ebben a
tablazatban talalhatoak matrixok, melyekre példaul a szempontoknak /alternativaknak mar
a sorrendje sem egyezik meg egy adott modszer altal megjelolt nem hatékony sulyvektor,

és annak a (3.2)) lineéaris program altal megadott, 6t dominélo silyvektora kozott.

4.2. Sulyvektorok hatékonysaganak eloszlasa kiillonbozé
modszerek esetén

4.2.1. 4 dimenzids eset

Mint azt emlitettiik, az 0sszes permutaciosziirt 4 X 4-es matrixot Osszegytjtottiik. Szamuk
pontosan 1007097 (ez egyébként a alfejezetben szerepld 14%6 becsléshez képest 1.36%
hibajua). A CR < 0.1 korlatot pontosan 32157 méatrix teljesitette ezek koziil (ami 3.19%-a a
10 milliés populacionak). A kozel 32 ezer méatrixra alkalmaztuk a vizsgaland6 modszereket,
és azt kaptuk, hogy az EM 591 (1.84%), az AMAST 197 (0.61%), a COS pedig 602
(1.87%) matrix esetében nem adott hatékony stlyvektort. Ezek az eredmények szerepelnek
[4]-ben is.

Megjegyzés: az nem igaz, hogy az egyik modszer jobb lenne a masiknal (pl. nem hatékony
sulyvektort ad, ha a masik nem hatékony sulyvektort adott), de relativ gyakorisdgban

szignifikansak a kiilonbségek.

4.2.2. Magasabb dimenzié

4-nél magasabb dimenzié esetén mindannyiszor talaltunk olyan matrixokat, melyekre az
egyik modszer hatékony sulyvektort adott, de a tobbi nem, valamint olyat is, amelyre
egy adott modszer nem adott hatékony sulyvektort, de a tobbi igen. Ezt 7 dimenzidig
ellendriztiik.

Osszefoglaloként a abran lathatoak az eredmények.

Mig a 4 dimenziés esetben az Osszes matrixot le tudtuk generélni, addig a alfeje-
zetben leirtak miatt magasabb dimenzi6 esetén csak véletlen generalt matrixokra tudtunk
hagyatkozni. A moédszer hasznos példaul hisztogram és egyéb abrak készitésében, amikor
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a C'R fliggvényében akarunk kirajzolni egy arényt, de nem ad teljesen pontos eredményt
(azt csak az Osszes legeneralt matrix ismeretében tudnank megmondani).
Az abrék bal oldalan a [0, CR? . ] intervallumon, a jobb oldalan pedig a [0,0.2] inter-

vallumon felnagyitva taldlhatok az adott modszer altal adott nem hatékony silyvektorok

aranya.
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2 20| —— COS | g

" =

B B ol i
210 3

3 3

i =

<) QO

E E Lt f N
% O L | | | | CR GE.) | | | | CR,
= 0 1 2 3 = 0.04 0.08 0.12 0.16

(a) A 4 x 4-esek max CRy = 4.02212-ig (b) A 4 x 4-es matrixok a [0, 0.2]-n
X 30 ‘ ‘ X

@ —— EM @

g —+ AMAST g 1ar :
2 20| —— COS | g

5 O U 2
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5 Z 05) B
% O L | | | | CR QE.) O L | | | | - CR
= 0 1 2 3 = 0.04 0.08 0.12 0.16

(c) Az 5 x 5-6s6k max CRs = 3.20681-ig (d) Az 5 x 5-6s méatrixok a [0, 0.2]-n

5 és annal nagyobb dimenziéban atlagosan az EM teljesit a legrosszabbul, utana a
COS, majd az AMAST modszer kovetkezik.

Az abrakon lathato, hogy a modszerek altal adott nem hatékony silyvektorok relativ
gyakorisaga egy jol lathaté maximumot (cstcs) hoz létre, és ez a maximum nem a legna-
gyobb C'R kornyékén talalhato, hanem 1 koriil, egyre inkabb a 0 felé tolodva. A konkrét
értékeket a tablazatban foglaltuk Ossze. A hisztogram intervallumok legkisebb felosz-
tasa 0.01 volt, de az abrakat nagyobb, 0.12-es felosztassal abrazoltuk, emiatt a tényleges
maximum hely és érték eltérhet az abrarol leolvashatotol.

Sejtésként megfogalmazhatjuk, hogy a maximalis relativ gyakorisag a dimenzi6é néveke-
désével tart a nulldhoz, valamint a maximum helye is monoton csokken (nem latszik, hogy

32



X 30 ‘ S
@ — EM @
g —AMasT || F U0 l
g 20 —— COS | z
- % 04] 8
B B
> | >
510 S 02 .
QO QO
E O L | | | | | E O i | | | | i
: o 1 2 3 CR= 004 008 012 016 %
(e) A 6 x 6-osok max CRgs = 2.84672-ig (f) A 6 x 6-0os matrixok a [0, 0.2]-n
— — .1073
X 30 \ \ X 4 \
1 — EM = 4]
E —— AMAST 5
g 20| —— COS z
- "
B B 9l |
Z 10} 1
£ 2
2 e e
= } 5
~ O [ J - | < O ' m » ./. |
% | | | CR GE) | | | | CR
= 0 1 2 3 = 0.04 0.08 0.12 0.16

(g) A 7 x T-esek max CR; = 2.65175-ig

4.4. dbra. A modszerek altal adott nem hatékony sulyvektorok ardnya a C'R fiiggvényében

Dimenzié | C R | Rel. gyak. max hely | Rel. gyak. max érték
4 x4 4.02212 1.2 0.3852
5x5 3.20681 0.91 0.1964
6x6 2.84672 0.84 0.1146
Tx T 2.65175 0.77 0.0679

(h) A 7 x 7-os matrixok a [0, 0.2]-n

4.2. tablazat. A nem hatékony sulyvektorok relativ gyakorisagdnak maximum
helye és értéke dimenzionként, valamint a C'R maximalis értéke

hova tart). Ennek elméleti sikon térténd megtamadasa nehéz feladat, mivel akar csak az
atlagos Amax, €zek az eredmények mind numerikus moédon kaphatoéak meg.

A felnagyitott (jobb oldali) abrakon a [0,0.2] intervallumon lathatjuk ugyanezeket az
értékeket. Ezek nincsenek azonos skdlan, mert akkor a legutolsd, 7 dimenziés dbrdan mar
nem lehet latni semmit, olyan kis értékeket venne fel. Noha a populacioé nagysaga névekszik
(véletlenszertien generalt matrixok szama, amelyekbdl a hisztogramot épitettiik), de nem
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exponencialisan, ahogyan az Osszes generdlhatdé matrixok szama né. A torzulés 7 dimenzi-
6ban mar til nagy, hogy szép abrat kapjunk, viszont az lathaté, hogy ahogy a dimenzio
4-r6l 7-re né az y tengely nagysagrendje 1%-r6l 1073%-ra csokken, ami jelentds. Tehat azt
kaptuk, hogy a CR < 0.1 elfogadasi kiiszobot teljesité métrixokra nagyobb mértékben
kapunk hatékony sulyvektorokat, mint hogyha nagyobb C'R-i matrixokat vizsgélunk.

Sok szempontot /alternativat tartalmazo matrixoknak nagy a dimenzidja is, ami ha tel-
jesen Kkitoltott matrixokkal szeretnénk dolgozni, nagyon sok kérdést jelent a dontéshozo
szamara (@) Emellett az AHP-ban gyakori, hogy részeire bontjuk a feladatot, és igy
tipikusan kisebb dimenziés matrixok jelennek meg [50]. Elméletileg egy szép eredmény,
hogy nagyobb dimenzi6 esetén a gyakorlatban hasznélt modszerek aszimptotikusan egy-
re kisebb eséllyel adnak nem hatékony sulyvektort eredményiil, de mivel a gyakorlatban
a dimenziot méar csak praktikussagi okokbodl is szeretik alcsonyan tartani, ez nem jelent
garanciat arra vonatkozoéan, hogy a modszerek elég nagy eséllyel nem ,hibaznak”.

Felsd korlatok

Megnéztiik tovabba azt is, hogy a korabbi, [2.4] alfejezetben vézolt korlatok mennyiben
teljestilnek. Ahogyan az varhato volt, a péaratlan dimenziokban valéban visszakaptuk az
elméletben is igazolt fels6 korlatokat, a paros dimenziokban eredményeit pedig most ismer-
tetjiik.

4 dimenzios esetben a teljes matrixok listajanak birtokaban meg tudtuk nézni, hogy me-
lyik métrix maximalizélja a C'R-t. Nem meglep6 modon a kovetkezé A € PCM, matrixot
kaptuk:

19 359
11 9 1
— |9 9
A 9 £+ 19
1 1
g 95 1

(Egészen pontosan ennek lexikografikusan miniméalis permutéaltjat. )

Kiszamitva ezen matrix Amax-at 13.7518-at kaptunk, és igy a CR = 3.677. Osszevetve a
tablazatbeli 4.021 max C'R felst korlattol, ez kissé elmarad téle, tehat paros dimenziok-
ban biztosan nem éles a korlat. Egyelére nyitott kérdés, hogy adhato-e paros dimenzidkra
éles korlat.

Hat dimenzioban ugyanugy feltettiik ezeket a kérdéseket, viszont ott nem tudtuk leel-
lendrizni, hogy valéban ez a struktira maximalizalja-e a C'R-t mivel nincs meg az Osszes
generalt permutaciofiiggetlen matrix. A futtatott programok soran nem taléltunk az A-val
analdg 6 dimenziés méatrixnal nagyobb C R-t produkalé méatrixot, de mivel az eszkozeink a
véletlenen alapulnak, ez nem ad semmiféle garanciat. Hat dimenzioban a hasonlé struktura
CR = 2.75413-at produkal szemben a tablazat 2.847-es fels6 becslésével. Ez a két érték
méar kozelebb van egymashoz, de nem egyeznek meg.
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4.3. Fo6atlo feletti egynél nagyobb elemek

A hatékonysag mellett ugyan marginalis kérdés, de a teljes 4 x 4-es matrixok listdjanak
birtokaban olyan kérdések is felmeriilnek, hogy hany f6atlo feletti egynél nagyobb elemmel
tudjuk reprezentéalni a méatrixot.

4 dimenzioban a méatrix vagy transzponaltja tartalmaz legalabb harom > 1 elemet. Egy
adott matrix 6sszes permutaltjan végigiteralva azt kapjuk, hogy valdjaban mindig tudunk
kapni legaldbb 4 elemet . abra). Az eloszlast megfigyelve azt lathatjuk, hogy a ,szép”
métrixok (tehat amelyeknak sorai és oszlopai atpermutéalhatok gy, hogy csak > 1 egészek
keriiljenek a fels§ haromszog részébe) az alacsony C' R-1i elemek, és egy adott C'R utan mar
nem is fordulnak elg (1.2 felett nincs ilyen matrix).

A bal oldali dbra is érdekes eredményt mutat: az atlag maximumat szintén 1.2 koriil éri
el meredeken novekedve 0.1-t61, ahol lokalis minimuma van.

1 [ -
1.5 ¢ :
.\E;g” 08| :
S
=~ 06| :
a &
Z 04F .
3
= 02f =6 ||
0.5 8 35
0 4 |
| | | | | | | |
0 1 2 3 0 1 2 3
CR CR
(a) A f6atlo feletti > 1 elemek atlagos szama (b) A f&talo feletti > 1 elemek eloszlasa

4.5. abra. A 4 x 4-es matrixok {84atlo feletti > 1 elemek szadma
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5. fejezet

Programkonyvtar a matrixok
vizsgalatara

A [ fejezetben ismertettiik az eredményeket, és ebben a fejezetben Gsszefoglaljuk az esz-
kozoket, amelyeket hasznaltunk, vagy éppen a kutatassal parhuzmosan fejlesztettiink.

A métrixok egyenkénti vizsgalatahoz tobb kiilonb6z6 modszeriink is van. Vannak Matlab
és Scilab kodok, melyek pl. a LP feladatot oldjak meg, és adjak ki az eredményt.
Az MTA SZTAKI altal miikodtett programmal is elemezhetiink métrixokat, ami online
megtaldlhatd’] Mindemellett leginkabb a kiilonbozé kodok egységesitése és performancia
kérdések miatt sziiletett egy C-++ library a paros 6sszehasonlitas-matrixok elemzésére.

A kodbazis GitHub-on elérhets P és barki altal letolthets és hasznalhat6. A program
tobb numerikus példat is tartalmaz, amely segithet a fogalmak konnyebb megértésében.

A program jelenleg a kovetkezd funkcionalitasokkal bir:

1. Matrixok generélasa, kiirdsa és olvasasa

2. Matrixok sziirése: permutaciosziirés, C R < 0.1 kiiszob

3. A modszerek futtatdsa matrixokon (C'R meghatarozésa, sajatvektor, AM AST, ko-
szinuszos modszer, LP, erGsen Osszefligdvé tevs grafos algoritmus)

4. Statisztikék, pl. hisztogramok készitése: vodrok feltoltése

5. Vizualis megjelenits és elemzd

5.1. Matrixok generalasa, kiirasa és olvasasa

A kod tetszéleges dimenzioju péaros Osszehasonlitds matrixot képes kezelni. Az iras/olvasés
sajat formatumba (.mt) vagy CSV-be torténik. Tipikusan csak a matrixok szigoru felss hé-
romszog részét érdemes eltarolni, valamint mivel a szokasos halmazbol vessziik az elemeket

Thttp://peme.online
https://github.com/cetLEE/ AHP-matrix-project
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({1,2,...9, %, %, e é}), elég csak az elem sorszamat eltarolni, ezzel cstkkentve a méretet
(tehat pl. nem az %—et taroljuk el lebeg&pontosan, hanem 16-ot).

Az Osszes generalt 4 x 4 matrix 1.15 GB helyet foglal, a permutaciosziirés utani kicsit
tobb mint egy milli6 matrix méar egy kezelhet6bb 49.2 MB nagysagu fajlban tarolhato.

Ahogy lathattuk a[4.1] alfejezetben, a kombinatorikus robbanas miatt a jelenlegi hard-
verekkel nincs realis esély az 5 és annal nagyobb dimenziés métrixok teljes listadjat meg-
kapni. Ezen esetekre 1étrehoztunk egy alternativ megoldast, amely véletlenszertien general
matrixokat ( a f6talo folotti elemeket az {1,2,...8,9,3,3,... 5} halmazbol azonos (5%)
valoszintiséggel véletlenszerten toltve ki).

5.2. Matrixok sziirése

5.2.1. Permutacidsziirés

Amint irtuk a korabbi fejezetben is, a permutacio-invarians kérdés a hatékonysag, gyenge
hatékonysag és kapcsolodo fogalmak. Emiatt is fontos volt kisztirni a ,duplikalt” elemeket,
igy a 4 X 4-es esetben ezt meg is tettiik. 4 dimenziéra ez kb. 2 percet vett igénybe.

Probalkoztunk magasabb dimenziéban akar a lexikografikus rendezés szerinti minimé-
lis elemek megtalalasaval (nem pedig egy sok memoriat hasznalé témbben jelolve, hogy
mely elemeket néztiik mar meg), de az Gsszes permutécion vald végigiteralas mindenkép-
pen egy ujabb n-es szorzéval novelte a futasidst, tullépve a szamitasi kapacitédsat a mai
hardvereknek.

5.2.2. CR szerinti sziirés

A program adott dimenziora megkeresi a Apay értékét, de altalaban elére lementett szamok-
kal dolgozik. Szubrutinként hasznalva egy masik programcsomagot (Eigen) sajatértéket és
sajatvektort is szamol, igy a C'R és egyéb inkonzisztencia-indexek is megkaphatok. Kiilon
szlrd lett beépitve, ha éppen a CR < 0.1 kiiszo6bot elérd matrixokra vagyunk kivancsiak.
Ahogyan az Bozoki és Rapcsak korabbi eredményeibdl kideriil, a dimenzi6é névekedésével a
véletlenszertien generalt matrixoknak egyre kisebb része marad a kiiszob alatt, igy nagyobb
dimenzi6 esetén egyre ritkabban talal megfelels méatrixokat a program [18].

A mar permutacioszirt, egymillié elemet tartalmazé halmazt tovabbsziirve kaptuk meg
a 32 ezer elemet, amelyekre legalabb egy modszer nem hatékony sulyvektort adott - ez
mindosszesen 4 percig tartott (a 3 modszer alkalmazésa a méatrixokra és az eredmények
aggregalasa, majd az eredmény kiirasa).

5.3. Mobdszerek futtatasa

A kiilonb6z6 modszereket implementaltunk a matrixok vizsgélatéra:

1. C'R meghatarozasa
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2. sajatvektor meghatérozasa

3. AM AST sulyvektor meghatarozasa alacsony dimenziéra
4. koszinuszos modszer
5

. a (3.2) LP feladat LP solverrel térténd megoldasa

6. erdsen Osszefiiggdvé tévs grafos algoritmus

A mobdszerek sokszor nemtrividlis szubrutinokat hasznalnak. A legnagyobb sajatérték és
ahhoz tartozo sajatvektor meghatarozasahoz az Eigen iterativ alapi moédszert hasznalt.

Az AMAST n"~? feszit6fan valo végigiteralas szamitasigényes feladat, 7 dimenzioig a
konkrét képletet beleirtuk a programba, mely megadja az a;;-k fliggvényében a wy-kat. Ezek
a képletek egyre bonyolultabbak, viszont gyorsabb ezt hasznélni, mint minden alkalommal
végigiteralni az n"~? feszitofan.

A grafos algoritmushoz hasznalhaté a Lemon programcsomag, amely jol kezel grafokat
(ugyan maga az algoritmus nem ebben lett implementalva, de az elemzéshez hasznos). A
Lemon tartalmaz interfészt LP és IP megoldokhoz, igy a Lemon-on keresztiil hivtam meg
a Glpk (General Linear Programming Kit) LP solver motorjat.

5.4. Statisztikak, vizualizacid, egyebek

5.4.1. Statisztikak készitése

4 x 4-es esetben egy teljes Gsszefoglalo csv lett kimentve, mely a [6.2.1] példan lathato.
Nagyobb dimenzidéban mivel nem volt teljes kollekcio, ezért nem frattunk ki ilyen tablazatot,
hanem leginkabb hisztogramokban dolgoztunk. Ezek eredményei talalhatoak példaul a [4.4]
abran. A kiilonbo6z6 felosztasu hisztogramokrol szolo példakat a konyvtarba is feltéltottiink.

5.4.2. Vizualizicio

Az eredményeket tobb moédon vizualizaltuk. Egyrészt generdltunk IXTEX koédokat, mint
pl. ez a dolgozat, vagy [4] cikk melléklete (pgfplots). A hisztogramok kiirasa el6tt webes
megjelenitéket is lehet hasznélni az adatok azonnali vizualizaciojara — ehhez a highcharts.js-
t hasznaltam.

5.4.3. Egyéb hasznos fiiggvények

A kutatas sorén sok zsdkutcaba botlottunk, ilyen volt példaul az 5 x 5-6s métrixok ge-
neralasanak megkisérlése. Ekkor tobb olyan j modszert dolgoztunk ki, amelyek bar nem
vezettek eredményre, j6 alapot szolgalhatnak a tovabbi kutatasokhoz/0j 6tletekhez.

A 4 x 4-es permutaciosziirt matrixokat kiegészithetjiik 5 x 5-6sokké, ezaltal elven keve-
sebb matrix kozott kell kisziirni a permutaciokat. Bar az otlet jo, futasid6ben még mindig
megkozelithetetlen (1-2 év), a kiegészitést végzs fliggvényeket viszont a konyvtar tartal-
mazza.
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6. fejezet
Melléklet

6.1. Hatékonysag

6.1.1. Példa. Tekintsiik a kovetkezd két paros dsszehasonlitas matrixot!

1 2 4 1 2 3
A=(1/2 1 2 A=[12 1 2
1/4 1/2 1 1/3 1/2 1

A baloldali A matrix konzisztens, mert az egyetlen i, j, k harmasra, ahol ezek kiilonbozéek
teljesiil a kardinalis tranzitivitas: ajsa93 = a3, azaz 2 - 2 = 4.

A jobboldali, A’ matrix inkonzisztens, mivel ugyanezen egyetlen harmasra nem teljesiil
ez a feltétel, mivel a3 = 3.

6.1.2. Példa. Tekintsiikk a kovetkezd A matrixot. A matrix mellé irtuk a legnagyobb
sajatértéket és az ebbdl szamolt CR-t.

1 2 9 8
12 1 3 6
19 1/3 1 3 | Amax 63, CR =0.0476
1/8 1/6 1/3 1

A sajatvektor modszer altal kapott stlyvektor a kovetkezs (wM)-mel jelélve:

0.578100
ey | 0.277375
0.096350
0.048175

A matrix elemeit tehat a sulyvektor koordinatainak hanyadosaival kozelitettiik. A konkrét
értékei a hanyadosoknak a kdvetkezGek lesznek.

1 2.0842 6 12
wfM] | 0.4798 1 2.8788  5.7577
[u}jE—M}_ 1/6  0.3474 1 2 7

1/12 01737 1/2 1
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A sulyvektor nem hatékony, ugyanis ha a (pirossal kiemelt) 2. koordinatajat megnovel-
jik, akkor a kovetkezs, w’ sulyvektorral (ezt mar normalas utan kaptuk) jobban kozelitjiik
a matrix azon elemeit, amelyeket a hanyadosokkal felirt méatrixban szintén pirossal jel6l-
tiink.

Zo6lddel jelolve w' javitott koordinatajat:

0.571429 0.578100
;10285714 | 0.289050
" =1 0.095238 = 0988460 0.096350 |’

0.047619 0.048175

A w’ sulyvektorhoz tartozé hanyadosokbol a kovetkezd méatrixot irhatjuk fel, ami valo-
ban jobb koézelités — kék szinnel kiemelve ahol tokéletesen kozelitettiik az eredeti méatrix
megfelels elemeit.

1 9 6 12
[3;]_ 1/2 1 3 6
w' 1/6  1/3 1 9 |-
/12 1/6  1/2 1
6.2. Matrixtesztelés
6.2.1. Példa.
i Elements Mo CR | EM? | AMAST? | COS?
1](2,2 222, 2) A 0 Y Y Y
2 1(2,2,3,2,3,2) | 4.0606 | 0.02287 | Y Y Y
31(2,2,4,2,3,2) | 4118 | 0.0445 | Y Y Y
WEM WsT
(0.25, 0.25, 0.25, 0.25) (0.25, 0.25, 0.25, 0.25)

(0.2894, 0.2894, 0.2463, 0.1751) | (0.2897, 0.2897, 0.246, 0.1746)
(0.3191, 0.281, 0.2428, 0.1571) | (0.3158, 0.2838, 0.2432, 0.1572)

Wcos Wer | Wer | Weos
(0.25, 0.25, 0.25, 0.25) - - -
(0.2881, 0.2881, 0.2475, 0.1762) - - -
(0.3137, 0.28, 0.246, 0.1603) - - -

ahol az Flements” oszlopban a matrix szigoru fels§ haromszog részének elemei vannak,
valamint w',,, jeloli a (3.2)) linearis programozasi feladat megoldasét, ha az abban a sorban
1év6 w gy nem volt hatékony.
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6.3. Er6sen osszefiiggévé tevs algoritmus

6.3.1. Példa. Tekintsiik a kovetkezd matrixot és stlyvektorokat:

12%1

113 2 3 _ 8
A=]2 w = (120, 20, =, 1 =(=, 2 1

9%16 w (07 0727 O> w (97777>

13 &1

Az alabbi dbran a W és a w stilyvektorok kozelitései lathatoak a[3.2.1] definici6 alap-
jan a beldliik konstrualt iranyitott grafokkal. A matrixelemeket kiszineztiik narancssarga-
val, ha szigortan alul-, lilaval, ha szigortian feliilbecsiiltiik, valamint kékkel, ha tokéletesen
sikeriilt kozelitenlink. A lila elemek reprezentaljak az oda-élt, a narancssarga a vissza-élt,
a kékek pedig az oda-vissza élt.

12y @Q 1 2

1 6 80
1 133 2 225 1 2
1 35 1 7
2 V!
05 65 1 e e 1.125 0.5 1
(a) W sulyvektor altali kozelitése a matrix- (b) w sulyvektor altali kozelitése a matrix-

elemeknek, és a hozza tartozé irdnyitott graf  elemeknek, és a hozza tartozé iranyitott graf

6.1. abra. Az A matrix elemeinek kozelitése a silyvektorok altal

Ahogy az lathato, w nem hatékony, ugyanis a graf nem erGsen Osszefliggd (a 3-as
cstcs nyeld, azaz belle nem indul ki irdnyitott él), mig a w hatékony, ugyanis a m graf
ergsen Osszefliggs (az 1 — 3 — 4 — 2 — 1 csticsok iranyitott Hamilton kort alkotnak).

Nézziik az algoritmus futasat a w salyvektor inputra. A

graf ersen osszefiiggs komponenseit a [6.2] 4bra szemlélte- @
ti, tovabba minden u — v élre rairtuk az [ l[u, v]; ulu,v] ] Y,
értékeket. Az 1 — {2;4} élhez tartozo alsé korlatot az - R
eredeti graf 1 — 4 éle adta — ott az érték a kovetkezd: 3
= NG
Wy + A14 10-1 1 5O

.
= = —_— \{KQ\
wy 120 12 ®/

Hasonloképpen a fels6 korlat az 1 — 2 élbdl szérmaszik: . .
6.2. dbra. Az erésen

wy-ajp  20-2 40 1 Osszefliggd komponensek
w120 120 3 az algoritmus elsd
lépésében

A tobbi élre ez ugyanigy elvégezhets. Valasszunk két tetszéleges komponenst, pl. az 1
és a {2;4} csiucsokat tartalmazokat és olvasszuk Ossze Gket. Valasszuk a stratégiak kozil az
als6 és a felss korlat atlagaval modositot, igy tehat a t értéke (35 +£)/2 = 2. Egyszertibb
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(c) Az er6sen Osszefliggd
(b) Also és felss korlatok a komponens.ek az algoritmus
(a) Az l-es stly t-vel valo masodik 1épés eldtt mésodikc lepeseben

beszorzéasa utani allapot

6.3. abra. Az algoritmus 1épései

az 1-es sulyt, és a hozzéa tartozo élek also és felsé korlatait megvéltoztatni — igy kapjuk a
w’ = (25,20, 1.5,10) sulyvektort, és a abran lathato grafot.

Az 1j er6sen Osszefiiggs komponensek a 3-as és az {1; 2;4}-es csuicsokbol allo komponen-
sek lesznek, de ez el6tt a 1épés el6tt, az also és fels6 korlatokat is moédositani kell. Ebben az
esetben csak két komponens olvadt Gssze, tehat az 1j komponens also és fels6 korlatja csak
azon két ¢l minimum /maximuma koziil keriil ki, ahogy az lathato a és a abrakon.

A mésodik lépésben a t = (ﬁ + 4%) / 2= %090 értékkel modositjuk a 3-as koqrdinatajat
a W'-nek. Mivel az ¢él oda mutat, ezért ennek reciprokaval kell beszoroznunk. Igy kapjuk
w = (25,20, 12.9496, 10), és miutan ujra lefuttatjuk a komponensek keresését, azt kapjuk,
hogy a graf erésen osszefiiggs. Megéllhatunk és visszaadhatjuk w'-t.

Ujra tekintve a . allitast, az el6z6 két sulyvektorra alapozva bizonyithatjuk:

6.3.2. Allitas. Eqy w stlyvektor bemenet esetén a t vdlasztdsaitol és a komponensek dssze-
olvasztasanak sorrendjétol fliggetleniil az algoritmus nem feltétlendil képes megtaldlni akdr-
melyik 6t domindlo hatékony sulyvektort.

Bizonyitas:
Ha a w nem hatékony sulyvektorra futtatjuk az algoritmust, ak- @
kor ahogy azt mar lattuk, a[6.4]4bran lathato grafot kapjuk. Ezutan
tobb lehetGséglink van: 0sszeolvaszthatjuk az 1. és 3. komponenst,
ekkor viszont ekkor az 1 és 3 kozott mend oda és vissza ¢l mar nem
sziinhet az algoritmus tovabbi futésa alatt, és igy biztosan nem
kapjuk meg w-t abra grafjat), ami nem tartalmazza ezt az
oda-vissza élet. 6.4. abra
Ekkor kénytelenek vagyunk a {2;4} komponenst 6sszeolvasztani vagy az 1-es vagy pedig
a 3-as cstccsal. Barmelyik cstcesal is tessziik ezt meg, utdna mar a kozottik 1évé élek vég-
legesek lesznek. Ekkor viszont nem kaphatjuk meg a [6.1D] 4bra grafjat, ugyanis ott mind
az {1,2,4}, mind pedig a {2,3,4} cstucsok altal feszitettt részgraf nem erdsen Osszefiig-
g6, viszont az algoritmus ezen lépése utan pontosan az egyik biztosan erdsen Osszefiiggd
részgrafot alkot majd, és azok az élek mar nem valtoznak az algoritmus azutani részében.

O
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