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Koszonetnyilvanitas

Ezuton szeretnék koszonetet mondani témavezetémnek, Faragd Istvannak, aki a mestersza-
kos tanulmanyaim alatt mindvégig tamogatott, biztatott és segitette az el6remenetelemet
valamint, hogy precizitasaval, szakértelmével és 6tleteivel hozzajarult a szakdolgozatom elké-
szitéséhez.

Emellett szeretném megkoszonni az Alkalmazott Analizis és Szamitasmatematikai Tanszék
Osszes oktatdjénak a sok érdekes témét és elGadast, melyek segitségével bévithettem ismere-
teim.

Végiil, de nem utols6 sorban hatalmas koszonettel tartozom sziileimnek és testvéremnek, hogy
tanulmanyaim soran mindvégig mellettem alltak, tdmogattak és biztattak.



1. Bevezetés

A numerikus analizis a matematika tudomanyiganak egy elengedhetetlen alkotoeleme. A
folytonos modellek szintjén szamos analitikusan megoldhatatlan probléma meriil fel a mate-
matika mas agazataiban, tovibba mas tudomanyokban, a miiszaki teriilettsl kezdve a mete-
orologian at a kozgazdasagtanig. Ugyanakkor ezek esetén mégis sziikséges valamilyen moédon
jellemezniink (kvalitativ és kvantitativ modon egyarant) a megoldast. Ez a legtobb esetben
nélkiilozhetetlen és megkeriilhetetlen az adott jelenség viselkedésének megértéséhez, elemzé-
séhez és sok esetben az optimalizalasdhoz. Az ilyen és ehhez hasonlé esetekben a numerikus
analizis szolgaltatja a megoldast a problémara.

Mesterszakos tanulmanyaim alatt lehet&ségem volt kozelebbrdl is megismerkedni az alkalma-
zott analizis egy széleskortien elterjedt és eredményesen hasznalt eszkozével, az operatorsze-
leteléssel, amelyrdél a szakdolgozatom is szol.

A dolgozat négy részbdl all, melyek koziil az els6 részben az operatorszeletelés alapgondolata
és az alkalmazott operatorszeletelési eljardsok mellett a munkank sordan megfogalmazott sej-
tések és ezek bévebb magyarazatai keriilnek bemutatasra.

Az ismertetett operatorszeletelési modszerek alkalmazhatosagat egy aerodinamikai, ezen be-
lil is egy aeroelasztikus modellen vizsgaltuk, mely modellt a dolgozat masodik részében ve-
zetliink be. Az aeroelsztikus jelenségek értelmezéséhez tekintsiink példaként egy repiilégép
szarnyat. A szarny, a rajta ébredd terhelések hataséra, altalaban rugalmasan deformalodik.
A deforméacié hatéasara megvaltozik a szarny alakja és a deformécio idGbeli valtozasa alapjan
értelmezhetjiik a deformacio sebességét is. Ezek a tényezSk befolyédsoljak, megvéltoztatjak a
szoban forgd szarny terhelését. Ezzel egy kolesonosen Osszefiiggs jelenségesoportot nyeriink,
és a légerdk, a tehetetlenségi ersk és a rugalmas erck (illetve ezen erck nyomatékai) egytit-
tes hatasara el6allo folyamatot nevezziik aeroelasztikus jelenségnek. Tobbféle aeroelasztikus
jelenség létezik, amelyeket az alabbi rendszerbe foglalhatjuk Ossze.

|Aernelaﬁztiku5jelenségek|

Aperiudiku5]elen5égek| |Peri0diku5]elen5égek|
-divergencia | |
-reverzalas - - -
-k : asi jellemzdk és statikai Gerjesztett Ongerjesztett
curman’yza’ﬁue ; rezgések, lengések rezgesek, lengesek
stabilitas valtozasa
-razas -egy szabadsagi foku
-lobogas -ttbb szabadsagi foku

1. abra. Az aeroelasztikus jelenségek csoportositisa

Az aeroelasztikus jelenségek ugyan egyid@sek a repiiléssel, azonban a jelentéségiik az utobbi
id6kben folyamatosan né, mivel a repiilési sebesség novekedésével, az egyre karcsubb szerkeze-
tek alkalmazasaval, illetve a modern vezérlési és szabalyozasi rendszerek elterjedésével valnak
egyre fontosabbé ezen jelenségek vizsgélatai.

Az altalunk vizsgalt aeroelasztikus rendszer, az 1. abran lathaté tablazatban a periodikus
jelenségek rész, ongerjesztett rezgések, lengések pontjanak tobb szabadséagi foka esetéhez tar-
tozik.



A vizsgalt modell egy szakaszonként linearis aeroelasztikus jelenséget ir le, amely egy szél-
csatornabeli kisérletbdl szarmazé adathalmazon alapszik. Az adatpontok elhelyezkedésébdl
kiindulva egy szakaszonként lineéris fiiggvény illesztheté a pontokra, mely fiiggvény hérom
szakaszbol all, ennek kovetkeztében az egész aeroelasztikus modell is harom szakaszbol épiil
fel.

A dolgozat masodik részében részletes bemutatasra keriil a modell, a felépitésétsl, az egy-
szertsitésein at eljutunk a lineéris rendszerekig, amelyek esetén a késGbbiekben vizsgaljuk az
els6 részben bemutatott moédszerek alkalmazhatosagat.

A jelenséget leiré modell felirasa utan a dolgozat harmadik részében a kiillénboz6 szakaszokra
kapott rendszerek egyensiilyi helyzeteinek meghatérozasai valamint ezek stabilitasvizsgalatai
szerepelnek. A folytonos modell stabilitasvizsgalata elengedhetetlen ahhoz, hogy a késGbbi-
ekben megértsiik, értelmezni tudjuk a felépitett diszkretizalt modellek viselkedését. A hérom
szakasz koziil az els§ kettd stabilitasi vizsgalata mar megtalalhatoé az irodalomban, az erre
vonatkozo eredmények a [4] cikkben szerepelnek. Az eredményeket ado szamitasokat rekonst-
rualtuk, ekozben talaltunk egy hibat a cikkben, melyet sikeriilt kijavitanunk, és a szakdol-
gozatban méar a helyes formulék, szamitasok és eredmények szerepelnek. Ezek utan, ennek
mintajara végeztiik el, a még hianyzo6, harmadik szakaszra vonatkozo stabilitasi analizist.

A vizsgalt modell bemutatasa és stabilitasvizsgalata utan, a dolgozat utolso részében erre a
modellre alkalmazzuk az elsé részben taglalt operatorszeletelési eljarasokat, kiillonbo6zé felbon-
tasokat vezetiink be, majd ezeket felhasznélva allitjuk el a diszkretizalt modelleket. Az igy
nyert numerikus eljarasok esetén vizsgaljuk a pontossagi rend, a lépéskoz valamint a futasi
id6 kapcsolatat is. Osszehasonlitjuk egyszertibb numerikus médszerek eredményeivel, ezzel
bizonyitva, hogy az operéatorszeletelés alkalmazasa bizonyos feltételek mellet igen elényos és
gazdasagos lehet.

Munkéank soran a szamitasokat kézzel és szimbolikus programcsomagok (elssorban Mathema-
tica) segitségével végeztiik el. Szamitasaink alatamasztasara szamitogépes szimulaciokat vé-
geztiink: bifurkacids diagramokat, fazisportrékat, az egyensulyi pontok elhelyezkedését szem-
léltets abrakat készitettiink (A MATLAB programcsomag segitségével). A numerikus meg-
oldasokat sajat kodolast numerikus modszerekkel allitottuk els. (Ehhez féként a MATLAB
programcsomagot hasznaltuk.)



2. Operatorszeletelés és realizalasa

Az operatorszeletelés (angolul "operator splitting") a numerikus analizis egy széleskoriien
elterjedt és sikeresen alkalmazott eszkoze, mely segitségével bonyolult felépitést feladatokat
egyszeriibb szerkezetii feladatok sorozatara vezetiink vissza tugy, hogy a kapott részfeladatokat
a kezdeti feltételeiken keresztiil kapcsoljuk Ossze. Ezzel lényegesen megkonnyitve az eredeti
bonyolult feladat numerikus megoldasdnak meghatarozasat.

Az operatorszeletelés elméletérsl bévebben a [1] konyvben olvashatunk. A dolgozatban csak
az alapgondolatot valamint az alkalmazott modszereket ismertetjiik roviden.

2.1. Az operatorszeletelés alapgondolata

Tekintsiik a kovetkezs, operatoralakban felirt, Cauchy probléméat az X Banach térben

8?’—?) =Ay(t) =>1" Awy(t) t€[0,T)
{ = (2.1)

ahol y : [0,7] — X az ismeretlen fliggvény, yo € X adott kezdeti feltétel, A; : X — X
(1=1,...,n) adott operéatorok.

Tekintsiik most a véges dimenzids esetet, amikor X véges dimenzios tér, tovabba legyenek
az A; operatorok specialis alaktak, méghozza linearis operatorok. Ami azt jelenti, hogy
ez esetben az A; operatoraink méatrixok. Ebben az esetben az (2.1) Cauchy-feladat pontos
megoldéasa formalisan kozvetleniil is felirhato:

y(t) = exp(tA)y(0). (2.2)

Amely megoldas elGéllitasa tobbnyire csak formaélis, ezért kiszamitasat a gyakorlatban vala-
milyen numerikus modszer segitségével végezziik el. Valdjaban ez azt jelenti, hogy valamilyen
racionalis fliggvénnyel approximaljuk az exponencialis fiiggvényt, azaz

exp(z) ~ r(z). (2.3)
Ekkor a numerikus modszeriink algoritmusa a kovetkezs:
yrt = r(hA)y", (24)

ahol h > 0 a diszkretizacios paraméter (lépéskoz), az y™ vektor pedig a t = nh idérétegbeli
kozelités.

Amikor a (2.3) tipust approximaciot alkalmazzuk az (2.1) feladatra, akkor valojaban az
exp (Z‘f zl-) fiiggvényt kell kozelitentink. Ennek egy lehetséges modja a (2.3) approximé-
ci6, amikor is el6bb approximéljuk az exponencialis fiiggvényt, és utdna helyettesitjiik be
Osszegként az operatort. Ezzel természetesen nem tudjuk kihasznalni az operator specialis
alakjat.

Az operatorszeletelés alapotlete, hogy a (2.3) approximécié soran az exp (Zf zi) fliggvényt
els6 1épésben nem racionalis, hanem az egyes részoperatorok exponenciélisainak segitségével
approximaljuk.



2.2. A felhasznalt modszerek

Ebben az alfejezetben bemutatjuk a késébbiekben felhasznélt operatorszeletelési eljarésokat,
nevezetesen a szekvencialis és Strang-Marcsuk splitting modszereket, melyek a leghagyomé-
nyosabb és leggyakrabban alkalmazott eljardsok kozé tartoznak. Ismertetjiilk a modszerek
alapgondolatait valamint felvazoljuk az algoritmusaikat, melyeket példakon keresztiil abrak-
kal tesziink szemléletessé.

Tekintsiik a (0,7 vizsgalt intervallum ekvidisztans felbontasat:

T
wp, = {tn =n-hh= N,n:O,l,...,N}.
A szekvencidlis splitting egy konnyen realizalhatdé modszer, mely els6 rendben kozeliti az
adott probléma pontos megoldasat. Tehat adott az (2.1) Cauchy-feladat, amely megoldasat a

szekvencialis splitting modszer alkalmazéaséval szeretnénk megkapni az wj, racshalon. Ehhez

valamennyi rogzitett n = 1,2,..., N értékre rendre megoldjuk a kovetkez6 d darab Cauchy-
feladatot:
{3 = dar0 € ((n—1)h,nh], .
yi'((n = Dh) = yity (nh),

aholi=1,2,...,d.
Ekkor a szeletelt megoldéas a kévetkezd

yi\;ekv (nh) = yg (nh)

és az algoritmusban yf(nh) = y2,,., ((n — 1)h), valamint y2,, (0) = y(0), az (2.1) kezdeti
feltételbdl ismert yq vektor.
Az algoritmus ekkor a kovetkezs:

A1—>A2—>...A%:>\Al—>A2—>...AC£:>...:>i41—>A2—>...Ad

Vv Vv Vv
1. lepes 2. lepes N.lepes

Az algoritmust érdemes egy abran szemléltetni a kdnnyebb megértés érdekében. Legyen
i = 1,2, ekkor tehat az eredeti A operatorral felirt (2.1) Cauchy-feladatunkat két masik
Cauchy-feladatra bontottuk fel, rendre A; és Ay operéatorokkal.

Az algoritmus els6 1épésében el6szor megoldjuk az els6 részfeladatot a (0, h] intervallumon,
az eredeti (2.1) feladat y(0) kezdeti feltételét felhasznalva:

A
m I l l ’

0 'h '2h « . '(n-1)h 'nh

Az gy kapott h-beli megoldés, azaz yi(h), lesz a kovetkez6 részfeladatunk kezdeti feltétele.
A kovetkezd 1épésben a mésodik feladatot oldjuk meg, szintén a (0, h] intervallumon, az el6bb
emlitett kezdeti feltétellel:

h . PR 4



Az igy kapott megoldés lesz a h-beli splittingelt megoldas, azaz ya(h) = Ys.ero(h). Valamint
ez a megoldas lesz a kovetkezd 1épésben megoldott részfeladat kezdeti feltétele.

A masodik lépésben a (h, 2h] intervallumon oldjuk meg az elss részfeladatot, az el6bb emlitett
kezdeti feltételt felhasznalva:

Aq Aq

A

Az igy kapott y?(2h) megoldas lesz a kivetkezd feladat kezdeti feltétele.
Ezutan megoldjuk szintén a (h,2h| intervallumon a masodik részfeladatot, az elgbbi kezdeti
feltétellel:

Aq Aq

A, A,

Igy kapjuk meg a 2h-beli splittingelt megoldast, azaz y2(2h) = Yszero(2h).
Ezt az eljarast ismételve az egész wy racshalon, kapjuk meg a kivant kozelité megoldéast a
(0, T intervallumon.

Aq Aq Aq
0 2h .. (n-1)h g
A A, A

A Strang-Marcsuk splitting eljaras annyiban kiilonbozik a szekvencialis splitting modszertdl,
hogy nem csak az wj, racshéldé pontjaiban, hanem a részintervallumok felez&pontjaiban is
meghataroz értékeket, ezzel masodrendiivé téve a modszert.

A rogzitett n = 1,2, ... N értékekre rendre megoldjuk a kdvetkezs, Gsszességében 2d — 1 darab
Cauchy-feladatot. Elgszor ¢ = 1,2,...,d — 1 értékekre megoldjuk a

{ gr(t) = Awi(t), t € ((n—1)h, (n—0.5)h], 26)
v ((n = Dh) =y 1 ((n — 0.5)h) -

feladatokat. Ezutan megoldjuk az aldbbi feladatot.

Ja (t) = Aayg (1), t € ((n—1)h,nh],
{ yi((n=1h) =ys,((n - 0.5)h) (2.7)



A rogzitett n mellett végezetill i = d+ 1,d+ 2,...,2d — 1 értékekre megoldjuk a kovetkezs
feladatokat.

I (t) = Ayi(t), t € ((n—0.5)h,nh,
{ zzn((” - Ug)h) =y, (nh) ( ) (2.8)

Ekkor a szeletelt megoldas a kovetkezé
N _.n
Yo (nh) = ysy_y(nh)
és az algoritmusban yif ((n—0.5)h) =y, ((n—1)h), valamint y%,,(0) = y(0), az (2.1) kezdeti

feltételbsl ismert gy vektor.
Az algoritmus tehat a kovetkezo:

1 1 1 1 1 1
—Al — _A2 — ... —Ad_1 — Ad — _Ad—l — —Ad_Q — ... —Al =
2 2 ~— 2 2

2 > N 2 o
g 1b. lepes N
la.lepes lc. lepes
= =
1 1 1 1
= —A1 — —Ag — ... _Ad—l — Ad — —Ad_1 — —Ad_g — —A1
2 2 2 B ~— 2 2 B
g Nb. lepes g
Na.lepes Nec.lepes

Ismételten érdemes az algoritmust abrakon szemléltetni a konnyebb megértés érdekében. Le-
gyen jra ¢ = 1,2, ekkor tehat az eredeti A operatorral felirt (2.1) Cauchy-feladatunkat két
masik Cauchy-feladatra bontottuk fel, rendre A; és A, operatorokkal.

Az algoritmus elsé 1épésében elGszor megoldjuk az elsé részfeladatot a (0, %h} intervallumon,
az eredeti (2.1) feladat y(0) kezdeti feltételét felhasznalva:

0 h/2 'h  3np2 2h .+« + (n-1)h  (2n1)02

=nh’

Az igy kapott %h—beli megoldas, azaz y] (%h), lesz a kovetkezo részfeladatunk kezdeti feltétele.
A kévetkezd lépésben a masodik feladatot oldjuk meg a (0, h] intervallumon, az el6bb emlitett
kezdeti feltétellel:

Az gy kapott h-beli megoldés, azaz yi(h), lesz a kovetkez6 részfeladatunk kezdeti feltétele.
A kovetkezd 1épésben tjra az elsé feladatot oldjuk meg, de most a (%h, h} intervallumon, az
el6bb emlitett kezdeti feltétellel:



0 h/2 3h/2 2h  « « .+ (n-1)h (2n-1)/2

=nh>

Az igy kapott megoldas lesz a h-beli splittingelt megoldas, azaz yi(h) = ysar(h). Valamint ez
a megoldas lesz a kdvetkezd 1épésben megoldott részfeladat kezdeti feltétele.

A maésodik lépésben a (h, %h] intervallumon oldjuk meg az elsé részfeladatot, az el6bb emlitett
kezdeti feltételt felhasznalva:

A Ay Aq

0 h/2 3h/2 2h  « « « (n-1)h (2n-1)/2 'nh’

A

Az igy kapott yf(%h) megoldés lesz a kovetkezd feladat kezdeti feltétele.
Ezutan megoldjuk a masodik részfeladatot a (h, 2h] intervallumon, az el6bbi kezdeti feltétellel:

Aq Ay Ay

Igy kapjuk meg a 2h-beli megoldést, ami a kovetkezs lépés kezdeti feltétele lesz.
Ezutan ezt a kezdeti feltételt felhasznalva Gjra az eld részfeladatot oldjuk meg, azonban most
a (%h, 2h] intervallumon.

Aq Aq Aq Aq
AZ AZ

Igy kapjuk meg a 2h-beli splittingelt megoldést, azaz y?(2h) = ygar(2h).
Ezt az eljarast ismételve az egész wy racshalon, kapjuk meg a kivant kozelité megoldéast a
(0, T'] intervallumon.

Aq Aq

Aq Aq Aq Aq
A, A,

A




Megjegyezziik, hogy a bemutatott két szeletelési eljaras mellett még szamos egyéb, sikeresen
alkalmazott eljaras is létezik.

2.3. Rendfeltételek a szekvencialis szeletelésre

Munkank soran sikeriilt 6nall6 eredményeket elérniink az operéatorszeletelési eljardsok elméle-
tében, melyeket ebben az alfejezetben ismertetiink.

ElsGsorban a szekvencialis szeletelésre valamint annak rendjére vonatkozolag fogalmazodott
meg néhany sejtésiink a futtatasok soran, mely sejtéseket késébb sikeriilt is bizonyitanunk.

Elssként tekintsiik a kovetkezd alapgondolatot: a feladatunkat d részfeladatra bontva, szek-
vencialis splitting alkalmazéséaval az Gsszes lehetséges sorrendben (ez Osszességében d! darab
sorrendet jelent) kiszamitva a numerikus megoldasokat, majd azok szamtani kozepét véve,
egy méasodrendd modszert kapunk.

Ezt a sejtést fogalmazzuk meg a kovetkezs allitasban:

2.3.1. Allitas. Tekintsik az © = A=z, z(0) = xy Cauchy-feladatot, ahol A € R™™ mt-
riz melynek tekintsiik a kévetkezd felbontdisit A = Ay + As + ... + Ay, ahol A; € R™™,
(i=1,...,d). Ezt a feladatot megoldva az dsszes lehetséges sorrendben szekvencidlis splitting
alkalmazdssal, majd az igy kapott d! numerikus megoldds dtlagdt véve a maodszer mdsodrend,
azaz

_exp(hAy) ... exp(hAg) + ... +exp(hAg) - ... -exp(hA;)

exp (h(Al +...+ Ad)) = J + O(h?’)

Bizonyitas: A 2.3.1. Allitast teljes indukcioval érdemes belatni.
Els6 lépésként vizsgaljuk meg, hogy k = 2-re teljesiil-e az allitas.
Ekkor a belatand6 a kovetkezd:
hA;) - hA hAs) - hA
exp (h(dy + 4y)) = “POAL P P DA | ) ()
Az egyenlGséget Taylor-sorfejtések segitségével tudjuk igazolni.
A jobb oldal sorba fejtett alakja a kovetkezs alaku:

h2
€Xp (h(A1 + Ag)) = ] + h(Al + Ag) + 5(141 + A2)2 + O(hg) =
h2
=1+h(A + Ay) + g(Af + A3+ AL A + A Ay) + O(R?). (2.10)

ahol I € R™" egységmatrix.
A részfeladatok sorba fejtett alakjai pedig az alabbiak:
h2
exp(hA;) = I+ hA; + 5/1% + O(h?), (2.11)
h2
exp(hAy) = I + hAy + 5/13 + O(h%). (2.12)

A bal oldal ekkor:

exp(hAy) - exp(hAy) : exp(hdz) - exp(hA) | )

_ [T hA g A [T A 4 G AT [Ty hAs ot Y] [T h 4 AT
2!
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2 2 2 2
[1-4hApt 17 AZ+h AL +h2 Ay Aot lr A3] 4 [T4h AL+ 57 A3 +hAg+h2 As Ay 417 A3

_ . T ; 1 21 72 +O(h3):

20+ 2h( Ay + Ao) + RP(AT + AT+ A1 Ay + AyAy)
N 2l

h2
=1+ h(A; + Ay) + 5(14% + A3+ A1 Ay + A Ay) + O(R?). (2.13)

+O(h?) =

A jobb oldal egyenls a bal oldallal, azaz (2.10)=(2.13). Ezzel belattuk, hogy k& = 2 esetén
teljesiil a 2.3.1.Allitas.

Az indukcios feltevés: tegytik fel, hogy k = d-re teljesiil az allitas és bizonyitsuk be k = d + 1-
re. Ekkor a belatandé 6sszefiiggés a kovetkezo:

exp (h(A1 + Ao+ ...+ Ag+ Agtr)) =
exp(hAy) ... exp(hAg1) + ... +exp(hAgir) - ... -exp(hAy)

_ 3
= CE] + O(h?). (2.14)
ahol a bal oldal sorba fejtett alakja:
exp (h(A1 + A+ .+ Ag+ Ad+1)) =
d+1 d+1 d+1 d+1 i—1
—I+hZA+ <ZA2+ZZAA +ZZAA)+Oh3) (2.15)
=1 j=i+1 =2 j=1
Legyen A; + As + ...+ Ay = B, ekkor
exp(hB) = exp (h(Al + A+ .+ A)) =
d i—1
_I+hZA + = <2A2+Z Z AAj+) 0> AA, ) +O(h?), (2.16)
=1 j=i+1 =2 j=1
tovabba
h? 3
exp(hAgy1) =1+ hAg + gAd+1 + O(h?). (2.17)

(2.16) és (2.17) felhasznalasaval kapjuk a kovetkezot:

exp(h(Ay + As+ ...+ Ag+ Aay)) =

hB) - hA hA . hB
= exp (h(B +Ad+1)) = exp(hB) - exp(hAas1) ; exp(hdai1) - exp(hB) + O(h3) =

:%[IJthA L <ZA2+Z Z AA, +i§AA)

i=1 j=i+1 =2 j=1
+ hAg + b ZA Agir + " AdH]
7j=1
d i—1
{I+hZA +2|<2A2+Z Z AiA; +ZZAA)
i=1 j=i+1 1=2 j=1

h?
+ hAd+1 + h Z Ad+1A + Ad+1:| + O(h3) =

7j=1

11



d
:%{QI—FZh(ZAj-FAd_,_l)-F
j=1
d
h2(2A§+A+1+Z Z AiA; +ZZAA +2Ad+1A + A Adﬂ)} +O(h*) =

1 d+1 Zd+l1j - d+1Z o d+1 i—1
_5[21+2hZA +h2<ZA2+Z D A, +ZZAA>} o) =
d+1 d+1 ;-‘ri] o d+1 1112] 1
_[+hZA+ (ZA2+ZZAA +ZZAA)+Oh3) (2.18)
i=1 j=i+1 =2 j=1

Ezzel belattuk a kivant 6sszefiiggést. [

Pozitiv eredmény tehat, hogy a viszonylag egyszerdien realizalhato, elsérendi szekvencialis
splitting eljaras megfelels alkalmazéasaval masodrendben kozelit§ numerikus modszerhez ju-
tunk.

A belatott allitasunk azonban sok részfeladat, azaz nagy d esetén a gyakorlatban meglehet&sen
nehezen kivitelezhetd, hiszen példaul mar d = 5 esetén 5! = 120 féle sorrendben kellene
elgéllitanunk a splittingelt megoldast, hogy elérjiik a kivant mésodrendd pontossagot.
Csokkenteni tudjuk a kiszamolandé splittingelt megoldasok szamat azzal, ha az eredeti feladat
matrixanak olyan felbontasat adjuk meg, melyben kommutalé matrixok is szerepelnek. Lassuk
egy példan keresztiil, hogy ez hogyan is valésul meg.

d = 2 esetén nincs értelme errsl beszélni, hiszen ha A = A; + Ay és A1 Ay = Ay Aq akkor

exp (h(A; + Az)) = exp(hA;) - exp(hAs) + O(hP).

Tekintsiik tehéat azt az esetet, amikor d = 3, azaz A = A; + Ay + Az, és legyenek az A; és As
egymassal kommutalé méatrixok, azaz A; A3 = AsA;, ezt kihasznalva ekkor:

2

h
exXp (h(A1 + A2 + Ag)) =1 + h(Al + AQ + Ag) + E(Al + AQ + A3)2 + O(h3) =
— [+ h(Ay + Ay + Ag)+

h2
+ ﬁ(A% + A2+ A2 Ay Ay + AjAs + AgA) + AyAs + AsAp + AsAy) + O(RP) =

= [+ h(Ay+ Ay + Ag) + B(A2 + A2 4+ A2+ 24, A3 + A Ay + As Ay + A Ay + Az Ag) + O(h).

A maésodrendhez sziikséges 3! = 6 féle sorrend a kovetkezd:
exp(hA;) exp(hAsy) exp(hAs)

(I+hA1+h AZ+O(h >(I+hA2+h A2+O(h3)) <I+hA3+h A2+O(h3)) =

+ h(A; + Ay + Az) + h2( (AT + AZ+ A3) + A1 Ay + Ay A + A2A3> +O(h%), (2.19)

l\DI»—

exp(hA;) exp(hAs) exp(hAs)

h? h? h? ,
— (1 + hA; + —Af + O(h ) (1 + hAz + — A + (’)(h3)) <I + hA; + EA% + O(h5)) —

I+ h(A; + Ay + A3) + h2< (A2 + A2+ AD) + A Az + Aj Ay + A3A2) + O(h%), (2.20)

1
2

12



exp(hAs) exp(hA;) exp(hAs)

= (I+hA3+h—A§+O )<J+hA1+h A2+O(h3)> <1+hA2+h A2+0(h3)) =

=T+ h(A; + Ay + A3) + h2< (A2 + A2 + A2) + AzA; + AzAy + AlAQ) +O(h?*), (2.21)

[\Dlr—t

exp(hAs) exp(hAz) exp(hA;)

2
(1 + hAs + A2 + O(h ) (1 + hAy + — A2 + O(h3)) (1 + hA; + %A% + (’)(h3)) —

[\:Jlr—l

I+ h(A; + Ay + As) + h2< (A% + A2 + A2) + A3 Ay + A3 A, + Ay A, ) + O, (2.22)

exp(hAsz) exp(hAs) exp(hA;)

— (I+hA2+h—A§+O )<I+hA3+h A2+(9(h3)) <I+hA1+h A2+O(h3)) —

=T+ h(A; + Ay + A3) + h2< (A3 4+ A5+ A3) + Ay Az + A Ay + A3A1> +O(h?), (2.23)

l\:JIn—l

exp(hAsy) exp(hA;) exp(hAs)

= (1+hA2+h—A§+o ><I+hA1+h A2+(9<h5)> <I+hA3+h A +O(h3)) =

T+ h(Ay+ Ay + Az) + h2< (AT + AZ + A3) + A2 A + Ao Az + A1A3) + O(h%). (2.24)

l\DI»—

Kihasznalva a kommutalé matrixok jelentette egyszertiséget:

exp(hA;) exp(hAs) exp(hAs) = exp (h(A1 + Aj)) exp hAg), (2.25)
exp(hAs) exp(hA;) exp(hAs) = exp (h(As + Ar)) exp(hAs), (2.26)
exp(hAs) exp(hA;) exp(hAs) = exp(hAs) exp (h(A; + Ag)), (2.27)
exp(hAs) exp(hAs) exp(hA;) = exp(hAs) exp (h(As + Ay)). (2.28)
Az 6sszeadas kommutativitasat kihasznalva vezessiik be a kovetkezd jelolést:
Ay =A + A3 = A3+ Ay
Igy (2.25)=(2.26) és (2.27)=(2.28), azaz
exp (h(A; + A3)) exp(hAs) = exp(hAs) exp(hAs), (2.29)
exp(hAs) exp (h(A; + Az)) = exp(hAs) exp(hAy). (2.30)

Ez azt jelenti, hogy a harom matrixos felbontasbol adodo 6 féle sorrendben kiszamitott splitt-
ingelt megoldasok koziil négyet visszavezettiink két matrixbol allo felbontasu feladatra, melyek
koziil ketts-kettd megegyezik.

Az el6z6ekben bizonyitott 2.3.1.Allitas alapjan a modszer méasodrendd, ha

¢ | exp(hAr) exp(hAz) exp(hAs) + exp(hAr) exp(hAs) exp(hAs) + exp(hAs) exp(hAr) exp(hAs)+
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+exp(hAs) exp(hAs) exp(hAr) + exp(hAs) exp(hAr) exp(hAs) + exp(hAs) exp(hAs) exp(hA;)|.

Felhasznélva a (2.25)-(2.30) Osszefiiggéseket a kovetkezd feltételt kapjuk masodrendiiségre:

1
A exp(hA;) exp(hAs) exp(hAs) + exp(hAs) exp(hAs) exp(hA;)+

+ 2exp(hAy) exp(hAy) + 2exp(hAy) exp(hAs)|.

Tehat kommutalé matrixok esetén joval egyszertibb a masodrend elérése, hiszen ekkor hat he-
lyett csak négyféle sorrendben kell meghataroznunk a splittingelt megoldasokat, és a négyféle
sorrendbdl kettd csak két matrixbol allo felbontéasra vonatkozik.

Nézziik, hogy altaldnos esetben mennyire egyszertisodik a feladatunk.

Legyen A = Ay + Ay + ... + Ag, és tegyiik fel, hogy A;A; = A;A; ha ¢ # j. Ekkor az Gsszes
d! sorrend helyett d! — (d — 1)! = (d — 1)(d — 1)! sorrendben kell kiszamitanunk a splittingelt
megoldasokat és ezek koziil (d — 1)! esetén csak (d — 1) méatrix Osszegére felbontott feladatot
kell megoldanunk, a maradék (d —1)(d —1)! — (d — 1)! = (d — 2)(d — 1)! feladat esetén pedig
d méatrix Osszegére felbontott feladatot kell megoldanunk.

Ez természetesen tovabb egyszertisithetd, ha a felbontédsban tébb kommutéalé métrix is szere-
pel. Az egyszertisodés szamszertsitése egy komplexebb kombinatorikai probléméra vezethetd
vissza.

A masodrend elérése utan felmeriil a kérdés, hogy harmadrend esetleg elérheté-e a szamtani
kozepet alkalmazé modszer esetén.
Tehat legyen z,y € R, valamint legyen d = 2 és a kovetkez6t szeretnénk belatni:

x - exp(hA;) exp(hAs) + y - exp(hAs) exp(hA;)

exp (h(A; + 4y)) = oy

+ O(hY). (2.31)

Ekkor a bal oldal Taylor-sorba fejtve a kovetkezé alaku:
h? 2 h3 4
exp (h(A; + As)) = I + h(A; + As) + o (Art A2)" 4 2 (A + A+ O(hY) =

h2
=1+ h(A; + Ay) + 5 (A% + A3+ A1 Ay + A2A1)+
3

h
- i (Ai’ + A5+ ALAS + ATAg 4+ A A2 + ASAL + A1 Ar AL + A2A1A2) +O(hY).  (2.32)

A jobb oldal pedig a kovetkezdképp alakul:
x - exp(hA;) exp(hAs) + y - exp(hAs) exp(hA;)
rT+y

— i { ([+hA1+hA2+hA3+Oh4> I+ hA; + A2+hA3+O(h4))}
r+y

+O(h*) =

++{ (1+hA2+hA2+hA3+Oh4)<l+hA1+ A2+hA3+(’)(h4)>}—
Tty

{x - (I + h(A1 + Ay) + ° <§A§ + A3+ A1A2> + h3( + A3+ 1A3A, + %Aﬂ%))] +

1
Tty

Tty

+-L {y (1 + h(A; 4+ Ay) + 2 (%A% +AAZ 4 A A )+ 1P (% + §A3+ 2AZA; + %AzA“{»] =



T4y

=1 [(x + )+ h(x +y)(A + A) + h? <x (%Ai + 142+ A1A2> +y (%A% + 3A3 + A2A1> ) +

1 1 1 1 1 1 1 1
+HG@£+#&Gﬁ&+#ﬂ%+%#ﬁﬁ£+f%ﬁyw®ﬂ.@%)

A bal oldal (2.32) és a jobb oldal (2.33) pontosan akkor egyenlGek, ha az egytitthatoik meg-
egyeznek. Nézziik tehat a két oldal egyiitthatoit!

h? egyiitthatoi:

Ch) N (2.34)
(x+y)
h! egyiitthatoi:
+y) (A + A
(= +y) (A 2) = (A + Ay) = (A; + Ay) = (A + Ay), (2.35)

(z+y)

h? egyiitthatoi:
A jobb oldalon:

1 1 1 1

. 1 1 2 92 . 1 ZEAlAQ + yA2A1
—x+y(2($+y)(A1+Az)+$A1A2+?JA2A1>—2(A1+A2)+ Tty )
Ekkor:
1 rA Ay +yAA; 1 1
§(A1+A2) + x—i—y :§<A1+A2) +§(A1A2+A2A1>,
[L’AlAg + yA2A1 1
Tty = 5(141142 + A2A1)7
1 1
A1 A + yAl A = 5(26 +y)A1 Ay + §(I + y)As Ay,
U
1
r=1y. (2.36)

h3 egyiitthatoi:
A jobb oldalon:

1
r+y

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1
= (Gl et A+ 5 (o A+ (314 1Y) ) ) =

1
= —(A}+ A43) +

: (uﬁm+Aﬂ@+M£&+@ﬁ0,

1
2(x +y)
Ekkor
1

—(A} + AY) +

: GM%ﬁ%ﬁ@+M%m+&ﬁ0:

_

2(z +y)
1

=5 (Ai’ + A5+ ALAS + ATAy + Ay A3 4 ASAL + AjAQ AL + AZAlAQ),
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2(A2A; + AL AD) 4+ y(AZA, + ApA2)  AVAZ 4 ABAy Ay A2+ ARAL + ALARA + AsA LA,
2(x +y) B 6 ’

Kihasznalva a masodrendiiségre kapott feltételt, azaz x = y esetén a kivetkez6t kapjuk:

x(A%Ag + A1 A3+ A3A; + AQA%) _ AJAZ + A2Ay + AgA2 + AZA; + A1 As Ay + Ay AL Ay

4x 6
A%Ag + AlAg + A%Al + AQAf _ AlAg + A%AQ + AQA% + A%Al + A1 Ay AL + Ay A Ay
4 6 ’

A2Ag + AJA2 + AZA, + Ay A2 = 24, Ax A +2A5A1 Ay,

Atrendezésekkel és kiemelésekkel kapjuk meg végiil a harmadrendtiségre vonatkozo feltétele-
ket.

A%Ag — A1 A5A + AQAf — A AA + AgAl — Ay A Ay + AlAg — AyA1 Ay =0,
Al(AlAQ — A2A1) + (A2A1 — A1A2)A1 + A (A2A1 — A1A2) + <A1A2 — A2A1)A2 =0,
Ay [Ah AZ} + [Am A1]A1 + A [Az, AJ + [Ah Az]Az =0,

Felhasznélva a kommutatorokra vonatkozo kovetkezd 6sszefiiggést [A, B] =— [B , A], kapjuk,
hogy

Ay [Ab A2] - [Ah Az]z‘h — Ay [Al, Az} + [Ah Az]Az =0,
|:A17 [AlaAQ}:| + [[Ah Aﬂ, Az} =0,
|:A17 [AIJAQ]:| - |:A27 |:A17 A2]:| :OJ

A harmadrendtiség feltétele tehat:

{Al, [Al,AQ]} _ {AQ, A, AQ]]. (2.37)

Ami azt jelenti, hogy olyan két matrixbol allo felbontas esetén lesz harmadrendben pontos a
modszer, melyben a két matrix kommutatoranak elsé matrixszal vett kommutatora megegye-
zik a masik matrixszal vett kommutéatoraval.
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3. A vizsgalt aerodinamikai modell bemutatasa

Az el6z6 fejezetben ismertetett operatorszeletelési eljarasok hatékonysagat egy, a miiszaki
teriiletrdl vett, aerodinamikai modellen vizsgaltuk. A dolgozat ezen részében bemutatjuk a
modellt, valamint ismertetjiik azt az alakot, amelyre a késGbbiekben az operéatorszeletelési
eljarédsokat alkalmazzuk.

3.1. A kiinduléas

A vizsgalt modell alapjaul egy konkrét szélcsatornabeli kisérletbdl szarmazo adathalmaz szol-
galt, melyben egy repiil6gép szarnyara hato felhajtoerst (C;) vizsgaltak a szarny délésszogének
(aesr) fiiggvényében.

A kisérletben a NACA-0012-es koda szarnyprofiljanak viselkedését vizsgaltak.

A NACA-szarnyprofilok a Nemzeti Repiilésiigyi Tanacsado Testiilet (National Advisory Com-
mittee for Aeronautics [2] - NACA = a NASA el6dje az amerikai reptilési és trkutatési kuta-

tomunkakban) altal fejlesztett szarnyprofilok. A szarnyprofilok alakjat a "NACA" sz6 utén
allo szamjegyek sorozataval irjak le.

Az aldbbi 2. abran a kiilonb6z6 alakit NACA-szarnyprofilok, valamint a jobb oldalon a vizsgalt
NACA-0012-es profil lathato kinagyitva:

B

G008 2206 £306 2408 2506 2606 2706
P emm— P SO SO
e
0009 2209 2309 2408 2509 2609 2709
T e ey T T f .
oot 2212 232 2412 2512 2612 2712
B e [ —
0015 Z215 2315 2415 2515 2615 2715
e U s S s U e S N
co1a 2218 2318 2418 2518 2618 2718 i
ol 2221 2321 2421 2521 2621 - 272l
e — O
G- 4206 As06 Ja58 3505 4606 4706
0025 [ mm———
4209 4305 3409 4509 4609 4709
T, e, T e, T . %
aziz a3iz 412 a5z 4812 4712 = S e
< e g e
215 515 44is 4515 4E15 4715 M S e
T (e T T T ST SN D N R
4218 4318 4418 4518 4618 q718
422\ 4321 3421 - 4521 4821 - a7el
PR comm i — = N T, o T T, |, T,
6206 &30 6408 8508 6606 6708
e
6209 6309 8403 BE0S 6609 6709 [} ] 2 ] [} 5 05 0 1 03
i cstm——
gzle 6312 galz 5512 6612 5712
T [ BN
5215 Q&mi 6415 6515 6615 8715
5218 €318 6418 - 6518 - 6618 - 6718
8221 6321 6az! -— 6521 6621 - B721

2. abra. Bal oldalon: NACA-szarnyprofilok, Jobb oldalon: NACA-0012 szarnyprofil

A kiilonbo6z6 szarnyszelvényeket kiilonbozé repiilési kovetelményekhez vélasztjak. A szim-
metrikus szelvényeket példaul a miirepiils gépeken célszerd alkalmazni, amelyeknél gyakori a
haton repiilés. Az ivelt szarnyprofilokat pedig a kis sebességre tervezett repiilégépek esetében
hasznaljék, hogy ne legyen sziikség tulsdgosan nagy feliiletd szérnyra , hiszen minél iveltebb
a szarnyszelvény, annal nagyobb felhajtderd ébred rajta.

A kisérletben szerepld NACA-0012-es szarnyprofil a szimmetrikus profilok kézé tartozik és
tobbek kozott Cessna, Burns és Boeing tipusii gépeken is hasznaljak.

A szarnyakat a Wichitai Allami Egyetemen (USA) talalhato szélcsatorndban (Walter H. Beech
Memorial Wind Tunnel) tesztelték. A kisérletbdl szarmazo adatok, mérési eredmények a 3]
cikkben vannak b&vebben leirva. Ebbdl a cikkbdl szarmazik az altalunk vizsgéalt modell
alapjaul szolgald adathalmaz is.
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3.2. A modell

A mérési adathalmaz azt sugallja, hogy egy szakaszonként linearis modell felel meg a valo-
sagnak, hiszen az adatpontok elhelyezkedésébdl kiindulva egy szakaszonként linearis fliiggvény
illeszthets a pontokra, ez lathato a 3. abran.

1.4

oximation

ldahl & Klimas (1981)

1

12

Coefficient of Lift,
=
N
|
[
T
?

1 [

04— @
_%__ .__i | ] 08l .
: 11 5 2
= T T t Aq;lzujl\‘atk, o (dvg) . 06+ N
| /; ] 04
1 .

Yaf@_"}“k, [ L
MERNYED 4 ] i ]
1 5, L] L Cstall X switch Fpound

! 0 ‘ . ‘ ; ‘ . ‘ . .
L1 : 0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05

| efr [rad]

3. abra. Bal oldalon: Az [3] cikkben szerepls abra, Jobb oldalon: A kisérletbdl széarmazo
adatpontok, és a szakaszonként linearis approximacio a [4] cikkbdl

A szakaszonként linearis modell harom kitiintetett pontot tartalmaz, melyekre az avgar, Qswiteh
és pounag jeloléseket vezették be. Az agqy jelenti azt a d6lésszoget, ahol a felhajtdéerd novekves-
b6l csokkendbe megy at, mikdzben a hajlasszog tovabb novekszik, aiyien @z a pont, ahonnét
kezdve a felhajtoers tjra novekedni kezd, és végiil az apoung @ modell érvényességi tartomé-
nyanak végét adja meg. Szokatlannak ttinhet az cigay €8 Qigwiten, kK0zOtt intervallumon lathato
felhajtoers csokkenés, latva, hogy a délésszog egyre névekszik. Ennek fizikai magyarazata a
kovetkezs: a felhajtoers az auyqy doélésszog folott csokken mert az dramlas levalik, a késébbi
jboli novekedés az [switch, Mound] intervallumon az adramlas részleges visszatapadasa miatt
torténik.

Ekkor az igy kapott szakaszonként lineéris fliggvényt az alabbi moédon definialhatjuk:

CoQleff ha [aerr| < Qstan
Cilaesr) = c10ess +sgn(aerr)di ha agan < |oerr| < witen (3.1)

Coeff 4+ Sgn(esr)da  ha agyiten < |Qerr| < Qpound

A modellben szerepl6é paraméterek értékei az alabbi tdblazatban lathatoak:

Paraméter Co &1 C2 dl d2 stall Qswitch Qpound
Erték 5.932 | -6.846 | 2.662 | 2.56 | -0.2515 | 0.2 rad | 0.2957 rad | 0.4712 rad

A vizsgalt aeroelasztikus rendszert leir¢d differencidlegyenlet-rendszer:

my + ¢,y + kyy = —L(Cl(aeff)), (3.2)
Loy + Cadv + kg = M (Cifacsy)),
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ahol y jeloli a fliggdleges elmozdulast, a pedig a szog megvéltozasat.
Figyelembe véve a rendszer pillanatnyi mozgéasat az o, sy szog a kovetkez6képpen szamithato:

O./eff:Oz—f-g, (34)

U

ahol U a szélcsatornaban lévé dramlas sebességét, avagy a valosagban a vizsgalt repiilégép
sebességét jelenti.

A differencidlegyenlet-rendszer jobb oldalan szerepld fiiggvények a kovetkezdképpen adhatoak

meg:

L(Cilaess)) = pU?bSCilcvesy),
M(Ci(aesr)) = pUb*SCi(aveyy).

(3.5)

A (3.2)(3.3) rendszerben megjelend paraméterek az alabbi téablazatban lathatoak:

Paraméter | Magyarazat Ertéek /Meértékegység
b a szarny-keresztmetszet hosszanak fele 0.1064 m
S a szarny fesztévolsaga 0.6 m
m a szarny tomege 12 kg
k, linearis rugoallando 2844.4 N/m
ke torzios rugoallando 2.82 N/rad
Cy az y csillapité egyiitthatoja 27.43 kg/s
Cla az « csillapito egyiitthatoja 0.036 kg m?/s
I, a tomegkozéppont tehetetlenségi nyomatéka 0.0433 kgm?
p a levegd strtisége 1.2 kg/m?
M aerodinamikai nyomaték Nm
L aerodinamikai felhajtoeré N
U a repiilé sebessége m/s

3.3. A dimenziétlan modell

Ezek utan az el6z6ekben megadott egyenleteket dimenzidtlanitjuk az L hosszusag, a T id6
mértékek, valamint a dimenziotlan p > 0 aramlési sebesség segitségével, melyeket a kdvetke-
z6képp irhatjuk fel:

2 Icg
L* = pb2S Ky

K= T/

Az (3.2) egyenlet dimenzidtlanitasa:

Tekintsiik a kovetkezd transzforméaciot: y = Ly és t = 71T, ekkor:

0Ly 0Ly .
7 —— +k,Ly=—L . ,
ma(TT)Q + Cy@(TT) + ) (Cl<a ff))
ahonnan
G A k@T2~<___fT2
J' Y+ == = = L(Cilaess))
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Az egyiitthatok:

ﬂ —Cy E = C ﬁ = Cy =
m m Y\ m?2 k,m =
k:yT2 _ky% _
m  om
2 TU? 1 I, 1
——— pUbSCi(acyy) 7 pbSCilaey) = —p pbjs F—pbSCilaey) =
Icg
pb25s
I.,p?b%25% 1 /LegpS
2 [Leg 2 g
= — ——— —C e = —u-C e ’ >
WA= g Cileers) = =i Cilaeys) - =
I.,pS

= Pa2.
m

Igy megkaptuk a (3.2) egyenlet dimenzi6tlanitott alakjat:

J"+p¥ + G = —pap®Ci(aeysy)-
A (3.3) egyenlet dimenziotlanitasa:

Tekintsiik az o« = La és t = 71 transzformaciot, ekkor a (3.3) egyenlet a kovetkezd alaku lesz:

OaL OaL

fogiery ey Rk =M )

ahonnan

vy T, kel T?
[0 (0]

= M(Cilagrs)).
L. LTI (Cilevesy))
Az egyiitthatok:
caT_Ca /T_y_ca mo
Ly Ly Iy ky o

koT?  kay,  kym
Lol L, Ik, %

cg cg
T2 T2 T2U? 1

.M eff)) = - pU?b? off) = - — - pb*SCi () =
T.L (Ci(aery)) L pU=b"SCi(aeyy) TP 1(ery)

cg

T2U? 1
=7 'Z'Cl(aeff)zﬂ2cl(aeff>-

Igy megkaptuk a (3.3) egyenlet dimenziétlanitott alakjat:
o + p3a’ + paa = p2C0ep).

Ekkor (3.2)(3.3) egyenletrendszer dimenziétlan alakja:
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?j” + plgl + g = _pQMQCl(aeff>7 (37) Qeff = + —gj'. (39)
o + ps’ + paar = p2Ci(agy), (3.8) 8
Az elsbb kiszdmolt py, po, p3, ps paraméterek osszefoglalva:

T plegS — fa /M — kam
pl A/ mky ’ p2 - m ) p3 Icg ky ) p4 ICgky ’

Ezek utdn méar egyszert behelyettesitésekkel megadhatéak a harom kiilonb6z6 szakaszra vo-
natkozo dimenziétlanitott differencialegyenlet-rendszerek.

Az els6 szakasz, azaz — s < Qepp < Qg €setén:

~// ~/ ~ 2 2 1 ~/ 2 ~/
Y Py Y= papiiCoQery = —p2pCo| @+ ;y = —D2jt” Cox — P2fiCoY
" ! 2 2 1 ~/ 2 ~/
Q"+ P3¢ + Py =7 CoQieff = |47 Co oz—l—;y = oo + pcoy .
Tehat az aldbbi egyenletrendszert kaptuk erre a szakaszra:

§" + (pr+ papco)§' + § + papPeoa = 0, (3.10)
o + psa’ + (pa — pPco) o — peoy’ = 0. (3.11)

A masodik szakasz, azaz gy < |Qefr| < Qgwiten esetén:

7"+ iy + 5 =— pap” (Cr0eps + sgn(aepr)dy) = —popi’ey (a + %z}’) — pop®dy sgn(oesy) =
= p2,u20104 - pQMCL@/ - p2M2d1 sgn(aeff),
o + psa’ + paa =p* (crovess + sgn(aepp)di) = e (a + %3}’) + piPdy sgn(aesp) =
=p’cia + per§ + pPdy sgn(aery).
Erre a szakaszra az alabbi egyenletrendszert kaptuk:

J"+ (p1+ p2pcr)§ + G+ pap’eroe = —popdy sgn(aeyy), (3.12)
o 4 p3 + (py — pPer) o — per§’ = pPdysgn(aegy). (3.13)

Végiil a harmadik szakasz, azaz agyiten < [Qeff| < Qpound €setén:

J" + 1 + 5 = — pap® (Cacvess + sgn(aeys)da) = —papi*es (a + %?J’) — popdysgn(aery) =
= — pap’cac — papicall — popi’da sgn(ceysy),
o + psa + paa =p* (co0vers + sgn(aepp)ds) = e (a + %ﬂ') + piPdysgn(aesp) =
= oo+ pcoy + pids sgn(aesr).
Tehat erre a szakaszra az alabbi egyenletrendszert kaptuk:

J" 4 (p1+ p2uca) i + G+ pap’eace = —popdy sgn(aeyy), (3.14)
o + p3a’ + (p4 - ,U202)04 — pcay = pid; sgn(ceyf)- (3.15)
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3.4. A linearizalt modell

Alkalmazzuk az atviteli elvet a dimenziétlanitott modellre:
Legyenek az 4j ismeretlen fiiggvények:

7 ! — _
rr =Y, To =1, I3 = «, Ty = Q.

Ezek alapjan az x vektor a kdvetkezs:

x:(:vl To T3 .T4)T.

Igy kapjuk meg altalanosan a harom szakaszra az alabbi linearis rendszereket, melyek részletes
levezetése alabb lathato:

x =Agx xe Xy uuxy, (3.16)
x =A;x — B x € Q7 UXT, (3.17)
x =Ayx — By x € Q, UXy, (3.19)
x =Aox + By x €YU, (3.20)
ahol £ =0,1,2és = 1,2 esetén:
0 1 0 0 0
| 1 —(pr +papcr)  —pPcepo 0 | —par?dy
A= 0 0 i B = ) . (3.21)
0 Crfb —(ps — cupt®) —ps p2d

Tehat akkor részletesen, el@szor nézziik az elss szakaszra vonatkozo modellt, azaz a (3.10)(3.11)
rendszert:

Ekkor:
xll = g/ = Ty,
I~ 2
ry =4 = —(p1 + papico)Ta — T1 — Paji~cors,
Ty = =y,
wy = a" = —psxy — (p1 — pPco)xs + picoms.

Igy kapjuk az alabbi linearis rendszert az els6 szakaszra:

zy | _ [ 1 —(p1 + p2pico) — P cops U I 2
) 0 coft —(pa — cop®) —ps 4

Ezutan nézziik a méasodik szakaszra vonatkozo modellt, azaz a (3.12)(3.13) rendszert:

~

xll = g = x27

zy = 4" = —(p1 + popc1) o — 1 — p2u201$3 - pz/fdl sgn(cesys),
xy=a = 1y,

zh =" = —p3xy — (p1 — pPer)ws + peizy + pPdy sgn(agsy).
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Igy kapjuk meg az alabbi inhomogén linearis rendszereket a méasodik szakaszra:
Ha sgn(a.sf) = —1:

x} 0 1 0 0 T 0
37,2 _ =1 —(p1 + papcy) —piPerps 0 | 22| _ —pop®dy
$/3 0 0 0 1 T3 0 !
)y 0 C1p —(ps —c1p®) —p3 Ty widy
Ha sgn(a.sr) =1
) _ =1 —(p1 + papca) —pPe1ps 0 | 22 X —papi®dy
xh 0 0 0 1 T3 0
) 0 cipt —(pa —cp®) —ps 4 (*dy

Végiil nézziik a harmadik szakaszra vonatkozo modell, azaz a (3.14)(3.15) rendszer lineariza-
lasat:

~

xll = g = T2,

55/2 =7 = —(p1 + papca)re — 1 — p2M2021B3 - p2#2d2 Sgn(aeff),
xy=a =y,

zh =" = —p3xy — (ps — pPea)w3 + peazy + pPda sgn(ayy).

Igy kapjuk meg az alabbi inhomogén linearis rendszereket a harmadik szakaszra:
Ha sgn(oess) = —1:

z, 0 1 0 0 1 0
Ty I —(p1 + papics) — i caps O 1 |z2| _ —paji*ds
2, 0 0 0 1 s 0 )
T 0 Cafd —(ps — cop®) —p3 Ty p2ds
Ha sgn(a.sr) =1
) 0 1 0 0 1 0
Ty _ —1 —(p1 + papics) —piPcaps 0 1 [ n —popids
xh 0 0 0 1 T3 0
T 0 Cob —(pa — Cz,MQ) —P3 Ty ,u2d2

A (3.16)-(3.20) képletekkel megadott rendszerek értelmezési tartomanyai a kovetkezsképpen
definialhatoak:

0Y .= {x eR*: |xg + 2o /u| < astall}a

57 = {x € R 1 33+ 20 /1 = Lagan

Q = {x eRY: —agay > T3+ To/p > _aswitch}a
Qf = {x e R agan < T3+ Tofp < aswitch}y
Y3 = {x € R x5+ 22 /1 = Lasuiten ),

Q, = {x ER* a5+ ao/p < _aswitch}a

QF = {x e Rt 3+ 22/p1 > Qsuiten }-
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Q,

4. abra. A felbontés az xox3 sikon

Az 1. abréan lathatjuk, hogy a kisérletbdl szarmazo adathalmaz utolsé pontja az qpoung adat-
pont. Az ehhez tartozo tartomany a kdvetkezd:

Egi = {X € R4 T X3+ 3}2//,L = iabound}'

5
5. abra. A felbontas az zow3 sikon a Y3 hatarokkal kiegészitve

A vizsgéalat soran az 0 tartomanyokat nem korlatozzuk, igy a Y3 hatarokat egyelére nem
vessziik figyelembe.
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4. A modell egyenstlyi helyzetei és stabilitasvizsgalata

4.1. A stabilitasi kritérium

A rendszer leegyszertsitése és lesziikitése utan vizsgalhatoak az egyensilyi helyzetek és ezek
viselkedései. Els6 1épésként keresniink kell valamilyen stabilitasi kritériumot:

Az egyensulyi pontok stabilitasanak meghatarozésara a Liénard-Chipart stabilitasi kritériu-
mot [5] alkalmazzuk.

A kritérium:
Vegyiink egy valés polinomot:

p(2) = ap2" +a12" M4 - an_12 +ay.

Ehhez a p polinomhoz tartozé nxn-es H Hurwitz matrix [5] a kovetkezo:

ay az as ... ... ... 0 0 0
ag Ao Ay
0 ay das
ag Qg . 0
0 a an
ao e ap—1 0
0 Ap—2 Qp,
ap—-3 Gp—1 0

0 0 0 ... ... ... Quea Gp_2 ap
Jelolje:
Ai(p) = det(a1),
_ ay asg
Ag(p) = det (ao a2> s

a1 az as
Az(p) =det |ay as a4 ],
0 a; as

Az Ag(p) determinansokat Hurwitz determinansoknak nevezziik.

A jelolések felhasznélaséval a Liénard-Chipart stabilitasi kritérium a kovetkez6t mondja ki:
Egy p polinom Hurwitz-stabil akkor és csak akkor, ha az alabbi 4 feltétel koziil valamelyik
teljesiil:

l.a, >0,a,-9>0,...,A1>0,A3>0,...
2.0, >0,0,_0>0,...,0,>0,A4 >0,...
3.anp>0,a,_1>0,a,3>0...,A1 >0,A3>0,...
4.a, >0,a,_1>0,a,_3>0...,0,>0,A4 >0,...
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A stabilitasvizsgéalathoz els6 lépésként hatarozzuk meg az Ay, (k= 0,1, 2) matrix karakterisz-
tikus polinomjat:

-1 - _ 2

Ri(p) = det(Ay — A\I) = det 1 (p1 + papicy) — A (A cppa 0 _
0 0 -\ 1
0 Ckfb —(ps — cxp®) —p3 — A

Az elsG sor szerint kifejtve a kovetkezot kapjuk:

—Cpptp2 —p1 — A —pPerps 0 -1 —pPepe 0
=— )\ -det 0 —A 1 —det| O - 1 =
Cplh Ck,ug — Py —P3—A 0 CkM2 — Py —pP3—A

) 1 0 1
— M (—eppps — pr — \) - det — 2eps - det -
(( CklP2 — D1 ) - de (ck/f—m _p3_>\) W Cgp2 - de (Ck,u —p3—)\)>
) 1 0 1
— [ — det 2 - det =
( ¢ (ckMQ—m —p3—)\> TGP - de (0 —p3—)\))
=— A(( — cpppz — p1 — N) (= AM(=p3s — A) = (cupt® — pa) + pPcipo - Ckﬂ) —

- ( — (= A=ps = A) = (ewpr” —m))) =

=M+ N3 (p1 + p3 + capap) + N1+ pips + pa + cpapspt — e )+
+ A(p3 + P1pa + crpapapt — cxpiit?) + pa — cppi. (4.1)

Vezessiik be az alabbi jeloléseket:

ai(k, ) = p1 + ps + pacii,

az(k, p1) = 1+ p1ps + pa + Cupopspt — Crpt’,
az(k, (1) = p1pa + p3 + papacit — progpt’,
as(k, p) = ps — cxpt

Ezekkel felirva kapjuk meg az Aj matrix Ry(u) karakterisztikus polinomjat:
Rk(ﬂ) = >\4 + al(ka :u))‘g + G’Q(kv M))\Q + CL3U€, /JJ))\ + CL4(]€, /JJ> (42)

Ekkor a Hurwitz matrixunk a kovetkezs lesz:

al(ka M) a3(k7 M) 0 0
1 aQ(k’ :u) a4(k’ :u) 0
0 a1 (ka M) a3(k7 M) 0
0 1 CL?(kv :u) CL4(]€, :u)
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A Liénard-Chipart kritérium elsd feltételét alkalmazva kapjuk meg a stabilitasi feltételeket:

as(k, 1) =1+ ps + p1ps + Papscrps — cxpp® > 0,
(14(]5, M) =P4 — Ckﬂ2 > 07
Ay (k, 1) =ay(k, 1) = p1 + p3 + pacepr > 0,

ay(k, i) az(k, p) 0
Az(k, p) =det 1 as(k, 1) a4(Z7 )| =

1

0 ai(k,p) asz(k, p)
as(k, , as(k, 0

=a1(k,M)~det( 2Ek Z ag(;{,ﬁg) ~det (af ¢ 53 ag(m)) _

=ay (k, u)az(k u)as(k‘ ) — ai(k, wag(k, @) — ag(k' ) =

=p1ps + Pip; + P1Ps — 2p1pspa + Pipspa + Pip3Pa + Pipspit

+(c3paps + 263]?1]?2]0% + C3pap — 2¢3pap3pa + 3C3PIP2p3Pa + 2031 PapaPa + C3Papap;) it

+(2c3p1ps — 63p1p3 CspepE + CpEpE — 2esp1psps + 3Ep1papsps + Gpapips) P+

+(03p1p2 + 03]92]73 203]7%]72]?3 — c§p1p2p§ — C§p1p2p4 — c§p2p3p4 + Cgpgp3p4)ﬂ3+

+(c3p3 + 3pips — c3p1psps — Aapapa) it + Apipap® > 0.

Tehat osszefoglalva, a stabilitési feltételek a kovetkezdk:

as(k, p) > 0, (4.3)
ay(k, @) > 0, (4.4)
Ak, p) = ar(k, p) >0, (4.5)
Ag(k, 1) = a1 (k, i) (ag(k, pas(k, 1) — ar (k, plas(k, 1)) — a3k, p) > 0. (4.6)

A stabilitasi kritérium felirdsa utan, mindhérom szakasz stabilitasvizsgalatat kiilon-kiilon
targyaljuk az aldbbiakban.

4.2. Az elsd szakasz stabilitasa

Vizsgaljuk elGszor az els6 szakasz, azaz a (3.16) rendszer egyensilyi pontjait.
Mivel (3.16) homogeén lineéris differencialegyenlet-rendszer, ezért az egyensulyi pontja az ori-
g6 lesz.

MegfelelGen kicsi i értékek mellett teljesiilnek az el6zGekben meghatéarozott stabilitasi felté-
telek (4.3)-(4.6), azaz az origo stabil egyensulyi pont lesz.

i =0 esetén az Ay matrix sajatértékei:

A =—0.0743 4+ 0.9972¢,
Ao = —0.0743 — 0.99727,
Ag = — 0.0270 + 0.5235¢,
A

4= —0.0270 — 0.5235:.
A p paraméter értékének novelésével a \; és Ay sajatértékek mozgasa kicsi és végig a komplex
bal félsikon maradnak. Azonban a A3 és A4 sajatértékek képzetes részei a 0-ba tartanak, a
i = 0.2149 paraméterértéknél Gsszelitkdznek és valos sajatértékekké valnak a komplex bal
félsikon.
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Az origo elveszti a stabilitdsat, ha egy sajatérték atlép a komplex jobb félsikra. Ahhoz,
hogy megtudjuk, hogy ez mikor kovetkezik be, meg kell hataroznunk a legkisebb olyan p
paraméterértéket, amelyre a (4.3)-(4.6) feltételben szerepl egyenl6tlenségek koziil barmelyik
sériil.

Keressiik az alabbi egyenletek pozitiv gyokei koziil a legkisebbet:

— N N
|

o o o o

=~~~
e
© oo

— N N

(4.7) egyenlet gyokei: g = —0.4646 < 0, us = 0.5041 > 0.
(4.8) egyenlet gyokei: py = —0.2152 < 0, pp = 0.2152 > 0.
(4.9) egyenlet gyoke: p = —81.6278 < 0.
(4.10) egyenlet gyokei: egy negativ valds, a tébbi komplex: gy = —0.7504 < 0, po3 =
—0.0537 4 0.34224, pys = 0.0840 £ 0.3164.

A
A
A
A
Tehat ezek koziil a legkisebb pozitiv érték a p = 0.2152, azaz ennél a paraméterértéknél nem
teljestil a (4.4) feltétel, igy az origo instabil egyensilyi ponttéa valik.

Az origd stabilitasat lathatjuk a p fiiggvényében az aldbbi dbran:

STABIL INSTABIL
@
n=0.2152

oe

4.3. A masodik szakasz stabilitasa

Az els6 szakasz egyensiilyi pontjainak vizsgalata utan nézziikk a masodik szakaszt is, azaz a
(3.17)(3.18) rendszereket.

Tehat az x = A;x £+ B; rendszerek egyensulyi pontjai:

) —P2P4
_ dip 0
Ef=FA7'B=5—"— 4.11
! 01M2 — P4 1 ( )
0

melyek a p—0.2148 értéknél jelennek meg, mint stabil egyensilyi pontok.

Hasonlban az els6 szakaszhoz, ebben az esetben is az E* egyensilyi pontok elvesztik a stabi-
litdsukat, ha az A; méatrix valamely sajatértéke keresztezi a képzetes tengelyt.

Ahhoz hogy lassuk, hogy ez mikor kovetkezik be, meg kell taldlnunk azt a legkisebb pozitiv
p paraméterértéket, ahol a (4.3)-(4.6) feltételek valamelyike sériil.

Azaz keressiik meg az alabbi egyenletek pozitiv gyokei koziil a legkisebbet:



(4.12) egyenlet gyokei komplexek: 1.9 = 0.0004 % 0.4329:.
(4.13) egyenlet gyokei szintén komplexek: p; 5 = £0.2003:.
(4.14) egyenlet gyoke: p = 2.0122 > 0.

(4.15) egyenlet gyokei két negativ valos, egy pozitiv valos, a tobbi komplex: p; = —0.7679 <
0, pta = —0.0155, p13 = 0.3034, 145 = 0.1481 = 0.7211i.

A
A
A
A

Ezek kozil a legkisebb pozitiv a u = 0.3034 érték lesz, ezen paraméterérték mellett mar nem
teljesiil a (4.6) feltétel, azaz itt valnak instabilla az E* egyenstlyi pontok.

Az alabbi abran az E* egyenstlyi pontok stabilitasat lathatjuk a p fiiggvényében:

STABIL INSTABIL
* * * )
n=0.2148 U =0.3034 M =0.3895

oe

4.4. A harmadik szakasz stabilitasa

Végiil vizsgaljuk meg stabilitas szempontjabol a harmadik szakasz, azaz a (3.19)(3.20) rend-
szereket.

Az egyensilyi pontok kiszamitasa:
%X = Ayx + B, rendszerek egyenstlyi pontjai EF = FA;' By, azaz

—p1pa—copapaptcoprp?  —patepp®  copapsy® capap? 0 dapapap®
pa—cap? pa—cap? pa—cap? pa—cap? ) pa—cap?
o 1 0 0 0 _ —dopopt® | 0
2 = caph 0 = S— 0 R =
pa—cap? pa—cap? pa—cap? do1i? pa—cap?
0 0 1 0 2
(4.16)

Az egyensilyi pontok viselkedése:

A tovabbiakban megvizsgaljuk, hogy mely u paraméterértékek esetén esnek a (4.16) képlettel
kiszamolt egyensilyi pontok a 3. szakasz érvényességi tartoményaba, azaz, hogy mikor teljesiil
Ef eXiuQg és By € 3, UQ;.

Kiilonboz6 paraméterértékek esetén vizsgaltuk az Ey egyenstlyi pontok elhelyezkedését az
xrox3 stkon. Ez lathatd a kdvetkezd négy dbréan.

1=0.28 = 0.3212
L) 5
® E'2
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A bal fels6 abran p = 0.28 érték esetén lathatoak az egyensulyi pontok. Ebben az esetben a két
egyensulyi pont az ellentétes félsikon tartozkodik. Novelve a p paraméter értékét p = 0.3212
esetén az egyensiilyi pontok helyet cserélnek és a sajat tartomanyukba keriilnek, azaz: Ef €
Q5 és By € Q. Ettsl a paraméterértéktdl kezdve, és azt tovabb novelve, az egyenstlyi pontok
monoton csokkend sorozatot alkotnak. A bal alsé abran p = 0.35 érték esetén lathatoak az
egyensilyi pontok, a jobb alsé abran pedig p = 0.3895 érték esetén. Lathatd, hogy ennél
a paraméterértéknél érik el a EQi egyeneseket, amelyek elvalasztjak egymastol a masodik és
harmadik szakaszra vonatkozo6 tartomanyokat. Ennél nagyobb u értékek esetén a 3. szakasz
egyensilyi pontjai mar nem az erre a szakaszra vonatkozo6 tartoményokban haladnak.

Mindkét egyenstlyi pont a > 0.3212 értékek esetén jelenik meg a rajuk vonatkozo tartomé-
nyokban.

Formaélisan is kiszamithatd, hogy mely paraméter érték esetén metszik a harmadik szakasz
egyenstilyi pontjai a X5 és a ¥, egyeneseket:

doyi®

DPa — 02M2

A switchP4
=4/ =~ 0.389%. 4.17
H d2 + Colswitch ( )

Ezek alapjan tehat a harmadik szakasz egyensilyi pontjai a 0.3212 < p < 0.3895 paraméter-
értékek esetén esnek a rajuk vonatkozo tartomanyokba (Q3-ba és Q5 -ba).

= Oswitch,

A 6. és 7. abran az EJ egyensilyi pontok z; és z3 koordinatdinak viselkedése lathaté a p
fiiggvényében.

Megjegyezziik, hogy elegendd csak az egyik egyensiilyi pontot vizsgélni, hiszen a két egyensulyi
pont szimmetrikus egymasra.

A 0.3212 < p < 0.3895 paraméterértékek esetén az F, egyensilyi pont x5 koordinatéjanak
értéke monoton csokkend, ahogy azt az el6z6ekben mar sejteni véltiik. Tehat lathato, hogy a
Y3 U Q5 tartomanyban az E egyenstlyi pont monoton csokken. A szimmetridbol adodéan
az E, egyensilyi pont pedig monoton névekvs sorozatot alkot.

Az E egyenstlyi pont x; koordinatéja az el6bb kiszamolt paraméterértékek kozott monoton
novekve lesz.
Hasonloan a szimmetria miatt az E; egyensulyi pont z; koordinataja monoton csokkend lesz.

30



Az E; egyens yi pont x , koordinataja a mu figg
2
¥ Az érvényességi tartomanyon Kva
mu=0.3212

15 Az érvényességi tartoményban

. ,
05 e

mu
- o ! I I I \ \ \ \
=
e Mﬁ 03 0.3 0.34 0.36 0.38
05~ N 4
****
*‘*’
*
*
Ry ** |
*
*
1.5~ * -
*
-2 e

6. abra. Az E; egyenstlyi pont x3 koordinatdjanak viselkedése a i fiiggvényében

AZE; eg alyi pont x | koordinataja ése a mu fiiggvény
0.02
* Az érvényességi tartomanyon Kivil
mu=0.3212
* Az érvényességi tartomanyban
0.015—
*
0.01 — T
*
*
*
0.005 — ** -
L
»MM mu
< 0 \ I ! ! ! ! !
0.22 0.24 0.26 0.28 0.3 0.3 0.34 0.36 038

-0.005 —
0.01 ,
-0.015— -
-0.02

7. abra. Az B egyenstlyi pont z; koordinatajanak viselkedése a yu fiiggvényében

Stabilitasvizsgalat

A (4.3)-(4.6) képletekkel felirt stabilitasi feltételt alkalmazzuk ismét. Ha a stabilitasi krité-
riumban szereplé egyenlGtlenségek teljesiilnek, akkor az egyensilyi pontok stabilak. Nézziik,
meg, hogy mely paraméterértéknél valnak instabilla, azaz sériil valamelyik egyenl&tlenség.

Az alabbi egyenletek gyokei koziil keressiik a legkisebb pozitiv p-t.

az(2, ) =0,
as(2,pn) =0,
Ay(2, 1) =0,
As(2, 1) = 0.

A (4.18) egyenlet gyokei: pu; = —0.693794 és sy = 0.694588.
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A (4.19) egyenlet gyokei: pu; = —0.321295 és ps = 0.321295.

A (4.20) egyenlet gyoke a p = —5.17487.

A (4.21) egyenlet gyokei: py = —1.53678 valos és pas = —0.0673721 £ 0.5177961, a5 =
0.110283 + 0.491108: komplexek.

A gyokok koziil a legkisebb pozitiv a p = 0.321295.

Az A, matrix sajatértékeinek vizsgalataval is ellendrizhetjiik a stabilitdst. Az A, matrix
sajatértékeinek mozgésa kévetheté nyomon az alabbi 8. abran.

A sajatertekek mozgasa

Imaginary part

1

pu=0.3208 esi- n=0.3212

Real part

1=0.3895

8. abra. Az A, métrix sajatértékeinek mozgasa

A p paramétert 0 és 0.4 kozott valtoztatva vizsgaltuk az A, métrix sajatértékeinek valtozésat.
Kezdetben két komplex konjugalt par sajatérték lathato, ezek kozil az egyik par (az dbran
fekete és zold szinekkel jelolve) végig a komplex bal félsikon marad és mozgasuk nem szamot-
tevs. A masik par (az abran piros és kék szinekkel jelolve) mozgasa azonban méar jelentdsebb,
hiszen a u paraméter novelésével gyorsan kozelednek egymashoz, p = 0.3208 esetén Osszetit-
koznek a valds tengelyen és innen mar két kiilonboz6 valos sajatértékként mozognak tovabb.
Az egyik (piros szinnel jelolve) —oo felé tart, a masik (kék szinnel jelolve) pedig p = 0.3212
esetén keresztezi a képzetes tengelyt és tovabb ndvelve a paramétert +oo felé tart.

Osszegezve tehat azt kaptuk, hogy a szakasz egyenstlyi pontjai a o = 0.3212 paraméterérték-
nél jelennek meg a harmadik szakasz érvényességi tartomanyaban, mint instabil egyensulyi
pontok és a p = 0.3895 paraméterérték eléréséig haladnak az érvényességi tartoményban.

Az EF egyenstlyi pontok stabilitasat lathatjuk az alabbi abran u fiiggvényében:

INSTABIL
* d ’
n=0.3212 K =0.3895

oe
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4.5. Bifurkaciés diagramok

A folytonos modell harom szakaszanak egyiittes stabilitdsat lathatjuk a kovetkezd bifurkacios
diagramokon, melyek esetén az egyensulyi pontok nem nulla koordinatait (z; és x3) abrazoltuk
a i paraméter fiiggvényében.

Pirossal szinnel lathatd az els§ szakasz egyenstilyi pontja, azaz az origd, zold szinnel a méa-
sodik szakasz BT egyensilyi pontjai, valamint kék szinnel a harmadik szakasz Ei egyenstlyi
pontjai.

A folytonos vonal jeloli, hogy azon paraméterértékek esetén az egyensulyi pont stabil egyen-
salyi helyzetd, a szaggatott vonal esetén pedig instabil egyensulyi helyzet.

2 107 | : ; Bifuvkécién‘s diagram ‘ ‘
W 2. szakasz egyensilyi pontial
i 5 ;) szakasz egyensilyi pontai| |
p=0.3034
e p=0.3895
— ettt
1 i T ]
u=02148
05 &
p=0.2152
T —— e nerara e rara s rEaE s sEEREaEsEasEEEEsESsEasEERssRsssssesssrsssens |
05 -
—
e 1=0.2148 T .
it e 1=0.3895
n=0.3034
15 o =
2 il 1 il 1 1 o 1 1
0.1 0.15 02 0.25 03 0.35 04 045 05

mu

9. abra. A harom szakasz egyensulyi pontjainak (x; koordinatajanak) létezése és stabilitésa a
u fliggvényében

Bifurkacios diagram

2 T T T T = T
H s 1 578KESZ EGyENSlYi pONtja
2. szakasz egyensiiyi pontjai
L m— szakasz egyensilyi pontai|_|
1 % s
0
0.3895
05 ey =uU. =
.
1=0.2152 ———
X o
05 -
p=0.2148
n..
A 3 B
5
N
15 : =
H
2 1 L 1 I I I I
0.1 0.15 02 0.25 03 0.35 04 045 05

mu

10. dbra. A harom szakasz egyensilyi pontjainak (z3 koordinatajanak) létezése és stabilitasa
a u fliggvényében
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5. Operatorszeletelés alkalmazasa a vizsgalt aerodinamikai
modellre

5.1. Matrixfelbontasok

Ahogyan az el6z6 fejezetben lathattuk, a linearizalt modellt megad6 Ay (k = 0,1,2) matrix
a kovetkezd:

0 1 0 0
| =1 —(p1 + papck) —12crpo 0
A= 0 0 1 |- (5.1)
0 Crl —(pa — cept®)  —ps

A matrixok mindharom szakasz esetén ugyanolyan strukturajiuak, csak az értékek esetén je-
lentkeznek kiilonbségek. Ennek koszonhetSen a matrixfelbontésokat nem kell kiilon-kiilon
targyalnunk a kiilonb6z6 szakaszok esetén, hanem ezt altalanossagban tehetjiik meg.
Tekintsiik tehat az altalunk vizsgalt felbontasokat.

Az els6 és talan a legkézenfekvbb Gtlet, amikor a matrixot két masik matrix dsszegére bontjuk
fel a kovetkezSképpen:

Ay = A + A3, (5.2)
ahol £ =0,1,2 esetén
0 1 0 0 0 O 0 0
|0 —(p1 + papcr) —pPerpy 0 2|10 0 0
k 0 0 0 I k 0 O 0 0
0 0 0 —p3 0 crpr —(ps—cep®) 0

Az A} matrix egy fels6 haromszogmatrix, mig az A? egy szigortan alsé haromszogmatrix ez
utébbi egyben nilpotens matrix, melyre (A7)™ = 0 € R*** Vm > 2 esetén. Ez azt ered-
ményezi, hogy a matrix exponencidlisa pontosan kiszamithato, hiszen a végtelen exponenci-
alis sorban a matrix négyzetesnél magasabb hatvanyai elttinnek. Igy a splitting modszerek
realizaldsakor az A? méatrixszal megadott részfeladat megoldasa minden lépésben pontosan
szamithato.

Ezek utan felmeriil a kérdés, hogy lehet-e olyan felbontast adni, melyben minden métrix expo-
nencialisa pontosan szamithato. Természetesen igen, ha az el6z6 (5.2) felbontasban szerepld
A} felsé haromszogmatrixot felbontjuk egy diagonélis és egy szigorian fels§ hdromszogmat-
rixra, maris eljutottunk egy ilyen felbontashoz. Ekkor tehat az eredeti métrixot harom masik
méatrix osszegeként frhatjuk fel a kévetkezdképpen:

A= A+ A2 4 A2, (5.3)
ahol £k = 0,1, 2 esetén
01 0 0 0 0 0 O
Al 0 0 —ulcps O e 0 —(p1+papuck) 0 0
k 0 0 0 1]k 0 0 0 O ’
0 0 0 0 0 0 0 —ps
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0 0 0 0
-1 0 0 0

3 _
Ay = 0 0 0 0
0 e —(ps—cpp®) 0

Az Al és A3 matrixok nilpotens méatrixok, az el6bbi szigorian felsé-, az utobbi pedig egy szi-
gortan als6 haromszogmatrix. Mindkét matrix esetén a négyzetesnél magasabb hatvanyaik a
nullmétrixszal egyeznek meg, {gy pontosan megadhat6 az exponencidlisuk. Az A? matrix pe-
dig egy diagonalis matrix, melynek exponencialis matrixat egyszerd moédon tudjuk megadni,
hiszen exp (diag(al, as, . .. ,an)) = diag (exp(al), exp(as), . .. ,eXp(an)).

A munkank soran kitértiink az els6 fejezetben szerepls 2.3.1 Allitas egyszertisitésére szolgald
kommutal6 matrixfelbontédsok vizsgélatara is. Megjegyezziik, hogy a tapasztalataink szerint
adott méatrix esetén a gyakorlatban meglehetésen komplikalt kommutalé métrixfelbontast ta-
lalni.

Elssként tekintsiik a kovetkezé felbontast, melyben az eredeti A, matrixot harom masik méat-
rix Osszegére bontottuk fel:

Ap = A+ A7+ 43, (5.4)
ahol k£ = 0,1, 2 esetén
0 1 0 0 0 0 0 0
Al — -1 _(pl +p2/ick) 00 A2 = 00 0 0
k 0 0 0 0f " 0 0 0 1|’
0 0 00 0 0 —(ps—crpp®) —p3

0 0 0 0
A3 — 0 0 —pPcgpa O
1o o 0 0
0 crpp 0 0

Ebben az esetben A3 egy nilpotens métrix, melyre (A3)™ = 0 € R*™ Vm > 2. Tehat
az exponencidlisa pontosan megadhat6. A masik két matrix esetén ALAZ2 = 0 € R és
AfA; = 0 € R¥™, tehat teljesiil a kovetkezé egyenlSség [A}, A7] = 0 € R*™. Itt a lined-
ris algebraban megszokott jelolés [A}, A7] az A, és A} matrixok kommutatorét jeldli, azaz
(A}, AZ] = AL A — AZA;. Szintén a linedris algebrabol ismeretes, hogy két matrix egymassal
kommut4lo, ha a kommutétoruk megegyezik a nullmétrixszal, azaz [A}, A7] = 0.

Ezek alapjan a (5.4) felbontésban szerepls Aj és A? matrixok egymassal kommutalnak. Ezzel
a felbontassal egyrészt, az elsé fejezetben leirtak miatt, elényre tettiink szert, mésrészt viszont
elvesztettiik, ezen matrixok esetén, a pontos megoldhatosag tulajdonsagat és az ebbdsl adodo
elényt.

A kovetkezs felbontas esetén az eredeti Ay métrixot négy matrix osszegeként irtuk fel, me-
lyek koziil két matrix egyméssal kommutalo, valamint az 6sszes matrix rendelkezik a pontos
megoldhatosag tulajdonsagaval. A felbontas tehat a kovetkezo alaku:

Ay = Ap + A+ A + AL (5.5)
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ahol £k = 0,1, 2 esetén

0 0 0 0 000 0
Al — 0 —(p1+papck) 0 0 22— 000 O
k 0 0 0 0]’ k 000 0|
0 0 0 0 00 0 —ps
01 0 0 0 0 0 0
00 —u2cps O -1 0 0 0
3 _ 4
Ay = 00 0 1| Ay = 0 0 0 0
00 0 0 0 cppt —(py—cpp?) 0

Az A} és A7 diagonalis matrixok, melyek esetén megadhat6 a pontos exponencialis matrix,
hiszen ez esetben is érvényes a (5.3) felbontasnal leirt exponenciélis matrix szamitasra vonat-
kozo Osszefiiggés. Emellett teljesiil az [A}, A7] = 0 egyenldség, azaz A} és A7 kommutdlo
métrixok.

Tovabbé az A? és A} matrixok nilpotens métrixok, az el6bbi szigortian felss-, az utobbi pedig
egy szigorian als6 haromszogmaéatrix. Mindkét matrix esetén a négyzetesnél magasabb hatva-
nyaik a nullmatrixszal egyeznek meg, igy pontosan megadhatd az exponencialisuk.

Végiil az utolsoé vizsgalt felbontas, az el6z6hoz hasonloan, szintén négy matrix Osszegére vo-
natkozik:

Ap = Ap + A7 + AD + AL, (5.6)
ahol £ =0,1,2 esetén
0 100 00 0 0
1 _|-1 000 > |0 0 0 0
A = 0 00 0]” A = 00 0 1]’
000 0 0 —(pa—cp®) 0
0 0 0 O 0 0 0 0
o |0 —(prtpopcy) 00 |0 0 —pPaps O
k 0 0 0 0 |’ & 0 0 0 0
0 0 0 —ps 0 cipp 0 0

Ekkor A} és A2 kommutdlé matrixok, tovabba A} exponencidlisa pontosan szamithato és
emellett specialis alaku, hiszen egy négydimenzios tengely koriili forgatds matrixa. Az A3 és
A? matrixok a korabbi felbontasokban mar eléfordul6 diagonalis és nilpotens matrixok.

5.2. A részfeladatok lehetséges megoldasi moédszerei

Az operétorszeletelés szamitogépes realizdlasa sorén felmeriil a kérdés, hogy a felbontas utan
kapott rész-Cauchy-feladatok esetén milyen modszerekkel tudjuk és milyen modszerekkel ér-
demes elGéllitani a megoldast. A munkank sorén erre a probléméra harom megoldast alkal-
maztunk.

Az els6 és talan legkézenfekvébb modszer, ha minden 1épésben valamilyen, a splitting mod-
szerrel azonos rendben kozelité numerikus modszerrel oldjuk meg a kapott részfeladatokat.
Ez a szekvencialis szeletelés esetén valamilyen elsérendti modszert kévetel meg, lehet példaul
explicit vagy implicit Euler médszer. Strang-Marcsuk valamint a 2.3.1. Allitasban megfo-
galmazott modszer esetén mar méasodrendd modszert kell alkalmaznunk. FEz lehet példaul
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tobbek kozott javitott Euler- vagy trapéz modszer is.

A dolgozat els6 részében, a splitting eljarasok ismertetésénél lathattuk, hogy a (2.1) Cauchy-
probléma megoldasat formalisan a végtelen exponencialis sor segitségével adhatjuk meg. Innen
a méasodik megoldasi modszer, miszerint a végtelen exponencialis sor megfelelé rendben valé
elcsonkolésaval is megadhat6 a részfeladatok megoldasa. A csonkolés a szekvenciélis szelete-
lés esetén elsé rendben, mig a Strang-Marcsuk valamint a 2.3.1. Allitasban megfogalmazott
modszer esetén masodrendben torténik.

Végiil bizonyos részfeladatok pontos megoldasait is el§ tudjuk éllitani, ha sikeriil az A opera-
tor egy olyan felbontasat megadni, mely esetén valamennyi részfeladat megoldésa pontosan
szamithato. Ilyen felbontésokat az el6z6 részben, a matrixfelbontasok bemutatasanal mar
lathattunk.

5.3. Operatorszeletelés alkalmazasa az els6 szakaszra

Els6ként, a méasodik fejezetben bemutatott, folytonos aerodinamikai modell els§ szakaszat
lefir6 homogén lineéris rendszer esetén allitottuk el6 a ra vonatkozo diszkretizalt modellt, az
els6 fejezetben részletezett operatorszeletelési eljarasok segitségével.

Tekintsiik a (3.16) rendszert Cauchy-feladatként a [0, 7] intervallumon.
t(t) = Agz(t) t e (0,T] :
{ z(0) = x adott. (3.16)

Ezutéan tekintsiik a (0, 7] vizsgélt intervallum ekvidisztans felbontését.

. T
wh:{tizz-h,h—E,Z—O,l,...,n}.

Az (5.2) tipust felbontés, valamint a szekvenciélis splitting alkalmazéséaval, az eredeti (3.167)
rendszer szeleteléses approximécioja a kovetkezé Cauchy-feladatok segitségével irhato fel.

Yo(t) = Afya(t)  t € [t tis]
{ hi(t) = A (t) ¢ € [t tig] (5.7) { Ya(ti) = ya(tiva)- ' (58)

yi(ts) = xsp(ti)a

aholi =0,...,n—1, tovabba x,() a splitting modszer alkalmazasaval kapott kozelité megol-
das, amely a t = t;,1 pontban az (5.8) részfeladat megoldasaval, azaz ys(t;,1) értékkel egyenld.
Kezdetben a [0, ¢;] intervallumon az (5.7) részfeladat kezdeti feltétele az eredeti (3.16%) feladat
kezdeti feltételével egyezik meg.

Az (5.7)(5.8) feladatok pontos megoldasa a kovetkezSképpen nyerhetd.

y1(tiv1) = exp(Ag(tiyr — i) - 2p(ts), (5.9)
yo(tiv1) = exp(Af(tiyr — t:)) - ya(tipr)- (5.10)

Ahogyan a matrixfelbontasok ismertetésénél emlitettiik, az A} fels haromszogmatrix expo-
nencialisa nem szamithato ki pontosan, igy az (5.7) részfeladat megoldasdnak meghatarozéasa-
ra minden lépésben kétféle lehetdségiink van. Valamilyen megfelel rend numerikus modszer,
ez esetben, mivel a szekvencialis splitting elsérendd, valamilyen elsérendd modszer (példaul
explicit vagy implicit Euler modszer) segitségével. Emellett alkalmazhatjuk a végtelen expo-
nencialis sor megfeleld rendben elcsonkolt alakjat is.
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Az (5.8) részfeladat pontos megoldasa elgallithato, hiszen az A2 nilpotens matrix exponenci-
alisa konnyedén kiszamithato és a kovetkezd alaku:

1 0 0 0
—t 1 0 0

exp(AZt) = 0 0 ) 0 (5.11)
—scopt® copt —(ps— cop®)t 1

Megjegyezziik, hogy bar meg tudjuk hatarozni az (5.8) részfeladat pontos megoldéasat, azonban
ekkor is alkalmazhatunk megfelel6 rendben kozelité numerikus modszert a megoldas elGalli-
tasahoz.

A kovetkezg dbrakon lathatjuk, hogy a h 1épéskoz csokkentésével hogyan approximalja a
splittingelt megoldés (pirossal jelolve) a pontos megoldast (kékkel jelolve).

Megjegyezziik, hogy mivel a modelliink esetén a pontos megoldas nem adhaté meg analitiku-
san, igy a pontos megoldast egy magasabb rendben kézelité numerikus modszerrel (negyed-
rendi Runge-Kutta modszerrel) megoldott numerikus megoldassal helyettesitettiik.

Az &brakon a megoldas x3 komponense lathaté p = 0.2 paraméterérték mellett a [0, 100]
intervallumon.

Az masodik tipusu (5.3) felbontas és tovabbra is a szekvencialis splitting alkalmazésa soran
a (3.16") rendszer az alabbi részfeladatokra bonthato:

{ yi(t) = Agya(t) t € [ti,tin] (5.12) Ya(ti) = y1(tia),
yi(ts) = wsp(ti),
ys(t) = Ajys(t)  t € [ti tin]
5.14
{ ys3(ts) = ya(tigr). (5.14)
Itt tovabbra is ¢ = 0,...,n — 1 és x4,(t) ismét a splitting modszer alkalmazasaval kapott

megoldas, amely a t = t;;; pontban az (5.14) részfeladat megoldasaval, azaz ys(t;+1) értékkel
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egyenl. A felbontasbol adédoéan, az el6z6 alfejezetben leirtak miatt, minden lépésben meg-
hatérozhatoak az (5.12)(5.13)(5.14) részfeladatok pontos megoldésai, amelyek a kovetkezsk.

y1(tiv1) = exp(Ag(tiyr — i) - 2ap(ts), (5.15)
ya(tiv1) = exp(AG(tiyr — 1) - Y1 (tiga), (5.16)
ys(tiv1) = exp(AG(tisr — i) - Ya(tizr). (5.17)

Az A} és A2 matrixok exponenciélis matrixai a kovetkezok.

1 ¢ —2cop2,u2t2 —Leopop®t? 1 0 0 O

01 -—c %t —ic 22 0 e Prtzcopzut () ()
(i) =g o o L esin = "

0 0 0 1 0 0 0 e Pt

Ebben az esetben az A3 matrix exponencialisa megegyezik az (5.11) matrixszal.
Megjegyezziik, hogy a modszer szamitogépes realizalasa soran kétféle moédon jarhatunk el,
minden részfeladatot numerikusan megoldva, vagy kihasznalva azt, hogy pontosan elgallithato
a kapott részfeladatok megoldasa.

A kovetkezs dbrakon ismét azt lathatjuk, hogy a h lépéskoz csokkentésével hogyan kozeliti
a splittingelt megoldéas a pontos megoldast. Az abrakon a megoldas x; komponense lathato
p = 0.2 paraméterérték mellett a [0, 10] intervallumon.

h=0.3 h=0.1

h =0.01 h = 0.001

lllllllllllllllll

A kovetkezs 1. tablazatban lathatjuk, hogy hogyan alakulnak a hibdk valamint a futési idsk,
az (5.2) és az (5.3) felbontésok alkalmazasa soran. Lathato, hogy mind a hibak terén, mind
a futasi idék terén megkozelitéleg ugyanigy teljesit a két modszer.

A futési id6k minden esetben masodpercben értenddk.
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1. tablazat. Az (5.2) és

(5.3) felbontas Gsszehasonlitasa

h Hiba (5.2) || Hiba (5.3) || Futasi id& (s)(5.2) || Futasi idé (s)(5.3)
1 2.5614-107% || 2.6430-107* 0.00007 0.00002
0.1 2.5346-107% || 2.0965-10~2 0.0008 0.0008
0.01 2.0922-107 || 2.0502-107° 0.0017 0.0081
0.001 || 2.0896:10~* || 2.0469-10~* 0.0137 0.0402

Erdemes azt is megvizsgalni, hogy hogyan teljesit a splittinget tartalmazé modszer valamilyen
egyszeri, azonos rendben approximalé megoldohoz képest. Ehhez a (3.16”) feladat megoldasat
elgallitottuk egyben, szeletelést nem tartalmazo explicit Euler moédszerrel, ami a szekvencialis
splittinghez hasonléan elsé rendben pontos. A kovetkezs 2. tablazat a masodperchen értends
futasi idGket szemlélteti. Lathatd, hogy a h lépéskozt csokkentve a szeletelést tartalmazod
megoldok joval gyorsabban allitjak el6 a numerikus megoldést mint az Euler modszer. Ez
mindenképpen pozitiv eredmény és azt sugallja, hogy érdemes a gyakorlatban alkalmazni az
operatorszeletelési eljarasokat.

2. tablazat. A futési idsk (s) sszehasonlitasa a szeleteléses modszerek és az egyben megoldott
modszer esetén

h Split.+(5.2)felb. || Split.+(5.3)felb. || explicit Euler
1 0.00007 0.00002 0.0023
0.1 0.0008 0.0008 0.0053
0.01 0.0017 0.0081 0.0109
0.001 0.0137 0.0402 0.7140

Az els6 tipusu (5.2) felbontas és a Strang-Marcsuk splitting alkalmazésa soran a (3.16’) rend-
szer az alabbi részfeladatokra bonthato:

Yo(t) = AZya(t)  t € [ti,tig]
{ hi(t) = A (t)  t € [titi 1] (5.18) { a(ti) = 91 (tiys ), + (5.19)
y1<tl) = xsp(h); '
ys(t) = Agys(t) te [ty tin]
{ ys(t; %) = ya(tir1). " (5.20)

Tovabbraisi = 0,...,n—1 és x,,(t) ismét a splitting modszer alkalmazasaval kapott megoldas,
amely a t = t;1; pontban az (5.20) részfeladat megoldasaval, azaz ys(t;+1) értékkel egyenld.

Az (5.18)(5.19)(5.20) feladatok megoldasai a kovetkezdk:

yi(tiv1) = exp(A[l)(tiJr% — 1)) - Tep(ts), (5.21)
ya(tiv1) = exp(AG(tis1 — 1)) - 11 (tiy1), (5.22)
ys(tis1) = exp(Ap(tipr — ti+§)) “Ya(tir1). (5.23)

A részfeladatok megoldéasa, a korabbiakhoz hasonléan, torténhet valamilyen megfelels rend-
ben approximalé numerikus modszerrel. Ez esetben, mivel a Strang-Marcsuk moédszer mé-
sodrendi, valamilyen mésodrendben pontos modszerrel (példaul javitott Euler vagy trapéz
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modszerrel). Az AZ métrix altal meghatarozott részfeladat esetén els tudjuk allitani a pontos
megoldast, az exponencialis matrixat a korabbiakban az (5.11) képlettel definialtuk. A t&bbi
részfeladatot az exponenciélis métrix masodrendd csonkolasa segitségével is megoldhatjuk.
Ebben az esetben is tobbféle kombinacion teszteltilk a numerikus modelljeinket. Mivel a
Strang-Marcsuk modszer masodrendben pontos, kisebb h 1épéskéz megvélasztasa is elegendd,
ahhoz, hogy jol approximalé splittingelt megoldéast kapjunk. Erre mutat ra a kovetkezd ab-
rak sorozata, melyeken lathato, hogy mar h = 0.3 esetén is gyakorlatilag egyiitt haladnak a
megoldasok. Az abrédkon a megoldas x; komponense lathatoé g = 0.2 paraméterérték mellett
a [0, 10] intervallumon.

A masodik tipusu (5.3) felbontés és a Strang-Marcsuk splitting alkalmazasa soran a (3.167)
rendszer az alabbi részfeladatokra bonthato:

{ Gi(l) = Agn (1)t fitis] o) yg( )—yl( %) '
yl(tz) = xsp@i)v
jis(t) = Ays(t telft 1.t
y3( ) 0y3( ) [ Z-‘rl +1] (526)
ya(tiv1) = va(tise).
Itt tovabbra is i = 0,...,n—1 valamint x,,(t) ismét a splitting modszer alkalmazasaval kapott

megoldas, amely a t = t;; pontban az (5.26) részfeladat megoldasaval, azaz ys(t;41) értékkel
egyenld.

Az (5.24)(5.25)(5.26) feladatok megoldésai a kovetkezdk:

Yi(tiv1) = exp(A(l)(tiJr% — 1)) - wsp(ti), (5.21)
Ya(tivr) = exp(A3(tirs — t)) - yi(tin), (5.22)
Yys(tiv1) = eXp(AS(tm - t%%)) 2 (tigr). (5.23)
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Az el6z6eknek megfelelGen ezen felbontés alkalmazasa esetén el6 tudjuk allitani a részfeladatok
pontos megoldasat is. A kovetkezd dbrakon a h 1épéskoz csokkentése esetén lathatjuk, hogy
miként viselkedik a splittingelt megoldas. Az abrédkon a megoldas x4 komponense lathato
p = 0.2 paraméterérték mellett a [0, 100] intervallumon.

A megoldas x , kompor
T T

nense, mu=0.2

A kovetkezs 3. tablazatban vizsgaljuk az igy kapott szeleteléses modszer hibainak illetve
mésodpercben értendd futési idejeinek Osszefiiggéseit a h 1épéskozzel. Valamint ezeket Ossze-
hasonlitjuk a rendszert egyben megoldo, szintén masodrendd javitott Euler modszerrel kapott
adatokkal. A hibédkat tekintve egyértelmi a szeleteléses modszer sikere, hiszen azonos lépés-
koz esetén két nagysagrenddel pontosabban approximalja a pontos megoldast, mint a javitott
Euler moédszer. A futasi idSket vizsgalva azonban forditott a helyzet, hiszen a javitott Euler
modszer joval gyorsabban elGéllitja a numerikus megoldast.

3. tablazat. A hibak valamint a futasi idék (s) Osszehasonlitdsa a Strang-Marcsuk eljaras
és az (5.3) felbontés alkalmazasaval nyert szeleteléses modszer és az egyben, javitott Euler
modszerrel megoldé eljaras esetén

h Hiba-Split. | Hiba-jav.Euler || Futasi id6-Split. || Futéasi id6é-jav.Euler
1 7.2063-10% 8.2100-102 0.0432 0.0018
0.1 4.9057-10~7 8.2459-107° 0.7552 0.0196
0.01 4.7821-10719 7.5218-107% 5.2053 0.0744
0.001 || 4.7601-10~13 7.4306-10~ 1 15.3821 1.1344

Ezek utan alkalmazzuk az els6 fejezetben ismertetett 2.3.1. Allitast. ElGszor hasznaljuk
az (5.2) tipusu felbontast. Ekkor az allitas alapjan 2! = 2 féle numerikus megoldést kell
elallitanunk a szekvencialis szeleteléssel, amelyeket a kovetkezd részfeladatok segitségével
tudunk megadni:

Az els6 esetben az alabbi két részfeladatot kell megoldanunk minden lépésben:
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‘2 - Ag 2 iy bi4+1
yi(t) = Agin(t) t € [t tiya] { y283) = 13(/751'(?). t € [ti; tia]
{ yi(t:) = wi,(ti), (5.24) Y men

(5.25)

Ennek splittingelt megoldéasa az alabbi alakia a ¢t = t¢;1; (i =0,...n — 1) pontban.
Q3ip(ti+1) = exXp (Ag(terl — tl)) . y1<ti+1) - exp (Acl)(tl+1 — tz)) . Iip(tl) (526)

A masodik esetben pedig a kovetkez§ részfeladatokra bontott problémat kell megoldanunk
minden lépésben:

‘2 - A(l] 2 iy bi4+1
bilt) = A%yl (1) € [t tira] { yZE;)) = 1z(/ti(t1>). t € [ti; tiga]
{ yi(ts) = a2, (t:), (5.27) Yy y1(tiy

(5.28)

Ennek splittingelt megoldéasa pedig az alabbi alaka a t =¢;.; (¢ =0,...n — 1) pontban.
wop(tivn) = exp (Ag(tivn — 1)) - y1(tipa) - exp (A§(tipa — 1)) - a5, (1) (5.29)
A masodrendben kozelit splittingelt megoldéast az x},(t) és 22 (t) megoldasok atlaga adja:

2o (t) = Z2) ; Talt) (5.30)

Tekintsiik most a (4) tipust kommutéalé matrixokat tartalmazo felbontast. Tovabbra is alkal-
mazzuk a 2.3.1. Allitast, eszerint 3! = 6 féle modon kéne meghataroznunk a feladat splittin-
gelt megoldasat, azonban a kommutalé matrixokbol kifolyolag, az elsé fejezetben ismertetett
okok miatt, ez a szam 4-re csokkenthetd. Az (5.4) felbontas bemutatésanal lattuk, hogy az
[A(l), A%} = 0 Osszefliggés teljesiil, emiatt az alkalmazott allitas egyszertsitésére felirt modszer
miatt, amikor az A} és az A2 métrixok altal meghatérozott részfeladatok kozvetleniil egymas
utan kovetkeznek, a megoldas visszavezetheté d —1 = 3—1 = 2 felbontést feladatmegoldasra.
Igy tehat ezekben az esetekben a felbontés a kovetkezd alaki. Legyen

A = Ay + A, (5.31)
Es ekkor:
Ay = A} + A, (5.32)
0 0 0 0 0 1 0 0
2o |0 0 —papy O yu | =1 (P14 papck) 0 0
*=lo o 0o of 0 0 0 1
0 cpp 0 0 0 0 —(pa — cept®) —ps

Ekkor a rész-Cauchy-feladatok az el6zGekkel analog moédon felirhatoak.
Az els6 esetben az alabbi harom részfeladatot kell 1épésenként megoldanunk.

Yo(t) = AJya(t)  t € [ty tiga]
i1(t) = Ay (t)  t € [ts, ti] o(t) = y1 (ties), (5.34)
{ hl) (5.33) { volts) = 1 (tis)
Ys(t) = Afys(t)  t € [ti, tis]
{ ys(ts) = ya(tigr). (5.35)

Ennek splittingelt megoldéasa az alabbi alaka a t = ¢;11 (i =0,...n — 1) pontban.

why(tiyr) = exp (Af(tixr — 1)) - ya(tigr) - exp (A(tis — 1)) - ya(tia) - exp (Ag(tiga — 1)) - L, () (5.36)

A kovetkezd esetben az alabbi harom részfeladatot kell lépésenként megoldanunk.
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Ya(t) = Adya(t)  t € [ti,tigd]

(1) = A2 - Vo (5.38)
(s e e LD
Ys(t) = Ajya(t)  t € [ti tisa]
{ ys(t:) = waltis). (5.39)

Ennek splittingelt megoldéasa az alabbi alakia a t = ¢;11 (i =0,...n — 1) pontban.

22, (tir1) = exp (A(l)(tiﬂ — tl)) ~ya(tiz1) - exp (Ag(tiﬂ —1;)) - y1(tir1) - exp (Ad(tigr — 1)) - z2,(t;) (5.40)

Az egyszertisités miatt a tovabbi két megoldand6 probléma mar csak két részfeladatra bomlik
fel.

{ yi(t) = Agya(t) t € [ti,tin] (5.41) Ya(ts) = y1(tisn), '
(L) = o3, (t:),
Ennek splittingelt megoldéasa az alabbi alakia a t = t;11 (i =0,...n — 1) pontban.
$§p(ti+1) = exXp (Ag(twrl — t2>) U1 (ti+1) - exp (Aé(terl — tl)) . .Tip(tz) (543)
Végiil az utols6 megoldando feladat a kovetkezs.
{ yi(t) = Agyi(t) t € [ti tig] (5.44) Ya(ti) = ya(tiva),
(L) = wg,(t:),
Ennek splittingelt megoldéasa az alabbi alakia a t = ¢;1; (i =0,...n — 1) pontban.
Tap(tivr) = exp (Ag(tivr — 1)) - yi(tisr) - exp (A5(tirr — 1)) - 5, (1) (5.46)

Az allitas szerint a végsé numerikus megoldast, amely méasodrendben approximalja a pontos
megoldast, az alabbi moédon kapjuk meg.
1 2 3 4
Tap(t) + 25 (1) +2- 2, (1) +2 - 25,(1)
6

Tep(t) = (5.47)
Az alabbi abrakon lathatjuk, hogy hogyan kozeliti a splittingelt megoldas a pontos megol-
dast a h lépéskoz csokkentésével. Az abrédkon a megoldas z, komponense lathato p = 0.2
paraméterérték mellett a [0, 100] intervallumon.

h=1 h=0.1
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h =0.01 h = 0.001

Eszrevétel: Fontos észrevétel, hogy a (5.36),(5.40),(5.43) és (5.46) splittingelt megoldasok
kiszamitéasa egymastol fiiggetlen modon végezhets, igy a modszer parhuzamosithato, ami a
futasi idék szempontjabol rendkiviil pozitiv eredménynek tekinthetd.

Az alabbi 4. tablazatban lathatoak a parhuzamositott futtatas szimulacidja soran kimért
futasi idsk, melyeket Osszehasonlitottuk a rendszert egyben megoldd, szintén mésodrendd
javitott Euler modszer futasi idejeivel. Lathatjuk, hogy a rész-Cauchy-feladatok fiiggetlensé-
gébdl adododan a szeleteléses megoldd gyorsabban képes elallitani a numerikus megoldast.

4. tablazat. Parhuzamositott futtatas szimulacioja soran kapott futasi idék Osszehasonlitésa
a javitott Euler modszer futasi idejeivel:

h Futasi id6 (s), splitting || Futasi idé (s), jav.Euler
1 0.0004 0.0081
0.1 0.0015 0.0038
0.01 0.0078 0.0122
0.001 0.0647 0.0834
0.0001 0.7951 1.1292

5.4. Operatorszeletelés alkalmazasa a masodik és harmadik szakaszra

Megjegyezziik, hogy a méasodik és a harmadik szakaszt leir6 rendszerek formailag megegyez-
nek ezért az egyszeriiség kedvéért egyben targyaljuk dket, igy a tovabbiakban leirt moédszerek
mindkét esetre alkalmazhatoak. Legyen tehat a tovabbiakban k =1,2és 1 =1,2.
Megjegyezziik tovabba, hogy mindkét szakaszhoz két-két rendszer (3.17)(3.18) és (3.19)(3.20)
tartozik, azonban a szimmetria miatt elegendé mindkét szakasz esetén csak az egyikkel fog-
lalkozni.

Tekintsiink a (3.18) és (3.20) rendszereket Cauchy-feladatként a (0,77 intervallumon.

{ @(t) = Agx(t) + B t €0, T] (5.48)

z(0) = z adott.

Ez abban kiilonbozik az els6 szakaszra vonatkozo rendszertdl, hogy forrastagot tartalmaz,
azaz, a Cauchy-feladat inhomogén, ami azt jelenti, hogy a szeletelés soran ezek a B; forrastagok
is felbontandok.

Mivel a B; (I = 1,2) mindkét esetben egy négy dimenzios vektor, melynek két koordinataja
nulla, igy a legésszertibb felbontas a kovetkezs:

Bl = (0 —padys® 0 0)", B2=(0 0 0 dyu?)". (5.49)
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Alkalmazva az (5.2) sorszammal jelolt két matrixra valo felbontast valamint a szekvencialis
szeletelést, a részfeladatok a kovetkezsk lesznek.

. Yo(t) = Aya(t) + BY t € [ti,tin1]
{ hi(t) = A (t) + Bl t € [ti ti] ya(ti) = yi(tivn).
yi(ti) = zgp(ti), (5.51)
(5.50)

Az x4,(t) a splitting modszer alkalmazasaval kapott megoldés, amely a ¢ = ¢, pontban az
(5.51) részfeladat megoldasaval, azaz ys(t;11) értékkel egyenld.

Ekkor az (5.50)(5.51) részfeladatok pontos megoldasai az allandok varialasanak elve alapjan
a kovetkezdk.

tit1
yi(tip1) = exp (Ap(tigr — 1)) - 2op(ts) + / =) Blds, (5.52)
t;
tit1 42
Ya(tiv1) = exp (AT (tix1 — i) - 1 (tig) + / e~ Blds. (5.53)
t;

Az alédbbi abrakon lathatjuk a megoldas els6 komponensének kozelitését p = 0.35 paraméter-
érték mellett, a h lépéskozt csokkentve.

Ahogyan a stabilitdsvizsgalatnal meghataroztuk, ezen paraméterérték esetén instabil a rend-
szer, amit ezek az abrak elég szemléletesen abrazolnak, hiszen lathatjuk, hogy idében elére
haladva a megoldés egyre nagyobb amplitadéoval oszcillal.

h =0.001

2. szakasz 1. rendszerének me
T

Ezen szakaszok esetén is vizsgaltuk a harom matrixra valo (5.3) felbontést is, ekkor a részfel-
adatok egy lehetséges megadasa a kovetkezd.

Ya(t) = Ajya(t) ¢ € [t ti]
{ Y1 (t) = Apyi(t) + Bl t € [ti, i) { () = 11 (Fin), * (5.55)

yl(tz) = xSp(ti)a
(5.54)
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{ ys(t) = Ajys(t) + BF t € [ti,tiyi] (5.56)

y3(ts) = ya(tigr).

Az x,(t) ismét a splitting modszer alkalmazéasaval kapott megoldas, amely a t = ¢;,, pontban
az (5.56) részfeladat megoldaséaval, azaz ys(t;11) értékkel egyenls. Ebben az esetben a pontos
megoldéasok:

tit1 L
Y (tip1) = exp(Ap(tigs — 1)) - wop(ti) + / e 4Bl ds, (5.57)
ti
ya(tiv1) = exp(Af(tigs — 1)) - ya(tia), (5.58)
tit1
ya(tin1) = exp(AR(tivr — 1)) - ya(tia) +/ =4 Blds. (5.59)
t;

Az alabbi abrakon lathatjuk a masodik szakasz, az (5.3) felbontas és a szekvencialis splittinggel
kapott megoldasanak negyedik komponensét valamint annak kozelitését p = 0.25 paraméter-
érték mellett, a h 1épéskozt csokkentve. Ahogyan a stabilitasvizsgalatnal meghatéaroztuk, ezen
paraméterérték esetén stabil a rendszer, amit az abrak is alatamasztanak, hiszen lathatjuk,
hogy idében elére haladva a megoldés rasimul az egyensilyi pont egyenesére.

A kovetkezs 5. tablazat az (5.2) és (5.3) felbontas jellemzdinek Gsszehasonlitasat tartalmazza.
A tablazat alapjan érezhetd, hogy ebben az esetben a két méatrixos felbontas alkalmazasa el6-
nyosebb, hiszen a hibakat tekintve megkozelitsleg azonosan teljesit mindkét moédszer, azonban
a futési iddk tekintetében az (5.2) felbontéast alkalmazo modszer gyorsabb.
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5. tablazat. Az (5.2) és (5.3) felbontas Gsszehasonlitasa

h Hiba (5.2) || Hiba (5.3) || Futasi id& (s)(5.2) || Futasi idé (s)(5.3)
1 1.0962-10~* || 8.1711-1072 0.0125 0.0277
0.1 2.3312:1073 || 2.3605-107° 0.0461 0.2508
0.01 2.3645-107° || 2.3605-10° 0.2891 2.8331
0.001 || 2.3646-10~7 || 2.3627-10~7 3.4630 12.471

Az els6 tipusu (5.2) felbontas és a Strang-Marcsuk splitting alkalmazésa soran az (5.48)
rendszer az aldbbi részfeladatokra bonthato:

p(t) = Afya(t) T € [ti tina]
{ yi(t) = Ay (t) + Bl t € [ti 1] { ‘;/Q(ti) _ ylj(JtH;), - (5.61)
yi(ti) = zsp(ti),
(5.60)
hs(t) = Alys(t) + B} ¢ € [to1,ti]
{ Ys(tip 1) = va(tin)- (5.62)

Az x,(t) ismét a splitting modszer alkalmazasaval kapott megoldas, amely a ¢ = ¢;,1 pontban
az (5.62) részfeladat megoldasaval, azaz y3(t;;1) értékkel egyenls. Ebben az esetben a pontos
megoldésok:

ti+l L
yi(tis) = exp(Ag(tiy — ) - op(ts) +/ ST Blds, (5.63)
t;
Ya(tiv1) = exp(Af(tis1 — 1)) 1 (tig), (5.64)
tit1
ys(tin1) = exp(Ag(tis — 1)) - ya(tin) + / e =I4 Blds. (5.65)
ti+%

A kovetkez6 abrakon lathatjuk a masodik szakasz, az (5.3) felbontas és a Strang-Marcsuk
splittinggel kapott megoldasanak harmadik komponensét valamint annak kozelitését p = 0.25
paraméterérték mellett, a h 1lépéskozt csokkentve. Ahogyan a stabilitasvizsgalatnal meghaté-
roztuk, ezen paraméterérték esetén stabil a rendszer, amit az abrék is alatamasztanak, hiszen
lathatjuk, hogy idében el6re haladva a megoldés rasimul az egyensilyi pont egyenesére.
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h =0.00

MASODIK SZAKASZ: A megoldas x | komponense, mu=0.25
T

Az alabbi 6. tablazatban lathatjuk, hogy ezen modszer alkalmazasa sordn hogyan valtoznak
a hibak valamint a futasi idék, amint a h lépéskozt csokkentjik. A mésodik szakasz (5.48)
rendszerét emellett megoldottuk splitting nélkiil, egyben, javitott Euler modszerrel, ami szin-
tén masodrendi, a Strang-Marcsuk modszerhez hasonldan. A tablazat utolsé két oszlopaban
az erre vonatkoz6 adatok szerepelnek. Lathatjuk, hogy a szeleteléses megoldot alkalmazva
a hiba mar viszonylag nagy h lépéskoz esetén is elég kicsi, és szamottevéen jobban teljesit
annal, amikor szeletelés nélkiil a javitott Euler modszerrel oldjuk meg. Ez mindenképpen egy
pozitiv eredményként jegyezhetd fel.

A futéasi idéket tekintve azonban fordul a kocka, hiszen a javitott Euler modszer kevesebb id6
alatt képes elgallitani a megoldast mint a szeleteléses valtozat.

6. tablazat. Az (5.3) felbontas + Strang-Marcsuk splitting eljaras és a javitott Euler modszer
Osszehasonlitsa

h Hiba (Split.) | Hiba (jav.E.) || Fut. idé (s)(Split.) | Fut. id6 (s)(jav.E.)
1 9.0060-10=3 3.3234-10° 0.0120 0.0028
0.1 5.0166-10~ 2.1685-1073 0.0654 0.0026
0.01 4.8692-10°° 2.7392:10° 7.2800 0.0169
0.001 || 48448101 2.7907-109 23.1710 0.9120
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6. Osszegzés, kitekintés a tovabbiakra

A dolgozatban tehat réviden felvazoltuk az operatorszeletelés alapgondolatat, bemutattuk a
két leggyakrabban és legeredményesebben alkalmazott operatorszeletelési eljarast, emellett
a munkank soran megfogalmazott sejtéseket illetve bizonyitasaikat is ismertettiik. Majd a
modszereket egy, a miiszaki vilaghol vett, aerodinamikai modellen teszteltiik.

A munka legf6bb eredményének a gyakorlati alkalmazhatosag tekinthetd, hiszen sikeriilt olyan
specialis matrixfelbontasokat megadni, melyek segitségével elGallitott szeleteléses eljarasok
felveszik a versenyt a legegyszertibb numerikus megoldokkal mind a futési idék, mind a nu-
merikus hibak szempontjabol.

Munkank soran szamtalan kérdés meriilt fel, melyek egy részét sikeresen megoldottuk, azon-
ban maradtak még megvalaszolatlan problémak, melyekkel a tovabbiakban mindenképpen
foglalkozni szeretnénk. Tobbek kozott érdekes kérdésként fogalmazodott meg az, hogy gya-
korlati alkalmazhatésag szempontjabol hogyan viselkednek az operatorszeletelési eljarasok
mas szerkezetd aerodinamikai, esetleg teljesen méas kornyezetbdl vett, példaul légkorszennye-
zési, modelleken.

Tovabbé érdekes elméleti problémakdrnek tiinik a numerikus és a splittingelési hibak kozotti
kapcsolat vizsgalata. Valamint a részfeladatok numerikus modszerrel torténé megoldésa soran
a numerikus modszer 7 1épéskoze valamint a splitting modszer h lépéskoze kozotti Osszefiig-
gések hatterének feltarasa.

Emellett szeretnénk tovabbi operatorszeletelési eljardasokat is vizsgalni (példaul stlyozott
splitting modszerek) és folytatni a feltételek megfogalmazéasat a magasabb rendd splitting
eljaréasokra vonatkozolag.
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