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Kivonat

A centralis négytest-probléma tengelyszimmetrikus esetében a rendszer szimmet-
riatengelyét definidlo két tomegpont tetszéleges tomegekkel rendelkezik, a tengelyre
szimmetrikusan elhelyezked6 tovabbi két test tomege egyenlS. A négy test és a
tomegkozéppont viszonya alapjan megkiilonboztetiink konvex és konkav konfigura-
ciokat, ezek mindegyike két adattal (nevezetesen szogkoordinataval) egyértelemten
jellemezhetd.

Dolgozatom témaja a fenti problémara vonatkozo linearis stabilitasvizsgélat el-
végzése, kiindulopontnak tekintve a kozelmiltbeli, korszakalkotd jelent&ségii anali-
tikus eredményeket.

Els6 lépésben az in. korlatozott esetekkel foglalkozom, vagyis azon specilis kon-
figuraciokra koncentralok, amikor a négy tomegpontbol egynek elhanyagolhatoan
kicsi a tomege. A feltevés kovetkeztében a stabilitdsvizsgalat kimenetele megfogal-
mazhatdé mint az egyik szogkoordinata fiiggvénye. A stabil megoldéast eredményezé
feltételeket és azok szogkoordinata-fiiggését analitikusan szamitom, majd a kapott
fiiggvényeket numerikus modszerrel vizsgalom.

A korlatozott esetek altalanositasaképpen a tomegekre vonatkozd megszorito fel-
tételt elhagyva végzek tovabbi, linearis stabilitasvizsgalatot. A szdgtér numerikus
feltérképezésének tanulsidga szerint mind a konvex, mind a konkav esetek szolgalnak
stabil megoldasokkal. Ezek koriilbeliil néhany tizedszer néhany tiz fok kiterjedésti
hosszikas tartomanyok pontjai, a kezdeti feltételek alkalmas megvalasztasa azonban
az el6bbieknél egy nagysagrenddel nagyobb kiterjedésti feltételesen stabil régidkat
eredményez a konkav szégtérben.

A stabil megoldasok létezése azt sejteti, hogy akar valds égitest-rendszerek ko-
zOtt is taldlhatunk tengelyszimmetrikus centralis négytest-problémaban résztvevo-
ket. Ilyenforméan kitekintésképpen eredményeimet hipotetikus két bolygos kettGs-

csillag-rendszerekkel és exo-Trojai égitestekkel hozom kapcsolatba.
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Bevezetés

Torténetileg a klasszikus égi mechanika nehezen valaszthato el a matematikatol.
Fejlgdésiik sokaig kéz a kézben haladt, szdmos matematikai tétel égi mechanikai al-
kalmazasok soran sziiletett meg, és a két tudomanyteriilet 17-18. szazadi miveldi is
nagy atfedést mutatnak. Napjainkban az égi mechanika 6nallo6 tudoméannyé nétte
ki magat, problémainak megoldasa azonban széles matematikai apparatust igényel.
E szép alkalmazasi teriilet adja dolgozatom témajat.

A klasszikus égi mechanika alapfeladata az n-test probléma, mely n darab tomeg-
pont mozgasat vizsgalja, feltételezve, hogy kozottiik csak a kolecsonds Newton-féle
gravitacios vonzoerGk hatnak. A probléma komplexitdsat mutatja, hogy altalanos
megoldas minddssze az n = 2 esetre, vagyis a kéttest-problémara létezik, melyet
Isaac Newton munkassaga 6ta ismeriink. Heinrich Bruns és Henri Poincaré latta be
az 1880-as években, hogy n > 3-ra az egrzakt megolddsok nem csak ismeretlenek:
nem is léteznek. Eppen ezért mar harom test esetén is jelentés megszoritast kell
tenniink, hogy analitikus megoldast remélhessiink. Nevezetesen, feltessziik, hogy a
konfiguracié centralis, azaz az eredd erdk a rendszer tomegkozéppontjaba mutatnak.
A centralis haromtest-probléméanak 6t megoldasa létezik, koziiliik ketts a Lagrange-
féle szabalyos haromszog-megoldas, harom pedig az Euler-féle kollinedris megoldas.
Tovabb novelve a testek szamét, n > 3-ra méar a megoldasok szama, n > 5-re pedig
azok végessége is kérdéses.

A kdzelmultban azonban &ttéré eredmény sziiletett az n = 4 esetben. [Erdi és
Crirjak (2016)| a tengelyszimmetrikus centralis négytest-probléma teljes, analitikus
megoldésat adta meg zart alakban. Természetes a gondolat, hogy eredményiiknek
csillagaszati vonatkozast adva, az egyes tomegpontok helyébe sztellaris vagy pla-
netaris testeket helyettesitiink. Realisztikus tomegaranyokat venni azonban nem
elegendd ahhoz, hogy a konfiguraciokat valos csillag- vagy bolygérendszerekkel kos-
siik 6ssze, Univerzumbeli el6fordulasukhoz ugyanis az is sziikséges, hogy az adott

konfiguracié stabilnak bizonyuljon. Analitikus eredmények hianyaban a négytest-
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probléma stabilitasvizsgalata mindeddig az égi mechanika megoldatlan problémai
kozé tartozott - meglehet&sen specidlis esetekkel foglalkozo részeredményektdl elte-
kintve. A fentiek nytujtotta inspiracié vezet el dolgozatom téméajahoz: a tengely-
szimmetrikus centralis négytest-probléma lineéris stabilitdsvizsgalatdnak elvégzése,
a kozelmiltbeli analitikus eredményekbdl kiindulva.

A dolgozat felosztasa a kovetkezs. Az[l] fejezetben a témakor el6zményeinek at-
tekintését nyujtom, réviden vazolva a centralis konfiguraciok elméletét, bemutatva
Erdi és Czirjik (2016) megoldasat, majd kitérve a négytest-probléma stabilitasvizs-
galatanak irodalmara. Sajat eredményeim a fejezetben kovetkeznek: elGszor
az un. korlatozott esetek linearis stabilitasvizsgalataval foglalkozom, majd innen
Otletet meritve, a [8] fejezetben altalanosabb esetekben is elvégzem a szamitaso-
kat. Eredményeim alkalmazhatosaganak lehetGségeit érinti a fejezet: a stabil
konfiguraciokat specialis rendszerekkel hozom kapcsolatba, igy példaul két bolygot
tartalmazo kettdscsillag-rendszerekkel, illetve exo-Trojai égitestekkel. Végiil, az [5]

fejezetben Osszegzem a munkat.



1. fejezet

El6zmények

1.1. A centralis konfiguraciékrol

Tekintsiik az n-test probléma Newton-féle mozgasegyenleteit:

n

miits = K2y T (e ), i=1,n, (1.1)
= i
J#i

ahol k& = 0.01720209895 a Gauss-féle gravitacios konstans égi mechanikai egységek-
ben, m; az i-edik tomegpont témege, r; az i-edik témegponthoz mutato baricentrikus
helyvektor, r;; := ||r; —r;||, pedig az i-edik és j-edik test kozotti euklideszi tavolsag.
(1.1)-nek n > 3 szamu testre altaldnos megoldésa nem létezik, érdemes tehat meg-
szorito feltételt tenni. A centrélis konfiguraciok elméletéhez jutunk, amennyiben a
feltételt ugy valasztjuk meg, hogy az egyes testekre hato eredd erék a rendszer kozos

tomegkozéppontjaba mutassanak.

1.1. Definici6é. Azt mondjuk, hogy (1.1)) centralis, ha létezik olyan A € IR, A > 0,
hogy #; = —Ar; Vi =1,...,n, azaz (.1

n

m .
kQZT;(Tj—Ti):—)\TZ', ’é:l,...,n (12)
j=1
J#i
alaki.
Megjegyzés. Az[l.1] definicioban szerepld A > 0id6t6l fiiggd paraméter, mely minden
idGpillanatban egyenls az Osszes testre. Akkor (és csak akkor) vehet§ konstansnak,

ha barmely test mozgasa egyenletes krmozgas ugyanazon szogsebességgel.
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A centralis konfiguraciok fontos tulajdonsaga az eltolas-, forgatas- és nagyités-

invariancia. Itt érdemes kiemelni az an. relativ eqyensilyi megoldds fogalmat.

1.2. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy centralis konfiguracioé relativ egyensilyi
megoldéast valosit meg, ha barmely témegpont azonos szdgsebességgel végez egyen-
letes kormozgast a rendszer tomegkozéppontja koriil, mely egyben a mozgas vizsga-

latara kitiizott koordinata-rendszer origdja.

Latjuk tehat, hogy relativ egyensilyi konfiguracionak tetszéleges két idépontbeli

helyzete forgatassal egymésba vihetd.

Megjegyzés. Az elnevezés onnan szarmazik, hogy amennyiben a testekkel egyiitt-
forg6 vonatkoztatasi rendszerbe tériink at, minden tomegpont nyugalomban marad
mozgdasa soran, a konfiguracié tehat egyensilyi megoldas. A fogalom a késGbbiekben

fontos lesz.

1.2. Tengelyszimmetrikus eset

A centralitas bevezetésével az (1.1) masodrendd differencialegyenlet-rendszerbdl
az (1.2)) algebrai egyenletrendszert kaptuk, nagyszamu testre azonban az analiti-
kus megoldas tovabbra is komoly kihivias. Az n = 3 esetre Leonhard Euler és
Joseph-Louis Lagrange kinalt teljes megoldast a 18. szazadban, n = 4-re (és > 4-
re) azonban egészen a kozelmiltig csupan meglehetdsen specialis részeredményeket
ismertiink, agy, mint példaul a harom egyenl témeg esete (Palmore, 1975 |Simo,
1978 Meyer és Schmidt, 1988; Bernat és mtsai., 2009; Long és Sun, 2002; Shi és Xie,
2010) vagy a négy egyenld tomegé (Albouy, 1996)); a deltoid és rombusz alaki kon-
figuraciok két-két egyenld szemkozti tomeggel (Long és Sun, 2002; Perez-Chavela és
Santoprete, 2007)); vagy a Lagrange- és Euler-megoldasok kiterjesztése egy nulla t6-
meg( test hozzdadasaval a rendszerhez. 2016-ban azonban korszakalkotd eredmény
sziiletett: [Erdi és Czirjak (2016)| a centralis négytest-probléma egy jelentss alosz-
talyara, nevezetesen a tengelyszimmetrikus esetre adott teljes, analitikus megoldast
explicit alakban. Eredményiiket a kovetkezékben foglalom 6ssze.

Tekintsiink egy sikbeli derékszogi koordinata-rendszert O kdzépponttal, benne
pedig négy tomegpontot. Jelolje ezeket A, B, E és E’. A rendszer tomegkdzéppont-
jat rogzitsilk O-ban, tovabba tegyiik fel, hogy A-t és B-t szimmetriatengely koti
Ossze (amely egyben a koordinata-rendszer vizszintes tengelye), E és E’ pedig erre

szimmetrikusan helyezkedik el. A dimenziotlan (1-re normalt) tomegek legyenek
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1.1. abra. A konvex tengelyszimmetrikus centralis konfiguraciok. Az A, B, E, E’ jeli
tomegpontok koordinatéit a neviikk mogotti zardjelekben latjuk feltiintetve, tomegii-
ket i1, po, p és p jeloli. A rendszer tomegkozéppontja az O origd. A konfiguraciot
az «, [ szogparral adjuk meg.

rendre fi1, fia, p és p. Harom megoldascsalddot kiilonithetiink el. A konvez esetben
a négy test konvex deltoidot formaz (lasd: [L.1] abra). Itt feltehetd, hogy o < pu.
A konkav deltoidot meghatarozd konkdv esetekben megkiilonboztetjiik az elsd kon-
kdv esetet, ahol a tomegkdzéppont a deltoidon beliil helyezkedik el abra bal
oldala), illetve a mdsodik konkdv esetet, ahol O a négyszogon kiviilre esik . abra
jobb oldala). A szimmetridnak koszonhetGen a konfiguraciok két adattal egyértel-
mien jellemezhetSek. Ezek lehetnének az [1.1], illetve [1.2] &abrakon szerepls a, b
koordinatak, vagy az a, b-nek egyértelmtien megfeleltethets o, 5 szogek is. [Erdi és
Czirjak (2016) nyomén valasszuk ismeretlennek az a, f szogpart. A két ismeretlen
mellett szerepel még két fiiggetlen paraméter is a probléma leirdsdban, ezek a pq,
2 dimenziotlan tomegek (mivel a harmadik tomegparaméter a p = (1 — g — p2)/2
Osszefiiggésbdl nyerhets). Az ismeretlenek és paraméterek szerepének feleserélhets-
ségét szem elGtt tartva az alabbi tétel formajaban fogalmazhaté meg Erdi és Czirjak

(2016)| szamitasainak legfébb eredménye.

1.2.1. Tétel. A fenti jeldlésekkel, a tengelyszimmetrikus centrdlis négytest-probléma

[ €s o vdltozdja, valamint o és B paramétere kizott fenndll a

- (bl + ag — bo) bg
H1= a061 + Cllbo — Cllbl’

(a1 + by — ag) ag
H2 = a061 + Cblbo - a1b1

(1.3)

dsszefiiggés, ahol az ag, ay, by €s by egyiitthatok az o, B szdgeket tartalmazo trigono-



A
E<— 1 + pob 1)
p—

,UI Ya
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1.2. abra. A konkav tengelyszimmetrikus centralis konfiguraciok. A jelolések az .
abrahoz hasonloak. Bal oldal: az O tomegkdzéppont a deltoidon beliil helyezkedik
el (els6 konkav eset). Jobb oldal: O a deltoidon kiviilre esik (masodik konkav eset).

metrikus dsszefiiggések. A konvex esetben

(o 5)
agp = | cos a—g tg o,

1 1 3 3 1
a ' =————+ | = —cos”a — cos t — —tga,

" (tga+ tg )’ (8 B) S (1.4)
] .
by := (cosgﬁ — §) tg B,

1 1 1
byji=———— 4+ = —cosa—cos® B ) tga — = tg 3,
i CRC ) i L

a konkdv esetekben

ap - (cos?’oz 1> tg o

0= -3 ;

8
1 1 N 3 1
= ——— — | = —cos” @ — COs t — —tga,
T tga—tg B (8 ) 6) 875t (1.5)
! .

by := — (00335 - §) tg 3,

1 1 1
by = ————+ = —cos®a—cos® B ) tga + = tg .

Y (tga—tgB)’ (8 B) satgtel
Megjegyzés. A két konkév eset megkiilonboztetésére szolgalo feltétel szerint
M1
t < tg o 1.6
g0 <1 — Lt (1.6)
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1.3. abra. A konvex konfiguraciok lehetséges tartoméanya (szinezett teriilet) és az
ezt hatarolo kritikus egyenesek. (Forras: Erdi és Czirjak (2016).)

az els6 konkéav esetben, és

H1
tg B > tg 1.7
= (1.7)

a méasodikban.

Az tétel Osszefiiggése explicit formulat kinal adott alakid tengelyszim-
metrikus négyszoghoz tartozo, centralis konfiguraciot eredményezd dimenziotlan to-
megek szamitasahoz. Az eredmény jelentds rést fedett be az elméleti égi mechanika
megoldatlan problémai korében, mindemellett egyszer( alakja miatt a gyakor-
lati alkalmazasok terén is szdmos ablakot nyitott.

Erdi és Czirjak (2016) eredményei koziil érdemes még két dsszefoglalo abrat ki-
emelni, melyek a §— « sikon mutatjak a tengelyszimmetrikus centralis konfiguréciok
lehetséges tartoméanyait, megadva az Gket hatdrold egyenesek sajatsagait is.

A konvex esetben vegyiik szemiigyre az abrat! A szinezett haromszdgon be-
lil taladljuk a konvex tengelyszimmetrikus centralis konfigurédcidékat megengedé «, 3

parokat, a hatarold egyenesek mentén pedig valamilyen specidlis esettel talalkozunk:

a+28=90" p =1, uy = 0 (egycentrum-probléma az A testtel);
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1.4. abra. A konkav konfiguriciok lehetséges tartomanyai (szinezett teriiletek: C1:
elsé konkav, C2: masodik konkav eset) és az ezeket hatarold kritikus egyenesek.
(Forras: Erdi és Czirjak (2016).)
a = f: g = pg (rombusz-megoldas két-két egyenld tomeggel);

a =0 ps = 0 (nincs kozos pontja a szinezett haromszoggel, igy nem létezik
ilyen feltételeknek eleget tevé centralis konfiguracié a konvex tengelyszimmet-

rikus esetben);
a = 60" ps = 0 (Lagrange-féle szabalyos haromszog A, E, E'-vel);
a = [ = 30°: szingularis pont, ahol u; + ps = 1.

A konkav tengelyszimmetrikus centralis konfiguraciokat megengedé «, § parokat
az abran lathatjuk. C1 jeloli az els6 konkéav, C2 pedig a méasodik konkav esethez

tartozo tartomanyt. A kritikus egyenesek:
200 — =90 py =0, uy = 1 (egycentrum-probléma a B testtel);
a = 60" ps = 0 (Lagrange-féle szabalyos haromszog A, E, E'-vel);

B =0° p; =0 (Euler-féle kollinearis megoldas B, E, E'-vel);
M g



S =60 py =0 (Lagrange-féle szabalyos haromszog B, E, E'-vel);

a = 60°, 8 = 30°: szingularis pont, ahol ps =1 — 3u;.

1.3. Stabilitasvizsgalatok eredményei a négytest-

problémaban

Valamely rendszer - legyen az é16 vagy élettelen, matematikai, csillagaszati vagy
akar biologiai - esetében felmeriilg kérdések kozoétt mindig elGkeld helyen talaljuk
a rendszer hosszutavu viselkedésére, fejlédésére, evoliciojara vonatkozoakat. A va-
laszadas sziikségszerien a stabilitasvizsgalat témakoréhez terel: egyensilyi pont-
jabol kissé kimozditva a rendszert vajon az visszatér-e a kiindulési helyre, annak
kozelében marad, esetleg eltavolodik? Célom, hogy a2l és[3| fejezetekben valaszt
adjak ezekre a kérdésekre az |Erdi és Czirjak (2016) altal megadott egyensulyi pontok
esetében, a témakor szakirodalménak attekintése mindennek azonban fontos elGz-
ménye. (A fejezetben csak az n = 4 esettel foglalkozom.)

Minthogy az altalanos négytest-probléma analitikusan nem megoldhato, annak
stabilitasara sem tudunk egzakt és végtelen hosszu idére érvényben marado kritériu-
mokat felirni. A probléma egyfajta ,megkeriilése", hogy végtelen hosszi helyett csak
véges idGtartamokkal foglalkozunk. Ezt a fajta megkozelitést gyakran alkalmazzak
a hierarchikus rendszerel| esetében: mennyi idébe telne, hogy adott hierarchia fel-
bomoljon? [Milani és Nobili (1983) példaul a linearis hierarcikus négytest-probléma
(Gsszesen harom kéttest-poblémabol felépithetd formécio) hosszu periodust és szeku-
laris perturbacioit vizsgalta analitikus méodszerekkel és adott meg véges idGtartamot
a rendszer stabilitasara. Roy és mtsai. (1985)|statisztikus megkozelitést alkalmazott:
fiktiv, komplanéaris, hierarchikus négytest-problémak sokasagat tekintette kiilonb6z6
tomeg- és tavolsageloszlasokkal, majd a hierarchiak valtozésanak idgskalajat nume-
rikusan modellezte.

A masik at, hogy a ,barmely id&pillanatban érvényes" terminust megtartjuk
ugyan a stabilitasra vonatkozo feltétel konstrualasakor, azonban az altalanos konfi-
guracionak egyszertibb formait tekintjiik. Ezek lehetnek egyrészt autonom (idofiig-
getlen) rendszerek - mint az definiciobol ismert relativ egyenstlyi megoldasok.
Ide tartoznak a kollinearis elrendezések (Moulton, 1910), a négyzet (Albouy, 1996),

! Hierarchikusnak neveziink egy rendszert, ha az kéttest-problémék szuperpoziciojabol felépit-
hetd.



rombusz és deltoid alakia konfiguraciok (Long és Sun, 2002), vagy az egyenl@szara
trapéz (MacMillan és Bartky, 1932). Relativ egyenstlyi megoldasok részletes stabi-
litasvizsgalatat végezte el példaul Brumberg (1957)| vagy Simo (1978). Az autoném
mellett természetesen nem-autoném problémak is tanulmanyozhatoak. Ezek szép
példajat adja a [Steves és Roy (1998) altal bevezetett Caledoniai-probléma (sikbe-
li, kezdeti korpalyékat feltételezs, négy (vagy két-két) egyenld tomeget tartalmazo
négytest-probléma), melynek stabilitasat tobbek kozott Steves és Roy (1998), illet-
ve Roy és Steves| (1998; |2001) vizsgalta és fogalmazott meg a stabilitasra vonatkozo
analitikus feltételeket.

Az &ltalanos négytest-probléma egyszertsitésének harmadik modja, hogy fel-
tessziik, a négybdl az egyik test elhanyagolhato tomeggel rendelkezik. Az ilyenmo-
don kapott korldtozott problémék stabilitdsidnak kérdését jelentés érdekl6dés Gvezi,
irodalma is meglehetdsen kiterjedt. A nulla tomeg( test mozgaséat olyan koordinata-
rendszerben vizsgaljuk, melyben a pozitiv tomeggel rendelkezé mésik harom test
(an. elsGdleges testek) helyzete nyugalmi. Ez tgy lehetséges, hogy azok egyrészt
a centralis haromtest-probléma relativ egyenstlyi megoldasait valositjak meg, mas-
részt a koordinata-rendszert ezekhez rogzitjiik, vagyis forgd vonatkoztatési rendszert
tekintiink. Mint tudjuk, a centralis haromtest-problémanak két megoldéascsaladja
létezik, a kollinearis és szabalyos haromszog-megoldasok. ElGbbiek linearisan insta-
bil viselkedést mutatnak, igy a témakor kévetkez6kben bemutatott eredményei az
utobbi, vagyis a Lagrange-féle ekvilateralis alrendszerre vonatkoznak (mely abban
az esetben stabil, ha a harombdl egy témegpont dominans témeggel rendelkezik,
vagy precizen, ha az mq, ma, ms tomegek kielégitik a 27(mymso + mgmy +maoms) <
(my 4 mg + mg)? Osszefiiggést (Gascheau, 1843)).

Baltagiannis és Papadakis (2011)| mutatta meg, hogy a fent véazolt korlatozott
négytest-problémanak legaldbb 10 egyensilyi pontja van. Numerikus szamitasok
soran jutottak arra a megallapitasra, hogy az egyensulyi pontok létezése és szama
az elsGdleges testek tomegparaméterétdl fiigg. Azt talaltak, hogy harom tetszéleges
(nem egyenlG) tomeg esetén nincs olyan egyensulyi megoldas, amely a dominans t6-
meggel kollineéris volna, ketts és hdrom egyenld tomeg esetén van, 0sszesen 2 vagy 4.
Analitikusan végzett linearis stabilitasvizsgalatot példaul Majorana (1981)| Gsszesen
8 egyensilyi pont esetében; tovabba Pedersen (1952); illetve [Simo (1978)|és |Leandro
(2006). Utobbi két szerzé a ,hagyoméanyos" helyett altalanosabb, spektralis stabili-
tasvizsgalatot végzett. Lineadrisan instabilnak mutatkozo megoldésok természetesen

nemlinedrisan is instabilak, linearisan stabil megoldasok esetében azonban nemli-



neéris instabilitdas még fennallhat. Erdemes ezért a nemlinearis vizsgéalatokrol is
szOt ejteni. Az ekvilaterdlis korlatozott négytest-probléma nemlinearis, negyedren-
dii stabilitasvizsgalatat Budzko és Prokopenya (2011)| végezte el egy egyensiilyi pont
¢és harom tetszbleges (nem egyenld) tomeg esetén. Alvarez-Ramirez és mtsai. (2015)
Osszesen harom (egy kollinearis és két nem kollinearis) egyenstlyi pont esetében
végzett nemlinearis stabilitasvizsgalatot, hatodrendig bezardlag, két egyenld tome-

get feltételezve.



2. fejezet

Stabilitasvizsgalat a korlatozott

esetekben

Az [[.3] fejezetben vilagossa valt, hogy a négytest-probléma stabilitasvizsgalata
- jelentGsebb analitikus eredmények hijan - mindeddig sok betoltetlen rést hagyo
problémakér volt az égi mechanikaban. Erdi és Crirjak (2016)| tengelyszimmetrikus
esetre vonatkozo kozelmultbeli egzakt megoldasa azonban kiterjedt stabilitasvizsga-
latot tesz lehet()'vdﬂ Eredményiik szovevényessége miatt szdmos esettel kell kiilon-
kiilon foglalkozni, ezek més-més megkozelitést igényelnek.

Analitikus vagy szemianalitikus megoldast a korlatozott problémaktol remélhe-
tiink, tegyiik fel ezért els6ként, hogy a rendszerben jelen van egy elhanyagolhato
tomeg( test, és ennek mozgasa nem zavarja a masik harom tomegpontét.

Az fejezetbol kideriilt, hogy a korlatozott négytest-probléma stabilitasvizs-
galatdnak kérdése nem tjkeletd probléma az égi mechanikaban. Szamos megoldast
lattunk, a vizsgalat azonban csupan diszkrét pontokra terjedt (és terjedhetett) ki,
hiszen [Erdi és Czirjak (2016)| analitikus eredményei ismeretlenek voltak, és igy az
egyenstlyi megoldasok pontos szama (vagy még inkabb: tartomanya) is. A kovet-
kez6kben [Erdi és Czirjik (2016) tengelyszimmetrikus esetre vonatkozé analitikus
eredményeinek ismeretében megmutatom, hogy a stabilitasvizsgalat az egyensilyi

megoldasok - most mar ismert - teljes spektrumara elvégezhetd.

1Ttt jegyezném meg, hogy precizen szélva nem a deltoid alakd konfiguraciok az egyetlen ten-
gelyszimmetrikus rendszerek, ugyanis az egyenlGszara trapéz megoldas is az (lasd: MacMillan és
Bartky (1932))). Dolgozatomban ezzel nem foglalkozom, a kovetkez&kben ezért tengelyszimmetrikus
konfiguraciokon mindig az Erdi és Czirjak (2016)-féle deltoid alaku elrendezéseket értem.
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2.1. Definici6. Korlatozott n-test problémarol beszéliink, ha az n darab (az n-
test probléma mozgasegyenleteit kielégits) tomegpont koziil pontosan egynek sokkal

kisebb (elhanyagolhatd) a tomege a t6bbi n — 1 test tomegéhez képest.

A R.1] definiciot a centralis négytest-probléma tengelyszimmetrikus esetére al-
kalmazva, és meggondolva, hogy a rendszerben szerepel két egyenld témeg (u), kor-
latozott probléméat csak tgy kaphatunk, ha vagy p; = 0 (mikozben po # 0, p # 0),
vagy pe = 0 (mikozben py # 0, p # 0).

A korlatozott esetek Gsszegyiijtéséhez Erdi és Czirjak (2016) és abrai
nyujtanak segitséget. A konvex esetben egy, a konkév esetekben pedig két-két egye-
nest taldlunk, melyek mentén a fenti feltétel teljesiil:

konvex eset:

a = 60° mentén puy = 0 V3 € [15°,60°]; (i)
elsé konkav eset:

a = 60° mentén uy = 0 V3 € [0°,30°], (ii)

B = 0° mentén pu; = 0 Vo € [45°,60°]; (iii)
masodik konkav eset:

a = 60° mentén puy = 0 V3 € [30°,60°), (iv)

S = 60° mentén p; =0 Vo € (60°,75°). (v)

Megjegyzés. (iv))-ben és (v)-ben a (-ra, illetve a-ra vonatkozo6 intervallum azért nem
zart, mert az a = § = 60° esetet, vagyis amikor az A és B test egybeesne, ki kell
Zarni.

A stabilitasvizsgalat soran az elhanyagolhato (praktikusan nulla) tomegi testre
irjuk fel a mozgasegyenleteket, majd az egyenstlyi helyzethez kozeli pontban vizs-

galjuk a megoldéast. A fenti 6t eset kezdetben targyalhato egyiitt.

2.1. Mozgasegyenletek

Tekintsiink egy tengelyszimmetrikus centralis konfiguraciot, majd rogzitsiik az
Erdi és Czirjak (2016) altal bevezett a, 3 szogvaltozok egyikét. Ez a négybdl ha-

rom test helyzetét egyértelmtien meghatarozza (hiszen dimenziotlan tavolsagokkal
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dolgozunk). Tegyiik fel, hogy ezen rogzitett helyzetii tomegpontok témegkdzéppont
koriili mozgasuk sordn korpalyakat futnak be, melyeket a negyedik test - nulla t6-
mege 1évén - nem perturbal. Igy az el6bbi harmasrendszer mozgasa targyalhato,
mint egy merev test egyenletes forgasa a tomegkozéppontja koriil. Ezt kihasznalva,
rogzitsiink egy w = konst. szogsebességgel forgd koordinata-rendszert a tomegko-
zéppontba. Ebben a forgd vonatkoztatasi rendszerben szeretnénk felirni a negyedik,
elhanyagolhaté tomegi testre vonatkozo mozgasegyenleteket. o rogzitése esetén ez
a test a B jeld lesz, B rogzitésekor pedig az A. A fenti ({)-(v) eset kozos targyalasa
soran a P := {A, B} és P:= {B, A} jelolést fogom alkalmazni, ami arra utal, hogy a
P-vel jelolt tomegpont késGbb A vagy B lesz, a P jeli pedig B vagy A. Hasonlban,
a tomegek esetében vezessiik be a p := {1,2} és p := {2, 1} jeloléseket.

Jelolje az egyes tomegpontokhoz iranyitott baricentrikus helyvektorokat rp, 73,
rg és . (Itt rp a masik harom vektorral ellentétben a t id6 fiiggvénye.) A moz-
gasegyenletek felirdsa el6tt még elevenitsiik fel, hogy forgé koordinata-rendszerben
mindig fellépnek fiktiv tehetetlenségi er6k. Az ezekbdl szarmaz6 gyorsulasok egy-
részt a

— 2w X Tp (2.1)

Coriolis-gyorsulas (ponttal jelolve az id6 szerinti derivalast), masrészt a
—wX (wX7Tp) (2.2)

centrifugdlis gyorsulds. Az el6z6ek figyelembevételével a P-re vonatkozé mozgés-

egyenletek az

Tp— 2w X Tp

Tp —T5 Tp —TE Tp —TEg
=w X (wXxrp)— kZ,uI;—fB — K 5+ 5| (2.3)
lre =75l lrp —rely  llrp —7el;

alakot oltik, ahol k a Gauss-allando, ||rp — 74|, (i = P,E.E') pedig P és az i-edik
test kozotti euklideszi tavolsagot adja meg.
Vegyliik észre, hogy jobb oldala nem méas, mint a mozgas U(rp) effektiv
potencidljanak gradiense. Legyenek rp komponensei z(= z(t)) és y(= y(t)), és
au

vezessiik be a 2 (z,y) =: Uy(z,y) és %—g(x,y) =: Uy(z,y) roviditéseket. Ekkor a
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(2.3) mozgasegyenlet komponenseiben kiirva az

& — 2wy = Up(z,y), (2.4)
i+ 2wt = Uy(z,y)

differencidlegyenlet-rendszerhez vezet.

2.2. Linearis variacios egyenletek

A (2.4)) rendszer Erdi és Czirjak (2016) eredményeibél ismert egyensilyi megol-
dasat jelolje (zo,yo). A linearis stabilitasvizsgalat soran a P tomegpontot egyensilyi
helyzetébdl kissé kimozditjuk, vagyis a megoldast az

x =z +E, (2.5)

Y=y +n

alakban keressiik, ahol ¢ és n kis mennyiségek (perturbaciok), melyek négyzetét
és szorzatat is elhanyagoljuk. (2.5)-6t (2.4)-be helyettesitve és a jobb oldalakat

elsérendig (g, yo) koriili Taylor-sorba fejtve a

é_ 2("}77 = Umz(xm y0)§ + Uﬂcy<I07 yO)na

L (2.6)
i) 4 2wE = Uy (20, Y0)§ + Uyy(20, Y0)0

un. linedris varidcids egyenletekhez jutunk. (U, := aa—g"’, i,j =x vagy y.)
Belathato, hogy az U,y (zo,y0) = Uyu(zo,y0) = 0 egyenldség a késébbi 6t eset
mindegyikében teljesiil (a bizonyitasokat lasd késébb). Igy (2.6) az egyszertibb

5 - 2("}77 - Ua:ac(an y[))ga

i} : (2.7)
i+ 2w = Uyy (20, yo)n

alakba irhaté.
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2.3. Karakterisztikus egyenlet

(2.7) allando egyiitthatos, homogén, linearis differencidlegyenlet-rendszer, igy a
partikularis megoldast
£ = A,

(2.8)
n = Bet

alakban keressiik (A # 0, B # 0). A feladat az A, B, v konstansok meghatarozasa.
Ehhez helyettesitsiik vissza a (2.8) megoldast (2.7)-be. Az eredmény (alkalmazva az
Uii(zo,y0) =: Uy, i = x,y roviditéseket) az

A2 — U,,) — 2wBy =0,
(v ) g 2.9)
B(v* = Uy,,) +2wAy =0

homogén linearis algebrai egyenletrendszer A, B-re, melynek - mint linearis algeb-
rabol ismeretes - akkor és csak akkor létezik nemtrividlis megoldasa, ha az egyiitt-

hatomatrix determinénsa nulla, azaz

2 Uy -2
7 “T =0 (2.10)
2wy 72 — Uyy
A determinanst kifejtve, a
Y+ V2 (=Use — Uy + 4w?) + U Uyy = 0 (2.11)
karakterisztikus egyenletet kapjuk ~-ra.
Vezessiik be a I' := +? jelolést. Ezzel (2.11)) a
I+ T(=Uyp — Uy + 4w®) + U Uyy = 0 (2.12)

méasodfoku egyenlet formajaban irhaté fel, melynek megoldésait a megoldoképlet

adja:

1 1
[, = 5(Um + U,y — ) £ \/Z (—Uspe — Uyy + 4w?)? — UpoU,,. (2.13)
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2.4. A stabilitas feltételel

Emlékeztets. A (2.7) rendszert stabilnak [aszimptotikusan stabilnak| nevezziik az
(x0,y0) egyenstlyi pontban, ha a (2.8)-ban szereplé ~ kitevSkre: Re(y;) < 0 Vi
[Re(7;) < 0 Vi|. Ha 3i : Re(y;) > 0, a megoldés instabil.

Itt v1234 = £4/I'1 2, ezért maximalisan négy kiilonboz6 gyok lehet. Annak el-
dontésére, hogy ezen gyokok képzetesek vagy valdsak, valos esetben pozitivak vagy
nempozitivak, valamint hogy léteznek-e tébbszords gyokok, I'y »-t, illetve annak meg-
oldoképletében a D := i(—Um —Uyy + 4u)2)2 — U, U,y diszkriminans elGjelét kell
megvizsgalni.

1. eset: D < 0. Ez esetben I'y o komplex értékd és nemegyenls, ¢ £ i) alaku.
Kovetkezésképpen a 7 2 34 gyokok valosrészei koziil ketté-ketts egyenls és ellenkezd
elgjelid. Ezek valamelyike biztosan pozitiv, igy a megoldas instabil.

2. eset: D = 0. Ekkor a I'y = I'y =: I' tobbszoros és valos, és 1234 kozil is
kettd-ketts egyenld: legyen v i= 713 = VT és v, 1= Y24 = —VI' a két kiilonbozs
gyok. Ha I' > 0, akkor 71 > 0, a megoldas megint csak instabil. Ha I" < 0, akkor

71,2 ugyan tisztan képzetes, stabil megoldast azonban mégsem kapunk annak

5 = Ale““t + Agte”t,

(2.14)
n = Ble“t + Bgtewt

alakja miatt. (Megmutathato ugyanis, hogy tobbszoros gyokok esetén a megoldas
([2.8)-tol eltérsen szekularis tagokat is tartalmaz. )

3. eset: D > 0. Pozitiv diszkriminéns valos és nemegyenlé 'y o-t eredményez. Ha
koziiliik legalabb az egyik pozitiv, akkor sziikségszerten létezik olyan i = {1,2, 3,4},
melyre v; > 0, a megoldés instabil. Azonban ha mind I'y, mind I'; nempozitiv, v; 234
mindegyike tisztan képzetes és a megoldas stabil (vagy aszimptotikusan stabil) lesz.

Osszefoglalva: stabil egyenstlyi megoldashoz a

D >0,

(2.15)
I'> <0

feltételek egyiittes teljesiilése sziikséges (és ez elégséges is).
D és 'y 5 meghatéarozasahoz az U,,, Uy, és w? mennyiségeket kell ismerni. Ezek
azonban kiilonboz6ek lesznek a vizsgalando ()-(v) esetben, ezért ezen a ponton az

Osszevont targyalas nem folytathato.
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2.5. Konvex eset, a = 60°

Tekintsiik a konvex konfiguraciot abra) a = 60° esetén. Ekkor A, E és
E’ egy szabalyos haromszog csiicsaiban foglal helyet, B pedig a haromszogon kiviil
helyezkedik el nulla tomeggel. Utobbi mozgasat vizsgaljuk, ezért a (2.3) mozgas-
egyenletben P helyett B-t, P helyett A-t, p helyett pedig 1-et kell venni. A rogzitett
helyzetti A, E és E' testek Erdi és Czirjak (2016)) eredményeibél ismert és az .

abran latott koordinatai:

ra=(a,0),
pa — pob
=(-———1
Te ( 1— 1 — g ) (2.16)
— tob
v — (_M,_Q |
L=y — po
amivel az euklideszi tavolsdgok az alabbi médon irhatoak:
1/2
lrp —rally = [(& - 0)]
- 41/2
s~ vl = |+ “”_“”) + ,
1 — (2.17)
- ) 11/2
Hia — Ha
TR —TEg|y, = T+ ——— +(y+1
o= ril = | (r 252 ) ey

(2.16) és (2.17) figyelembevételével felirhatjuk a (2.3) mozgasegyenlet komponenseit:

- — gb
- 2wy = wr — kK T4 32—k2u(x+M>-
(o= a2+ 2] L= p =
1 1
5 5z + 5 5z | (218)
[(x+%> +(y—1)2] [<x+%) +(y—l—1)2]
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Y
[(z —a)? + 47

i+ 2wi = Wy — k2 373 k-

y—1 y+1

pia—pb 2 1)2 i pia—pib 2 1)2
ZE—f—m +(y— ) ZL“f‘m +(y—|—)

7| (219

és jobb oldala adja meg U,(z,y)-t és U, (z,y)-t, melyekbdl mar szamit-
hatoak a masodik derivaltak az (zo,y0) = (—b,0) egyenstlyi pontban.

El6szor a fejezetben tett, a vegyes parcidlis derivaltakra vonatkozo megjegy-
zést latjuk be.

2.5.1. Allitas. A konver esetben o = 60° mellett
ny(—b, 0) = ny(—b, 0) =0. (2.20)

Bizonyitds. Vegyiik észre, hogy mivel U, : R* — R és U, : IR? — IR folyto-
nosan differencialhato fiiggvények, ezért az U : IR? — IR potencialfiiggvény két-
szer folytonosan differencidlhato. Ez elégséges feltételt ad a vegyes parcialis deri-
valtak felcserélhetdségérdl szolo Young-tételhez. Utobbit alkalmazva: U,y (x,y) =
Uye(z,9) V(z,9) € IR?, igy az egyenldség (—b, 0)-ban is fenndll. Elég tehat példaul
Ugy(—b,0)-r6] megmutatni, hogy nulla. Ehhez derivaljuk U,(z,y)-t y szerint:

oU,(x, B
U@@ﬂﬁ}—érg:3Wm@—a”@—af+ﬁ]w%
_m(ﬂw),
L— i — pio
b 2 —5/2
H1a — H2 )
{ ( 1—M1—Mz) b )] (v =1

— b \ 2
_3[(x+M) Fyay

L — 1 — po

—5/2
(y+1)},

amibe (z,y) = (—b, 0)-t helyettesitve adodik a kivant eredmény.
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Ezt kovetSen ratérhetiink U,, és U, szamitasara.

U (x,y)
ox

:w2 — ]{j2’u1.

. {[(l' - a)2 —+ yQ] —3/2 . 3(1’ - &)2 [($ _ &)2 + yg} 75/2}
9-3/2

UIZ (I, y)

2 4 —3/2

2 1 -5/2

I 2 1-5/2
pia — b
izt ——) +y+1) )},

igy

3 (—b+ MY

1—p1—pe

<—b+ M)QJrl

1-p1—pe2

2k 11

3/2
{(—b + M&b)2 n 1}

1—p1—p2

18
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Hasonlé szamitéassal kapjuk, hogy

aUy (I7 y)
dy

=w? — K2 {[(w —a)® +y°] T2 gy [(z — a)* + ] 75/2}

—3/2
— b \ 2

L — 1 — po
—5/2
a— usb \? 2.23
—S(y—l)2 (x—klul—m) +(y—1)2] ( )
— H1 — M2

Uyy(ma y) =

— b \ 2
; (+u) 1)

T — 1 — po

—3(y +1)?

2

a — (b

<x+u) _|_(y_|_1)2
L —p1 — pio

5/2}

amibdl

Uyy = Uy, (=0,0)

_ 2 2k* 1
~ (a+0b)3
(2.24)
2k 1 3
- 2 8/2 b H1a—p2b 2
{(—H%) +1] (<b+feee) 41

adodik.

Meggondolhato, hogy esetiinkben a koordinata-rendszer forgasi sebességének
négyzete, vagyis w? éppen az definiciobeli A-val egyezik meg. Utobbit Erdi
és Crirjak (2016) (40) egyenlete adja meg:

K (mi4+mo+2m) (pn pe  1—p1 — po
=)= —_ =t — 2.2
w " 7 + @ + g ; (2.25)

ahol dy és dy rendre az A és E, illetve B és E testek kozotti dimenzidtlan (egyensulyi)
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tavolsag, vagyis

- b2 1/2
1@ — [h2
dy:=|ra—r = (a+—> +1 ,
=l =l = | (o 25
- N 12 (2.26)
H1G — [
dy = |rg—7r = —b+—) +1
e

(a 0 alséindex az ,egyenstlyi" jelzére utal); y az E, E' testek fizikai (hosszdimenzi-
0ju) tavolsaga a vizszintes tengelytsl; mq, mo és m pedig a fizikai, mértékegységgel
rendelkez6 tomegek. Mivel Erdi és Czirjak (2016) a mennyiségek dimenziétlanitasat
az y tavolsag, valamint az m; + msy 4 2m Osszetdmeg 1-nek valasztasaval tette meg,
ezért valojaban nem maés, mint

2 _ ki
UJ _—
5 3/2
a—pu2b
<CL + ﬁmfw) + 1:|
2.27
k2 1o N k2(1 — puy — pao) (2.27)
b\ 2 3/2 8 ’
H1a—pH2
|:<_b+ 1—M1—M2) + 11

Uz, Uyy és w? fenti felirasaban az a, b, valamint uy, pue és p mennyiségek sze-
repelnek. Célunk azonban az, hogy a D diszkriminanst és a I'; o gyokoket, majd
rajtuk keresztiil a 7 234 mennyiségeket egyetlen ismeretlen fiiggvényében vizsgél-
hassuk. Ez megtehets, ugyanis egyrészt a, b-r6l attérhetiink az «, [ szogparra,
masrészt (1.3) értelmében iy és ps az «, S fiiggvénye (p pedig nem fiiggetlen t6lik).
gy az eredeti 6t (valojaban négy) helyett két mennyiség marad, melyek egyikét a
kiindulo6 feltételbdl ismerjiik: o = 60°. Kovetkezésképpen a konvex korlatozott eset
stabilitasa (3 fliggvénye.

Fejezziik ki Uy,-et, Uyt és w-et a-val és S-val (a tomegeket egyel6re hagyjuk
valtozatlanul)! A felhasznalando transzforméacios egyenletek és Gsszefiiggések (lasd:
Erdi és Czirjak (2016)):

a = (1—/1,1)tg06+,u2tgﬁ7
b=pitga+ (1 — p)tg B,
a—i—b:tga+tg57
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i pa — pob

— =tga, (2.28)
oy taamb g
L — 1 — po
,U]_CL_IU/Qb 2 2 1
a+ - ———| +1l=tg"a+1= ,
1 — g — po cos? a
b+ ) p 1=t l=
L—pr — po cos® 3
Ezekkel
2k
Upw = W2 (thﬁtL;B)g — 2k*pcos® B (1 — 3tg? Beos’ ), (2.29)
Uy =t = —F 9k cos? 3 (1 — 3cos? ) (2.30)
N ’ '
1
w? = k*juy cos® a + Kk ip cos®  + ng(l — 1 — fha). (2.31)

Vegyiik k?-et 1-nek (ez a mértékegységek alkalmas megvélasztiasaval megtehets), és
hasznéljuk fel az o = 60° megszoritast (tg o = /3, cosa = 1/2), aminek kovetkez-
tében po = 0, illetve p = 1/2(1 — py):

Upe = w? + ﬁ — (1 — p11) cos® 3 (1 — 3tg? f cos? B) , (2.32)
g

Uy = w* — m — (1= ) cos® B (1 —3cos*B), (2.33)
g

w? = é (2.34)

Végiil adjuk meg p; alakjat az o = 60°, pus = 0 esetben! A pu kifejezésében szerepld
(1.4)-ben definialt ag, a1, by, by egylitthatok most:

CLOZO,
__ 1 3 V3
al—m—cos ﬁtgﬁ—?7
. (2.35)
by = (COS3B—§) tg B,
b1=m— 3cos3ﬁ—étgﬁ,
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2.1. abra. Konvex eset, o = 60°. A D és I'; » mennyiségek a 3 szogvaltozo fiiggvé-
nyében. (A D < 0 tartoméanyban I'y 5 valosrészét latjuk.) A megvastagitott gorbe-
szakaszok az Sy = {15° < 8 < 15?1631} stabil tartomanyt emelik ki. Jobb oldal: a
bal oldali dbra kinagyitasa az Si-et tartalmazo 15° < # < 15°2 tartoményban.

amivel

1
p o (5o’ B)tep (2.36)

I SR _ V37
(V3+igB)” cos® 0tg f = %5

pa-et Uy, €s Uy, (2.32)) és (2.33)) kifejezésébe helyettesitve, majd ezeket és az w? =

1/8-ot felhasznalva D és I'y » szamitasakor, a kivant eredményhez jutunk: a konvex

eset stabilitasat g fiiggvényében vizsgalhatjuk.

A R1] abran latjuk a 8 — D(B), 8 — ['1(B) és B — I'y(B) fiiggvényeket (a
D < 0 tartomanyban értelemszertien Re(T';)-et és Re(I'y)-t). Alkalmazva a (2.15)
feltételt, stabil megoldast az

S1 = {8 € [15°,60° : D(8) > 0,T1(8) < 0} (2.37)

halmazon beliil remélhetiink, mely jelen esetben a minddssze tizedfok széles 15° <
f < 15°1631 intervallum (lasd: a . abra megvastagitott gorbéi). Erdemes kisza-
molni az S1-beli S-khoz tartozo tomegértékeket is: p; 1 és 0.9946 kozott valtozik
abra bal oldala), ami alapjan p szélsGértékére (maximumara) (1—0.9946)/2 = 0.0027
adodik (2.2 abra jobb oldala).

Mindez azt jelenti, hogy ha az (A, E, E')-rendszerben a harom test altal meg-
hatarozott egyenlGoldali haromszégdn kiviil, de annak szimmetriatengelyén elhelye-
ziink egy elhanyagolhatd tomegi testet (B-t), akkor az igy kapott négyesrendszer

csak a koorbitalishoz nagyon kozeli konfiguracio esetén lesz stabil, vagyis amikor a
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2.2. dbra. Konvex eset, « = 60°. Az A (bal oldal) és E, E’ (jobb oldal) testek dimen-
ziotlan tomege [ fiiggvényében. A megvastagitott szakaszok az S; stabil tartomanyt
emelik ki, ahol p; € [1,0.9946), p € [0,0.0027).

nulla tomegti B, E, E' az egységtomegili A koré irt kor megfelel pontjaiban foglal
helyet. Sztellaris-planetaris interpretacioban tgy képzelhetjiik el, hogy (8 = 15°
esetén) egy kozponti (naptomegiire skalazott) csillag koriil a —60, +60 foknéal 1évés
Ly és Ls Lagrange-pontokban és a korpalya mentén azok kozott féluton kis- (vagy
maximum foldméretd) bolygok keringenek. Ha az Ly, Ls kozott 1évé B jelid kis-
bolygot az elgbbi korpalyarol kissé eltavolitjuk (maximum ~ 0°16-kal), akkor a még
mindig stabil egyensilyi konfiguracioban az Ly, Ls-ben kering6 F, E’ koriilbeliil két
és fél Jupiter-tomegtire néhet. Az eredmények megértését a[2.3] abra segiti.
Térjiink vissza roviden a megoldas alakjara! A stabil tartomanyban négy tisztan

képzetes v gyokot kapunk. Hasznéljuk a

a2 = /T = £i/|Ty| = +iny,
V3,4 = :l:\/IT2 = tivy |F2| =: %11y

(2.38)

jeloléseket, és irjuk at a

4

E=) A,
zzl

n= Z Bl,e%'t
=1

alaku altalanos megoldast az Fuler-formula segitségével a trigonometrikus

(2.39)

¢ = Cy cos(vit) + Dy sin(int) + Cy cos(vat) + Dy sin(wsat), (2.40)
n=Ch cos(vt) + D, sin(vt) + Cs cos(vat) + D, sin(vat) .
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2.3. abra. Konvex eset, a = 60°. Szemléltets abra az S, stabil tartomanyhoz tartozo
konfiguraciokrol. A harom pozitiv tomegi testet fekete pont jeldli, a nulla témegiit
piros. Az A testhez tartozo nagyobb méretd pont A-nak az F, E’-hoz viszonyitott
nagyobb tomegére utal. A B-t jelképezs két pont S; hatarpontjait adja meg, ezek
kozotti S-kra az egyenstlyi megoldas stabil.

0.4

______

o
[
/
/
//

Frekvenciak
o
N

o
[EY

9.5 15:05 15[ ] 15:15 15.2
/[)) o

2.4. dbra. Konvex eset, @ = 60°. Az elhanyagolhatd tomegi, egyenstlyi pontjabol
kimozditott B test kvaziperiodikus mozgasat jellemzé6 v, o frekvencidk 3 fliggvényé-
ben.

alakra, ahol C;, D;, C;, D; (¢ = 1,2) allandok (a, D; kifejezhets C;, Dj-vel, igy a
megoldasban Osszesen négy tetszéleges allandé szerepel). (12.40) tgy értelmezhetd,
hogy a &, n kis kitérések 14, vy frekvenciaju rezgésekbdl allnak. Vagyis az egyensi-
lyi helyzetébdl kitéritett B test vy, 1o frekvencidja kvaziperiodikus mozgast végez
(—b,0) koriil (ami természetesen (-val is kifejezhets: —b-nek a —(tg 3 + v/3pu1) ko-
ordinata feleltethet§ meg). A frekvencidkat a . abra mutatja (3 fiiggvényében.
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Latjuk, hogy 15 > v; minden (-ra, igy az el6bbinek révidebb, utébbinak hosszabb
periodusidejt keringés felel meg. Eszrevehetjiik tovabba azt is, hogy v» maximuma
\/1/8 =~ 0.3536, ami (2.34)) miatt éppen a koordinata-rendszer forgasanak frekven-

cidja, vagyis az (A, E, E')-rendszernek mint merev testnek a forgasi szogsebessége.

2.6. Els6 konkav eset, a = 60°

A kovetkezs6 négy eset analitikus szamitésai a konvex probléméban latottakéval
analog modon torténnek, ezért ezekben csak Uy, Uy, és w? végss alakjat kozlom.

a = 60° rogzitésével az els6 konkav eset konfiguracioja (1.2l abra, bal oldal)
a fejezetben megismert konvexéhez nagyon hasonlé: A, E, E’ ugyanugy egy
egyenlGoldalit hdromszog cstcsaiban fekszik, minddssze a nulla témegd B testet kell
most a haromszog belsejébe helyezni (a tomegkozépponttol balra), ellentétben a
konvex esettel, ahol az a haromszogon kiviil volt.

A stabilitast meghataroz6 mennyiségek jelen esetben:

Ups = w2 + ﬁ — (1= ) cos® B (1 — 3tg® Beos® B) (2.41)

U, =w?— m — (1= py) cos® B (1 — Beos? B) (2.42)

w? = é, (2.43)

ahol . (ot 5 1) 5 -
mﬂo@ﬁtgﬁ—% '

(Vegyiik észre, hogy (2.41)-ben, (2.42)-ben, (2.43)-ban és (2.44)-ben minddssze a

tg f-t tartalmazo tagok eljele véaltozott a konvex esethez képest.)

A numerikus eredmények alapjan a stabilitasi tartomany most
52 = {ﬁ c [00,300] . D(ﬁ) > O,FLQ(B) S O} = @, (245)

mint azt a[2.5] abran is megfigyelhetjiik. Miel6tt azonban stabilitas hidnyaban ezt
az esetet teljesen kizarnank a tovabbi vizsgalatokbol és a gyakorlati alkalmazas lehe-
tGségét is elvetnénk, jegyezziik meg, hogy a kezdeti feltételek ,,j6" megvélasztasaval
un. feltételes stabilitds elérhets. Itt a gondot 'y pozitiv volta abra, piros gor-
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2.5. abra. Els6 konkav eset, o = 60°. A D és I'; o mennyiségek a 3 szogvaltozo
fiiggvényében. (A D < 0 tartomanyban I'y o valosrészét latjuk.) A megvastagitott

gdrbeszakaszok az St = {0° < B < 15°6725} feltételesen stabil tartomanyt emelik
ki.

1 ‘ 1
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2.6. abra. Els6 konkav eset, a = 60°. Az A (bal oldal) és E, E’ (jobb oldal)
testek dimenziotlan tomege 3 fiiggvényében. A megvastagitott szakaszok az S
feltételesen stabil tartomanyt emelik ki, ahol p; € [0,0.4234), p € [0.5,0.2883).

be) ¢és igy Re(vy1) > 0 okozza. Ha tehat a alakt megoldasban a 7;-hez tartozo
Aj-et nullanak valasztjuk, gy a problémés tag nem jelenik meg és stabil megoldast
kaphatunk. Ha a ~9-hoz tartozdé As-t is nullanak valasztjuk, akkor a megoldas nem
csak stabil, hanem periodikus is lesz. (A; = Ay = 0 a kezdofeltételek megfelels
megvalasztasaval elérhetd.)

Ennek szellemében a 2.5 abran a megvastagitott, a feltételeket teljesits gorbe-
szakaszok jelolik a feltételes stabilitas tartomanyat: St := {0° < 8 < 15°6725},
melyen beliil p; € [0,0.4234), 1 € [0.5,0.2883) abra).
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2.7. 4bra. Els6 konkéav eset, a« = 60°. Szemléltets abra az SI!t feltételesen stabil
tartomanyhoz tartozé konfiguraciokrol. A harom pozitiv tomegi testet fekete pont
jeldli, a nulla témegiit piros. A B-t jelképezd harom pont koziil a két szélsg Skt
hatarpontjait adja meg, ezek kozotti S-kra az egyensiilyi megoldés feltételesen stabil.

A szemléltets Abrat segitségiil hivva, azt mondhatjuk, hogy az A, E, E’ t6-
megpontok altal kijelolt és rogzitett szabalyos haromszoget tartalmazo elsé konkav
esetben a B test (—b,0) egyensilyi pontjahoz tartozd megoldas instabil. Azonban
alkalmas kezdeti feltételekkel inditva B-t, az egy tobb mint 15° fok széles tartoméany-
ban (feltételesen) stabil mozgéast végezhet az egyensulyi helyzet koriil, infinitezimalis
amplitidoval.

A normaélt tomegeket is figyelembe véve, § = 0°-nél (B a szabalyos haromszog
E, E' kozotti oldalfelezd pontjaban) az A test is nulla tomegt, az Gssztomeg tehat
E, E'-ben koncentralodik (1/2, 1/2). Ez a konfiguracio egy kettéscsillag-rendszerrel
hozhato kapcsolatba, ahol A és B elhanyagolhat6é témegt planetaris testek.

G-t novelve, vagyis B-t a szimmetriatengely mentén A irdnyaba mozgatva,
i1 egyre nagyobb, u pedig egyre kisebb lesz, és hamar azonos nagysagrendbe jut-
nak. Ekkor tehat harom nagy- és egy nulla tomegi test alkotja a konfiguraciot. Az
alkalmazast illetGen a kdvetkezd rendszerek juthatnak esziinkbe: harmascsillag +

planetaris test, vagy oridsbolygok + aszteroida.
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2.8. abra. Masodik konkav eset, @ = 60°. A D és I'1 , mennyiségek a [ szogvaltozo
fiiggvényében. (A D < 0 tartomanyban I'y » valosrészét latjuk.) A megvastagitott
gdrbeszakaszok az S = {44°6367 < 3 < 60°} feltételesen stabil tartoméanyt emelik
ki.

2.7. Masodik konkav eset, a = 60°

Az el6z6 fejezetbelivel valo rokon volta miatt érdemes a stabilitasvizsgalatot a
masodik konkav esettel folytatni = 60° esetében. Ismét a B test keriil az A, E, E’
altal kifeszitett egyenlGoldalii haromszog belsejébe, azzal a kiilonbséggel, hogy most
a tomegkozépponttol (vagyis a koordinata-rendszer origojatol) jobbra helyezendd el
(1.2l abra, jobb oldal).

A kérdéses Uy, Uy, és w? végss alakja:

Upp = w? — L?) — (1 — pt1) cos® 3 (1 — 3tg? 3 cos? 6) , (2.46)
(tg s — V3)
Uy = w* + m — (1= p1)cos® B (1 —3cos® ), (2.47)

(2.48)

ahol (az els6 konkav esettel megegyezGen)

iy — (cos® B — %) tg B (2.49)
N S 3 _ V3 '
(\/g_tgﬁ)g + cos? Btg B — 3

Az
Sy = {8 € [30°,60°) : D(B) > 0,I'15(8) <0} =0, (2.50)
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2.9. dbra. Masodik konkav eset, o = 60°. Az A (bal oldal) és E, E’ (jobb oldal)
testek dimenziotlan tomege 3 fiiggvényében. A megvastagitott szakaszok az St
feltételesen stabil tartomanyt emelik ki, ahol uy € (0.1196,0), u € (0.4402,1).

akarcsak az els6 konkav esetben. Van remény azonban feltételes stabilitasra, ugyanis
a abra szerint a stabilitdst ismét a I'; gyok rontja el yi-en keresztiil. A kezdeti
feltételek alkalmas megvalasztasaval elérhets, hogy A; = 0 legyen. Ekkor az insta-
bilitast eredményez6, vi-hez tartozo partikularis megoldés eltiinik. Ha A, = 0 is
teljesiil, gy periodikus megoldéast kapunk. A feltételesen stabil tartomény most -
mintegy az elsG konkav eset origora vett tiikorképe - az S := {44°6367 < 8 < 60°}
halmaz (lasd: [2.8) 4abra megvastagitott gorbékkel kiemelt része). A tomegek itt
p1 € (0.1196,0) és p € (0.4402,1) (2.9 4bra).

Az 6sszegrést kovessiik a[2.10] abran: o = 60° esetén a masodik konkav konfigu-
racioban részt vevs B test mozgasa a (b,0) egyenstlyi pontjabol kitéritve instabil.
Megfelels kezdeti feltételekkel azonban egy tébb mint 15° széles tartomanyban ka-
punk feltételesen stabil megoldast. Ennek a tartomanynak a bal oldali végpontjaban
(8 = 44°6367) az A test tomege nagyjabol negyede E, E’ tomegének. Ez az arany
nem elegendGen nagy ahhoz, hogy A-t planetaris testnek tekintsiik, a konfiguraciot
ezért inkabb egy kettd nagyobb és egy kisebb tomegt csillagot, valamint egy kozel
nulla tomegi bolygot tartalmazo rendszernek képzelhetjiik. [ novelésével B egyre
kozelebb keriil A-hoz, kézben utobbi témege nullahoz tart, E, E’-é pedig 1/2, 1/2-

hez. Ttt mar két planetaris és két sztellaris testrél beszélhetiink.
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2.10. abra. Masodik konkav eset, a = 60°. Szemléltets abra az S feltételesen
stabil tartomanyhoz tartozo konfiguraciokrol. A harom pozitiv tomegi testet fekete
pont jeldli, a nulla témegiit piros. A B-t jelképezd harom pont koziil a két szélss Sttt
hatarpontjait adja meg (a jobb oldali csak formalis), ezek kozotti S-kra az egyensulyi
megoldas feltételesen stabil.

2.8. Els6 konkav eset, 5 =10°

A hatralévs két esetben az eddigiekkel ellentétben nem a-t, hanem S-t rogzitjiik,
igy A lesz a vizsgaland6, nulla tomegii test, a stabilitdsvizsgilat kimenetele pedig
a-tol fiigg.

[

Kezdjiik az elsé konkav esettel, és tegyiik fel, hogy 5 = 0°. A konfiguracio
rogzitett alrendszere igy az E, B, E’ altal meghatarozott egyenes, vagyis az Euler-
megoldas. A tomegkozéppont - és igy a koordinata-rendszer origbja is - épp B-vel
esik egybe. A az «a € [45°,60°] tartomanyban mozoghat.

Usz-re, Uy, ta és w?-re a kovetkezGket kapjuk:

Upe = > + é’gz — (1 = po) cos® a (1 — 3tg* avcos® a) (2.51)
Uy = w® — tg/?a — (1= p2) cos® a (1 — 3cos® ) , (2.52)
w? = % + g,ug, (2.53)
ahol L dta
H2 = tg*:”z —I—cos®a’ (2.54)
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2.11. abra. Els6 konkav eset, 5 = 0°. A D és I'; » mennyiségek az o szogvaltozo
fiiggvényében. (A D < 0 tartomanyban I'y » valosrészét latjuk.) A megvastagitott
gorbeszakaszok az Sy = {45° < a < 45?3684} stabil tartoméanyt emelik ki. Jobb
oldal: a bal oldali abra kinagyitasa az Sy-et tartalmazo 45° < 8 < 45°5 tartoméany-
ban.

A numerikus szadmitasok azt mutatjik, hogy az
Sy i={a € [45°,60°] : D(a) > 0,11 2(cx) < 0} (2.55)

stabilitasi tartomany most nem iireshalmaz: 45° < a < 45°3684 esetén az (a,0)
egyensilyi pont stabil . abra, megvastagitott gorbék). A vonatkozo po €
[1,0.8542) és p € [0,0.0729) tomegeket a abra mutatja.

Az eredmények értelmezését a 2.13] abra segiti. A stabil tartomany a = 45°
végpontja a konkav koorbitalis kofiguraciora utal: a rendszer kézéppontjaban B iil
egységtomeggel, koriilotte egy BE sugart kor mentén talaljuk a masik harom, nulla
tomegt testet (E-t és E'-t a kor két atellenes pontjaban, kozottiik a félkér mentén
félaton A-t). B ebben az esetben sztellaris, a tobbi test planetéris tomegi.

a-t maximum nagyjabol 3 tizedfoknyit novelve, a tovabbra is a kéron elhelyezke-
d6 E és E' tomeget nyer a centrumbeli B rovasara. A hataresetben (o = 45°3684)
a B jell, naptomegtinek tekintett csillag koriili £ és E’ koriilbeliil 0.085 naptomegt
barnatorpékké hiznak, a tomeg nélkiili A tovabbra is kisméreti planetaris test (ké-
zetbolygo, torpebolygo vagy aszteroida).

Ss-en beliill v 234 tisztan képzetes, igy az egyensilyi helyzetébdl kitéritett A
v, < vy frekvencidkkal jellemzett, infiniteziméalis amplitidoju kvéaziperiodikus moz-
gast végez (a,0) koriil, ahol vy o-t definialja és a[2.14] abra mutatja.
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2.12. abra. Els6 konkav eset, § = 0°. A B (bal oldal) és E, E’ (jobb oldal) tes-
tek dimenziotlan tomege a fliggvényében. A megvastagitott szakaszok az Sy stabil
tartomanyt emelik ki, ahol uy € [1,0.8542), p € [0,0.0729).

2.13. abra. Els6 konkav eset, § = 0°. Szemléltet6 abra az S, stabil tartomanyhoz
tartozo konfiguraciokrol. A harom pozitiv tomegi testet fekete pont jeldli, a nulla
tomegiit piros. A B testhez tartoz6 nagyobb méretd pont B-nek az E, E’-hoz
viszonyitott nagyobb tomegére utal. Az A-t jelképezs két pont S; hatarpontjait
adja meg, ezek kozotti a-kra az egyensilyi megoldas stabil.
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2.14. abra. Els6 konkav eset, § = 0°. Az elhanyagolhat6 tomegii, egyensilyi pont-
jabol kimozditott A test kvaziperiodikus mozgéasat jellemz6 v o frekvencidk o fiigg-
vényében.

2.9. Masodik konkav eset, 3 = 60°

Végiil tekintsiik a masodik konkav esetet a § = 60° feltétel mellet! A konfigu-
racié tomeggel rendelkezd alrendszere a mar sokszor latott Lagrange-féle szabalyos
haromszog, azonban ezt most a B, E, E’ testek alkotjak. A haromszogon kiviil,
attol a B-t tartalmaz6 szimmetriatengely mentén jobbra talaljuk az elhanyagolhaté
tomegil A testet, 60° < o < 75° kozé szoritva. Egyensulyi pontja (a,0), ennek sta-
bilitasa a-toél fiigg.

Irjuk fel U,,, U,,, w? végss alakjat!

2
Upe = W + % — (1= pa) cos® a (1 — 3tg> avcos® a) (2.56)
(tga —V3)
H2 3 2
Uy =w?— ————— — (1 — py)cos’ a (1 — 3cos* ), (2.57)
wy (tga— \/§)3 ( )
1
= 2.58
w 8’ ( )
ahol (1 s )
- —cos’a)tga
(o) cos® artga + %
Ebben az esetben
S5 = {a € (60°,75°] : D(a) > 0,T15(a) < 0} = {75°, (2.60)
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2.15. abra. Masodik konkav eset, 5 = 60°. A D ésI'; , mennyiségek az o szogvaltozo
fiiggvényében. Az o = 75°-ndl 1év4 szines pontok az egyetlen pontot tartalmazéd Ss
stabil ,halmazra" utalnak. (Feltételes stabilitas barmely a € (60°, 75°]-ra elérhetd.)

vagyis a teljes (60°,75°] intervallumnak egyediil a jobb oldali végpontja, a = 75°
biztositja az (a,0) egyensiilyi megoldas stabil viselkedését abra). Itt us = 1,
pw=70 . abra), a konfiguracio ismét konkav koorbitalis: a csillagtomegt B koriili
korpalya Ly és Ly pontjaiban taladljuk a bolygo- vagy kisbolygo-tomegii E, E'-t, az
L3 Lagrange-pontban pedig a hasonldéan kisméretid A-t . abra). Utobbinak az
egyensilyi pont koriili mozgésa periodikus, azonban most csak egyféle frekvencia van
jelen: ez a vartnak megfelelen v ~ 0.3536, vagyis a rendszer forgasi szogsebessége.

A stabil tartomany tehat egyetlen pont, azonban vegyiik észre, hogy az altalanos
megoldasbol a kezddfeltételek megfelel6 megvalasztasaval a vi-et tartalmazo tagot
eliminalva, a (60°, 75°] intervallum egészében elérhetd feltételes stabilitds. Ha a 7o-t

tartalmaz6 tag sem jelenik meg, a megoldas periodikus lesz.
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2.16. abra. Masodik konkav eset, 8 = 60°. A B (bal oldal) és E, E’ (jobb oldal)
testek dimenziotlan tomege « fiiggvényében. A gorbék pus = 1 és u = 0 végpontja
« = 75°-nal az Sy stabil pontra utal.

2.17. abra. Méasodik konkav eset, § = 60°. Szemléltets dbra az egyetlen, o = 75°-
hoz tartozé stabil konfiguraciorol. A harom elsédleges testet fekete pont jeldli, az
elhanyagolhaté tomegtit piros. Jelen esetben azonban mind A, mind E és E’ nulla
tomegi.
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3. fejezet

A korlatozott esetek

stabilitasvizsgalatanak altalanositasa

A korlatozott esetek stabilitasvizsgalata izgalmas eredményeket adott, azonban a
teljes vizsgalatnak csupan egy szelete. Erdemes elgondolkozni tehat a 2| fejezetbeli
szamitasok altalanositasan.

A korlatozott esetekben az [1.3] és[l.4] abrak haromszog alaku szinezett tarto-
manyainak egy-egy kitiintetett egyenesére koncentralva kerestiik a feltételeket
kielégits szogparokat. Jelen fejezet alapgondolata, hogy numerikusan a haromszogek
tetszélegesen nagy szamu egyenese bejarhato, és ilyenformén a tengelyszimmetrikus

centralis négytest-probléma altalanosabb stabilitasvizsgalata is elvégezhetd.

Megjegyzés. A korlatozott esetekben kihasznaltuk, hogy az egyensilyi helyzetébdl
kitéritett test nem perturbélja a méasik harom témegpont mozgasat, hiszen tomege
nulla. A tovabbiakban ez szigorian ugyan nem &ll fenn (a vizsgalt test tetszéleges
tomeggel rendelkezhet), azonban mivel a kitérités infinitezimalis és a stabilitasvizs-
galat tovabbra is elsérend, ezért korpalyakat feltételezve jo kozelitéssel rogzithetiink

ismét egy forgd koordinata-rendszert a mésik harom testhez.

A megjegyzés értelmében a mozgasegyenletek tovabbra is a alakot oltik, a
stabilitas feltételei is érvényben maradnak, illetve az U(z,y) potencialfiigg-
vény is megegyezs a2 fejezetben latottakkal, minddssze azt kell szem el6tt tartani,
hogy most nem hasznalhatjuk ki a korlatozott esetek adta egyszertisitéseket, mint
példaul az o = 60°, puy = 0 feltételt.

A numerikus vizsgalat soran a konvex, az els§ és masodik konkav esetekben is
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rogzithetjiik a-t és B-t idl] ezért Osszesen 6 esettel kell foglalkozni. A két konkdv

esetet Osszevonva targyalom.

3.1. Konvex eset, a rogzitett

Tekintsiik a konvex konfigurdciot, és vizsgaljuk a B test linearis stabilitasat,
vagyis rogzitsiikk az a szogvaltozot! Az el6zGek alapjan ekkor érvényes a (2.18) -
mozgasegyenlet, illetve U,,-nek, Uy,-nak és w?mnek a (2.29), (2.30) és (2.31)
alakja. k-t ismét vehetjiik 1-nek, azonban py és us helyére az Osszefiiggést kell
helyettesiteni, pu pedig jelen esetben 1/2(1 — gy — po)-vel egyezik meg. A stabilitas

igy [ fiiggvénye, a paraméterként kezelendd.

Erdi és Crzirjak (2016)| szerint a konvex konfiguraciok egyetlen x € [0°, 15°] para-
méterrel paraméterezhetéek a f — a szogtérben a kovetkezSképpen: az o := 30°+ 2k
egyenesek mentén a kezdépont mindig § = 30°— &, a végpont § = 30°+2k. (Vegyiik
észre, hogy k = 15° esetén visszakapjuk a korlatozott esetet.)

A fenti paraméterezéssel az abra szinezett teriiletét egy ezred pontossaggal
térképeztem fel, az eredményt a 3.1 abra mutatja. Itt piros szin emeli ki a stabil
tartomanyt megado6 «,  parokat. Ez a tartomany minden a-ra egy koriilbeliil tized
fok hosszisagi intervallum [-ban, akarcsak a korlatozott esetben. A stabil szogpa-
rokat az a + 20 = 90° egyenes kozelében talaljuk, ahol p; = 1. Azt mondhatjuk
tehat, hogy a konvex esetben a B testet egyensulyi helyzetébdl kitéritve a konfigu-
racié akkor és csak akkor marad stabil, ha az kozelit6leg egycentrum-probléma, azaz

B, E és E' is kistomegi (planetaris testek a csillagtomegt A koriil).

Megjegyzés. A tovabbi esetekben hasonlé médon szamithatok vagy hasznalhatok fel
a2 fejezetben mar latott kifejezések Uy,-re és Uy,-ra (w? végig megegyezik (2.31)-
gyel, kK = 1 mellett), ezért a szamitasok részletezésétdl eltekintek.

Az és abrak centralis konfiguraciokat jelentd, szinezett tartomanyainak
paraméterezése az elézével szintén analég modon valosithatdé meg egyetlen 0° és 15°
k6zotti paraméterrel mind az 6t kdvetkezd esetben, igy a tovabbi alfejezetekben csak

az eredményeket kézlom.

LAz o szdgvaltozo rogzitése a B test stabilitdsdnak vizsgalatét jelenti, 8 rogzitésekor pedig az
A jeld a kitéritétett test. Ilyenforman természetesen az E, E’ infinitezimélis kitéritése is lehet-
séges, ekkor azonban sem «, sem [ nem rogzithetd, a vizsgalat bonyolultabb. Ezzel az esettel
dolgozatomban nem foglalkozom.
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3.1. dbra. Az &ltalanos stabilitasvizsgélat eredménye a konvex esetben « rogzitése-
kor. A piros ponthalmaz a stabil megoldasokat jelenti.

3.2. Konvex eset, [ rogzitett

A pp < py feltétel miatt (lasd: [1.2] fejezet) B helyett az A test egyensilyi
pozicidjat perturbalva, az el6z6t6l kiilonbozé eredményt varunk. A numerikus sza-
mitasok azt mutatjak, hogy stabil megoldas szigortian csak az o+ 25 = 90° egyenes

pontjaiban valosul meg, vagyis tényleges egycentrum-probléma esetén.

3.3. Konkav esetek, a rogzitett

Térjiink at a konkav konfiguraciokra, és o rogzitésével tekintsiik elGszor a B test-
re vonatkozo stabilitasi problémat.

A[B.2l abrat szemlélve egyrészt vilagos, hogy a 2a— 5 = 90° egyenes egycentrum-
problémékat reprezentild pontjaiban teljesiilnek a stablitas feltételei. Ezen kiviil két
keskeny tartomany lathato még pirossal szinezve a konkav esetekben, melyek a kék
szini feltételesen stabil tartoméanyokhoz simulnak egy-egy rovid szakaszon. Kiterje-

désiik koriilbeliil 8 fokszor tized fok az elsd és 3 fokszor tizedfok a masodik konkav
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3.2. abra. Az altaldnos stabilitasvizsgalat eredménye a konkav esetekben o rogzité-
sekor. A piros ponthalmaz a stabil, a kék szind a feltételesen stabil megoldasokat
jelenti.

esetben.

Az alkalmazasok szempontjabol most a feltételesen stabil régiok izgalmasak iga-
zén, hiszen az abra C1 és C2 jeli haromszogeinek jelentds részét (majdnem felét)
fedik. Azt mondhatjuk tehat, hogy amennyiben az B test a kis perturbaciot el-
szenved§ tomegpont, ugy - kedvezs kezdeti feltételek teljesiilése esetén - szamos

kiilonb6z6 alaki és tomeg-Osszetételd stabil konkav konfiguracio 1étezik.

3.4. Konkav esetek, [ rogzitett

Végiil mozditsuk ki egyensulyi helyzetéb6l egy tetszéleges tengelyszimmetrikus
centralis konkav konfiguracié A témegpontjat, azaz tegyiik fel, hogy [ rogzitett, és
vizsgaljuk az el6z6ekhez hasonléan a stabilitas feltételeinek teljesiilését!

A vartnak megfelelSen stabil megoldast (lasd: [3.3] 4bra, piros szinezések) ka-
punk egyrészt a 2a — f = 90° egyenes pontjaiban. Az els§ konkav esetben egy

ezekhez kozeli keskeny (tizedfok szélességii) tartomany szintén stabilitast jelez. Iz-
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3.3. abra. Az altalanos stabilitdsvizsgilat eredménye a konkav esetekben [ rogzité-
sekor. A piros ponthalmaz a stabil, a kék szind a feltételesen stabil megoldasokat
jelenti.

galmas eredményeket ad a masodik konkiv eset, ugyanis itt az el6bbi egyeneshez
és a kékkel szinezett feltételesen stabil tartomanyhoz simul6 stabil ponthalmaz az
elsé konkav esetbelinél egy nagysagrenddel nagyobb teriiletet fed. A vonatkozo6 «,

B koordinatakkal megadott nagyszamu konkav konfiguracio feltétel nélkiil stabil!

Megjegyzés. A - fejezetek szintéziseként érdemes kiemelni, hogy egyrészt -
nem meglepé modon - az egycentrum-problémékat jelenté egyenesek pontjai mind
a négy (vagy hat) el6bbi esetben teljesitik a stabilitas feltételeit, fiiggetleniil az
egycentrum-problémaban résztvevd egységtomegl test és a perturbalt tomegpont
viszonyatol. Az egyenesektdl kissé eltavolodva azonban mar nem mindegy, hogy
A vagy B a nagytomegi test és koziiliik melyik az egyensulyi pozici6jabol kimoz-
ditott. Mind a konvex, mind a konkav esetekben azok a kozelitSleg egycentrum-
problémét mintaz6 konfiguridciok eredményeztek stabilitdst, melyekben a pertur-
balt test nem a nagytomegi résztvevije a konfiguracionak: a konvex esetben az
egycentrum-probléma A-ra vonatkozik, igy ott a kozeli a, 5 pontok B perturbacioja

esetén jelentenek stabilitast; a konkav esetekben pedig épp ellenkezGleg, a perturbélt
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tomegpont csak az A jeld lehet, minthogy az egycentrum-probléma B-vel teljesiil.
Mindez az elvarasoknak sem mond ellent, hiszen egy kis test egyenstlyi pozicio-

jabol valé kimozditdsa nyilvanvaléan kevéssé zavarja meg a konfiguracio egészét és

hosszitava viselkedését, mint azé a testé, melyben kozelitGleg a rendszer 6ssztomege

koncentralodik.
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4. fejezet
Kitekintés

Kitekintésképpen probaljunk meg a 2| és[3] fejezetbeli stabil vagy feltételesen
stabil megoldasoknak csillagészati vonatkozast adni valds példakon keresztiil.

A - foként a 2| fejezetben - latottak fényében kétféle égitest-rendszer régton
eszlinkbe juthat: két bolygds kettdscsillagok és Trojai égitesteket tartalmazo konfi-
guraciok. ElSbbi nagyszertien 6sszekapcsolhato [Veras (2016)| eredményeivel, utobbi-

hoz pedig az exo-Trojaiak irodalmabdl érdemes szemezgetni.

4.1. Két bolygoéval rendelkezé kettéscsillag-rendsze-

rek

Veras (2016)| a tengelyszimmetrikus centralis négytest-problémat gyakorlati vo-
natkozasaban kozelitette meg. A négy test szerepébe két bolygot és két csillagot
helyezett, majd a bolygo-csillag és csillag-csillag tomegaranyok realisztikus meg-
kotésével az Erdi és Crirjak (2016)-féle o és 3 szogek lehetséges tartomanyanak
lesziikitését célozta. Feltételezései szerint a sztellaris tomegek legaldbb egy nagy-
sagrenddel meghaladjak a planetaris tomegeket, valamint a két csillag tomegének
aranya 10-nél nem nagyobb. Eredményei szerint a szimmetriatengellyel rendelkezé
két bolygos kettdscsillag-rendszerek a-nak és S-nak is minddssze néhany, de inkdbb
néhany tized fok széles tartomanyaban létezhetnek csak, pusztan az égitestek tomeg-
aranyait figyelembe véve. Izgalmas kérdés, hogy vajon az eléz6 fejezetekben latott
stabil, illetve feltételesen stabil régiok mutatnak-e atfedést Veras (2016) tartoma-

nyaival.
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APl fejezet eredményeinek diszkutélasakor a lehetséges alkalmazasokra, széba
jovo égitest-tipusokra is volt alkalmam kitérni, minthogy a stabilitast eredményezé
szogparokhoz a tomegeket is kiszamitottam. A megoldasok tehat kozvetleniil Gssze-
vethetok [Veras (2016) eredményeivel. Erdemes ezért a korlatozott esetekkel kiilon
is foglalkozni, miel6tt a [3| fejezet altalanosabb vizsgélatdnak implikacidival foglal-

kozom.

4.1.1. Két bolygés kettéscsillagok a korlatozott esetekben

A jobb attekinthetGség kedvéért célszerd vazlatosan Osszefoglalni a korlatozott
esetek stabil (/feltételesen stabil) megoldasait az ,eset - stabilitasi tartoméany - di-

menzidtlan tomeg" szerkezetben:

konvex eset, a = 60° :

S1={15° < B <15°1631}; p € [1,0.9946), p € [0,0.0027),

els6 konkav eset, v = 60° :

Skt — £0° < B < 15°6725}; 1y € [0,0.4234), p € [0.5,0.2883),

mésodik konkav eset, a = 60° :

Slelt — £44°6367 < 3 < 60°}; py € (0.1196,0), p € (0.4402,1),

elsé konkav eset, 5 = 0° :

Sy = {45° < o < 45°3684}; p15 € [1,0.8542), p € [0,0.0729),

méasodik konkav eset, 5 = 60° :
S5 ={a="75}; pp=1, p=0 (v)
(SE = 160° < a < 75°}; pg € (0,1], p € (1,0]).

(i) eset: a szoba johets égitest-Gsszetétel itt: 1 sztellaris objektum, 2 koriilbe-
liil Jupiter-tomegi oriasbolygé és 1 kisméreti objektum. Veras (2016) munkajaban
ilyen kompozicié nem szerepel.

eset: a feltételesen stabil, nagyjabol 0° és 15° kozotti tartomany 5 = 0°-hoz
kozeli szélén 2 egyenlS tomeg( csillag és 2 nulla tomegi planetaris test vesz részt a
konfiguracioban. Az Gsszetétel Veras (2016) IV. esetével rokon. (-t akar 15°-ig is

novelhetnénk a stabilitasra vonatkozé eredmények szerint, ekkor azonban az egyik
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nulla témegi égitest sztellaris méretiire hizna. A 3 sztellaris objektumot tartalmazo
rendszerek |Veras (2016 )| targyalasan kiviilre esnek. A szerz szerint a tomegaranyok
mindossze 0° és ~ 0°6 kozotti -k esetén adnak realisztikus tomegaranyokkal ren-
delkez6 két bolygos kettdscsillag-rendszert.

eset: a feltételesen stabil tartomany kozelitSleg ismét 15° széles. Ennek
B = 45°-hoz kozeli hatardn a két egyenld tomegi csillagon kiviil egy harmadik
massziv objektum is jelen van, negyedakkora tomeggel, mint a masik kett6é. Az
esetet [Veras (2016) nem vizsgalta. (-t azonban 50° — 60° kozelébe novelve (2 sztel-
laris és 2 planetaris tomeg), Veras (2016) VI. esetét kapjuk.

eset: a néhany tized fok széles stabil tartomanyban az egyenls tomegii pér
0.085 naptomegt, a masik két test koziil az egyik naptdomegi, a masik elhanyagol-
hatoan kicsi. A tomegaranyok [Veras (2016 )| feltevéseivel nem férnek Gssze.

(v) eset: az egyetlen pontot tartalmazo stabil tartoméany helyett foglalkozzunk
a feltételesen stabillal: 8-t 60°-nal rogzitjiik, a 60° és 75° kozott vehet fel értékeket.
Ismét Veras (2016)| VI. esetével taldlkozunk, melyben azonban a szerz6 a ~ 66°-nél
hlizza meg a hatart mint a megkotéseit kielégitG tartomany széle.

A bevezet kérdésre tehat pozitiv valasz adhato: harom olyan esetet is talaltunk,
melyben nem csak a stabilitas, hanem a realisztikus tomegaranyok is adottak, és igy
exo-rendszerek korében létezhetnek. (Fontos azonban észrevenniink, hogy mindhéa-

rom esetben csupéan a feltételes stabilitas garantéalt...)

4.1.2. Két bolygés kettdscsillagok és az altalanos stabilitas-

vizsgalat eredményei

A korlatozott problémak részletezése utan vessiik Ossze az - egyébként a korla-
tozottakat is magaban foglal6 - altalanosabb stabilitdsvizsgalat megoldésait Veras
(2016)| eredmeényeivel! A szerzd a konvex és konkav esetekben is egzakt modon meg-
nevezi a sajat feltételeinek eleget tevd régiok hatarait a-ban és S-ban, igy nincs méas
dolgunk, mint ezeket Gsszehasonlitani a [3.1], ¢s[3.3] abrakkal.

Kezdve a konvex esettel, |Veras (2016)| szerint egyrészt az o € [30°,31°5], § €
[29°,31°] tartomany, masrészt az o € [59°,60°], 8 € [59°,60°] tartomany szogparjai
reprezentalnak valészert tomegekkel rendelkez6 2 planetéris és 2 sztellaris testb6l
allo konfiguraciokat. A abrat szemlélve latjuk, hogy az utobbi Veras-féle tarto-

méanyban a stabilitds nem érhetd el, el6bbi azonban megfelel§ célpont az alkalmaza-
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sokhoz.

Az els6 konkav esetben az a € [57°,60°], 8 € [0°,0°6] Veras-féle ponthalmazt
kell egybevetni a 3.2l és|3.3] &brak C1 jelti haromszogeivel. A abran ez kékkel
szinezett teriilet, vagyis amennyiben B a perturbéciot elszenvedd test, ugy Veras
(2016) megoldasai feltételesen stabilak. Az A test egyensulyi helyzetébdl valo ki-
mozditasa esetén ez mar nem mondhato el (lasd: abra).

Végiil a masodik konkav esetben a vizsgaland6 halmaz a kovetkezs: o € [60°, 66°),
B € [50°,60°]. Most a3.2] és abrak C2 jelolést haromszogeire kell szoritkoz-
nunk. Ismét azt talaljuk, hogy feltételes (s6t, egy keskeny tartomanyban feltétel
nélkiili) stabilitas garantalhato, de csak abban az esetben, amikor B-t téritjiik ki
egyenstlyi helyzetébol (3.2 abra).

Amennyiben tehéat alkalmazasként két bolygoval rendelkezd kettéscsillag-rend-
szerekre gondolunk, a fentiek reményre adnak okot, hiszen feltételes stabilitas, st
bizonyos konfiguraciokra stabilitas is elérhetd.

Természetesen mas égitest-rendszerek is esziinkbe juthatnak valos példak utan

kutatva. A kovetkezd fejezetben a Tréjai rendszerek Gtletével foglalkozom.

4.2. Exo-Trojai égitesteket tartalmazd négyesrend-

szerek

EmlékeztetGiil: a Nap-Jupiter rendszer Trojai égitestjeinek mintajara 7Trdjai
rendszernek neveziink minden olyan haromtest-konfiguraciot, ahol egy kézponti égi-
test koriil azonos korpalyan kering két masik objektum, egymastol 60° tavolsag-
ban. A négytest-probléma Trojai konfiguracidi ez alapjan két Tréjai rendszer szu-
perpozicidjaként értelmezhetéek, ahol a Trojaiak egy kéttest-konfiguracio Ly és Ly
Lagrange-pontjaiban keringenek.

APl fejezet eredményeit és konfiguraciokat szemléltet§ &brait tanulmanyozva
azt tapasztaljuk, hogy ezek a rendszerek szinte minden esetben megjelennek a kor-
latozott problémakban mint stabil megoldasok. A kovetkezs alkalmazasi teriilet igy
a Naprendszeren kiviili, vagyis exo-Trojai rendszerekhez kapcsolodik.

A bolygokeletkezési és -fejlédési modellek azt mutatjak, hogy a Trojai égites-
tek nagy szama Naprendszeriinkben nem anomalia, hanem exobolygo-rendszerekben
is gyakori ,melléktermékei" lehetnek a keletkezési és evolicios folyamatoknak. Az

exobolygo-vadaszat ezért a 2000-es évek Ota jelentds mértékben kiterjedt ezen kii-
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van remény Trojai égitestek fellelésére!

Az RV-(radidlis sebesség-) mddszer alkalmazhatosaganak alapjat az adja, hogy
a Naprendszerben ugyan az atlagos Trojai/nagybolygd témegarany csupan ~ 1077,
ennél azonban - f6ként korpalydk esetében - joval masszivabb Tréjaiak is stabilak
lehetnek (lasd példaul |[Laughlin és Chambers (2002)| analitikus eredményeit az 1/1-
es tomegaranyra). Marpedig ha az exo-Trojai elég nagy tomegt, akkor a kdzponti
csillag - masik bolygé altal méar perturbélt - radidlis sebesség-gorbéjét kimutathato
meértékben modositja.

A csillag fénygorbéjének valtozasait elemzé fotometriai mddszerek szintén lehe-
téséget adnak exo-Trojaiak keresésére, amennyiben a Trojai elég nagy méreti (lasd
Croll és mtsai. (2007) HD 189733 rendszerre iranyulé megfigyeléseit).

Kevésbé szerencsés esetekben, amikor a Trojai kisebb mérete és tomege hatart
szab a fenti modszerek alkalmazéasanak, szoba johet a TTV-mddszer (Ford és Hol-
man, 2007): egy a rendszerben mar ismert fedési exobolygd tovabbi megfigyelése
alkalmat adhat a csillag el6tti atvonulasok idGpontjaiban egy harmadik égitest ha-
tdsara bekovetkez6 valtozasok kimutatasara.

Utobbival némileg rokon a Ford és Gaudi (2006) nevéhez fiz6d6, kifejezetten exo-
Trojai égitestek keresésére alkalmazott kombindlt RV—fotometriai-mddszer. Ennek
lényege, hogy egy mar ismert fedési exobolygd atvonulési idépontjait 6sszevethetjiik
az RV-gorbébdl szamitott tranzit-idépontokkal. Ha a rendszerben Trojai bolygo6 is
jelen van, akkor annak graviticids hatasa az idépontokat moédositja. A modszert
Madhusudhan és Winn (2009)| alkalmazta példaul Trojaiak keresésére Gsszesen 25
fedési exobolygo-rendszerben.

A fentiekben a négy legfontosabb modszert emeltem ki, azonban szamos egyéb
irdny is létezik, koztiik néhany egészen extrém, mint példaul |Kislyakova és mt-
sai. (2016)| UV-anomaliat kimutaté és azt Trojaiak felszini kiparolgasaival dsszekots
megfigyelése a WASP-12 és HD 189733 rendszerekben. Az elméletibb megkdzeli-
tésekért (mint példaul rezonans dinamika, statisztikai vizsgalatok, numerikus mo-
dellezés, stb.) lasd példaul [Paez és Efthymiopoulos (2015), Hippke és Angerhausen
(2015)}, [Placek és mtsai. (2015)}, |Schwarz és mtsai. (2007), Schwarz és mtsai. (2009a)

és |Schwarz és mtsai. (2009b) eredményeit.
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4.3. Mesterséges égitestek otlete

Az el6z6 alfejezetekben két nevezetes égitest-csaladot emeltem ki mint az eset-
leges jovGbeli alkalmazasok targya. Mindketts természetes égitesteket céloz, ne fe-
lejtsiik el azonban, hogy akar mesterséges égitestekben is gondolkozhatunk.

A tengelyszimmetrikus centralis négytest-probléma [Erdi és Czirjak (2016)| mun-
k&jabol szarmazo és immar egy stabilitdsvizsgalattal kiegészitett megoldasai miihold-
vagy akar trhajo-rendszerek elrendezéséhez is Otletet adhatnak. Ahogyan a Nap-
rendszerben szamos mesterséges égitest foglal el a Lagrange-pontokhoz kozeli, mi-
nimalis energiaju palyat, ugy a négytest-probléma stabil megoldésai is minden bi-

zonnyal kihasznalhatéak az trkutatasban.
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5. fejezet
ésszegzés

Newton, Lagrange és FEuler két- és centralis haromtest-problémara vonatkozo,
17-18. szazadi eredményeit kovetSen az n-test probléma analitikus dganak fejlgdése
némileg megtorpant. Nagyon specidlis rendszereket illet§ eredmények természetesen
sziilettek, azonban kérdéses volt, 1étezik-e egyaltalan olyan jelent&sebb osztalya pél-
daul a centralis négytest-probléméanak, melynek leirdsa egzakt formaban lehetséges.
A valasz 2016-ban érkezett, és 1j fejezetet nyitott az égi mechanikiban. Erdi és
Crirjak (2016) explicit alakban adta meg a tengelyszimmetrikus centralis négytest-
probléma teljes, analitikus megoldésat.

Dinamikai rendszerek tekintetében elsédleges probléma a stabilitas kérdéskore,
nincs ez mashogyan a négytest-probléma esetében sem. Meggondolva, hogy centralis
konfiguraciok relativ egyensilyi megoldésai a rendszerrel egyiittforgd vonatkoztatasi
rendszerben a dinamikai rendszer egyensilyi pontjai, Erdi és Czirjak (2016)| cent-
ralis konfiguricioi igy egész osztalynyi, stabilitdsvizsgélatra varé egyensulyi pontot
kindlnak. Dolgozatom alapotletét ez adta.

(Két tomegponton atmend) tengelyszimmetrikus centralis konfiguraciorol beszé-
liink, ha a négybdl két test a rendszer szimmetriatengelyén fekszik, a masik kettd
pedig erre szimmetrikusan helyezkedik el egyenl§ tomegekkel. A megoldas két csa-
ladra oszthato: konvex és konkév konfiguracidkra, melyek két szdgkoordinataval
egyértelmien jellemezhet&ek.

Els6 1épésben a korlatozott rendszerekre koncentraltam, azaz feltételeztem, hogy
az egyik test tomege elhanyagolhatdan kicsi a méasik harom tomegpontéhoz képest.
Ezen megszoritds eredményeképpen a korlatozott esetek linearis stabilitdsa mind-
Ossze az egyik szogvaltozod fliggvényeként felirhatonak mutatkozott. Ezt a fliggést,

vagyis a stabilitas feltételeit analitikusan szamitottam, majd a feltételeket numeriku-
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san vizsgaltam. Stabil és feltételesen stabil megoldasok egyarant sziilettek, el§bbiek
néhany tized fok hossztsagt intervallumok a megfelel§ szogvaltozoban.

Munkdm kovetkez6 allomasaként a korlatozott esetekre vonatkoz6 szamitasok
alapotletét megtartva egy altalanosabb stabilitasvizsgalatot is elvégeztem, elhagyva
a témegekre irdnyulo korlatozo feltételeket. A szogtér egy ezred pontossiagi numeri-
kus feltérképezésének tanulsédga a kovetkezSképpen foglalhato Gssze: a stabil megol-
dasok nagyrésze az egycentrum-problémét kozelité konfiguraciokhoz kapcsolodik, a
konvex esetben ez kizarolagos. A konkav esetekben emellett jelentds (hozzavetsleg
tizszer tiz fok) kiterjedésii tartomanyok adtak feltételes stabilitast, illetve ezen ré-
giokhoz simulva megjelentek még tovabbi stabil régiok is, egyikiik figyelemre mélto
kiterjedéssel.

A stabil megoldasok létezése arra 6sztonzott, hogy az eredményeknek fizikai je-
lentést adjak. A korlatozott esetben részletesen foglalkoztam a stabil és feltételesen
stabil konfiguraciok elemzésével. Ezek jolismert, illetve azokhoz nagyon kozeli elren-
dezéseket mintaznak, kézenfekve ezért Gket nevezetes valos vagy megvalosulhatonak
feltételezett égitest-rendszerekkel Gsszekotni. Kitekintésképpen igy a két bolygoval
rendelkez6 kettdscsillagok és az exo-Trojai égitestek Otletével foglalkoztam mint a

tengelyszimmetrikus centralis négytest-probléma két lehetséges alkalmazasi teriilete.
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