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Koszonetnyilvanitas

Szeretném megkdszonni Prohle Tamésnak a sok segitségét, amit a szakdolgozat elkésziilése

soran kaptam téle. Koszondm a segitséget az irodalom felkutatdsdban, az észrevételeket

és javaslatokat, valamint a rugalmassigot a konzultacios idépontok megvalasztasanal.
Hélas vagyok a csaladomnak, és a barataimnak a tdmogatasukért, valamint a tiirele-

mért, amit a szakdolgozat megirasa alatt tantsitottak.
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Bevezetés

Kiilénb6z6 idGsor-modelleket széleskortien alkalmazzak a matematikan kiviili tudoméany-
teriiletek. A makrookonémia a gazdasigra vonatkozd aggregalt mérdszamok, valtozok,
példaul a GDP, a munkanélkiiliség és az inflacié vizsgalatara, elGrejelzése hasznélja. Pénz-
iigyben kiilonb6z6 valutak, értékpapirok, és szarmaztatott termékek arvaltozasanak elem-
zésére szolgal. A meteorologidban a hémérséklet mellett a légnyomas, paratartalom, szél-
sebesség, csapadékmennyiség is idGsor jellegt valtozok, és mivel tobb helyen mériink, igy
még tobb dimenzibs lesz az adatsorunk.

Az adatsorok fiiggetlen vizsgalata torténik abban az esetben, ha azokat kiilon-kiilon,
egy dimenzios id&sorokként vizsgaljuk. Tébbdimenzids idGsorként a kiilonb6z6 valtozok
idGben eltolt egymésra valé hatasat is vizsgaljuk. Ilyen linedris modellek példaul a tobb-
dimenziés VAR, és VARMA modell. Ezeknél joval bonyolultabb, nem linearis modellek is
vannak. Ez a szakdolgozat tébbdimenzios linearis modellekkel foglalkozik: VARMA folya-
matokkal, melyek két részb6l részbdl tevGdnek Ossze: az egyik az ismert valtozokbdl allo
autoregressziv részre, és a masik egy ismeretlen /véletlent tartalmazo valtozora vonatkozd
mozg6 atlag részbdl.

A szakdolgozat elsd része a VARMA folyamatok kiilonb6z6 felirasaival foglalkozik. EIG-
szOr azt mutatja be, hogy hogyan tevidik 0ssze egy autoregressziv és egy mozg6 atlag rész
egy, illetve t&bb dimenzidéban. Tobabbiakban arra tér ki, hogy miért nem egyértelmi egy
altalanos VARMA feliréas, és hogyan lehet azt kiilonb6z6 mdédokon egyértelmiivé tenni. A
méasodik rész kointegralt folyamatokrol, hibajavité modellekrél és ezek kapcsolatarol szol.
A harmadik részben ezt iiltetem at a gyakorlatba, kriptovalutdk arfolyamanak modelle-
zésére alkalmazok hibajavitdo modellt. A Bitcoin, a Litecoin és az Ethereum kapcsolatat
vizsgaltam, hogy a megel6z6 iddszakbeli arak, és megel6z6 idGszakok arai hogyan hatnak

az aktudlis idészak arvaltozésara.



1. fejezet

VARMA Modellek

Egy VARMA folyamat egy vektor autoregressziv mozgoatlag folyamat. Ebben a bevezetd
részben azt szeretném bemutatni réviden, hogy egy ilyen folyamatot egyszertibb részek-
b6l hogyan lehet Osszerakni, és néhany abraval megmutatni, hogy én intuitivan hogyan
értettem meg, hogy hogyan is miikodik egy VARMA folyamat.

Elgszor az egy dimenzios folyamatokkal kezdjiink. A legegyszertibb talan egy mozgoat-
lag (MA) folyamat, ez egy diszkrét, idével indexalt sztochasztikus folyamat, és az értékei
egy méasik sztochasztikus folyamat elemeinek a linearis kombinécidi, ezért hivjuk moz-
goatlagnak, mert minden eleme a maésik folyamat néhény tagjanak a silyozott Osszege.
Ez a mogottes folyamat a zaj folyamat, amelyrdl feltessziik, hogy egy fiiggetlen értéki
folyamat, melynek elemei azonos eloszlasiak, és 0 varhato értékdek. Jeloljiik ennek egy

elemét us-vel, a mozgodatlag elemeit pedig y-vel. Ekkor y; felirhato

q
Yp = p+ U+ Zmiut—i

i=1
alakban, ahol p a folyamat varhato értéke; azt mondjuk, hogy y; egy MA(q) folyamat. Ez
azt jelenti, hogy a zaj folyamat értékeire q idGegységet tekintiink vissza, és a zaj aktuélis
értékeét is figyelembe vessziik. Ha az aktuélis értéket nem mg = 1 sillyal akarjuk figyelembe
venni, akkor a zaj folyamat egészét tudjuk silyozni, ezzel egy 1j zaj folyamatot valasztva,
és az Osszes tObbi stlyt visszaigazitva. Elképzelhetd ¢ = oo visszaléptetés is. Egy MA(2)

folyamatot illusztral a 1.1 abra felsd része.

Egy autoregressziv (AR) folyamat hasonlit az MA-ra abban, hogy itt is egy fiiggetlen,
azonos eloszlasi, 0 varhato értékid zaj folyamat a mogottes folyamat. Viszont itt a vizsgalt

y; folyamat a sajat korabbi értékeitdl is linearisan fiigg, és a zaj folyamatnak pedig csak



y_(t-4) y_(t-3) y_(t-2) y_(t-1) y_t

y_(t-4) y_(t-3)

~—<_

y_(t-4) y_(t-3)

~
S~<

1.1. abra. Egy dimenziés AR(3), MA(2), és ARMA(3,2) folyamat: a csicsok a folyamat,
és a zaj értékei, az élek a stulyokat jelzik. y; stlyai feketével vannak jelolve, ezeknek értékei

is szerepelnek, ;| stlyai szagatottal, de itt is ugyanazok a silyok értékei.



az utolso értéke szamit. Igy

P
Y =+ Z mMGYe—i + U,
i=1

alakban irhato fel pontosan, p = oo is lehet, ekkor végtelen AR folyamatrol beszéliink.
Egy AR(3) folyamatot illusztral az 1.1 abra kozépsd része.

Egy ARMA folyamat egy AR és egy MA részbdl all, és egy fliggetlen, azonos eloszlas,
0 varhato értéki zaj folyamat a mogottes folyamat, mint mindkét részfolyamatnédl. A
kovetkezs képlettel irhato fel:

P q
Y= K+ Z Q;Yp—i + U + Z My Ug—;.
i=1 i=1

Ezt a 1.1 abra also része szemlélteti, egy ARMA(3,2) folyamattal.

Egy VARMA folyamat egy olyan ARMA ahol a zaj és a kapott folyamat is nem
egy hanem tobbvaltozos. Ezt Ggy képzelhetjiik el, hogy ha példaul a zaj folyamatunk m
dimenzids, akkor az als6 abran a fels§ sorban minden csicsot kicseréliink egy vektorra,
azaz m 10j csicsra, és minden régi él helyett m 1j élet rakunk, az Gsszes 1j cstcsbdl az
eredeti régibe. Es ugyanezt megtessziik a f6 folyamatunkkal is az als6 sorban, ha egy n
dimenzidés folyamatunk van, akkor az Osszes alsé cstcs helyett egy n dimenzios vektort,
azaz n 1j csucsot rakunk, és minden eddigi él helyett n tjat rakunk. Igy ahol az ARMA
folyamatabran ment él, ott mostantol egy m - n élkéteg megy. Ahogy a cstcs-csoportok
vektorok, tgy az élkotegek sulymétrixok. Igy egy VARMA(p,q) folyamat a kdvetkezd

modon irhato fel:

p q
gt = ﬁ + Z Aigt,i + gt + Z Miﬂt_i
i=1

=1

Itt u, a tobbdimenzids zajfolyamat, Yy, a szintén vektor vizsgalt folyamatunk, p a
folyamat atlaga, A;, és M; pedig a sulymatrixok. A tovabbiakban az egyszertiség kedvéért
a vektorok jelolését el fogom hagyni. Ha nincs mozgoatlag rész, akkor VAR folyamatrol
beszéliink.

Azt mondjuk, hogy egy VARMA folyamat stabil, ha a VAR része stabil, azaz

det(Ilx — A1z — ... — Ay2P) # 0 minden |z| < 1.
Egy VARMA folyamatot invertalhaténak neveziink, ha az MA részére igaz, hogy

det({x + Myz+ ...+ M,z,) # 0 minden z € C, |z] < 1.
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A VARMA folyamatokat becsiilni altalaban koriilményesebb, mint az egyszeriibb VAR,
modellekkel dolgozni, és igy a VAR folyamatokat gyakran hasznaljak VARMA folyamatok
becslésére is. Ezt Cooley es Dweyer sokszor idézett mondata is alatdmasztja: "Ugyan a
VARMA modellekkel tobb becslési és identifikacios probléma van, de ezek a komplikaciok
nem indokoljdk azt, hogy emiatt szisztematikusan figyelmen kiviil hagyjuk a mozgoat-
lag részeket."|9] S6t akkor is érdemes VARMA modellt hasznalni, ha ugyan egy VAR
folyamatot vizsgalunk, de vannak hidnyzo6 valtozoink.

E fejezetben a tovabbiakban nagyrészt Liitkepohl [14] konyvének 12. fejezetét kovetem.
Legyen y; egy K-dimenzios, stacionarius folyamat, melynek VARMA (p, q) felirasa

Y = Alytfl + ...+ Apytfp + ug + Mlut,1 + ...+ Mqut,q. (11)

Feltehetjiik, hogy az atlag nulla, mivel ez a tovabbiakban nem fog gondot okozni,
ezért ezt a tagot mar nem is tiintettiik fel. A folyamatot felirhatjuk az L visszaléptetés
(angolul lag vagy backshift) operator segitségével is: A(L)y, = M(L)ug, ahol A(L) :=
Iy — AL —...— AP és M(L) := I + ML+ ...+ M,L? Amennyiben a VARMA
folyamat stabil és invertalhato, akkor felirhaté végtelen VAR folyamatként is:

ye=Y _ Py =O(L)u, = A(L)" M(L)u,.
=0

Van, hogy gyakorlatban ennél altalanosabb formaban felirhat6 VARMA folyamatokat

érdemes hasznélni:

Aoye = A1y + -+ Apyr—p + Movy + Myve + ... + Myvy

ahol v, egy megfelel§ fiiggetlen értéki folyamat, és az A — 0, My nem feltétleniil iden-
titds. Amennyiben Ag és M, nemszingularis, akkor ez a folyamat is atirhaté a standard
VARMA (p,q) formara, ha balrdl szorozzuk Ay'-val és u; = Ag'Mov-t vessziik az

korrelalatlan zajnak.
Y = AalAlyt—l + ...+ AalApyt_p + up + AalMlMO—IA()Ut_l + ...+ AgquMo_leut_q.

Ezzel a két valtoztatassal egy olyan reprezentaciot kapunk, ahol a t-beli (visszalépés nél-
kiili) valtozokhoz egy egységmatrix tartozik. Az, hogy Ay és My nemszinguléris igazabol
nem ad megkotést, hogyha vy, egyik komponense sem irhatoé fel a tébbi komponens linearis
kombinaciojaként. Egy stabil és invertalhato felirast ami olyan alakt, mint (1.1) standard

VARMA reprezentacionak hivunk, megkiilonboztetve azoktol ahol Ay vagy My nem az
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identitds méatrix. Ebb6l mar latszik, hogy egy VARMA felirds nem egyértelmt, mert egy
nemszingularis matrix-szal balrdl beszorozva szintén egy VARMA((p,q) felirast kapunk.
Egy VAR folyamatnal mar egyértelmiivé teszi a felirast, ha a standard format (A = I)
valasztjuk. A VARMA folyamatoknal ez nincs igy. Ugyan javit a helyzeten, hogyha a stan-
dard forméat vélasztjuk, de ez még nem ad elég megkotést az egyértelmiiséghez, a fejezet

tobbi része a lehetséges megkotésekkel foglalkozik.

1.1. Ekvivalens reprezentacid, egyértelmiiség

Azt mondjuk, hogy egy y; folyamat két reprezentacidja ekvivalens, hogy ha ugyanazok a
realizécioik (egy nullmértéki halmaz kivételével), és az y;, Y11, - - -, Yrrn véges eloszlasaik
megegyeznek minden ¢, h € N.

Legyen az y; egy 0 varhato értékii VARMA folyamat kononikus MA reperezentécioja

Y = Z Djup; = (I’(L)Ut,
i=0

ahol @y = I, és (L) = > .7, ®,L". Azt mondjuk, hogy akarmelyik A(L)y, = M(L)u,
VARMA modell, amire A(L)"*M (L) = ®(L) teljesiil, az egy ekvivalens reprezentacioja
yi-nek. Azaz minden VARMA model ekvivalens amire A(L)"'M(L) ugyanazt a ®(L)
operatort adja. Igy ahhoz, hogy egyértelmi VARMA reprezentaciot kapjunk megkotéseket
kell tenni az autoregressziv és a mozgoatlag részre ugy, hogy minden ®(L)-hez csak egy
A(L), M(L) par tartozhasson.

Azt mar lattuk, hogy egy nemszingularis matrix-szal balrél szorozva nem valtozik a
folyamat, igy mostantol csak a standard reprezentaciokkal foglalkozunk.

Vegyiink egy kétdimenzios VARMA(1,1) folyamatot:

Y = Alyt—l + u + Miug_q.

Ennek a kanonikus mozgoatlag reprezentacioja:
Yy = Z (I)iut—i = U; + Z(AZI + Azi_lMl)Ut_i‘
i=0 i=0

Igy az 6sszes VARMA(1,1) folyamat, amelyre igaz, hogy M, = — A, igazabol ugyanaz az
egyetlen folyamat. Persze ebben az esetben az u,-n kiviil minden tag kinullazodik, VAR-

MA(0,0) folyamatot kapunk, ami korrelalatlan zaj. Ugyanez a visszaléptetés operatorral
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felirva: (I — A1L)y, = (Ix + MiL)u,. Ez a jelenség, nevezetesen az, hogy az autoreg-
ressziv és a mozgoatlag rész kitliti egymast mar az egydimenzios ARMA folyamatoknal
is el6fordul. Ott ennek az esetnek a kizarasara elégséges feltenni, hogy az AR és MA
operatoroknak nincs kozos osztojuk.

Tegyiink egy hasonlo feltételt a tobb valtozos esetben: y, ne legyen korrelalatlan, azaz

M, # —A;. Sajnos a tobbvaltozos esetben ez még nem hoz egyértelmiiséget, ezt egy masik
0 00
példan keresztiil mutatom be: Legyen A; = 0 3 és My = [O 0] , ahol a # 0. Ekkor

a kanonikus M A reprezentacié egyiitthatoi a kovetkezdk:

(I)lela @2:(133:...:0, (12)
mivel A} =0 ha ¢ > 1. Ugyanezt az MA kanonikus reprezentéacitja annak a folyamat-

. 0 0 «
nak is, amelyre A; = és My = 0 ol

akarmilyen m esetén, (és igy minden m-re stabil és invertalhaté folyamatot kapunk).
Nézziik meg, honnan jon a paraméterek vilasztasanak szabadsaga! Nézziik a kdvetkezs

VAR operatort, (erre még késébb vissza fogok utalni):

ennek az inverze

azaz az inverze is egy véges VAR operator. Az ilyen operatorok jelentenek problémét
amikor egyértelmiien akarunk paraméterezni egy VARMA folyamatot. Egy ilyen opera-
torral beszorozva egy VARMA reprezentaciot az egyik eredeti operator (AR vagy MA)
egy részét eltlintetheti, gy hogy kézben a mésik eredeti operdtornak megmarad a véges
foka.

Nézziik ezt egy konkrét VARMA(1,1) modellen: A(L)y, = M (L)uy, ahol

1— OéllL —OélzL
0 1

A(L) = [
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és

M(L) := 0 )

1+ muL mlzL]

Ez a két operator nem oltja ki egymast, ha a1 # —my; és aa # —mya, de attdl még

mindkét operatorbol balrol kifaktorédlhatjuk a

oo o
01 0 0 0 1

operatort, anélkiil hogy a struktirajuk megvaltozna:

1-— OéllL —(’}/ + @12)[/
0 1

1 + mllL (m12 — ’)/)L
0 1

a fentebbi operatorokbol D(L)-t elhagyva a kovetkez6 operatorokat kapjuk, amiket

ujra szorzattaalakitva a kovetkezGket kapjuk:

1— OéllL —("}/ -+ 0612)[1_ _ D(L) _1 — CYHL —(2")/ + 0412)[;
0 I 0 1
1+;nnL <mul—v>L' _ () 1 +ZLUL (maz - 2v)L

Azaz tjra ki tudjuk faktoralni D(L)-t, sét akarhanyszor megtehetjiik ezt. Igy attol még
hogy mindkét operator rangjat nem csokkentjiik egyszerre, attol még lehetséges hogy
néhany elemet kinullazzunk, azaz hogy A(L)-bdl vagy M (L)-bsl néhany operatort kifak-

toraljunk. A D(L) operatorra szintén igaz, hogy az inverze véges rangu:

1 —~L
0 1

Az olyan véges foku operatorokat, amelyeknek az inverze is véges fokti unimodula-

D(L)™! = [

ris operatoroknak nevezziik. Az ilyen operatorok karakterizalja, hogy a determinansuk
egy nemnulla konstans Azaz a determinins nem tartalmaz visszaléptetéses tagot, azaz

egyetlen L hatvanyt sem. Unimodularis operatorra példa a fentebbi Z operator, melynek

0 « 1 —al
IQ — L -
0 0 0 1

11
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Az, hogy a véges foki operatoroknéal a véges foku inverzbdl kovetkezik a nemnulla konstans

determinans a kovetkezdbdl lathato:
A(L)™h = A(L)*  |A(L)| = |A(L)| " A(L)™.

Ebbél a determinans egydimenzids operator. Egy véges foku invertalhatd egydimenzios
operatornak pedig végtelen foka inverze van, hacsak a foka nem 0, azaz ha csak nem
konstans.

Ahhoz hogy egyértelmitiségi feltételt adhassunk egy VARMA reprezentéciora, elészor
is azt kell biztositani, hogy a VAR és MA tagoknak ne legyen kozos bal oldali osztéjuk,
kivéve az unimoduléaris matrixokat. Az ilyen tulajdonsagi A(L) M(L) operatorparokat
bal relativ primeknek hivjuk. Azt mondjuk, hogy az [A(L) : M(L)] matrix operator bal
relativ prim, hogyha abban az esetben ha léteznek olyan D(L), A(L) és M (L) operatorok
amik kielégitik a

D(L) [A(L) : M(L)] = [A(L) : M(L)]
egyenletet, akkor D(L) unimodularis.

A fenti példakbol latszik, hogy altaldban a unimoduléris matrixok kifaktoralasanak
a lehetésége elkeriilhetetlen, ha nem adunk meg tovabbi megkotéseket. Igy ahhoz, hogy
egyértelmii felirast kapjunk olyan megkdtéseket kell adnunk, hogy az egyediil az Ix matrix-
szal lehessen balrol faktorizalni, a megadott VARMA reprezentaciot megtartva.

A tovabbiakban 3 példa kovetkezik egyértelmi reprezentéciora:

1.2. Végs6 forma

1.2.1. Definicioé. Az A(L)y, = M(L)u; VARMA egyenlet végsd formdban van megadva,
ha My = Ix és A(L) = a(L)Ik, ahol a(L) :==1—onL — ... — a,LP egy (egydimenzids)

skaldr operdtor és o, # 0.

1.2.2. Példa.

(1 — O[lL — O./QL2 — OégLS) Y =
Yot

L+mu L magL ] [Uu]

mai1 L 14+ moa 1 L| |ug

Ez a feliras egyértelmi, mivel a a(L)y, = M (L)u; egyenlet csak a D(L) = Ix operator-
ral lehet balrol szorozni, gy, hogy az autoregressziv rész skalar egyiitthat6ju maradjon.

Ahhoz hogy a D(L)a(L)Ix operator p rangi maradjon, a D(L)-nek nulla fokunak kell
lennie, igy a D(L) = D egy skalar matrix, L-t6] nem fiigg.
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1.3. Echelon forma

1.3.1. Definici6é. Az A(L)y, = M(L)u; VARMA egyenlet echelon formdban van megad-
va, ha a VAR és M A operdtorok, A(L) = [oui(L)|ki=1.. x €s M(L) = [my;(L)] bal relativ

primek, és kielégitik az aldbbi feltételeket. Az operdtorokat mdtrizként tekintve a sorok fo-

,,,,,

kait vizsgdljuk eldszir. Az api(L)i=1 Ky operdtorok - amik A(L)

.....

illetve M (L) k-adik sorai - py fokiak, és a kovetkezd alakiak:

.....

Pk ,

o ap(L)=1—> o L7, mindenk=1,... K,

j=1
Pk .

® akz<L) = — Z Oé].m"j[ﬂ hak # i,

J=Pr—Pri+1
P
o my(L)=> my;L;, minden k,i=1,..., K,
7=0
® ¢s Mg = A()
Az ay; (L) VAR operdtorokban

min(py + 1,p;) ha k > 1,
Pri = (b 2 minden k,i=1,... K. (1.3)

min(pg, p;) ha k < 1,
Azaz a pr; megadja a szabad paraméterek szamdt az ag; L operdtorban, k # i esetén. A

sorok fokait (p1,...,px) Kronecker indexeknek nevezzik. Az dsszegiik, Zfil p; pedig a
McMillan, fok. Igy mindkét VARMA rang p = q = max(p1, ..., px).

Egy (p1,...,px) Kronecker indexekkel rendelkez6 VARMA folyamat jelolése néha
ARMAEg(p1, ..., px). Nézziink egy példat egy echelon formaban felirt kétdimenzios VAR-
MA folyamatra, pontosabban egy ARM Ag(2,1)-re:

2 21 T
1— 0411,1[/ - 0411,2L —0412,2[/ ] Y1t

—0210 — 0é21,1L 11— 0422,11/

Yot
- 1 +my L+ 77111,2[/2 myg1 L+ m12,2L2] [ult]

—ai1 0+ maop 1 L 1+ maaq L

U¢

Ugyanez a visszaléptetés operator nélkiil, visszaléptetésenként csoportositva, és balrol az

Osszes miultbeli elemet a jobb oldalra rendezve:
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1 O Y1 Qa1 0 Yi,t—1 n Q112 Q22| (Y1t—2
—ao10 1| |y (11 Q21 | Y201 0 0 Ya,1—2
I 1 0 Ut X mip1 Mg | |Ure—1

| — X210 1 U2t moi11 Magn U2 t—1

mii2 Mi22 Uy ,t—2
U2 t—2

0 1+0
Ebben a modellben a Kronecker indexek p; = 2 és py = 1. A py; szdmok pedig a kovetke-

pin pz| |21
P21 P22 2 1

A diagonalison kiviili pis és po; azt jelzi, hogy mennyi paramétere van «aqo(L)-nek illetve

z6k:

a1 (L)-nek. Mivel aqo(L) az els6 sorba tartozik, és igy p; = 2 foki, és csak egy szabad
paramétere van, igy aja(L) = —apa2L? alaka. Ugyanezzel a gondolatmenettel, ag (L) a
masodik sorban van, igy po = 1 foku, és ps; = 2 szabad paramétere van, igy ao(L) =
—Q21,0 — 0421,11/-

Az echelon forma egy tulajdonsaga, hogy Ag egy alsé haromszog matrix, és a dia-
gonalisban pedig 1-ek szerepelnek. Mivel My, = A, ezért ugyanez igaz My-ra is. A sza-
bad paraméterek koziil barmelyik lehet akar 0 is, igy a p vagy ¢ fok el6fordulhat, hogy
kisebb, mint maz(pi,...,px). Ha példaul a fenti modellben my; o és miay is 0, akkor
g = 1 < max(py,p2) = 2. Ahhoz, hogy a reprezentacio tényleg (pq,...,px) Kronecker
indext echelon forma legyen, ahhoz kell, hogy [A(L) : M(L)] k-adik soraban legalabb egy
operatornak py ranginak kell lennie, Ggy hogy a pj visszaléptetéshez tartoz6 paraméter
nem nulla.

Az echelon forma is egyértelmii reprezenticiot ad, azaz ha egy VARMA folyamat
echelon formaban van felirva, akkor azt mashogy nem lehet felirni echelon formaban.
Az echelon forma ugyan komplikaltabb, mint a végsé forma, de altaldban kevesebb sza-
bad paramétert tartalmaz. Igy konnyebben kezelhet, ha példaul becsiilni szeretnénk egy
VAMRA folyamat paramétereit.
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1.4. Skaldr komponens modell

A skalar komponens modell (angolul scalar component modell, SCM) lényege, hogy az
eredeti VARMA (p,q) modellnél egyszeriibb bedgyazott struktturdkaalapjan adja meg a
folyamatot. Ezek az egyszeriibb struktirdk az tgynevezett skalar komponensek, melyek
az eredeti valtozok olyan linedris kombinéciéi, melyek alacsonyabb rendben fiiggenek a
multtol. Az autoregressziv résziik lehetéleg rovidebb, mint p idGegységnyit tekint vissza.
A mozgoatlag résziik pedig kevesebb, mint ¢ idGegységnyit tekint vissza.

A SCM-t Tiao és Tsay vezette be 1989-ben [17]|, majd az ebben levs hidnyossagokat ja-
vitva Athanasopoulos és Vahid fejlesztette tovabb a modelt 7], kés6bb Poskitt-tel egyiitt
is [6]. A tovabbiakban az utobbi két cikkegondolatmenetét kovetem.

Legyen vy = Ayyp1+. . .+ Ay pte—Mie_1—. . .—Mye,— egy K-dimenzios VARMA(p,q)
folyamat.
1.4.1. Definici6. Azt mondjuk hogy az z = fly, nemnulla linedris kombindcid egy

SCM (p1,q1), (ahol f € RE), ha z teljesiti az aldbbiakat:
o fTA, #0, ahol0<p; <p
o fTA=0,hal=p +1,....p
o fTM, #0, ahol 0 < ¢ <gq
o fTM,=0,hal=q +1,...,q

Egy-egy ilyen skalar komponens, egy ARM A(p,q) folyamat lesz, legfeljebb (p1,q1)
ranggal, ugyanis lehet kifaktoralhaté kozos tényezéjiik.

Az SCM eljaras kanonikus korrelacio tesztek sorozataval keres a fentinek megfele-
16 K darab fiiggetlen linearis kombinaciot, a legegyszertibb SCM(0,0) modelltdl in-
dulva. Ha megvan a K linearisan fiiggetlen skalar komponens, és a hozzajuk tartozo
F = (f1,..., fx)" transzformécios matrix. Ekkor az eredeti y;-re vonatkozo egyenletet

F-fel elforgatva
Fy=Alypa+ ...+ Ayept 6§ — Mie y — ... — Mie

kapjuk, ahol A = FA;, ¢ = Fe;, és M = FM;F~'. Az egyenlet jobb oldaldn t&bb

matrixsor is nulla lesz. Azonban ha vannak erGsen egymaéasba agyazott komponensek,
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SCM (p,,q,) és SCM (ps,qs), ahol p, > ps és q. > qs akkor még nem értiink el egyér-
telmiséget. Ekkor még min(p, — ps, ¢ — ¢s)darab AR vagy MA komponenst még ki kell
nullazni. Az SCM soran az MA rész ilyen egyiitthatoit szokas nullazni.

Ha F-ben is vannak szabad komponensek, az egyértelmtiséghez F-re is kell megkoté-
seket tenni. Adott skalar komponens struktira esetén méar egyértelmi a modellek felirasa.
Adott struktira mellett maximum likelihood modszerrel becsiilik az egész SCM egyiitt-

hatoit.
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2. fejezet

Hiba javité modellek

2.1. Integralt folyamatok

Ebben a fejezethez [14], [5] és [2] forrdsokat kdvetem vegyesen.

Azt mondjuk hogy, egy egydimenzios AR folyamat d rendben integralt , ezt (I(d))-vel
jeloljiik, ha d egységgyoke van a karakterisztikus polinomjanak. Ha egy I(1) folyamatunk
van, akkor konnyd latni, hogyha az eredeti folyamat els6 differenciait vessziik: Ay, =
(1 — L)y = yr — y1—1, akkor egy stabil folyamatot kapunk. A kezdeti értékek megfelels
valasztasaval ez a folyamat valaszthato stacionariusnak. Altalanosabban egy I(d) folyamat
d differencialas utan lesz ilyen tulajdonsagu. A stabil, stacionarius folyamatokat szokés
1(0)-1al jelolni.

Ennél egy pontosabb definicio az I(1) folyamatokra:

2.1.1. Definicio. Azt mondjuk, hogy y, egy I1(1) folyamat, ha Ay, = w, eqy staciondrius
folyamat végtelen M A reprezentdcioval, w; = Z?io Oju—; = 0(L)u, ahol a mozgddtlag

egyiitthatdira igaz, hogy 37", j10;] < oo, O(1) = 372 0; # 0 és uy ~ (0,07) fehér zaj.

2.2. Kointegralt folyamatok

Vannak olyan koézgazdasagi idGsor valtozok, melyekrdl agy gondoljuk, hogy kozottiik va-
lamilyen linearis egyensulyi kapcsolat van. Példaul egy termék ara kiilonbo6zé teriileteken,
vagy az allami kiadasok és bevételek.

Gyfjtsiink egy ilyen véltoz6 csoportot egy vektorba y; = (yiy, ..., yx:)? és a hossziitava
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egyensilyi kapcsolatuk legyen

By = Biyre + ... + Bryw: = 0.

Egy-egy konkrét periodusban ennek a kapcsolatnak nem kell egzakt teljesiilnie. Feltehetd,
hogy BTy, = 2 egy sztochasztikus folyamatot vizsgalni, ami az egyensulytol valo eltérést
mutatja. Ha valoban egyensily van, akkor feltehetjiik, hogy az y, valtozok valamilyen ér-
telemben egyiitt mozognak, és az z; folyamat pedig stabil /stacionéarius. Ez a modell nem
zarja ki annak a lehetGségét, hogy az y, valtozok egy csoportként, egyiitt mozogjanak.
Ebben az esetben lehet, hogy egy koz0s sztochasztikus trend mozgatja Gket. Azaz nem
lehet kizarni, hogy ugyan a valtozok kiilon-kiilon egy-egy integralt folyamatkén viselked-
nek, de kézben van olyan lineéaris kombinéciojuk, ami stacionarius. Az ilyen tulajdonsagu

integralt folyamatokat kointegraltnak nevezziik.

2.2.1. Definicié. Legyen vy; eqy K-dimenzids folyamat. Azt mondjuk, hogy a vdltozdi
(d, b)-rendben kointegrdltak — réviden y, ~ CI(d,b) —, ha y; minden komponense I(d),
és létezik olyan z = BTy, linedris kombindcidjuk ahol BT = (By,...,Bk) # 0 és a 2 egy
I(d —b) folyamat.

Az itt szerepld B vektort kointegrdlo vektornak hivjuk, az y; folyamatot pedig kointegrdlt

folyamatnak.

Az kointegralt folyamat modellt Granger [12| vezette be. A definici6 a késGbbi Engle-

lel k6zos [11] munkaban jelent meg elGszor.

Egy masik definicié egyszertibbé teszi a kointegralt folyamatok kezelését:

2.2.2. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy K-dimenzids y, folyamat I(d), ha Ay, stabil,
de Ay, még nem stabil.
Eqgy v I1(d) folyamat kointegrdlt, ha létezik olyan z = 3Ty, linedris kombindcidja, ahol

B # 0 és z alacsonyabb, mint d rendben integrdlt.

Ez a masodik definici6 megengeddbb, mert nem kell minden komponensnek I(d)-nek
lennie, lehetnek kisebb rendii komponensek is; mivel ha kisebb rendd komponenseket az
integracio rendjénél tovabb integralunk, attol, az még 1(0) marad.

A kointegral6d vektor nem feltétleniil egyértelmdi.
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2.3. Hiba javité modellek

A hibajavito modellek (angolul Error Correction Model, ECM) a kointegralt folyamatok
el6futarai voltak.

Egy hibajavito modell tébb valtozobol és egy azok kozti egyensilyi kapcsolatbol all,
és egy-egy valtozo mozgasa az egyensiilyi allapottol valo eltérésektdl fiigg.

Tegyiik fel hogy van egy termékiink amit két piacon is arulnak; jeldlje az arat a t.
idGintervallumban az egyik piacon y;;, mig a mésik piacon ys, és legyen az egyensulyi
kapcsolat koztiik vy, = B1ye. Tegyiik fel, hogy az egyik piacon a termék arvaltozésa attol

fligeg, hogy a megel6z6 idGszakban mekkora volt az eltérés az egyensulytol:

Ay = a1(y1.0-1 — Pryai—1) + v

Es egy hasonlo relacio all fent a masik piacon is:

Ay = ap(Y1,0-1 — B1Ya,—1) + Uzt

Egy altalanosabb hibajavité modellben az arvaltozas az azt megel6z6 periodusok ko-
zOtt megtortént arvaltozastol is fiigg, és itt mindkét piac arvaltozasat figyelembe kell

venni:

Ay = a1(Y1e-1 — Pry2i-1) + M11AY1 -1 + V1218241 + U,

Ay = ao(y1.e-1 — P1Yy2.i-1) + Y211 8Y1,0-1 + Y221 AY24-1 + Ust,

Egynél tobb idébeli visszaléptetés is figyelembe veheté Ay;-kre vonatkoz6 modellben.
Olyan modell is elképzelhetd, ahol egy konstans tag is van a linearis becsléshen. A hiba-
javitdé modell neve abbol ered, hogy figyelembe veszi, hogy az el6z6 idGszakban hogyan
tértiink el a hosszutavia egyensilytol, és ennek segitségével igyekszik az egyes valtozokat

visszakorrigalni.

2.4. Hibajavit6 modellek kiilonbo6z6 becslései

Az els6 hibajavito modell, egy két 1épéses eljaras, amit Engle és Granger vezetett be. [11]
Elgszor mindkét idGsort (pl x4, y;) meg kell vizsgalni stacionaritas szempontjabol, ezt az
egységgyokok jelenlétének tesztelésével lehetséges. Erre alkalmas a (kiterjeszetett) Dickey-
Fuller teszt (angolul Augmented Dickey Fuller test, ADF), a Phillips-Perron (PP) teszt,
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Kwiatkowski-Phillips—Schmidt—Shin (KPSS) teszt. A KPSS-en teszten kiviil a nullhipoté-
zis az hogy létezik egységgyok, mig a KPSS-nél a stacionaritas a nullhipotézis. Az ADF-rél
kés6bb kicsit részletesebben irok.

Ha az eredeti idGsorok nem stacionariusak, viszont az elsé differenciasorozataik
(Az; Ay;) mar stacionariusak, akkor lehet probalkozni ECM modell illesztésével.

A két lépéses Engle-Grenger eljarasban a legkisebb négyzetek modszerével keresiink
linearis modellt az eredeti két valtozo kapcsolatara iy, = (51 + Boxr + uy, ebben a l1épés-
ben az adat idGsor jellegét nem vessziik figyelembe. Viszont a linearis modellbél kapott
rezidudlisokat (i) megint idGsorként vizsgaljuk. Ahhoz, hogy az eljarast folytatni tudjuk
arra van sziikség, hogy a rezidudlisok id&sora stacionérius legyen. Ekkor tudhatjuk, hogy
az eredeti valtozok kointegraltak, kézgazdasagi értelemben pedig valamilyen hosszitava
(egyenstlyi) kapcsolat all fent koztiik.

Amennyiben ez a feltétel teljesiil, akkor a révid tavra vonatkozd rész becslése ko-
vetkezik, ami szintén egy OLS linearis illesztés, ekkor az egyik differencia sorozat (Ay;)
elemeit becsiiljiik a masik differenciasorozat (Ax;) elemeivel, az el6z6 becslésbdl kapott

rezidudlisok visszaléptetettjeivel (Awu;_;):
Ay = B3 + BaDxy — Y1 + €.

Ebben a modellben (3 egy konstans, £, rovidtava egyiitthaté azt mutatja, hogy az z;
azonnali valtozasa milyen hatassal van y, valtozésara, -t pedig szokés visszacsatold, vagy
hibajavit6 hatdsnak hivni, mivel azt mutatja meg, hogy az el6z6 id&szakban az egyen-
stulytol valo eltérés mennyit javul a kévetkezd idGszakra.

Visszairva 4;-t

Ayy = B3+ BuDxy — Y (ye1 — b1 — Par 1) +

Az egy lépéses modellben rogton az utobb kapott egyenlet egy atrendezettjének az
egyiitthatoit becsiiljiik. Itt is teljesiilni kell az eredeti sorozatok nem-stacionaritasédnak, és
a differenciasorozatok stacionaritasanak. Ha ezek teljesiilnek, akkor a kovetkezd modellt
illesztjiik:

Ay = oq + aoyp—1 — a3y + asAxy +

Ennek az illesztésnek az eredmény valamelyest kiilonbozik a két lépéses modellétél, erre

a kovetkez6 fejezetben is lesz példa.
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Kibé&vithetjiik az egy lépéses ECM modellt, ha a lineéris becslésnél a magyarazo val-

tozok kozé bevehetjiik a az x; és y, differencia sorozat visszaléptetettjeit is:

n—1 m—1
Ayy = g + a1 — 341 + Z 0; Ay, + Z VilAzy, + ¢

i=1 i=0

Az ECM modellek és a kointegralt folyamatok kapcsolatat Granger reprezentacios té-
tele mutatja meg, mely réviden azt mondja ki, hogy ha egy hogy egy I(1) vektor elemei
pontosan akkor kointegraltak, hogyha van ECM reprezentaciojuk. A tétel pontos kimon-
dasdhoz sziikségiink van a kovetkezd jelolésekre: Legyen m < n, és M egy m X n-es matrix,
aminek a rangja n, jelolje ekkor M, az M egy ortogonalis kiegészitGjét. Legyen tovabbé

y; egy K-dimenzios kointegralt folyamat, ahol a kointegracié rangja r.

2.4.1. Tétel. Granger reprezentdcids tétele Legyen Ay, = afBTy,_ + D1 Ay + -+ +
Ly Aypyr +ug, t > 0 esetén, ésy, =01t >0, uy 0 vdrhato értékd, figgetlen értéki zaj
t > 0 esetén, és uy =0 hat > 0. Legyen

p—1

C(z) =1 —2)Ix —ap’z - Z [i(1—2)z",

ahol a kévetkezd feltételek teljesiilnel a paraméterekre:
e hadetC(z) =0, akkor |z| > 1 vagy z = 1.
e Pontosan K —r eqységgyoke van z-nek.
o « és B K X r mdtrizok, és mindkettének a rangja r.

Ekkor y, felirhato a kévetkezd reprezentdcioban:

t

Yy =2 Z u; + E*(L)u + 470,

i=1
ahol
p—1 -1
E=0L [af(ﬁ( - ZH)BL] al,
i=1
= (L)uy = Z Ziu—j egy 1(0) folyamat,
=0

és Yy o kezdeti értékeket tartalmazza.
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A VECM lényegében kiilonbozik az Engle-Granger modellektdl, itt nem kell el6re
megvizsgalni a folyamatokat stacionaritds szempontjabol, és nem kell a valtozok kozott
kiilonbséget tenni aszerint, hogy melyiket kivanjuk magyarizo, és melyiket magyarazott
valtozonak tekinteni.

A kointegraciora vonatkozo tesztet Johansen publikalta. [13]

2.5. Dickey-Fuller teszt

A Dickey-Fuller teszt [8, 10] egy egy dimenzios y; idGsorrél vizsgéalja meg, hogy az integralt
folyamat-e. Az y, = ay;_1 + u; egyenletben teszteli az a egyiitthatot; ahol a nullhipotézis
a = 1 azaz, hogy tartalmaz egységgyokot a folyamat; az ellenhipotézis pedig, az hogy
a < 1, nincs egységgyok. Gyakorlatban inkdbb az atalakitott Ay, = by, 1 + u; egyenletet
vizsgéaljak, itt a nullhipotézs b = 0, és az ellenhipotézis b < 0. Ha egy konstanst, és
determinisztikus trendet is meg szeretnénk engedni, akkor az ezekkel kiegészitett Ay, =
by;—1 + 1+ At + u; egyenletre kell a b = 0 nullhipotézist vizsgalni.

A tesztstatisztika a kdvetkezs: T = b/SE(b), ahol b a becsiilt b, SE(b) pedig a standard
hibaja. Ez ugyan T-statisztikdnak ttinik, de nem a Student T-eloszlast koveti, ezért a
kritikus értékekei eltérnek. A Dickey-Fuller teszt csak akkor miikédik jol hogyha a wu,
korrelalatlan; ha tgy gondoljuk, hogy u, autokorrelalt, akkor a kiegészitett (augmented)
Dicke-Fuller tesztet érdemes hasznélni, ami y; differenciasorozatédnak késleltetettjeit is
beleveszi a tesztelt egyenletbe: Ay, = by, +us+> 5, ¢;yi—1 ¢s ugyanez determinisztikus
trendet, és konstans tagot is megengedve: Ay, = by, 1 + p + M\t + uy + Zle CilYi—1.- A

statisztika megegyezik a korabban felirt Dickey-Fuller teszt statisztikajaval.
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3. fejezet

Kriptovalutak kointegraltsaganak

vizsgalata

A hibajavité modellt harom kriptovaluta arvaltozédsanak a vizsgalatara alkalmaztam az R
nyelv [16] és az aTSA [15] programcsomagjanak a hasznalataval. Ehhez a Bitcoint (BTC),
Litecoint (LTC) és az Ethereumot (ETH) valasztottam ki, és az USD-ben kifejezett na-
pi arukkal dolgoztam. Az adatok 2013. aprilis 28. és 2019. aprilis 20. kozotti napi arak,
kivéve az Ethereumnéal, mert ott az els6 nap 2018. augusztus 9. Kezdetben csak a Bitco-
innal és Litecoinnal fogalakoztam, az Ethereumot csak késgbb vettem be a modellekbe. A
Bitcoin, Litecoin és Ethereum id&sor adatai a coinmarketcap.com weboldalrol szirmaz-
nak. [1, 4, 3] A kriptovaluték esetében nincsenek banki sziinnapok, egy tranzakcié akarmi-
kor megtorténhet, igy minden napra vannak adataink. A kiindul6 adat tartalmazott napi
nyitd, napi zard, maximum és minimum arat. Mivel a nyit6 és a zard ar egyszertien UTC
éjfél elGtti utolsd és azutani els6 tranzakciora vonatkozéd arat tartalmazza, igy napi atlag
helyett az el6z6 napi zar6 és a masnapi nyito ar atlagat vettem, és tovabbiakban ezt fogom
napi atlagnak hivni. A 3.1 abran ezeknek a mennyiségeknek a valtozasa lathaté Bitcoin
és Litecoin esetén. Az adat intuitiv megismerésére abrazoltam ennek a logaritmusat (3.2
abra), és az eredeti idGsorok valtozasat (3.3 abra) is. Az abrak alapjan az eredeti folyama-
tok, és a logaritmusok lehetnek stacionariusok, mig a differencidk fehér zajhoz hasonlito

folyamatok.
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3.4. abra. BTC és LTC napi arai, illetve a logaritmusaik, mindketté a két-két lehetséges

legkisebb négyzetek modszerével illesztett linearis modellel

3.1. Stacionaritas vizsgalata

Ahhoz, hogy hibajavitdo modellt illeszthessiink a két idGsorra, elGszor is az kell, hogy in-
tegraltak legyenek. Ezt a hipotézist azaTSA csomag Augmented Dickey-Fuller tesztjével
és a Phillips-Perron tesztével is megvizsgaltam. A log-id§sorok stacionaritasat mindketts
teszt alapjan erGsen el lehetett vetni p = 0.7 és 0.9 koriili szinteken (a vizsgalt modell
véaltozatok: drift és trend nélkiil, drifttel és trend nélkiil, drifttel és trenddel; és 0-7 vissza-
lépést megengedd VAR modellek), mig az eredeti idGsorokat stacionaritasat is elvetette a
teszt, de kisebb konfidenciaszinteken.

Az eredeti és a logaritmalt napi draknak is megvizsgaltam a differenciasorozatait, ezek
mind stacionariusnak bizonyultak minden fent felsorolt esetben p < 0.01 értékekkel.

Kovetkez6 1épésként egy egyszert linearis modellt illesztettem az eredeti idésorra két-
féleképpen, (a BTC és az LTC fiiggs illetve magyarazo valtozoként), és ugyanezt a lo-
garitmalt adatokra. Mind a négy modell helyesen miikodott (statisztikailag szignifikins
volt), az illesztett modellek a 3.4 abran lathatok.

Ezutén -az el6z6 szakaszban leirt modszertan szerint- a linearisan illesztett modellek-
b6l adodoé rezidualisok vizsgalata kévetkezik. Erre szintén az aTSA beépitett Dickey-Fuller
tesztjét haszndltam, és emellett dbrazoltam is a rezidualisokat, az abrak nagyjabol egymas

tiikorképei, ha a fiiggs és a magyarazo valtozot felcseréljiik, igy itt csak az az eset lathato,

27



amikor az LTC a fiiggs valtozo. (3.5 abra) Itt az eredeti és a logaritmalt adatra nagyon
kiilonb6z6 eredmények sziilettek: az eredeti id@sorra illesztett mindkét linedris modell
rezidudlisai stacionariusnak bizonyultak, mig a logaritméalt adatokbél szarmazo reziduali-
sokrol csak akkor fogadhattuk volna el a stacionaritast, ha trendet és driftet nem vesziink

figyelembe. Igy tovabbiakban a logaritmalt BTC és LTC id6sorokkal nem foglalkoztam.

3.2. ECM modell illesztés

A két lépéses Engle-Granger teszt els 1épésének eredményét mar meg is kaptuk a line-
aris modellekkel. A kévetkezd modelleket kaptam a hosszttava kapesolatra, ~ 0.89 R?
statisztikdval (mindkét esetben).

LTC; = — 3.496 4+ 0.01486 - BTCy + Uy,

BTC, = 469.8 +59.98 - LTC; + U,.
A rovidtava kapcsolatra az egyik kriptovaluta differenciasorozatat becsiiltem: a masik
differenciasorozataval és az el6z6 idGszak rezidudlisaval. Itt az elGszor a konstans becs-

lésére kapott érték nem kiilonb6zott szignifikinsan nullatol, igy azt inkabb 0-nak allitva

megnéztem az eredményt. Fzzel a feltétellel a kivetkezé modelleket kaptam:

ALTC, = 0.01211 - ABTC, — 0.03300 - U;,_, + W,
ABTC,; = 26.04 - ALTC, 4 0.0007176 - U’,_y + W}

Az U és U’ az el6z6 linearis modellek rezidualisai, ABTC; = BTC, — BTC;_4, és
ALTC, = LTC, — LTC,_;, Ttt mar joval alacsonyabb R? statisztikakat kaptam, ~ 0.33
mindkét esetben. A méasodik egyenletben a reziduélisra vonatkozé becsiilt konstans nem
tiint szignifikinsnak, az 6sszes tobbi pedig p < 0.001 szinten volt szignifikdns. A két egyen-
letpart 0sszedolgozva az egy lépéses modellnek megfelels formaba a kévetkezd egyenleteket

kapjuk.

ALTC; = 0.01211 - ABTC; + —0.03300(LTC;_1 + 3.496 — 0.01486 - BT Cy_1) + W,
=0.1154 4+ 0.01211 - ABTC; — 0.03300 - LTCy_1 + 0.0004904 - BT Cy_1 + W,

ABTC; = 26.04 - ALTC} 4+ 0.0007176(BTC;_1 — 469.8 — 59.98 - LTCy_1) + W,
= —0.3371 4 26.04 - ALTC, 4+ 0.0007176 - BTC;_1 — 0.04304 - LTC; 1 + W,
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3.5. dbra. Egyszeri linearis modellek reziduélisai az eredeti adata, és a logaritmizalt adat-

ra, a litecoin a fiiggs valtozo
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Az egy lépéses eljaras a kovetkezd regressziokat hozta:

ALTC, = —0.2276 4+ 0.01213ABTC; + —0.03295LT'C;_1 — 0.0005397 - BT'Cy_1 + W/
ABTC, = 7.414 4+ 25.94ALTC, 4+ 0.000799BTC;_1 — 0.2459 - LTC,_1 + W}"

Ennek a modellnek a reziduélisok nem egyeznek meg az el6z6 modell W; és W, reziduAli-
saival. Tekintettel arra, hogy a tovibbakban szdmos modell felirdsdban lesz még sziikség
hibatagok jellésére, a kiilonbséget nem fogom jel6lni, igy minden egyenletben mast fog
jelenteni Wy; ami remélhetSleg az olvashatosagot inkdbb konnyiti, mint neheziti. Ebben
az esetben is R? értéke 0.33 koriili. Az elsS egyenletben a konstans egyiitthatdja csupan
0.0365 p-érték mellett szignifikdns. A masodik egyenletben az LTC;_1-en kiviil semmi nem
volt szignifikans.

Az els6 modellt tovabb bévitettem, még a differencia sorozat elsé visszaléptetettjeinek

bevonasaval. Igy a kovetkezd modellt kaptam:

ALTC, = —0.2116 + 0.01247 - ABTC; + —0.03318 - LT'Cy—1 + 0.0005340 - BT'Cy_,
—0.0004816 - ABT'Cy—1 + 0.1354 - ALTCy—y + W,

Ez a modell csak egy kicsivel mutat magasabb R? értéket, 0.35-6t, ABTC;_; nem
szignifikans.

Ha tovabbé a differenciasorozaton még jobban visszamegyiink a miltba, a 2. és 3.
visszaléptetéssel, akkor R? még kicsit né 0.37-re, illetve 0.39-re, és a ABTC,_; tag is
szignifikdnssa valik.

Az egyenletek 2 illetve 3 visszaléptetéssel:

ALTCy = —0.1952 + 0.01269 - ABTC; + —0.02628 - LT'Cy—1 4 0.0004337 - BT Cy_4
—0.0001163 - ABTCy—1 + 0.1452 - ALTC,_4
+0.003593 - ABTCy_o — 0.1549 - ALTC} 5 + W,

ALTCy = —0.2046 4 0.01240 - ABTCy + —0.03201 - LT'Cy—1 4 0.0005157 - BT'Cy_4
—0.0001734 - ABTCy—1 + 0.1760 - ALTC,_4
+0.00417 - ABTCy_5 — 0.1652 - ALTCy_»
—0.003269 - ABTCy_3 +0.1334 - ALTCy_3 + W,
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Lathato, hogy a BTC-hez tartozo tagok egyiitthatoi nagysagrenddel kisebbek. Ebb6l
ugyan ugy tiinik, hogy a Bitcoinnak sokkal kisebbbb hatésa van, de az val6jaban a két
kriptovaluta arfolyamanak az aranyabol kovetkezik. A Bitcoin hozzavet6legesen 60-szor
erGsebb, mint a Litecoin.

Mivel az eddig kapott modellek nem til er6s magyarazo erejtiek, ezért két modositéssal

probalkoztam:

e csak egy rovidebb intervallumot vizsgaltam, ahol stabilabbnak tiint a két valuta

kapcsolata
e még egy kriptovalutat, az Ethereumot is belevettem a modellbe.

A roviditett intervallumnak az (900 : 1400) elemeket valasztottam, ami a 2015.10.14.
és 2017.02.25. kozotti iddszakot jelenti.

Itt a varakozassal ellentétben még rosszabb eredményeket kaptam, ugyan ha csak
az eredeti idGsorokat, és a sima differencia sorozatokat vettem figyelembe, akkor méar
R? = 0.54 lett, de a Bitcoin ara (BTC;_;) mar egyaltalin nem volt szignifikins. Ez a

modell:

ALTCy = 0.1171 + 0.005054 - ABT'Cy — 0.03189 - LT'Cy—y — 0.0000089 - BT'Cy_1 + W,

Tovabbi visszaléptetéseket megvizsgalva az tapasztalhato, hogy a visszaléptetett dif-
ferencia sorozatnak egyéltalan nincsen hatasa.

Modellbévités az Ethereum bevonasaval. Tekintettel az eddigi modellek rossz
magyarazoerejére, egy harmadik kriptovaluta, az Ethereum, bevonisanak a hatasat vizs-
galtam. Az Ethereum adatsorai viszont csak 2015. augusztusaban kezd&dnek, igy az Ethe-
reumot is magaban foglalé modellt nem lehet az eddig hasznalt 2013-ban kezd6dé ada-
tokon alapulé modellhez hasonlitani. A BTC és LTC id6sorat is megroviditettem, hogy
csak 2015.08.07-t61 kezdGdjenek, és a roviditett idGsoron kapott két kriptovalutis modellt
hasonlitottam a 3 kriptovalutat hasznélohoz. A 3 eredeti idGsorra 3 féle modon inearis
modellt illesztettem, hogy eldontsem, hogy melyik legyen a fiiggd valtozo, és a Litecoin
mellett dontottem a reziduélisokra alkalmazott ADF teszt alapjan.

Az Ethereum nélkiili egy visszaléptetéses modellnek a kovetkezét kaptam:
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ALTCy = —0.5117+0.012356 ABT'C}
+0.0006248 BT'Cy, — 0.03689LT'C,_4
—0.0005328ABT'Cy_1 + 0.1342845ALTCy 1 + W,

Itt a ABTC,_, egyiitthatoja 0.1 szinten sem volt szignifikins, a konstans p-értéke a
masodik legnagyobb:0.011, a tbbi egyiitthatd erdsen szignifikans, az R? értéke 0.35 erre
a modellre.

Az Ethereummal bévitett modell a kovetkezd:

ALTCy = —0.371740.005867TABTCy + 0.1500AET H,
+0.0005050BT'Cy—1 — 0.03606 LT'C;—1 + 0.001259ET H,;
+0.002433ABTCy—1 + 0.1269ALTCy 1 — 0.0566TAETH, 1 + W,

Az Ethereum bevétele a modellbe nagyon megnovelte R? értékét: 0.53-ra, és érdekes mo-
don az el6z6 idGszakbeli Ethereum ar (ET H;_1) nem volt szignifikans, mig a tobbi valtozo
- a konstanst kivéve - ersen szignifikdns. Jol latszik, hogy szinte minden, mindkét mo-
dellben szerepld valtozo egyiitthatdja lecstkkent, de irdnyaban és nagysagrendjében nem
valtozott. Kivétel ez alol ABTC;_, ami az ETH nélkiili modellben nem is volt szignifikans.

Az ETH nélkiili modellbe még egy visszaléptetést belevéve a kdvetkezs egyenletet
kapjuk:

ALTC, = —0.46234-0.01257TABT C,
+0.0005155BT'Cy—y — 0.02964LTC;_4
—0.001199ABTC}_1 + 0.1438ALTC} 4
+0.003536 ABTCy_5 — 0.1534ALTCy_5 + W,

Itt az R? ~ 0.37, a konstans és a ABT'C;_; csak p = 0.05 szinten szignifikans, viszont
a tobbi valtozo6 erGsen az.

Nézziik ugyanezt a bévitést, az ETH-s modell esetén:
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ALTCy = —0.3583+0.006138ABTCy + 0.1474AAET H,
+0.0004604BTCy—1 — 0.02929LTCy—1 + 0.0004170ET Hy 4
+0.001709ABTCy—4 + 0.1170ALTCy—; — 0.04705AET H, 4
+0.002201ABTCy_5 — 0.1034ALTCy_o — 0.01383AETH; 5 + W,

Itt R? ~ 0.54-et kaptam, és ETH,_ | egyaltalan nem volt szignifikins, AETH,_, p-
értéke ~< 0.076 esetén). Ezenkiviil a konstans, és ABT'C;_; volt még gyengébben szig-
nifikdns, minden més erdsen szignifikinsnak bizonyult.

Megvizsgaltam még, hogy hogyan valtozik az Ethereummal bévitett modell, ha a diffe-
rencia még egy késleltetettjét hozzaveszem, itt az R? 0.56-ra nétt, de AET H,_3 méar egy-
altalan nem volt szignifikans, viszont AET H;_5 szignifikanciaszintje megjavult p = 0.006

koriilire.

ALTC, = —0.3898+0.005928 A BT C, + 0.1451AET H,
+0.0005181BTC,_; — 0.03628LTC,_1 + 0.001177ET H,_;
+0.001227TABTCy_1 + 0.1455ALTC,_; — 0.04841AETH,_,
+0.002998ABTCy_y — 0.1044ALTC,_5 — 0.02142AETH,_,
—0.002825ABTCy_5 — 0.1559ALTC,_5 — 0.008319AET H,_5 + W,

Osszefoglalva a fenti elemzés eredményét, az alabbi kovetkeztetésre juthatunk. A sta-
tisztikak alapjan egy ECM Modell alkalmazasa indokolt. Csak Bitcoin és Litecoin adatok
hasznalatdval nem érhetiink el til nagy magyarazoerst. Viszont az Ethereummal bovi-
tett modell differencidiban két és harom visszaléptetéses valtozata az adatok érvényes
modelljének tekinthetd.
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