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Köszönetnyilvánítás

Szeretném megköszönni Pröhle Tamásnak a sok segítségét, amit a szakdolgozat elkészülése

során kaptam t®le. Köszönöm a segítséget az irodalom felkutatásában, az észrevételeket

és javaslatokat, valamint a rugalmasságot a konzultációs id®pontok megválasztásánál.

Hálás vagyok a családomnak, és a barátaimnak a támogatásukért, valamint a türele-

mért, amit a szakdolgozat megírása alatt tanúsítottak.
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Bevezetés

Különböz® id®sor-modelleket széleskör¶en alkalmazzák a matematikán kívüli tudomány-

területek. A makroökonómia a gazdaságra vonatkozó aggregált mér®számok, változók,

például a GDP, a munkanélküliség és az in�áció vizsgálatára, el®rejelzése használja. Pénz-

ügyben különböz® valuták, értékpapírok, és származtatott termékek árváltozásának elem-

zésére szolgál. A meteorológiában a h®mérséklet mellett a légnyomás, páratartalom, szél-

sebesség, csapadékmennyiség is id®sor jelleg¶ változók, és mivel több helyen mérünk, így

még több dimenziós lesz az adatsorunk.

Az adatsorok független vizsgálata történik abban az esetben, ha azokat külön-külön,

egy dimenziós id®sorokként vizsgáljuk. Többdimenziós id®sorként a különböz® változók

id®ben eltolt egymásra való hatását is vizsgáljuk. Ilyen lineáris modellek például a több-

dimenziós VAR, és VARMA modell. Ezeknél jóval bonyolultabb, nem lineáris modellek is

vannak. Ez a szakdolgozat többdimenziós lineáris modellekkel foglalkozik: VARMA folya-

matokkal, melyek két részb®l részb®l tev®dnek össze: az egyik az ismert változókb®l álló

autoregresszív részre, és a másik egy ismeretlen/véletlent tartalmazó változóra vonatkozó

mozgó átlag részb®l.

A szakdolgozat els® része a VARMA folyamatok különböz® felírásaival foglalkozik. El®-

ször azt mutatja be, hogy hogyan tev®dik össze egy autoregresszív és egy mozgó átlag rész

egy, illetve több dimenzióban. Tobábbiakban arra tér ki, hogy miért nem egyértelm¶ egy

általános VARMA felírás, és hogyan lehet azt különböz® módokon egyértelm¶vé tenni. A

második rész kointegrált folyamatokról, hibajavító modellekr®l és ezek kapcsolatáról szól.

A harmadik részben ezt ültetem át a gyakorlatba, kriptovaluták árfolyamanak modelle-

zésére alkalmazok hibajavító modellt. A Bitcoin, a Litecoin és az Ethereum kapcsolatát

vizsgáltam, hogy a megel®z® id®szakbeli árak, és megel®z® id®szakok árai hogyan hatnak

az aktuális id®szak árváltozására.
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1. fejezet

VARMA Modellek

Egy VARMA folyamat egy vektor autoregresszív mozgóátlag folyamat. Ebben a bevezet®

részben azt szeretném bemutatni röviden, hogy egy ilyen folyamatot egyszer¶bb részek-

b®l hogyan lehet összerakni, és néhány ábrával megmutatni, hogy én intuitívan hogyan

értettem meg, hogy hogyan is m¶ködik egy VARMA folyamat.

El®ször az egy dimenziós folyamatokkal kezdjünk. A legegyszer¶bb talán egy mozgóát-

lag (MA) folyamat, ez egy diszkrét, id®vel indexált sztochasztikus folyamat, és az értékei

egy másik sztochasztikus folyamat elemeinek a lineáris kombinációi, ezért hívjuk moz-

góátlagnak, mert minden eleme a másik folyamat néhány tagjának a súlyozott összege.

Ez a mögöttes folyamat a zaj folyamat, amelyr®l feltesszük, hogy egy független érték¶

folyamat, melynek elemei azonos eloszlásúak, és 0 várható érték¶ek. Jelöljük ennek egy

elemét ut-vel, a mozgóátlag elemeit pedig yt-vel. Ekkor yt felírható

yt = µ+ ut +

q∑
i=1

miut−i

alakban, ahol µ a folyamat várható értéke; azt mondjuk, hogy yt egy MA(q) folyamat. Ez

azt jelenti, hogy a zaj folyamat értékeire q id®egységet tekintünk vissza, és a zaj aktuális

értékét is �gyelembe vesszük. Ha az aktuális értéket nemm0 = 1 súllyal akarjuk �gyelembe

venni, akkor a zaj folyamat egészét tudjuk súlyozni, ezzel egy új zaj folyamatot választva,

és az összes többi súlyt visszaigazítva. Elképzelhet® q = ∞ visszaléptetés is. Egy MA(2)

folyamatot illusztrál a 1.1 ábra fels® része.

Egy autoregresszív (AR) folyamat hasonlít az MA-ra abban, hogy itt is egy független,

azonos eloszlású, 0 várható érték¶ zaj folyamat a mögöttes folyamat. Viszont itt a vizsgált

yt folyamat a saját korábbi értékeit®l is lineárisan függ, és a zaj folyamatnak pedig csak
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1.1. ábra. Egy dimenziós AR(3), MA(2), és ARMA(3,2) folyamat: a csúcsok a folyamat,

és a zaj értékei, az élek a súlyokat jelzik. yt súlyai feketével vannak jelölve, ezeknek értékei

is szerepelnek, yt−1 súlyai szagatottal, de itt is ugyanazok a súlyok értékei.
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az utolsó értéke számít. Így

yt = µ+

p∑
i=1

miyt−i + ut,

alakban írható fel pontosan, p = ∞ is lehet, ekkor végtelen AR folyamatról beszélünk.

Egy AR(3) folyamatot illusztrál az 1.1 ábra középs® része.

Egy ARMA folyamat egy AR és egy MA részb®l áll, és egy független, azonos eloszlású,

0 várható érték¶ zaj folyamat a mögöttes folyamat, mint mindkét részfolyamatnál. A

következ® képlettel írható fel:

yt = µ+

p∑
i=1

aiyt−i + ut +

q∑
i=1

miut−i.

Ezt a 1.1 ábra alsó része szemlélteti, egy ARMA(3,2) folyamattal.

Egy VARMA folyamat egy olyan ARMA ahol a zaj és a kapott folyamat is nem

egy hanem többváltozós. Ezt úgy képzelhetjük el, hogy ha például a zaj folyamatunk m

dimenziós, akkor az alsó ábrán a fels® sorban minden csúcsot kicserélünk egy vektorra,

azaz m új csúcsra, és minden régi él helyett m új élet rakunk, az összes új csúcsból az

eredeti régibe. És ugyanezt megtesszük a f® folyamatunkkal is az alsó sorban, ha egy n

dimenziós folyamatunk van, akkor az összes alsó csúcs helyett egy n dimenziós vektort,

azaz n új csúcsot rakunk, és minden eddigi él helyett n újat rakunk. Így ahol az ARMA

folyamatábrán ment él, ott mostantól egy m · n élköteg megy. Ahogy a csúcs-csoportok

vektorok, úgy az élkötegek súlymátrixok. Így egy VARMA(p,q) folyamat a következ®

módon írható fel:

y
t

= µ+

p∑
i=1

Aiyt−i + ut +

q∑
i=1

Miut−i

.

Itt ut a többdimenziós zajfolyamat, y
t
a szintén vektor vizsgált folyamatunk, µ a

folyamat átlaga, Ai, és Mi pedig a súlymátrixok. A továbbiakban az egyszer¶ség kedvéért

a vektorok jelölését el fogom hagyni. Ha nincs mozgóátlag rész, akkor VAR folyamatról

beszélünk.

Azt mondjuk, hogy egy VARMA folyamat stabil, ha a VAR része stabil, azaz

det(IK − A1z − . . .− Apz
p) 6= 0 minden |z| ≤ 1.

Egy VARMA folyamatot invertálhatónak nevezünk, ha az MA részére igaz, hogy

det(IK +M1z + . . .+Mqzq) 6= 0 minden z ∈ C, |z| ≤ 1.
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A VARMA folyamatokat becsülni általában körülményesebb, mint az egyszer¶bb VAR

modellekkel dolgozni, és így a VAR folyamatokat gyakran használják VARMA folyamatok

becslésére is. Ezt Cooley es Dweyer sokszor idézett mondata is alátámasztja: "Ugyan a

VARMA modellekkel több becslési és identi�kációs probléma van, de ezek a komplikációk

nem indokolják azt, hogy emiatt szisztematikusan �gyelmen kívül hagyjuk a mozgóát-

lag részeket."[9] S®t akkor is érdemes VARMA modellt használni, ha ugyan egy VAR

folyamatot vizsgálunk, de vannak hiányzó változóink.

E fejezetben a továbbiakban nagyrészt Lütkepohl [14] könyvének 12. fejezetét követem.

Legyen yt egy K-dimenziós, stacionárius folyamat, melynek VARMA(p, q) felírása

yt = A1yt−1 + . . .+ Apyt−p + ut +M1ut−1 + . . .+Mqut−q. (1.1)

Feltehetjük, hogy az átlag nulla, mivel ez a továbbiakban nem fog gondot okozni,

ezért ezt a tagot már nem is tüntettük fel. A folyamatot felírhatjuk az L visszaléptetés

(angolul lag vagy backshift) operátor segítségével is: A(L)yt = M(L)ut, ahol A(L) :=

IK − A1L − . . . − ApL
p és M(L) := IK + M1L + . . . + MqL

q. Amennyiben a VARMA

folyamat stabil és invertálható, akkor felírható végtelen VAR folyamatként is:

yt =
∞∑
i=0

Φiut−i = Φ(L)ut = A(L)−1M(L)ut.

Van, hogy gyakorlatban ennél általánosabb formában felírható VARMA folyamatokat

érdemes használni:

A0yt = A1yt−1 + . . .+ Apyt−p +M0vt +M1vt−1 + . . .+Mqvt−q

ahol vt egy megfelel® független érték¶ folyamat, és az A − 0, M0 nem feltétlenül iden-

titás. Amennyiben A0 és M0 nemszinguláris, akkor ez a folyamat is átírható a standard

VARMA(p,q) formára, ha balról szorozzuk A−10 -val és ut = A−10 M0vt-t vesszük az új

korrelálatlan zajnak.

yt = A−10 A1yt−1 + . . .+ A−10 Apyt−p + ut + A−10 M1M
−1
0 A0ut−1 + . . .+ A−10 MqM

−1
0 A0ut−q.

Ezzel a két változtatással egy olyan reprezentációt kapunk, ahol a t-beli (visszalépés nél-

küli) változókhoz egy egységmátrix tartozik. Az, hogy A0 és M0 nemszinguláris igazából

nem ad megkötést, hogyha yt egyik komponense sem írható fel a többi komponens lineáris

kombinációjaként. Egy stabil és invertálható felírást ami olyan alakú, mint (1.1) standard

VARMA reprezentációnak hívunk, megkülönböztetve azoktól ahol A0 vagy M0 nem az
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identitás mátrix. Ebb®l már látszik, hogy egy VARMA felírás nem egyértelm¶, mert egy

nemszinguláris matrix-szal balról beszorozva szintén egy VARMA(p,q) felírást kapunk.

Egy VAR folyamatnál már egyértelm¶vé teszi a felírást, ha a standard formát (A0 = IK)

választjuk. A VARMA folyamatoknál ez nincs így. Ugyan javít a helyzeten, hogyha a stan-

dard formát választjuk, de ez még nem ad elég megkötést az egyértelm¶séghez, a fejezet

többi része a lehetséges megkötésekkel foglalkozik.

1.1. Ekvivalens reprezentáció, egyértelm¶ség

Azt mondjuk, hogy egy yt folyamat két reprezentációja ekvivalens, hogy ha ugyanazok a

realizációik (egy nullmérték¶ halmaz kivételével), és az yt, yt+1, . . . , yt+h véges eloszlásaik

megegyeznek minden t, h ∈ N.
Legyen az yt egy 0 várható érték¶ VARMA folyamat kononikus MA reperezentációja

yt =
∞∑
i=0

Φiut−i = Φ(L)ut,

ahol Φ0 = IK , és Φ(L) =
∑∞

i=0 ΦiL
i. Azt mondjuk, hogy akármelyik A(L)yt = M(L)ut

VARMA modell, amire A(L)−1M(L) = Φ(L) teljesül, az egy ekvivalens reprezentációja

yt-nek. Azaz minden VARMA model ekvivalens amire A(L)−1M(L) ugyanazt a Φ(L)

operátort adja. Így ahhoz, hogy egyértelm¶ VARMA reprezentációt kapjunk megkötéseket

kell tenni az autoregresszív és a mozgóátlag részre úgy, hogy minden Φ(L)-hez csak egy

A(L),M(L) pár tartozhasson.

Azt már láttuk, hogy egy nemszinguláris matrix-szal balról szorozva nem változik a

folyamat, így mostantól csak a standard reprezentációkkal foglalkozunk.

Vegyünk egy kétdimenziós VARMA(1,1) folyamatot:

yt = A1yt−1 + ut +M1ut−1.

Ennek a kanonikus mozgóátlag reprezentációja:

yt =
∞∑
i=0

Φiut−i = ut +
∞∑
i=0

(Ai
1 + Ai−1

1 M1)ut−i.

Így az összes VARMA(1,1) folyamat, amelyre igaz, hogy M1 = −A1 igazából ugyanaz az

egyetlen folyamat. Persze ebben az esetben az ut-n kívül minden tag kinullázódik, VAR-

MA(0,0) folyamatot kapunk, ami korrelálatlan zaj. Ugyanez a visszaléptetés operátorral
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felírva: (I2 − A1L)yt = (I2 + M1L)ut. Ez a jelenség, nevezetesen az, hogy az autoreg-

resszív és a mozgóátlag rész kiüti egymást már az egydimenziós ARMA folyamatoknál

is el®fordul. Ott ennek az esetnek a kizárására elégséges feltenni, hogy az AR és MA

operátoroknak nincs közös osztójuk.

Tegyünk egy hasonló feltételt a több változós esetben: yt ne legyen korrelálatlan, azaz

M1 6= −A1. Sajnos a többváltozós esetben ez még nem hoz egyértelm¶séget, ezt egy másik

példán keresztül mutatom be: Legyen A1 =

[
0 α

0 0

]
és M1 =

[
0 0

0 0

]
, ahol α 6= 0. Ekkor

a kanonikus MA reprezentáció együtthatói a következ®k:

Φ1 = A1, Φ2 = Φ3 = . . . = 0, (1.2)

mivel Ai
1 = 0 ha i > 1. Ugyanezt az MA kanonikus reprezentációja annak a folyamat-

nak is, amelyre A1 =

[
0 0

0 0

]
és M1 =

[
0 α

0 0

]
.

Általánosabban a fönti (1.2) reprezentációja minden olyan ARMA folyamatnak, amely-

re

A1 =

[
0 α +m

0 0

]
és M1 =

[
0 −m
0 0

]
,

akármilyen m esetén, (és így minden m-re stabil és invertálható folyamatot kapunk).

Nézzük meg, honnan jön a paraméterek választásának szabadsága! Nézzük a következ®

VAR operátort, (erre még kés®bb vissza fogok utalni):

Z = I2 −

[
0 α

0 0

]
L,

ennek az inverze

Z−1 = I2 +

[
0 α

0 0

]
L,

azaz az inverze is egy véges VAR operátor. Az ilyen operátorok jelentenek problémát

amikor egyértelm¶en akarunk paraméterezni egy VARMA folyamatot. Egy ilyen operá-

torral beszorozva egy VARMA reprezentációt az egyik eredeti operátor (AR vagy MA)

egy részét eltüntetheti, úgy hogy közben a másik eredeti operátornak megmarad a véges

foka.

Nézzük ezt egy konkrét VARMA(1,1) modellen: A(L)yt = M(L)ut, ahol

A(L) :=

[
1− α11L −α12L

0 1

]
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és

M(L) :=

[
1 +m11L m12L

0 1

]
Ez a két operátor nem oltja ki egymást, ha α11 6= −m11 és α12 6= −m12, de attól még

mindkét operátorból balról kifaktorálhatjuk a

D(L) =

[
1 0

0 1

]
+

[
0 γ

0 0

]
L =

[
1 γL

0 1

]
operátort, anélkül hogy a struktúrájuk megváltozna:

A(L) = D(L)

[
1− α11L −(γ + α12)L

0 1

]

M(L) = D(L)

[
1 +m11L (m12 − γ)L

0 1

]
a fentebbi operátorokból D(L)-t elhagyva a következ® operátorokat kapjuk, amiket

újra szorzattáalakítva a következ®ket kapjuk:[
1− α11L −(γ + α12)L

0 1

]
= D(L)

[
1− α11L −(2γ + α12)L

0 1

]
[

1 +m11L (m12 − γ)L

0 1

]
= D(L)

[
1 +m11L (m12 − 2γ)L

0 1

]
Azaz újra ki tudjuk faktorálni D(L)-t, s®t akárhányszor megtehetjük ezt. Így attól még

hogy mindkét operátor rangját nem csökkentjük egyszerre, attól még lehetséges hogy

néhány elemet kinullázzunk, azaz hogy A(L)-b®l vagy M(L)-b®l néhány operátort kifak-

toráljunk. A D(L) operátorra szintén igaz, hogy az inverze véges rangú:

D(L)−1 =

[
1 −γL
0 1

]
.

Az olyan véges fokú operátorokat, amelyeknek az inverze is véges fokú unimodulá-

ris operátoroknak nevezzük. Az ilyen operátorok karakterizálja, hogy a determinánsuk

egy nemnulla konstans Azaz a determináns nem tartalmaz visszaléptetéses tagot, azaz

egyetlen L hatványt sem. Unimoduláris operátorra példa a fentebbi Z operátor, melynek

determinánsa ∣∣∣∣∣I2 −
[

0 α

0 0

]
L

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
[

1 −αL
0 1

]∣∣∣∣∣ = 1.
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Az, hogy a véges fokú operátoroknál a véges fokú inverzb®l következik a nemnulla konstans

determináns a következ®b®l látható:

A(L)−1 = A(L)adj/ |A(L)| = |A(L)|−1A(L)adj.

Ebb®l a determináns egydimenziós operátor. Egy véges fokú invertálható egydimenziós

operátornak pedig végtelen fokú inverze van, hacsak a foka nem 0, azaz ha csak nem

konstans.

Ahhoz hogy egyértelm¶ségi feltételt adhassunk egy VARMA reprezentációra, el®ször

is azt kell biztosítani, hogy a VAR és MA tagoknak ne legyen közös bal oldali osztójuk,

kivéve az unimoduláris mátrixokat. Az ilyen tulajdonságú A(L) M(L) operátorpárokat

bal relatív prímeknek hívjuk. Azt mondjuk, hogy az [A(L) : M(L)] mátrix operátor bal

relatív prím, hogyha abban az esetben ha léteznek olyan D(L), Ā(L) és M̄(L) operátorok

amik kielégítik a

D(L)
[
Ā(L) : M̄(L)

]
= [A(L) : M(L)]

egyenletet, akkor D(L) unimoduláris.

A fenti példákból látszik, hogy általában a unimoduláris mátrixok kifaktorálásának

a lehet®sége elkerülhetetlen, ha nem adunk meg további megkötéseket. Így ahhoz, hogy

egyértelm¶ felírást kapjunk olyan megkötéseket kell adnunk, hogy az egyedül az IK mátrix-

szal lehessen balról faktorizálni, a megadott VARMA reprezentációt megtartva.

A továbbiakban 3 példa következik egyértelm¶ reprezentációra:

1.2. Végs® forma

1.2.1. De�níció. Az A(L)yt = M(L)ut VARMA egyenlet végs® formában van megadva,

ha M0 = IK és A(L) = α(L)IK, ahol α(L) := 1 − α1L − . . . − αpL
p egy (egydimenziós)

skalár operátor és αp 6= 0.

1.2.2. Példa.

(1− α1L− α2L
2 − α3L

3)

[
y1t

y2t

]
=

[
1 +m11,1L m12,1L

m21,1L 1 +m22,1L

][
u1t

u2t

]
Ez a felírás egyértelm¶, mivel a α(L)yt = M(L)ut egyenlet csak a D(L) = IK operátor-

ral lehet balról szorozni, úgy, hogy az autoregresszív rész skalár együtthatójú maradjon.

Ahhoz hogy a D(L)α(L)IK operátor p rangú maradjon, a D(L)-nek nulla fokúnak kell

lennie, így a D(L) = D egy skalár mátrix, L-t®l nem függ.
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1.3. Echelon forma

1.3.1. De�níció. Az A(L)yt = M(L)ut VARMA egyenlet echelon formában van megad-

va, ha a V AR és MA operátorok, A(L) = [αki(L)]k,i=1,...,K és M(L) = [mki(L)] bal relatív

prímek, és kielégítik az alábbi feltételeket. Az operátorokat mátrixként tekintve a sorok fo-

kait vizsgáljuk el®ször. Az αki(L)(i=1,...,K) és az mkj(L)(j=1,...,K) operátorok - amik A(L)

illetve M(L) k-adik sorai - pk fokúak, és a következ® alakúak:

• αkk(L) = 1−
pk∑
j=1

αkk,jL
j, minden k = 1, . . . , K,

• αki(L) = −
pk∑

j=pk−pki+1

αki,jL
j hak 6= i,

• mki(L) =
pk∑
j=0

mki,jLj, minden k, i = 1, . . . , K,

• és M0 = A0

Az αki(L) VAR operátorokban

pki =

min(pk + 1, pi) ha k ≥ i,

min(pk, pi) ha k < i,
minden k, i = 1, . . . , K. (1.3)

Azaz a pki megadja a szabad paraméterek számát az αkiL operátorban, k 6= i esetén. A

sorok fokait (p1, . . . , pK) Kronecker indexeknek nevezzük. Az összegük,
∑K

i=1 pi pedig a

McMillan fok. Így mindkét VARMA rang p = q = max(p1, . . . , pK).

Egy (p1, . . . , pK) Kronecker indexekkel rendelkez® VARMA folyamat jelölése néha

ARMAE(p1, . . . , pK). Nézzünk egy példát egy echelon formában felírt kétdimenziós VAR-

MA folyamatra, pontosabban egy ARMAE(2, 1)-re:

[
1− α11,1L− α11,2L

2 −α12,2L
2

−α21,0 − α21,1L 1− α22,1L

][
y1t

y2t

]

=

[
1 +m11,1L+m11,2L

2 m12,1L+m12,2L
2

−α21,0 +m21,1L 1 +m22,1L

][
u1t

u2t

]

Ugyanez a visszaléptetés operátor nélkül, visszaléptetésenként csoportosítva, és balról az

összes múltbeli elemet a jobb oldalra rendezve:
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[
1 0

−α21,0 1

][
y1,t

y2,t

]
=

[
α11,1 0

α21,1 α22,1

][
y1,t−1

y2,t−1

]
+

[
α11,2 α12,2

0 0

][
y1,t−2

y2,t−2

]

+

[
1 0

−α21,0 1

][
u1,t

u2,t

]
+

[
m11,1 m12,1

m21,1 m22,1

][
u1,t−1

u2,t−1

]

+

[
m11,2 m12,2

0 1 + 0

][
u1,t−2

u2,t−2

]

Ebben a modellben a Kronecker indexek p1 = 2 és p2 = 1. A pki számok pedig a követke-

z®k: [
p11 p12

p21 p22

]
=

[
2 1

2 1

]
A diagonálison kívüli p12 és p21 azt jelzi, hogy mennyi paramétere van α12(L)-nek illetve

α21(L)-nek. Mivel α12(L) az els® sorba tartozik, és így p1 = 2 fokú, és csak egy szabad

paramétere van, így α12(L) = −α12,2L
2 alakú. Ugyanezzel a gondolatmenettel, α21(L) a

második sorban van, így p2 = 1 fokú, és p21 = 2 szabad paramétere van, így α21(L) =

−α21,0 − α21,1L.

Az echelon forma egy tulajdonsága, hogy A0 egy alsó háromszög mátrix, és a dia-

gonálisban pedig 1-ek szerepelnek. Mivel M0 = A0 ezért ugyanez igaz M0-ra is. A sza-

bad paraméterek közül bármelyik lehet akár 0 is, így a p vagy q fok el®fordulhat, hogy

kisebb, mint max(p1, . . . , pK). Ha például a fenti modellben m11,2 és m12,2 is 0, akkor

q = 1 < max(p1, p2) = 2. Ahhoz, hogy a reprezentáció tényleg (p1, . . . , pK) Kronecker

index¶ echelon forma legyen, ahhoz kell, hogy [A(L) : M(L)] k-adik sorában legalább egy

operátornak pk rangúnak kell lennie, úgy hogy a pk visszaléptetéshez tartozó paraméter

nem nulla.

Az echelon forma is egyértelm¶ reprezentációt ad, azaz ha egy VARMA folyamat

echelon formában van felírva, akkor azt máshogy nem lehet felírni echelon formában.

Az echelon forma ugyan komplikáltabb, mint a végs® forma, de általában kevesebb sza-

bad paramétert tartalmaz. Így könnyebben kezelhet®, ha például becsülni szeretnénk egy

VAMRA folyamat paramétereit.
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1.4. Skalár komponens modell

A skalár komponens modell (angolul scalar component modell, SCM) lényege, hogy az

eredeti VARMA(p,q) modellnél egyszer¶bb beágyazott struktúrákaalapján adja meg a

folyamatot. Ezek az egyszer¶bb struktúrák az úgynevezett skalár komponensek, melyek

az eredeti változók olyan lineáris kombinációi, melyek alacsonyabb rendben függenek a

múlttól. Az autoregresszív részük lehet®leg rövidebb, mint p id®egységnyit tekint vissza.

A mozgóátlag részük pedig kevesebb, mint q id®egységnyit tekint vissza.

A SCM-t Tiao és Tsay vezette be 1989-ben [17], majd az ebben lev® hiányosságokat ja-

vítva Athanasopoulos és Vahid fejlesztette tovább a modelt [7], kés®bb Poskitt-tel együtt

is [6]. A továbbiakban az utóbbi két cikkegondolatmenetét követem.

Legyen yt = A1yt−1+. . .+Apyt−p+εt−M1εt−1−. . .−Mqεt−q egy K-dimenziós VARMA(p,q)

folyamat.

1.4.1. De�níció. Azt mondjuk hogy az zt = fTyt nemnulla lineáris kombináció egy

SCM(p1, q1), (ahol f ∈ RK), ha zt teljesíti az alábbiakat:

• fTAp1 6= 0, ahol 0 ≤ p1 ≤ p

• fTAl = 0, ha l = p1 + 1, . . . , p

• fTMq1 6= 0, ahol 0 ≤ q1 ≤ q

• fTMn = 0, ha l = q1 + 1, . . . , q

Egy-egy ilyen skalár komponens, egy ARMA(p, q) folyamat lesz, legfeljebb (p1, q1)

ranggal, ugyanis lehet kifaktorálható közös tényez®jük.

Az SCM eljárás kanonikus korreláció tesztek sorozatával keres a fentinek megfele-

l® K darab független lineáris kombinációt, a legegyszer¶bb SCM(0, 0) modellt®l in-

dulva. Ha megvan a K lineárisan független skalár komponens, és a hozzájuk tartozó

F = (f1, . . . , fK)T transzformációs mátrix. Ekkor az eredeti yt-re vonatkozó egyenletet

F -fel elforgatva

Fyt = A∗1yt−1 + . . .+ A∗pyt−p + ε∗t −M∗
1 ε
∗
t−1 − . . .−M∗

q εt−q

kapjuk, ahol A∗i = FAi, ε∗t = Fεt, és M∗
i = FMiF

−1. Az egyenlet jobb oldalán több

mátrixsor is nulla lesz. Azonban ha vannak er®sen egymásba ágyazott komponensek,
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SCM(pr, qr) és SCM(ps, qs), ahol pr > ps és qr > qs akkor még nem értünk el egyér-

telm¶séget. Ekkor még min(pr − ps, qr − qs)darab AR vagy MA komponenst még ki kell

nullázni. Az SCM során az MA rész ilyen együtthatóit szokás nullázni.

Ha F -ben is vannak szabad komponensek, az egyértelm¶séghez F -re is kell megköté-

seket tenni. Adott skalár komponens struktúra esetén már egyértelm¶ a modellek felírása.

Adott struktúra mellett maximum likelihood módszerrel becsülik az egész SCM együtt-

hatóit.
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2. fejezet

Hiba javító modellek

2.1. Integrált folyamatok

Ebben a fejezethez [14], [5] és [2] forrásokat követem vegyesen.

Azt mondjuk hogy, egy egydimenziós AR folyamat d rendben integrált , ezt (I(d))-vel

jelöljük, ha d egységgyöke van a karakterisztikus polinomjának. Ha egy I(1) folyamatunk

van, akkor könny¶ látni, hogyha az eredeti folyamat els® di�erenciáit vesszük: ∆yt :=

(1 − L)yt = yt − yt−1, akkor egy stabil folyamatot kapunk. A kezdeti értékek megfelel®

választásával ez a folyamat választható stacionáriusnak. Általánosabban egy I(d) folyamat

d di�erenciálás után lesz ilyen tulajdonságú. A stabil, stacionárius folyamatokat szokás

I(0)-lal jelölni.

Ennél egy pontosabb de�níció az I(1) folyamatokra:

2.1.1. De�níció. Azt mondjuk, hogy yt egy I(1) folyamat, ha ∆yt = wt egy stacionárius

folyamat végtelen MA reprezentációval, wt =
∑∞

j=0 θjut−j = θ(L)ut, ahol a mozgóátlag

együtthatóira igaz, hogy
∑∞

j=0 j |θj| <∞, θ(1) =
∑∞

j=0 θj 6= 0 és ut ∼ (0, σ2
u) fehér zaj.

2.2. Kointegrált folyamatok

Vannak olyan közgazdasági id®sor változók, melyekr®l úgy gondoljuk, hogy közöttük va-

lamilyen lineáris egyensúlyi kapcsolat van. Például egy termék ára különböz® területeken,

vagy az állami kiadások és bevételek.

Gy¶jtsünk egy ilyen változó csoportot egy vektorba yt = (y1t, . . . , yKt)
T és a hosszútávú
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egyensúlyi kapcsolatuk legyen

βTyt = β1y1t + . . .+ βKyKt = 0.

Egy-egy konkrét periódusban ennek a kapcsolatnak nem kell egzakt teljesülnie. Feltehet®,

hogy βTyt = zt egy sztochasztikus folyamatot vizsgálni, ami az egyensúlytól való eltérést

mutatja. Ha valóban egyensúly van, akkor feltehetjük, hogy az yt változók valamilyen ér-

telemben együtt mozognak, és az zt folyamat pedig stabil/stacionárius. Ez a modell nem

zárja ki annak a lehet®ségét, hogy az yt változók egy csoportként, együtt mozogjanak.

Ebben az esetben lehet, hogy egy közös sztochasztikus trend mozgatja ®ket. Azaz nem

lehet kizárni, hogy ugyan a változók külön-külön egy-egy integrált folyamatkén viselked-

nek, de közben van olyan lineáris kombinációjuk, ami stacionárius. Az ilyen tulajdonságú

integrált folyamatokat kointegráltnak nevezzük.

2.2.1. De�níció. Legyen yt egy K-dimenziós folyamat. Azt mondjuk, hogy a változói

(d, b)-rendben kointegráltak � röviden yt ∼ CI(d, b) �, ha yt minden komponense I(d),

és létezik olyan zt = βTyt lineáris kombinációjuk ahol βT = (β1, . . . , βK) 6= 0 és a zt egy

I(d− b) folyamat.

Az itt szerepl® β vektort kointegráló vektornak hívjuk, az yt folyamatot pedig kointegrált

folyamatnak.

Az kointegrált folyamat modellt Granger [12] vezette be. A de�níció a kés®bbi Engle-

lel közös [11] munkában jelent meg el®ször.

Egy másik de�níció egyszer¶bbé teszi a kointegrált folyamatok kezelését:

2.2.2. De�níció. Azt mondjuk, hogy egy K-dimenziós yt folyamat I(d), ha ∆dyt stabil,

de ∆d−1yt még nem stabil.

Egy yt I(d) folyamat kointegrált, ha létezik olyan zt = βTyt lineáris kombinációja, ahol

β 6= 0 és zt alacsonyabb, mint d rendben integrált.

Ez a második de�níció megenged®bb, mert nem kell minden komponensnek I(d)-nek

lennie, lehetnek kisebb rend¶ komponensek is; mivel ha kisebb rend¶ komponenseket az

integráció rendjénél tovább integrálunk, attól, az még I(0) marad.

A kointegráló vektor nem feltétlenül egyértelm¶.
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2.3. Hiba javító modellek

A hibajavító modellek (angolul Error Correction Model, ECM) a kointegrált folyamatok

el®futárai voltak.

Egy hibajavító modell több változóból és egy azok közti egyensúlyi kapcsolatból áll,

és egy-egy változó mozgása az egyensúlyi állapottól való eltérésekt®l függ.

Tegyük fel hogy van egy termékünk amit két piacon is árulnak; jelölje az árát a t.

id®intervallumban az egyik piacon y1t, míg a másik piacon y2t, és legyen az egyensúlyi

kapcsolat köztük y1t = β1y2t. Tegyük fel, hogy az egyik piacon a termék árváltozása attól

függ, hogy a megel®z® id®szakban mekkora volt az eltérés az egyensúlytól:

∆y1t = α1(y1,t−1 − β1y2,t−1) + u1t.

És egy hasonló reláció áll fent a másik piacon is:

∆y2t = α2(y1,t−1 − β1y2,t−1) + u2t.

Egy általánosabb hibajavító modellben az árváltozás az azt megel®z® periódusok kö-

zött megtörtént árváltozástól is függ, és itt mindkét piac árváltozását �gyelembe kell

venni:

∆y1t = α1(y1,t−1 − β1y2,t−1) + γ11,1∆y1,t−1 + γ12,1∆y2,t−1 + u1t,

∆y2t = α2(y1,t−1 − β1y2,t−1) + γ21,1∆y1,t−1 + γ22,1∆y2,t−1 + u2t,

Egynél több id®beli visszaléptetés is �gyelembe vehet® ∆yit-kre vonatkozó modellben.

Olyan modell is elképzelhet®, ahol egy konstans tag is van a lineáris becslésben. A hiba-

javító modell neve abból ered, hogy �gyelembe veszi, hogy az el®z® id®szakban hogyan

tértünk el a hosszútávú egyensúlytól, és ennek segítségével igyekszik az egyes változókat

visszakorrigálni.

2.4. Hibajavító modellek különböz® becslései

Az els® hibajavító modell, egy két lépéses eljárás, amit Engle és Granger vezetett be. [11]

El®ször mindkét id®sort (pl xt, yt) meg kell vizsgálni stacionaritás szempontjából, ezt az

egységgyökök jelenlétének tesztelésével lehetséges. Erre alkalmas a (kiterjeszetett) Dickey-

Fuller teszt (angolul Augmented Dickey Fuller test, ADF), a Phillips-Perron (PP) teszt,
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Kwiatkowski�Phillips�Schmidt�Shin (KPSS) teszt. A KPSS-en teszten kívül a nullhipoté-

zis az hogy létezik egységgyök, míg a KPSS-nél a stacionaritás a nullhipotézis. Az ADF-r®l

kés®bb kicsit részletesebben írok.

Ha az eredeti id®sorok nem stacionáriusak, viszont az els® di�erenciasorozataik

(∆xt ∆yt) már stacionáriusak, akkor lehet próbálkozni ECM modell illesztésével.

A két lépéses Engle-Grenger eljárásban a legkisebb négyzetek módszerével keresünk

lineáris modellt az eredeti két változó kapcsolatára yt = β1 + β2x + ut, ebben a lépés-

ben az adat id®sor jellegét nem vesszük �gyelembe. Viszont a lineáris modellb®l kapott

reziduálisokat (ût) megint id®sorként vizsgáljuk. Ahhoz, hogy az eljárást folytatni tudjuk

arra van szükség, hogy a reziduálisok id®sora stacionárius legyen. Ekkor tudhatjuk, hogy

az eredeti változók kointegráltak, közgazdasági értelemben pedig valamilyen hosszútávú

(egyensúlyi) kapcsolat áll fent köztük.

Amennyiben ez a feltétel teljesül, akkor a rövid távra vonatkozó rész becslése kö-

vetkezik, ami szintén egy OLS lineáris illesztés, ekkor az egyik di�erencia sorozat (∆yt)

elemeit becsüljük a másik di�erenciasorozat (∆xt) elemeivel, az el®z® becslésb®l kapott

reziduálisok visszaléptetettjeivel (∆ut−1):

∆yt = β3 + β4∆xt − γût−1 + εt.

Ebben a modellben β3 egy konstans, β4 rövidtávú együttható azt mutatja, hogy az xt

azonnali változása milyen hatással van yt változására, γ-t pedig szokás visszacsatoló, vagy

hibajavító hatásnak hívni, mivel azt mutatja meg, hogy az el®z® id®szakban az egyen-

súlytól való eltérés mennyit javul a következ® id®szakra.

Visszaírva ût-t

∆yt = β3 + β4∆xt − γ(yt−1 − β̂1 − β̂2xt−1) + εt

Az egy lépéses modellben rögtön az utóbb kapott egyenlet egy átrendezettjének az

együtthatóit becsüljük. Itt is teljesülni kell az eredeti sorozatok nem-stacionaritásának, és

a di�erenciasorozatok stacionaritásának. Ha ezek teljesülnek, akkor a következ® modellt

illesztjük:

∆yt = α1 + α2yt−1 − α3xt−1 + α3∆xt + ζt

Ennek az illesztésnek az eredmény valamelyest különbözik a két lépéses modellét®l, erre

a következ® fejezetben is lesz példa.
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Kib®víthetjük az egy lépéses ECM modellt, ha a lineáris becslésnél a magyarázó vál-

tozók közé bevehetjük a az xt és yt di�erencia sorozat visszaléptetettjeit is:

∆yt = α1 + α2yt−1 − α3xt−1 +
n−1∑
i=1

δi∆yti +
m−1∑
i=0

γi∆xti + ζt

Az ECM modellek és a kointegrált folyamatok kapcsolatát Granger reprezentációs té-

tele mutatja meg, mely röviden azt mondja ki, hogy ha egy hogy egy I(1) vektor elemei

pontosan akkor kointegráltak, hogyha van ECM reprezentációjuk. A tétel pontos kimon-

dásához szükségünk van a következ® jelölésekre: Legyenm ≤ n, ésM egym×n-es mátrix,

aminek a rangja n, jelölje ekkor M⊥ az M egy ortogonális kiegészít®jét. Legyen továbbá

yt egy K-dimenziós kointegrált folyamat, ahol a kointegráció rangja r.

2.4.1. Tétel. Granger reprezentációs tétele Legyen ∆yt = αβTyt−1 + Γ1∆yt−1 + · · · +
Γp−1∆yt−p+1 + ut, t > 0 esetén, és yt = 0 t ≥ 0, ut 0 várható érték¶, független érték¶ zaj

t > 0 esetén, és ut = 0 ha t ≥ 0. Legyen

C(z) := (1− z)IK − αβT z −
p−1∑
i=1

Γi(1− z)zi,

ahol a következ® feltételek teljesülnel a paraméterekre:

• ha detC(z) = 0, akkor |z| > 1 vagy z = 1.

• Pontosan K − r egységgyöke van z-nek.

• α és β K × r mátrixok, és mindkett®nek a rangja r.

Ekkor yt felírható a következ® reprezentációban:

yt = Ξ
t∑

i=1

ui + Ξ∗(L)ut + y∗0,

ahol

Ξ = β⊥

[
αT
⊥(IK −

p−1∑
i=1

Γi)β⊥

]−1
αT
⊥,

Ξ∗(L)ut =
∞∑
j=0

Ξ∗jut−j egy I(0) folyamat,

és y∗0 a kezdeti értékeket tartalmazza.
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A VECM lényegében különbözik az Engle-Granger modellekt®l, itt nem kell el®re

megvizsgálni a folyamatokat stacionaritás szempontjából, és nem kell a változók között

különbséget tenni aszerint, hogy melyiket kívánjuk magyarázó, és melyiket magyarázott

változónak tekinteni.

A kointegrációra vonatkozó tesztet Johansen publikálta. [13]

2.5. Dickey-Fuller teszt

A Dickey-Fuller teszt [8, 10] egy egy dimenziós yt id®sorról vizsgálja meg, hogy az integrált

folyamat-e. Az yt = ayt−1 + ut egyenletben teszteli az a együtthatót; ahol a nullhipotézis

a = 1 azaz, hogy tartalmaz egységgyököt a folyamat; az ellenhipotézis pedig, az hogy

a < 1, nincs egységgyök. Gyakorlatban inkább az átalakított ∆yt = byt−1 + ut egyenletet

vizsgálják, itt a nullhipotézs b = 0, és az ellenhipotézis b < 0. Ha egy konstanst, és

determinisztikus trendet is meg szeretnénk engedni, akkor az ezekkel kiegészített ∆yt =

byt−1 + µ+ λt+ ut egyenletre kell a b = 0 nullhipotézist vizsgálni.

A tesztstatisztika a következ®: T = b̂/SE(b̂), ahol b̂ a becsült b, SE(b̂) pedig a standard

hibája. Ez ugyan T-statisztikának t¶nik, de nem a Student T-eloszlást követi, ezért a

kritikus értékekei eltérnek. A Dickey-Fuller teszt csak akkor m¶ködik jól hogyha a ut

korrelálatlan; ha úgy gondoljuk, hogy ut autokorrelált, akkor a kiegészített (augmented)

Dicke-Fuller tesztet érdemes használni, ami yt di�erenciasorozatának késleltetettjeit is

beleveszi a tesztelt egyenletbe: ∆yt = byt−1 +ut +
∑p

i=1 ciyt−1 és ugyanez determinisztikus

trendet, és konstans tagot is megengedve: ∆yt = byt−1 + µ + λt + ut +
∑p

i=1 ciyt−1. A

statisztika megegyezik a korábban felírt Dickey-Fuller teszt statisztikájával.
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3. fejezet

Kriptovaluták kointegráltságának

vizsgálata

A hibajavító modellt három kriptovaluta árváltozásának a vizsgálatára alkalmaztam az R

nyelv [16] és az aTSA [15] programcsomagjának a használatával. Ehhez a Bitcoint (BTC),

Litecoint (LTC) és az Ethereumot (ETH) választottam ki, és az USD-ben kifejezett na-

pi árukkal dolgoztam. Az adatok 2013. április 28. és 2019. április 20. közötti napi árak,

kivéve az Ethereumnál, mert ott az els® nap 2018. augusztus 9. Kezdetben csak a Bitco-

innal és Litecoinnal fogalakoztam, az Ethereumot csak kés®bb vettem be a modellekbe. A

Bitcoin, Litecoin és Ethereum id®sor adatai a coinmarketcap.com weboldalról származ-

nak. [1, 4, 3] A kriptovaluták esetében nincsenek banki szünnapok, egy tranzakció akármi-

kor megtörténhet, így minden napra vannak adataink. A kiinduló adat tartalmazott napi

nyitó, napi záró, maximum és minimum árat. Mivel a nyitó és a záró ár egyszer¶en UTC

éjfél el®tti utolsó és azutáni els® tranzakcióra vonatkozó árat tartalmazza, így napi átlag

helyett az el®z® napi záró és a másnapi nyitó ár átlagát vettem, és továbbiakban ezt fogom

napi átlagnak hívni. A 3.1 ábrán ezeknek a mennyiségeknek a változása látható Bitcoin

és Litecoin esetén. Az adat intuitív megismerésére ábrázoltam ennek a logaritmusát (3.2

ábra), és az eredeti id®sorok változását (3.3 ábra) is. Az ábrák alapján az eredeti folyama-

tok, és a logaritmusok lehetnek stacionáriusok, míg a di�erenciák fehér zajhoz hasonlító

folyamatok.
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3.1. ábra. Bitcoin és Litecoin ára USD-ben 2013 áprilisától 2019 áprilisáig
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3.2. ábra. Bitcoin és Litecoin USD árának logaritmusa 2013 áprilisától 2019 áprilisáig
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3.3. ábra. Bitcoin és Litecoin USD árának változása 2013 áprilisától 2019 áprilisáig
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3.4. ábra. BTC és LTC napi árai, illetve a logaritmusaik, mindkett® a két-két lehetséges

legkisebb négyzetek módszerével illesztett lineáris modellel

3.1. Stacionaritás vizsgálata

Ahhoz, hogy hibajavító modellt illeszthessünk a két id®sorra, el®ször is az kell, hogy in-

tegráltak legyenek. Ezt a hipotézist azaTSA csomag Augmented Dickey-Fuller tesztjével

és a Phillips-Perron tesztével is megvizsgáltam. A log-id®sorok stacionaritását mindkett®

teszt alapján er®sen el lehetett vetni p = 0.7 és 0.9 körüli szinteken (a vizsgált modell

változatok: drift és trend nélkül, drifttel és trend nélkül, drifttel és trenddel; és 0-7 vissza-

lépést megenged® VAR modellek), míg az eredeti id®sorokat stacionaritását is elvetette a

teszt, de kisebb kon�denciaszinteken.

Az eredeti és a logaritmált napi áraknak is megvizsgáltam a di�erenciasorozatait, ezek

mind stacionáriusnak bizonyultak minden fent felsorolt esetben p ≤ 0.01 értékekkel.

Következ® lépésként egy egyszer¶ lineáris modellt illesztettem az eredeti id®sorra két-

féleképpen, (a BTC és az LTC függ® illetve magyarázó változóként), és ugyanezt a lo-

garitmált adatokra. Mind a négy modell helyesen m¶ködött (statisztikailag szigni�káns

volt), az illesztett modellek a 3.4 ábrán láthatók.

Ezután -az el®z® szakaszban leírt módszertan szerint- a lineárisan illesztett modellek-

b®l adódó reziduálisok vizsgálata következik. Erre szintén az aTSA beépített Dickey-Fuller

tesztjét használtam, és emellett ábrázoltam is a reziduálisokat, az ábrák nagyjából egymás

tükörképei, ha a függ® és a magyarázó változót felcseréljük, így itt csak az az eset látható,
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amikor az LTC a függ® változó. (3.5 ábra) Itt az eredeti és a logaritmált adatra nagyon

különböz® eredmények születtek: az eredeti id®sorra illesztett mindkét lineáris modell

reziduálisai stacionáriusnak bizonyultak, míg a logaritmált adatokból származó reziduáli-

sokról csak akkor fogadhattuk volna el a stacionaritást, ha trendet és driftet nem veszünk

�gyelembe. Így továbbiakban a logaritmált BTC és LTC id®sorokkal nem foglalkoztam.

3.2. ECM modell illesztés

A két lépéses Engle-Granger teszt els® lépésének eredményét már meg is kaptuk a line-

áris modellekkel. A következ® modelleket kaptam a hosszútávú kapcsolatra, ≈ 0.89 R2

statisztikával (mindkét esetben).

LTCt =− 3.496 + 0.01486 ·BTCt + Ut,

BTCt = 469.8 + 59.98 · LTCt + U ′t .

A rövidtávú kapcsolatra az egyik kriptovaluta di�erenciasorozatát becsültem: a másik

di�erenciasorozatával és az el®z® id®szak reziduálisával. Itt az el®ször a konstans becs-

lésére kapott érték nem különbözött szigni�kánsan nullától, így azt inkább 0-nak állítva

megnéztem az eredményt. Ezzel a feltétellel a következ® modelleket kaptam:

∆LTCt = 0.01211 ·∆BTCt − 0.03300 · Ût−1 +Wt

∆BTCt = 26.04 ·∆LTCt + 0.0007176 · Û ′t−1 +W ′
t

Az Û és Û ′ az el®z® lineáris modellek reziduálisai, ∆BTCt = BTCt − BTCt−1, és

∆LTCt = LTCt − LTCt−1, Itt már jóval alacsonyabb R2 statisztikákat kaptam, ≈ 0.33

mindkét esetben. A második egyenletben a reziduálisra vonatkozó becsült konstans nem

t¶nt szigni�kánsnak, az összes többi pedig p ≤ 0.001 szinten volt szigni�káns. A két egyen-

letpárt összedolgozva az egy lépéses modellnek megfelel® formába a következ® egyenleteket

kapjuk.

∆LTCt = 0.01211 ·∆BTCt +−0.03300(LTCt−1 + 3.496− 0.01486 ·BTCt−1) +Wt

= 0.1154 + 0.01211 ·∆BTCt − 0.03300 · LTCt−1 + 0.0004904 ·BTCt−1 +Wt

∆BTCt = 26.04 ·∆LTCt + 0.0007176(BTCt−1 − 469.8− 59.98 · LTCt−1) +W ′
t

= −0.3371 + 26.04 ·∆LTCt + 0.0007176 ·BTCt−1 − 0.04304 · LTCt−1 +W ′
t
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3.5. ábra. Egyszer¶ lineáris modellek reziduálisai az eredeti adata, és a logaritmizált adat-

ra, a litecoin a függ® változó
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Az egy lépéses eljárás a következ® regressziókat hozta:

∆LTCt =− 0.2276 + 0.01213∆BTCt +−0.03295LTCt−1 − 0.0005397 ·BTCt−1 +W ′′
t

∆BTCt = 7.414 + 25.94∆LTCt + 0.000799BTCt−1 − 0.2459 · LTCt−1 +W ′′′
t

Ennek a modellnek a reziduálisok nem egyeznek meg az el®z® modell Wt és W ′
t reziduáli-

saival. Tekintettel arra, hogy a továbbakban számos modell felírásában lesz még szükség

hibatagok jelölésére, a különbséget nem fogom jelölni, így minden egyenletben mást fog

jelenteni Wt; ami remélhet®leg az olvashatóságot inkább könnyíti, mint nehezíti. Ebben

az esetben is R2 értéke 0.33 körüli. Az els® egyenletben a konstans együtthatója csupán

0.0365 p-érték mellett szigni�káns. A második egyenletben az LTCt−1-en kívül semmi nem

volt szigni�káns.

Az els® modellt tovább b®vítettem, még a di�erencia sorozat els® visszaléptetettjeinek

bevonásával. Így a következ® modellt kaptam:

∆LTCt = −0.2116 + 0.01247 ·∆BTCt +−0.03318 · LTCt−1 + 0.0005340 ·BTCt−1

− 0.0004816 ·∆BTCt−1 + 0.1354 ·∆LTCt−1 +Wt

Ez a modell csak egy kicsivel mutat magasabb R2 értéket, 0.35-öt, ∆BTCt−1 nem

szigni�káns.

Ha továbbá a di�erenciasorozaton még jobban visszamegyünk a múltba, a 2. és 3.

visszaléptetéssel, akkor R2 még kicsit n® 0.37-re, illetve 0.39-re, és a ∆BTCt−1 tag is

szigni�kánssá válik.

Az egyenletek 2 illetve 3 visszaléptetéssel:

∆LTCt = −0.1952 + 0.01269 ·∆BTCt +−0.02628 · LTCt−1 + 0.0004337 ·BTCt−1

− 0.0001163 ·∆BTCt−1 + 0.1452 ·∆LTCt−1

+ 0.003593 ·∆BTCt−2 − 0.1549 ·∆LTCt−2 +Wt

∆LTCt = −0.2046 + 0.01240 ·∆BTCt +−0.03201 · LTCt−1 + 0.0005157 ·BTCt−1

− 0.0001734 ·∆BTCt−1 + 0.1760 ·∆LTCt−1

+ 0.00417 ·∆BTCt−2 − 0.1652 ·∆LTCt−2

− 0.003269 ·∆BTCt−3 + 0.1334 ·∆LTCt−3 +Wt
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Látható, hogy a BTC-hez tartozó tagok együtthatói nagyságrenddel kisebbek. Ebb®l

ugyan úgy t¶nik, hogy a Bitcoinnak sokkal kisebbbb hatása van, de az valójában a két

kriptovaluta árfolyamának az arányából következik. A Bitcoin hozzávet®legesen 60-szor

er®sebb, mint a Litecoin.

Mivel az eddig kapott modellek nem túl er®s magyarázó erej¶ek, ezért két módosítással

próbálkoztam:

• csak egy rövidebb intervallumot vizsgáltam, ahol stabilabbnak t¶nt a két valuta

kapcsolata

• még egy kriptovalutát, az Ethereumot is belevettem a modellbe.

A rövidített intervallumnak az (900 : 1400) elemeket választottam, ami a 2015.10.14.

és 2017.02.25. közötti id®szakot jelenti.

Itt a várakozással ellentétben még rosszabb eredményeket kaptam, ugyan ha csak

az eredeti id®sorokat, és a sima di�erencia sorozatokat vettem �gyelembe, akkor már

R2 = 0.54 lett, de a Bitcoin ára (BTCt−1) már egyáltalán nem volt szigni�káns. Ez a

modell:

∆LTCt = 0.1171 + 0.005054 ·∆BTCt − 0.03189 · LTCt−1 − 0.0000089 ·BTCt−1 +Wt

További visszaléptetéseket megvizsgálva az tapasztalható, hogy a visszaléptetett dif-

ferencia sorozatnak egyáltalán nincsen hatása.

Modellb®vítés az Ethereum bevonásával. Tekintettel az eddigi modellek rossz

magyarázóerejére, egy harmadik kriptovaluta, az Ethereum, bevonásának a hatását vizs-

gáltam. Az Ethereum adatsorai viszont csak 2015. augusztusában kezd®dnek, így az Ethe-

reumot is magában foglaló modellt nem lehet az eddig használt 2013-ban kezd®d® ada-

tokon alapuló modellhez hasonlítani. A BTC és LTC id®sorát is megrövidítettem, hogy

csak 2015.08.07-t®l kezd®djenek, és a rövidített id®soron kapott két kriptovalutás modellt

hasonlítottam a 3 kriptovalutát használóhoz. A 3 eredeti id®sorra 3 féle módon ineáris

modellt illesztettem, hogy eldöntsem, hogy melyik legyen a függ® változó, és a Litecoin

mellett döntöttem a reziduálisokra alkalmazott ADF teszt alapján.

Az Ethereum nélküli egy visszaléptetéses modellnek a következ®t kaptam:
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3.6. ábra. Az ETH USD árai, az ár logaritmusa és az ár változása 2015 augusztusa és 2019

áprilisa között
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∆LTCt = −0.5117+0.012356∆BTCt

+0.0006248BTCt1 − 0.03689LTCt−1

−0.0005328∆BTCt−1 + 0.1342845∆LTCt−1 +Wt

Itt a ∆BTCt−1 együtthatója 0.1 szinten sem volt szigni�káns, a konstans p-értéke a

második legnagyobb:0.011, a többi együttható er®sen szigni�káns, az R2 értéke 0.35 erre

a modellre.

Az Ethereummal b®vített modell a következ®:

∆LTCt = −0.3717+0.005867∆BTCt + 0.1505∆ETHt

+0.0005050BTCt−1 − 0.03606LTCt−1 + 0.001259ETHt−1

+0.002433∆BTCt−1 + 0.1269∆LTCt−1 − 0.05667∆ETHt−1 +Wt

Az Ethereum bevétele a modellbe nagyon megnövelte R2 értékét: 0.53-ra, és érdekes mó-

don az el®z® id®szakbeli Ethereum ár (ETHt−1) nem volt szigni�káns, míg a többi változó

- a konstanst kivéve - er®sen szigni�káns. Jól látszik, hogy szinte minden, mindkét mo-

dellben szerepl® változó együtthatója lecsökkent, de irányában és nagyságrendjében nem

változott. Kivétel ez alól ∆BTCt−1 ami az ETH nélküli modellben nem is volt szigni�káns.

Az ETH nélküli modellbe még egy visszaléptetést belevéve a következ® egyenletet

kapjuk:

∆LTCt = −0.4623+0.01257∆BTCt

+0.0005155BTCt−1 − 0.02964LTCt−1

−0.001199∆BTCt−1 + 0.1438∆LTCt−1

+0.003536∆BTCt−2 − 0.1534∆LTCt−2 +Wt

Itt az R2 ≈ 0.37, a konstans és a ∆BTCt−1 csak p = 0.05 szinten szigni�káns, viszont

a többi változó er®sen az.

Nézzük ugyanezt a b®vítést, az ETH-s modell esetén:
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∆LTCt = −0.3583+0.006138∆BTCt + 0.1474∆ETHt

+0.0004604BTCt−1 − 0.02929LTCt−1 + 0.0004170ETHt−1

+0.001709∆BTCt−1 + 0.1170∆LTCt−1 − 0.04705∆ETHt−1

+0.002201∆BTCt−2 − 0.1034∆LTCt−2 − 0.01383∆ETHt−2 +Wt

Itt R2 ≈ 0.54-et kaptam, és ETHt−1 egyáltalán nem volt szigni�káns, ∆ETHt−2 p-

értéke ≈≤ 0.076 esetén). Ezenkívül a konstans, és ∆BTCt−1 volt még gyengébben szig-

ni�káns, minden más er®sen szigni�kánsnak bizonyult.

Megvizsgáltam még, hogy hogyan változik az Ethereummal b®vített modell, ha a di�e-

rencia még egy késleltetettjét hozzáveszem, itt az R2 0.56-ra n®tt, de ∆ETHt−3 már egy-

általán nem volt szigni�káns, viszont ∆ETHt−2 szigni�kanciaszintje megjavult p = 0.006

körülire.

∆LTCt = −0.3898+0.005928∆BTCt + 0.1451∆ETHt

+0.0005181BTCt−1 − 0.03628LTCt−1 + 0.001177ETHt−1

+0.001227∆BTCt−1 + 0.1455∆LTCt−1 − 0.04841∆ETHt−1

+0.002998∆BTCt−2 − 0.1044∆LTCt−2 − 0.02142∆ETHt−2

−0.002825∆BTCt−3 − 0.1559∆LTCt−3 − 0.008319∆ETHt−3 +Wt

Összefoglalva a fenti elemzés eredményét, az alábbi következtetésre juthatunk. A sta-

tisztikák alapján egy ECM Modell alkalmazása indokolt. Csak Bitcoin és Litecoin adatok

használatával nem érhetünk el túl nagy magyarázóer®t. Viszont az Ethereummal b®ví-

tett modell di�erenciáiban két és három visszaléptetéses változata az adatok érvényes

modelljének tekinthet®.
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