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ElSszo

Ebben a dolgozatban az egylépéses numerikus modszerek egy hires csaladjarol, a Runge-Kutta
modszerekrdl lesz sz6. A dolgozat célja, hogy a véltozd 1épéskozii Runge—Kutta modszerek vila-
ganak legfontosabb részeit az implementacios vonatkozasok szem el6tt tartdsa mellett bemutassa.

Az els6 fejezeten keresztiil az Olvasé hirtelen a Runge—Kutta modszerek vildgaban talalhat-
ja magéat. A masodik fejezetben az implicit Runge-Kutta moddszerek kiilon figyelmet igényls
implementacios kérdéseit tanulmanyozhatja. A harmadik fejezetben modszereket ismerhet meg
a megfelel§ 1épéshossz megvélasztasara. A negyedik fejezettel a mai napig leggyakrabban hasz-
nalt 1épéshosszvalaszté modszert tanulmanyozva atkeriilhet az adaptiv modszerek vilagaba. Az
otodik fejezetben a lépéskozvalasztas problematikajanak tudoményos vizsgélatahoz hasznalhato
eszkozokkel taldlkozhat, melyekkel felvértezve az utolséd fejezetben lépéshosszvalasztéd algoritmu-
sok tervezésének lehet tanuja.

Szeretném megragadni az alkalmat, hogy készonetet mondjak témavezetémnek, Fekete Imré-
nek a sok tdmogatasért, a téma felvetéséért, és nem utols6 sorban a dolgozat gondos atnézéséért.
Tovabba szeretném megkoszonni Gustaf Séderlind professzor trnak az inspiralé elGadasokat,
melyeken a dolgozat utolsé része alapul.
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1. fejezet

Bevezetés

A bevezets fejezetben a dolgozat megértéséhez kiilondsen fontos fogalmakat gytijtottiik Gssze, a
terjedelmi korlatokra tekintettel a teljesség igénye nélkiil. A fejezet a Runge-Kutta modszerek
tomor bevezetésével zarul.

1.1. Néhany alapfogalom

1.1.1. Differenciaegyenletek

A tovabbiakban sokszor sziikségiink lesz néhény alapvets tényre a differenciaegyenletek elméle-
tébdl, igy ezeket most ismertetjiik.

1.1.1. Definicié (Eldretolas-operator). Az
E:CY =Y {zn}p2o = {zas1}ilo
leképezést eldretolds-operdtornak nevezzik.
1.1.2. Definicié (Lineéris differenciaegyenlet). Legyen P polinom, f € CN. Ekkor a
P(E)x=f (1.1)
alaki egyenletet lindris differenciaegyenletnek nevezzik.

Amennyiben f = 0, akkor homogén egyenletrsl, ellenkezs esetben pedig inhomogén egyen-
letrsl beszélhetiink.

1.1.3. Definicié (Karakterisztikus egyenlet). Az (1.1) egyenlet karakterisztikus egyenletén a
P(A) =0 (1.2)
egyenletet értjiik.
Az elnevezést motivalja a kovetkezs két tétel.
1.1.4. Tétel (Homogén egyenlet megoldasai). A
P(E)x =0 (1.3)

homogén egyenlet megolddsai
10X
alaki exponencidlis fiiggvények, ahol P(\) = 0.



1.1.5. Tétel (Gyokkritérium). Amennyiben az (1.2) karakterisztikus egyenlet gyokei legfeljebb
eqység hossziak, és az egqységhosszi gyokok multiplicitdsa legfeljebb egy, akkor az (1.3) egyenlet
megolddsai korldtosak maradnak.

1.1.6. Megjegyzés. A gyokkritérium teljesiilése esetén az (1.1) egyenlet megolddsaiban az egyen-
let jobboldala dltal meghatdrozott dinamika domindl.

1.1.2. Z-transzformacio

A lineéris iranyitaselmélet alapvets eszkoze a z-transzformaécio.

1.1.7. Definicié (Z-transzformalt). Egy adott x € CN sorozat z-transzformdltjin az
T=1(z) = Zxkz_k

kifejezést értjiik.

A z-transzformécio egyik f6 el6nye az, hogy sorozatokon haté idébeni eltolést a frekvencia-
térben egyszert szorzassal reprezentalja a kdvetkezSképpen:

[e.9] [e.9]
Ex = FEx(z) = Z Tpp12 P =2 Z Tpp12 "1 4 konst = 24 (z) + konst = 22 + konst.
k=0 k=0

Az iranyitaselméletben egy rendszer kezdeti allapota kevésbé érdekes, igy fenti gondolatmenetben
adodo konstans tagot elhanyagolhatjuk.

Megjegyezziik tovabbé, hogy a z valtozot a szokadsoknak megfelel6en mi sem fogjuk kiirni
amennyiben annak elhanyagolasa nem okoz félreértést.

1.2. Kezdetiérték-problémak numerikus megoldasa

1.2.1. Definici6 (Kezdetiérték-probléma). Legyen I C R intervallum, f: IxX — X adott figg-
vény, (to,xo) € I x X adott elemek. Ekkor az (f,to,zo) hdrmas dltal meghatdrozott kezdetiérték-
probléma a kévetkezd egyenletekbdl dllo kifejezés:

{:’n(t) = f(t,z(t)), tel
z(ty) = zo.

1.2.2. Definicié (Kezdetiérték-probléma megoldasa). A kezdetiérték-probléma megolddsai alatt
azon x: I — X fiigguényeket értjik, amelyek kielégitik o fenti egyenleteket.

Numerikus megoldé médszerekre elsGsorban akkor van sziikség, amikor az adott feladat ana-
litikus megoldésa nem ismert. Az alapgondolat az, hogy a megoldas értékét csak véges sok
idépontban {to,t1,...,tn} C I kozelitsleg keressiik. A dolgozatban ha masként nem jelezziik,
feltessziik hogy tg = 0, I = [0,7T], X = R? valamilyen T > 0, d € N paraméterekkel. Tovabba
azt is feltessziik, hogy a vizsgalt probléméak megoldasa egyértelm.

1.2.3. Definicié (Numerikus megoldés). A pontos megoldds numerikus kozelitését numerikus
megoldasnak hivjuk. Ennek értékére t,, iddpontban az x, jeldlést fogjuk haszndlni, amire tehdt az

Tp & x(ty)

dsszefliggés teljestil.



1.2.4. Definici6é (Globalis hiba). A numerikus kézelitések hibdjat globdlis hibanak hivjuk. Ennek
a ty, iddéponthoz tartozo képlete
en = Tp — T(ty).

1.2.5. Definicié (Egylépéses numerikus modszer). Az egylépéses numerikus mddszerek dltaldnos
alakja
Tn4+1 = (I)h(tnv Ln, xn+1)~

Azt mondjuk, hogy a moddszer explicit, ha &5, nem fiigg harmadik valtozojatol. Ellenkezs
esetben implicit mo6dszerrsl beszélhetiink.

1.2.6. Definicié (Lokalis hiba). A numerikus kiozelitések lokdlis hibdjdt az

l, = (I)h(tn’ x(tn)a $(tn+1)) — Tn+l

formula definidlja. A lokdlis hiba lépéshosszal lenormdlt valtozatdt, azaz az I, /h kifejezést egy-
ségnyt lépéshosszra juté lokdlis hibanak nevezziik.

Amennyiben a t, diszkrét id6pontok egyenletesen helyezkednek el, azaz
hn:tn-l—l_tn:h

teljesiil minden n-re, akkor allandé lépéskozi, egyébként valtozd 1épéskozi, vagy adaptiv
modszerrsl beszélhetiink.

1.2.7. Definicié (Konzisztencia rend). Amennyiben kelléen sima f jobboldal mellett a lokdlis
hibdkra h — 0 esetén az
lnll = @nhP Tt + O(RP*2)

dsszefiliggés fenndll, akkor azt mondjuk, hogy a madszer p-edrendben konzisztens. Itt o, figg mind
a numerikus modszertdl, mind f kilénbdzd rendd derivdltjain keresztil a megoldandd feladattdl.

1.2.8. Definicié (Konvergencia rend). Amennyiben kellden sima f jobboldal mellett a globdlis
hibdkra h — 0 esetén az
lenl] = O(RP)

képlet teljesiil, akkor azt mondjuk, hogy a numerikus maodszer p-edrendben konvergens.

A lokalis és a globalis hibédk -és ezaltal a konzisztencia és a konvergencia- fogalménak Gssze-
kotéséhez sziikségiink lesz egy tovabbi definiciora.

1.2.9. Definici6 (Logaritmikus Lipschitz-konstans). Az f figgvény logaritmikus Lipschitz-konstansdt
a kévetkezd képlet definidlja:

M) — sup (87 2o d ) = )

uFv <u—v,u—v>

A differencidlegyenlStlenségek elméletének felhasznalasédval megmutathato, hogy a globalis
hibakra teljesiil a kévetkezs lemma [18].

1.2.10. Lemma (Globalis hibabecslés).

]| M7t —1
h MI[f]

<
len]l & max



A lemma fontos kdvetkezménye, hogy az egységnyi lépéshosszra juté lokalis hibék alacsonyan
tartasaval a globalis hiba megfelelGen kicsivé tehet6. Amennyiben valamilyen médon sikeriil
elérniink, hogy ezek a mennyiségek egy adott TOL értékhez kozel legyenek, akkor a globélis hiba
ezzel a tolerancia értékkel ardnyos lesz, ahol az aranyossagi tényezd csak a feladat jobboldalatol
és a diszkrét idépontok valasztasatol fligg. Ez a tolerancia-aranyossag elve. Megjegyezziik,
hogy olyan feladatok esetén, melyeknél a globalis hibaban a legutobbi lokalis hiba dominél, a
megfelel6 pontossag eléréséhez elég a lokélis hibat tolerancia kozelben tartani. Tovabbé, hogy a
két megkozelités egyszerre targyalhato - hiszen a kiilonbség csupéan a felmeriil§ hatvanykitevékben
rejlik.

1.3. Runge—Kutta modszerek

1.3.1. Definicié (Runge-Kutta modszer). Az (s-lépcsds) Runge—Kutta modszerek olyan egylépé-
ses numerikus modszerek, melyek esetében a tg iddpillanatban az xg értékbdl indulva tett h hosszi
lépés képlete a kovetkezd:

Xi:l’0+hzaijf(to+h6j,Xj) 1=1,...,s (1.4)
Jj=1

T = X9+ thZf(to + hCZ',XZ'), (15)
i=1

ahol az a;j,b;,c; € R értékek a modszer paraméteres.

1.3.2. Megjegyzés. A fentiek egy kompakt, implementdcickban is hasznos dtfogalmazdsa a ké-
vetkezd:

X=1-290+hA-F(X) (1.6)
x1 =x0+ hb- F(X),
ahol
A e R, zoe RV, 1=1,..., 17 e R®*,
b c Rle X c RSXN
tovdbbd
I RSXN — RSXN
F/(X) = f'(to + hei, X;),
aholi=1,...;8 és J =1,...,N, valamint (-) a kézonséges mdatrizszorzast jelili.

1.3.3. Definicié (Butcher-tablo). A Runge—Kutta maddszert egyértelmien meghatdrozé A mdt-
rizot és b kvadratiuravektort egybefoglaldan az 1.1. tdbldzathoz hasonld formdji, tugynevezett
Butcher-tabléban szokds dbrdzolni.

C1| ai ai2 cee ai,s—1 ais
Col a21 az2 o ag.s—1 azs
Cs| Qs1 as2 . Qs s—1 ass

b1 b e bs_1 b

1.1. tablazat. A Butcher-tablo



1.3.4. Megjegyzés. A Runge—Kutta mddszerek elméletében szokds a

s
ci:Zaij (i:1,...,s)
j=1

feltételezéssel élni. Ez biztositja, hogy a mddszer ugyanigy viselkedjen az egyenlet eredeti, és az
y(t) = [2(t), x(t)] vdltozd bevezetésével

g(t) = Fly(t) = [1, f(2(t), z(t))]
y(0) = [to, zo]

mddon autondmmd transzformdlt vdltozatdn.

1.3.1. Explicit Runge-Kutta moédszerek

Az explicit Runge-Kutta modszereket Butcher-tablojuk alapjan onnan lehet felismerni, hogy
a benne szerepld A métrix szigora alsdharomszog matrix. Ezen modszercsalad esetén az (1.4)
egyenletrendszer pontos megoldéasa egyenletenként, iterativ moédon meghatarozhato. Az explicit
modszerekre példa az 1.2. téblazatban szerepld klasszikus RK3 és RK4 modszerek. Utobbit
szokas a Runge-Kutta modszerként is emlegetni.

11
11 1 2] 2
21 2 1l 1
20 2
1 -1 2
1 1
14 1
6 6 6 12 2 1
6 6 6 6

1.2. tablazat. Az RK3 és az RK4 modszer

1.3.2. Implicit Runge-Kutta médszerek

Az implicit Runge-Kutta modszerek az explicit mddszerekkel szemben tipikusan jobb stabilita-
si tulajdonsagokkal rendelkeznek, s6t, adott 1épcsGszam mellett magasabb rend érhetd el veliik.
Hatranyuk viszont, hogy hasznéalatukhoz lényegesen nagyobb szamitasi kapacitas sziikséges, ezért
olyan feladatokra szokas implicit modszereket alkalmazni, amelyekre az explicit modszerek va-
lamilyen szempontbdl nagyon rosszul miikodnek. Példaul ilyenek a merev feladatok, amelyekre
egyaltalan ahhoz, hogy az explicit médszer konvergédlni tudjon, nagyon kicsi 1épéskozokre van
sziikség.

A nagy szamitésigény és jo stabilitdsi tulajdonsidgok k6zotti arany kézéput megtaldlasa nem
egyszeri. Errdl arulkodik példaul Butcher [3| konyvében a témanak szentelt fejezet cime: ,,Imp-
lementalhaté Implicit Runge-Kutta moédszerek”. Megjegyezziik, hogy természetesen minden
Runge-Kutta modszer implementalhato, a szerzg a valasztott cimmel valdszintleg csak a fenti
dichotémiara utal.

A kompromisszumos megoldéast azon modszerek jelentik, amiket sokaig taldloan szemi-implicit
néven emlegettek [4]. Manapsag a DIRK elnevezés (illetve ennek specialis esetei: SDIRK, ES-
DIRK, ...) az elterjedtebb [11]. Ezen modszerckben a lépésenként megoldando (1.4) egyenlet-
rendszer strukturaja lényegesen leegyszertisodik, és igy a megoldas elGallitasi koltségére eseten-
ként nagysagrendekkel jobb becslés adhaté [3]. Implicit modszerekre példaul szolgalnak az 1.3.



tablazatban lathat6 implicit Euler és a LobattolIIC modszerek.

1 1
2 2
11
1 1
2 2
1
1 1
2 2

1.3. tablazat. Az implicit Euler és a LobattolIIC moédszerek

1.3.3. Stabilitas

A Runge-Kutta modszerekrsl sokat megtudhatunk a legegyszeriibb nemtrivialis egyenleten, a
Dahlquist-féle tesztegyenleten vald viselkedésiikbdl.

1.3.5. Definicié (Dahlquist-féle tesztegyenlet). Adott A € C konstans esetén az f(x) = Az
fiigguény dltal adott egyenletet Dahlquist-féle, vagy linedris tesztegyenletnek nevezzik.

A linearis tesztegyenlet numerikus megoldéasa soran a numerikus 1épés az tigynevezett stabilitasi
fliggvénnyel reprezentalhato.

1.3.6. Definicié (Stabilitasi figgvény). A X paraméterd Dalghuist-féle tesztegyenlet h 1épéskozi
numertkus megolddsa sordn a numerikus kozelitésekre teljestild

Tnt1 = R(Ah)x,
képletben az R fiiggvényt a mddszer stabilitdsi fliiggvényének hivjuk.

Megjegyezziik, hogy explicit mddszerek esetén a stabilitasi fiiggvény polinom, implicit médszerek
esetén pedig racionalis tortfiiggvény.

A modszerek stabilitasi tartomanyat a stabilitasi fliggvény segitségével a kdvetkezSképpen defi-
nialhatjuk.

1.3.7. Definicio (Stabilitasi tartoméany). Az R stabilitdsi fiigguényid Runge—Kutta mddszer sta-
bilitdsi tartomdnya
S={zeC:|R(z)| <1}.

Megjegyezziik, hogy mint azt az 1.1. abra is szemlétleti, az explicit moédszerek stabilitasi tarto-
manya korlatos. Ennek oka abban keresendd, hogy stabilitési fliggvényiik polinom.

A modszerekre kiilonb6zd stabilitasi tulajdonsiagok definialhatok, ezek koziil a dolgozatban az A
stabilitas fogalméra lesz sziikség.

1.3.8. Definici6é (A-stabilitas). Az S stabilitdsi tartomdnyd Runge—Kutta mddszer A-stabil,

amennyiben
C ={z€C:Re(2) <0} CS

teljestil.

Megjegyezziik, hogy az A-stabilitas szemléletes jelentése, hogy az ilyen tulajdonsigi modszerek a
lineéris és egyenletesen negativ monoton jobboldalt autoném egyenletek esetén idében nem névé
normaju numerikus megoldast generalnak. Azaz ilyen egyenletek esetén ha a folytonos megoldas
norméja monoton csokkend, akkor a numerikus megoldésé is az lesz.

10
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1.1. abra. Az RK4 modszer stabilitasi tartomanya.
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2. fejezet

Az implicit Runge-Kutta moédszerek
implementalasarol

Az implicit Runge-Kutta moddszerek implementalasanak {6 nehézsége a lépésenként felmeriilg
egyenletrendszer megoldasa. FErre a gyakorlatban kozelité modszereket szoktak alkalmazni. A
fejezetben bemutatunk két hagyoméanyosnak mondhaté médszert és egy kombinacios algoritmust,
majd az utébbit numerikus tesztelés ala vetjiik.

Alternativ reprezentacio

Kezdjiik a fejezetet egy érdekességgel. Az (1.4)-(1.5) egyenletek egy ekvivalens megfogalmazasa
a kovetkezs:

kizf(tO‘FhCz’,!Eo-l-hZaijkj) i=1,...,s (2.1)
j=1
ri=mz0+hY biki. (2.2)
=1

Felmeriilhet a kérdés, hogy implementaciokban az (1.4) és az (2.1) alakok kozott van-e érdemi
kiilonbség, és ha igen, akkor koziiliik melyiket érdemes hasznalni.

A numerikus teszteléshez az Octave nyelvet hasznalva, a felmeriil6 egyenletrendszert az fsolve
parancs segitségével megoldva azt tapasztaltuk, hogy a kétféle alak k6zott sem futdsidében, sem
pedig pontossdgban nincs lényeges kiilonbség.

2.1. Egyszeri iteracié

Az egyenletrendszer megoldasahoz a kezdetekkor egyszerti fixpont-iteraciot hasznéltak [2]. Azaz
bevezetve a

(b: RSXN N RSXN
®(X)=1-z9+hA-F(X)

fliggvényt, a kozelitések sorozatat a
X+ = o(X M)

formula adta, ahol X% megfelelsen valasztott érték, példaul 1 - z.
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Ahhoz, hogy az iteracié konvergaljon, kell talalni egy normat, amiben ® kontrakcié. Kiindulva a
D(X) = &(Y) = hA- (F(X) — F(Y))

képletbdl természetes a gondolat, hogy olyan normat hasznaljunk, melyben F 6rékli f L mésodik
valtozos Lipschitz-konstansat. Vezessiik be az

| [+ = max [

normét [3]. Konnyen lathato, hogy eszerint a norma szerint @ is Lipschitz-folytonos lesz. Valo-
ban, ebben a norméaban fennéll, hogy

[E(X) ~ F(V). = mh | £(X0) — £(¥)]
< max L] X; — i
= LI X =Y.,
tovabba ®-re

|2(X) — B(Y)]l. = |hA - (F(X) — F(Y))]l.
< Al L] X ~ Y.

teljesiil. Kaptuk tehét, hogy ha
[AflochL <1

fennall, akkor ® a || - ||« norméaban kontrakci6 lesz, és igy az iteracié a Banach-féle fixpont-tétel
miatt konvergélni fog.

Lathato tehat, hogy alkalmasan kicsi h 1épéskoz mellett az iterécié konvergélni fog, rdadasul ha
L nem tul nagy, akkor ez a 1épéskozre sem jelent tiilzott megszoritést.

A probléma ezzel a modszerrel az, hogy az olyan pontok kornyezetében, ahol f (lokalis) Lipschitz-
konstansa nagyon nagy, a konvergencia csak a lépéskoz olyan mértékli megszoritasa mellett biz-
tosithatoé, hogy a gyakorlatban a moddszer hasznélhatatlan. Ilyen pontok létezése pedig példaul
a merev feladatok osztalyara jellemzs, amikre a stabilitasi tulajdonsagaik miatt éppen a jelenleg
ismertetett implicit modszereket szeretnénk alkalmazni. Elmondhaté tehat, hogy egy Gj modszer
utan kell nézni.

2.2. Newton-iteracid

Egy maésik, a gyakorlatban bevalt eljaras a Newton-iteracio. A sziikséges formulak ismertetéséhez
sziikségiink lesz az (1.6)- (1.7) egyenletek alabbi atfogalmazaséra:

X=1®x+ (hA® IN)F(X) (2.3)
1 =20+ h(b® IN)F(X),
ahol most
A e RS, gy e RVXL 1=11,...,1]7 e R®*,
beRlXS, XERSNXl, INERNXN,
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tovabba
F:RY 5 RV
F(X) = Fing—1y+0)(X) = f (to + hei, X5),

aholi=1,...,sés J=1,...,N; valamint (®) a Kronecker-szorzatot jeldli.
Bevezetve az alabbi

$: RN - RN
P(X)=X-1®xz)— (hA® IN)F(X)
fliggvényt, a Newton-iteracio k-adik 1épése a kovetkezd alakot Olti:
' (xFhAlK = ¢ (x k] (2.5)
x W1 = x W AR (2.6)

ahol ®'(X) € R*N>*N a7 alabbi blokkmétrix

allaa:f(to + hCl, Xl) s alsaxf(to + hCSu XS)
L®Iy—h : : (2.7)
aslf)xf(to + hcl, Xl) - assawf(to + hcs, XS)

Mivel a 0, f fiiggvény kiértékelése igen koltséges, ezért implementaciokban célszerd ezek szamét
minimalizalni. Erre egy lehetGséget nyijt a modositott Newton-iteracio.

Moédositott Newton-iteracio

A modszer lényege, hogy a (2.5) egyenletet csak kozelitSleg oldjuk meg. Megmutathato, hogy ha
a kozelitések hibaja nem tul nagy, akkor a médszer konvergencidjat ezzel nem rontjuk el.

Mi ezt a modszert olyan formaban fogjuk alkalmazni, hogy a pontos 0y f ((to + he;, X)) értékek
helyett az alabbihoz hasonlo

Oz f((to + hei, X;)) = 0z f (to, 7o)

kozelitésekkel szamolunk, igy a (2.7) matrix helyett a jelent&sen egyszertibb strukturaju
M=1®Iny—h(A® J,f(ty,z0))

matrixszal dolgozhatunk, amivel az iteracionk az

MAW = o(xH) (2.8)
xk+1 — x k] _ AlK (2.9)
alakot Olti.

2.2.1. Megjegyzés. Implementdcickban az M mdtrix helyett annak LU-felbontdsdaval érdemes
szdmolni, illetve azt érdemes tdrolni.

2.2.2. Megjegyzés. Az iterdcio kezdépontjanak ebben az esetben is természetes az X% = 1@
vdlasztds, de elmondhatd, hogy specidlis esetekben taldlhats alkalmasabb kezddpont is [10)].
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2.3. Egy kétkomponenst iteracios algoritmus

A [8], [12] gondolatait felhasznalva ismertetiink egy kétkomponenst algoritmust allandé lépéskozi
implicit Runge-Kutta modszerek implementélaséra, ami a fenti gondolatokra és moédszerekre
épiil.

Az algoritmus az integracié soran a feladat lokalis viselkedésének fiiggvényében valasztani fog az
egyszeri és a Newton-iteracié kozott. Az alapgondolatok a kévetkezdk.

2.3.1. Alapgondolatok

e A feladat megoldasat mindig egyszerd iteracidval kezdjiik. Ezzel példaul teljesen megspo-
roljuk a Jacobi-métrix kiértékelését abban az esetben, ha a feladat Lipschitz-konstansa
kellen kicsi a valasztott 1épéskoziinkhoz mérten.

e Ha az egyszerd iteraci6 mar nem konvergél elég gyorsan (példaul ha a feladat merevvé
valik), az egyszeri iteraciot le kell valtani modositott Newton-iterdciora.

e A Newton-iterdcié még modositott formaban is igen koltséges az egyszerti iterdcidhoz ké-
pest, ezért amikor lehet, célszerd egyszeri iteraciot alkalmazni.

o A célbol, hogy az algoritmus ne valtogasson a két modszer kozott szokas egy lehiilési pe-
riédust definidlni. Erre egy lehetséges megkozelités, hogy a moédositott Newton-modszerre
valtas utan 10 iteraciods 1épésig nem valtunk vissza az egyszert iteraciora. Fz tobbek kozott
azt is biztositja, hogy az iteraciés matrix kiszamitasara nem kertil feleslegesen sor.

2.3.2. Valtas modositott Newton-iteraciora

A konvergencia sebességének méréséhez lényegében az iteracidink kontraktivitdsat kell megbe-
csiilniink. Ehhez hasznalhatjuk a szukcessziv kiillénbségek norméinak hanyadosait, illetve ezek
maximumat

1AM
ap = ————, Q= mkaxak.

[lAR=)

A heurisztikink a kovetkezd lesz: amennyiben aj < %, a konvergencia sebessége elég nagy.

Ellenkez6 esetben, a konvergencia nem elég gyors, igy a kovetkezdk szerint fogunk cselekedni.
e Ha eddig egyszerti iteracioval haladtunk, akkor at kell valtani médositott Newton-iteraciora.

e Ha eddig modositott Newton-iteraciot alkalmaztunk, akkor tjra kell értékelni a Jacobi-
matrixot.

2.3.3. Valtas egyszeri iteraciora

Felmeriil a kérdés, hogy amennyiben moédositott Newton-iterdcidt alkalmazunk, és a médszer a
fenti becslések szerint jol konvergal, akkor vajon jol konvergalna-e elég gyorsan egyszeri iteracio-
val is. Ennek megallapitasahoz a feladat merevségét fogjuk megbecsiilni. Vezessiik be az alabbi,
tn. merevségi mértéket [12]:
e M)A
oo [ A Eoo Akl

A heurisztikdnk most az lesz, hogy amennyiben 8 < 2, akkor a feladat nem elég merev ahhoz,
hogy indokolt legyen a Newton-modszer hasznalata, igy visszavaltunk egyszert iteraciora. A 8 <
2 valasztas indoklasa az, hogy egyrészt teljesiil a 8 < ||M || dsszefiiggés, masrészt megmutathato,
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hogy ha M elég jo6 kozelitése az iteracié sordn hasznalt matrixnak, akkor a konvergenciabol
kovetkezik, hogy ||[M]| < 2.

2.3.4. Osszefoglalas

A heurisztikat a 2.1. abra szemlélteti,

X
i /_\ a>%
(E) (N) —2
B<2

2.1. dbra. A kombinalt iteraciés algoritmus

ahol J a Jacobi-matrix ujraértékelésére, (E) és (N) pedig rendre az egyszert, illetve a modositott
Newton-iteraciokra utal.

2.3.1. Megjegyzés. Egy a fentihez hasonld algoritmus vdltozd lépéskéz esetén is haszndlha-
to, azonban ekkor az integrdcios €s az iterdcids lépések irdnyitdsdt egységesen kell kezelni, ami
lényegesen elbonyolitja a problémdt, és tulmutat ezen dolgozat keretein.

2.4. Numerikus kisérletek

Az ismertetett algoritmust a linearis tesztfeladaton, a Brusselator, és a Van der Pol problémak
kiilonbo6z6 paraméterezésein probaltuk ki. Numerikus moédszernek az implicit Euler és a Lobatto-
IIIC modszereket valasztottuk (lasd 1.3. tablazat). Az iteraciok megallasi feltételére egységesen
1077 nagysagu abszolut és relativ hibatoleranciakat szabtunk.
A numerikus kisérleteink azt mutatjak, hogy az elv, miszerint a médositott Newton-iterdciéban
felléps derivalt matrixot

Is @ In —hA® O f(tn, yn)

alakban kellene kozeliteni annak ellenére, hogy néhany probléman (pl. kis paramétert teszt-
egyenlet) miikodSképes, merevebb feladatok esetén az iteracié konvergenciajat akadalyozza.

A gond ezzel az elvvel ugyanis az, hogy amennyiben ezt alkalmazzuk, akkor egy adott integra-
ci6s 1épésben az iteracionk kontraktivitasat csupan a lépéskoz méretének valtoztatasaval tudjuk
befolyasolni, igy amennyiben az allandé 1épéskoz nincs egy bizonyos (feladatfiiggd) hatar alatt,
akkor az integraci6 soran lesz olyan pont, amikor a médositott Newton-iteracié elszall.

Ezt az elvet tehat annyiban moédositottuk, hogy amennyiben az algoritmus szerint sziikség van
a Jacobi-matrix djraértékelésére, akkor azt megtessziik az aktualis X K] iteralt értékeének felhasz-
nalaséaval.

Az algoritmus ezzel a modositassal mar 1ényegesen jobban miikodott. Sikeriilt olyan paraméte-
rezési feladatokra is hasznalni, amikre a beépitett fsolve egyaltalan nem konvergalt.

Kérdéses azonban, hogy mennyit nyertiink a két fazisi algoritmus hasznalataval. A kérdés meg-
valaszolasahoz és az algoritmus tovabbi megismeréséhez vizsgaljuk az

% r<1
f(0)=0, flz)=¢12-2)-50(z—1) 1<z<2
—50 2<z
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fliggvény segitségével definiélt,

problémat. A feladat valasztésat az ihlette, hogy olyan problémat vizsgéaljunk, ami a tér egyik
részén merev, a masikon pedig nem.

Ezt a feladatot implicit Euler médszerrel oldottuk meg kétféleképpen. Az egyenletrendszer meg-
oldasara el6szor kozonséges Newton-iteracidt, majd a kombinalt iteraciés modszert alkalmaztuk
egyre csokkend h 1épéskoz mellett; pontosabban, a numerikus integracios lépések szamat 5 - 25-
nek valasztottuk, ahol kK = 0,...,10. A kapott eredményeket, azaz a megtortént fliggvényhivisok
([f], [0z f]) szamat a 2.1. tablazat, illetve a 2.2. abra mutatja.

Num. lépések | 5 10 20 40 80 160 320 640 1280 2560
N | [02f] 1157 905 580 456 432 587 809 1398 2598 4930
K | 0] 1156 902 576 419 361 400 408 343 557 926

[f] = [0:] 8 11 22 51 95 231 580 1309 2475 4833

2.1. tdblazat. Fliggvényhivisok szaménak Osszehasonlitésa

. N [f]
K [f]-[f]
K: [f]

5000 +

4000

3000 A

Fliggvényhivasok szama

2000 ~

i | I|
0 2 4 6 8

Numerikus Iépések szama

o

2.2. abra. Fiiggvényhivasok szamanak Osszehasonlitdsa. A vizszintes tengely mentén az 5-2F ala-
ki numerikus lépésszamot, a fiiggsleges tengely mentén pedig az ehhez tartozé fiiggvényhivasok
szama lathato.
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A feladat 160 lépéssel torténs megoldéasat a 2.3. abran kiilon kiemeltiik. Az abra az algoritmus
tipikus viselkedését jol szemlélteti, ugyanis néhény specialis feladattol eltekintve az algoritmus
f6leg modositott Newton-iteracios lépéseket tesz. Amennyiben a feladat engedi, akkor esetenként
par lépés erejéig atvalt fixpont-iterdciora, amit jellemz&en a Jacobi-méatrix tjraértékelése kovet.
Az abra azt is mutatja, hogy mint azt elvarnank, a méatrix ajraértékelésére a hirtelen valtozasok
kornyékén van féleg sziikség.

2.04 * Valtds Newton-iteracidra
Valtas fixpont-iteraciora
Jacobi-matrix kiértékelés

1.8 4

1.6

=
I
I

Megoldas
=
L8]
1

=
o
I

0.8

0.6

Idé

2.3. dbra. Valtas az iteratorok kozott. Az abra a feladat 160 1épéssel torténd megoldasat mutatja.
A pontokat, ahol valtas tortént Newton-iteraciéra x-szel, mig azokat, ahol egyszeri iterdciéra
valtott az algoritmus korrel jeloltiik. A Jacobi-métrix tjraértékelésének siirtiségét az abra aljan
lathato fekete pontok jelzik.
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3. fejezet

(Kezdeti) 1épéskoz valasztas

Egy kezdetiérték-probléma numerikus megoldasa soran célunk az, hogy a probléma analitikus
megoldasat diszkrét pontokban egy altalunk véalasztott hibahataron, tolerancian beliil megkoze-
litsiik.

Ha a moédszeriink konvergens, akkor tetszélegesen kicsi tolerancia esetén létezik olyan h 1épéskoz,
amivel a modszer altal adott numerikus megoldas hibdja az adott tolerancia alatt lesz.

Ebben a fejezetben, ami végiil atvezet majd a valtozo 1épéskoz vildgaba, arrol lesz szd, hogy a
gyakorlatban ezt a 1épéskozt hogyan érdemes algoritmikusan megvélasztani.

3.1. Motivacid

Azt, hogy ez a feladat korantsem trivialis, alatamasztjak az alabbi gondolatok.

e Ha a 1épéskoz nagyon kicsi, akkor bar a megoldas kell6en pontos lesz, annak elkészitése
nagyon sokaig tarthat.

e Ha a lépéskdzt nem valasztjuk elég kicsire, akkor esetenként el6fordul, hogy a mdédszeriink
hasznalhatatlan megoldast produkal. Példaul merev feladatok esetén ha explicit modszere-
ket hasznalunk, akkor az iteracié soran kilépilink a modszer stabilitési tartoményébol és a
megoldas elszall. Explicit modszerekre a legnagyobb megengedett 1épéskoz egy kozelitése
a referencia idéskala [22].

o A megfelel§ 1épéskoz természetesen modszerenként, feladatonként, és kezdeti értékenként
is valtozik.

A kezdeti 1épéskoz megvalasztasanak fontossidga allando lépéskdz esetén nem igényel tovabbi
magyarazatot. Ami talan meglep6bb, az az, hogy véltozo 1épéskozti modszereknél is egy kritikus
feladatrol van szo, hiszen természetes az a gondolat, hogyha rendelkezésiinkre &ll egy 1épéskoz
allito modszer (szabalyozod), akkor ha esetleg hg véalasztasat el is rontjuk, ez a modszer majd
korrigélja a hibankat. Ezzel a gondolattal a f6 probléma az, hogy az elsé 1épés utani hibéat a
szabalyozé mar nem tudja befolyasolni, és az igy keletkezett hiba méar végig a megoldéval marad.
Ehhez hasonld, illetve stabilitasi megfontolasokbdl szokas inkabb finomabb kezdeti 1épéskozt
valasztani, azonban ekkor legalabbis az elsé néhany lépésben feleslegesen sok eréforrést fogunk
a szamitasba fektetni, illetve ha az a célunk, hogy a globalis hiba egyenletes legyen, akkor nem
valaszthatunk til kicsi kezdeti 1épéskozt, hiszen ekkor az integracios tartomény elsé szakaszaban
aranytalanul pontos lesz a megoldas.
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3.2. Altalanos elvek, egyszerii megkozelitések

Természetesen a legegyszeriibb megoldas az, ha a felhasznalét ordkulumnak tekintjiik és meg-
kérjik, hogy adjon nekiink egy elég jo 1épéskozt. Persze ez a mddszer minden feladatra rea-
lisztikusan nem fog miikodni. Arrél, hogy a felhasznélot érdemes-e egyéltalan megkérdezni, a
szakirodalomban nincs megegyezés [25],[7]. A legjobb kompromisszumnak az tiinik, hogy a fel-
hasznélot megkérdezziik, de elvarjuk téle, hogy csak akkor adjon valaszt, amennyiben tudja, hogy
az adott kezdeti 1épéskoz jol fog miikddni az adott feladatra. Amennyiben nem tud vélaszolni,
akkor pedig az alabbi automatikus heurisztikdk egyikére hagyatkozunk.

Talan a legegyszertibb automatizalt megoldas az, ha az elvégzends 1épések N szamét tekintjiik
rogzitettnek, és a lépéskozt ezzel forditottan aranyosnak valasztjuk. Ez a megkozelités a feladatrol
lényegében semmilyen informéciét nem hasznal ki. A masik véglet a pontos megoldas lokalis
ismerete alapjan torténd dontéshozas, de ez nyilvan nem realisztikus.

A ketts kozott helyezkedik el az a bevett szokas, hogy a megoldas tp-beli alacsonyabb rendi
Taylor-polinomjanak kiilonb6z6 modszerekkel torténd kozelitésébdl elszor szamitanak egy (al-
talaban durva) hibabecslést, majd abbol kezdeti lépéskozt.

A hibabecsléshez hasznalt kulcsgondolat, hogy amennyiben a megoldas m-edfoka Taylor-
polinomja

h2 m
3ty +h) = a(to) + hi(to) + (o) + ... + Wx(m) (to),
a hozzatartozo6 hibatag pedig
hm+1 -

akkor m < p esetén tetszGleges legalabb p-edrendii egylépéses modszerre a lokalis hiba normaja
kozelithets az
pHL

[ B[ 751
kifejezéssel [15].
A kozelitésekhez jellemzéen hasznélt masodrendd Taylor-polinom elsé két egyiitthatdja oleson,
altaldban tovabbi szémitasok nélkiil adja magat, hiszen xq értékén til szinte minden numerikus
modszer felhasznalja az @(ty) = f(to, xo) értéket is.
A masodik derivalt becslése problematikusabb, ehhez az adott feladat valamivel mélyebb ismere-
tére van szitkség. Az erre iranyuld szamos kiilonboz§ eljarasban kozos vonas, hogy felhasznéljak
a megoldés egy to-hoz kozeli, t; pontbeli értékét, vagy legaldbbis annak egy kozelitését. Ezt a
kozelitést természetesen alacsony szamitasigénnyel, és ezzel egyiitt relative precizen kell tudni
elvégezni, igy ehhez altaldban egy explicit mddszerrel szokéis egy nagyon finom 1épést tenni.
Most kovetkezzen két, a szakirodalomban elfogadott, a gyakorlatban bevélt modszer ismertetése,
melyek a fent taglalt elvek mentén kiilonb6z6 heurisztikakat alkalmaznak.

3.3. Hairer & Wanner

A szerzdk a 7] cikk altal inspiralva, az ott szereplé modszernél egyszertibb, de allando lépéskozi
megolddkhoz is hasznalhat6 algoritmust irnak le. Bevezetnek abszolit, illetve relativ hibatole-
rancia vektorokat, amik segitségével az egyes koordinatak hibaira kiilon-kiilon szabhat6 korlat.
A derivaltak nagysaganak méréséhez az euklideszi norma helyett bevezetnek egy silyozott négy-
zetes kozép normét:
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ahol a sulyokat az abszolut illetve relativ hibatoleranciakbol keverik ki a kévetkezé moddon:
w; = ATOL; + RTOL; |xo);.
A javasolt algoritmus tehat a kovetkezs.
1. Els6 1épésben a fentiek felhasznaldsaval kiszamitjak az els6 két derivalt hosszat:
do = ||zol,
d1 = [|f (to, zo) |l
2. A feladat tovabbi megismeréséhez a

~ J1078, hamin(do,d;) < 107°
' 10_23—?, egyébként

lépéskozt valasztjék, és ezzel tesznek egy explicit Euler 1épést,
x1 = x0 + h1 f(to, zo).

3. A kapott kozelités segitségével a

& — | f(to + h1,21) — f(to, x0)]|
) =
hi

formulabdl szamolnak egy becslést a masodik derivalt nagysagara.

4. Az els6 két derivalt hossza koziil a nagyobbikkal dolgozva a kévetkez6 mdédon definialnak
egy ho lépéshosszt:

L _ max(107%, hy - 1073)P*L, hamax(d,ds) <1071
2 102 max(dy, d2) !, egyébként.

5. Végezetiil a nagysagrendek fiiggvényében a kezdeti 1épéshosszt a
ho == m1n(100 . hl, hz)

képlettel valasztjak.

3.4. Arévalo & Soderlind

A szerzdk a 2017-es cikkiikben [1] egy kétkomponenst x aranyossagi tényez6t javasolnak, amivel
a kezdeti 1épéskoz

ho = min (n . hTOLE, 10_3H> :
ahol k a k), precizidért, és k, stabilitasért felelGs tényezdk szamtani kozepe:
Ks + Kp
==
h egy finom, feladatspecifikus 1épéskoz, H az integracios Ut hossza, amivel ardnyosan maximali-
zéltak a valaszthato lépéskozok hosszat, végil k € {p,p + 1} attol fiiggben, hogy a lokalis hibat
vagy annak az egységnyi 1épéshosszra jutod valtozatat szeretnénk irdnyitani.

A Kk és h értékek szamitasahoz sziikség van a feladat lokalis feltérképezésére, erre a kovetkezs
héromlépéses eljarast javasoljak.
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1. Léassuk el az xg kezdeti értéket egy apro véletlenszerid € perturbacidval, majd ebbdl készitsiik
el f lokalis Lipschitz-konstansanak egy durva als6é becslését:

I | f(to, zo + &) — f(to, zo0)||
°- I€] '

2. Lo segitségével definidljuk gy a h 1épéskozt, hogy azzal a kovetkezs 1épésben hasznalt
explicit modszer nagy valoszintiséggel stabil legyen. Ehhez sziikséges, hogy a lépéskozre
h-L[f] £ 1 teljesiiljon, ahol L[f] az f Lipschitz-konstansa [20]. Figyelembe véve, hogy Lo
egy als6 becslés, egy lehetséges valasztas példaul a kovetkezs:

1
h= .
10Lg

3. Az 4j, mésodrendben kozelité T értéket két explicit Euler 1épés egymasutanjaval a kovet-
kez& modon szamoljak:
Tl = X0 + hf(t07x0)a
To=x1 — hf(to + h, :El).

A pontossagért felelGs tényezore a bevezetSben leirt elv alapjan innen adédik a

1

/<,; fry
. lzo — Zol|

képlet. A stabilitasért felels tényezd tartalmaz egy javitott becslést a Lipschitz-konstansra,
illetve egy becslést az M logaritmikus normaéra:

1 _ [[f(to, To) — f(to, zo)|

- ahol I (Zo — @0) - (f(t0, Zo) — f(to, 20))

. M=

h(L + M/2)’ |0 — 0| | Zo — xol|?
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4. fejezet

Klasszikus adaptiv megkozelités

A fejezet célja, hogy ismertesse azt, a szakirodalomban sokaig egyeduralkodénak szamité eljarast,
amivel még a mai napig sok adaptiv kod miikodik. Az eljards megismeréséhez elgszor sziikséglink
lesz olyan modszerekre, amikkel a lokalis hibat becsiilhetjiik, majd pedig olyanokra, amikkel ezen
hibabecslések alapjan modositani tudjuk az iteracidban hasznalt 1épéskozt. A fejezet felépitése
a [9] konyv I1.4. részét koveti.

4.1. Hibabecslés

Ebben a részben két, a gyakorlatban sokat hasznalt hibabecsl eljarasrol lesz szo, nevezetesen a
Richardson-extrapolaciordl, és a beagyazott Runge-Kutta modszerekrsl.

4.1.1. Richardson-extrapolacié

A Richardson-extrapolacié a szamitasmatematika egy hasznos modszere, mellyel sok numerikus
modszer esetén alkalmunk nyilik a modszer rendjét eggyel névelni. Ebben a részben megmutat-
juk, hogy ez a Runge-Kutta moédszerek esetén is megtehetd, illetve azt is, hogy mindekézben
hogyan nyerhetiink egy hibabelcsést is.

A modszerrsl altalanossagban részletesebben példaul a [13] cikkben olvashatunk, de az alapotlet
az alabbiakbdl is kiolvashaté. Tegyiik fel, hogy adott egy kezdetiérték-problémank

l‘(to) = X0

kezdeti feltétellel, amit p-edrenddi Runge-Kutta modszerrel oldunk meg, tovabba legyen h egy
adott 1épéshossz. Tegyiink egy 2h hosszi 1épést, kapva az To értéket. Ennek a kozelitésnek a
hibaja

€a = x(tg + 2h) — &3 = C(xg) - (2h)PT! + O(RPT2). (4.1)

Teérjlink vissza a kezdeti értékiinkhoz és 1épjiink most két h hosszi 1épést. Ekkor az els6 kozelités
hibaja a korabbihoz hasonléan

e1 = x(tg + h) — x1 = C(xg) - WP + O(RPT2).
A masodik 1épés hibaja két komponensbdl tehets Gssze. Az egyik a mésodik 1épés lokalis hibaja,
C(z1) - WP+ O(WPT2) = (C(z0) + O(R)) - KT + O(RPT?),

ahol a mésodik egyenléség az elemi differencidk simasaga miatt teljesiil. A maésik pedig az elsd
lépés hibajanak tovabbterjedésébdl adodik, értéke pedig Taylor-sorba fejtéssel lathatdan

(I+0O(h)) - e1.
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Osszességében igy a hiba a kovetkezs képlettel irhato le:
e = x(to + 2h) — x9 = (I + O(h)) C(xo) - WP + (C(x0) + O(h)) - RPT 4 O(hPT2)
= 20(xo) P! + O(RPT?). (4.2)

A fenti (4.1) és (4.2) egyenlSségeket egymasbol kivonva, az O(hP+2) tagot elhanyagolva a C(zq) -
hPT1 tag kifejezhets, és ezaltal a kivetkezd tétel adodik.

4.1.1. Tétel. Legyen adott eqy p-edrendd Runge—Kutta mddszer. Jeldlje rendre xa, illetve To azt
a pontot, amit a mddszerrel kétszer h, illetve egyszer 2h hosszit lépve kapunk. FEkkor fenndll a
kévetkezd

R ek p+2
.%‘(t(] + Qh) To = o 1 + O(h )

hibabecslés, tovdbbd
Ty — I
2r —1
egy p + 1-edrendd kézelitése az x(to + 2h) értéknek.

To = x9 +

4.1.2. Beagyazott modszerek

A beédgyazott modszerek alapdtlete az, hogy olyan Runge-Kutta modszerek parjai-
val dolgozunk, amelyekre strukturdlis hasonlosagukbdl kifolydlag igaz, hogy az els§
modszerrel  torténs 1épés  kozben felmeriil6 értékek felhasznalasaval a mésodik mod-

szerrel torténs lépés koltsége alacsony. Tipikusan olyan moédszereket szokas hasznal-
ni, amelyek paronként kozds a;;, de kiilonboz6 b;,b; egylitthatokkal rendelkeznek. Az
ilyen parokat a 4.1. tablazathoz hasonlé kiegészitett Butcher-tabloval szokas jelolni.

cl ain a2 ...  Als—1 Qs

Cgl @21 @22 ... A2s—1 Q2

Cs| Qs1 as2 Gs s—1 ass

by b bs—1 bs

by bo : bs—1 bs

4.1. tablazat. Bedgyazott Runge-Kutta modszer

A parokat agy szokas valasztani, hogy az adodo

Ty =20+ h Z b;k; p-edrendd
i=1

illetve .
#1=m0+hY biki p-odrendi
i=1
kozelitések rendjére fennalljon a p = p £ 1 Gsszefiiggés. Vilagos, hogy ekkor ezekre fennall, hogy
z(to+h) —z1 = C - WP + O(hPT?)
z(to + h) — i1 = C - 2T 4 O(hPH?),
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ezért amennyiben az algoritmus soréan az alacsonyabb rendi kozelitéssel 1épiink tovabb, a kelet-
kez6 hiba egy aszimptotikusan korrekt becslése az

1 —31=C- hptl _ C’ . pP L + O(hmin(ﬁJrQ,erQ))

kifejezés.

Valboban, sajnos ez a moédszer nem sokat mond a magasabb rendd kozelités hibajarél. Hiaba
természetes hat az a gondolat, hogyha méar rendelkezésiinkre all egy pontosabb kozelités, akkor
hasznaljuk azt a tovabblépéshez, a fenti okokbol kifolydlag ez esetben elveszitjiik az aszimpto-
tikusan korrekt hibabecslésiinket, ezért ezt vannak akik nem javasoljak. A dolog érdekessége,
hogy ennek ellenére masok tapasztalatai alapjan [5], [14]| az alkalmazasokban mégis a magasabb
rendd kozelitéssel érdemes tovabb dolgozni. Ezt a megkdzelitést lokalis extrapolacionak hivjak.
Most kovetkezzen két hires beagyazott modszer.

Runge—Kutta—Fehlberg

A 4.2. tabloju klasszikus Runge—Kutta-Fehlberg [6] modszerben a lejjebb elhelyezkedd b su-
lyokkal negyedrendii, mig a felette 1évG b stulyokkal 6todrendd kozelitést kapunk. A szerzék az
egyiitthatokat tgy valasztottak, hogy minimalizaljak a negyedrendii kozelités hibajat.

1 1
1 1
3 3 9
8| 32 32
12| 1932 7200 7296
13| 2197 2197 2197
1 439 -8 3680  __ 845
216 513 4104
1 _ 8 9 3544 1859 _ 11
2| o7 2565 4104 10
16 6656 28561 9 2
135 12825 56430 50 55
25 1408 2197 1
216 2565 4104 5

4.2. tablazat. A Runge-Kutta-Fehlberg modszer

Dormand—Prince

A 4.3. tabloju legendas Dormand-Prince [5] modszer szintén egy negyedrendii és 6todrendii
modszerekbdl allo par, ahol a pontosabb kozelitést a felsd b sulyok hasznélatéval kapjuk.

A fenti modszerrel ellentétben az egyiitthatokat ez esetben gy valasztottak, hogy lokalis ext-
rapolacié esetén minimalizaljak a hibat. Lathatoan ez a modszer FSAL (First Same As Last)
tulajdonsagu, azaz az A matrix utolsé sora megegyezik az egyik kvadraturavektorral, igy lépé-
senként a 7 1épcsé ellenére is csak 6 fiiggvényevaluaciora van szitkség. Erdemes megyjegyezni,

25



hogy a gyakorlatban ezt a médszert hasznélja a MATLAB ode45 megoldoprogramja.

1 1
5 5
3 3 9
10 10 10
4 a4 _ 56 32
5 15 15 9
8| 19372 25360 64448 212
9| 6561 2187 6561 729
1 92017 __ 355 46732 49 _ 5103
3168 33 5247 176 18656
35 500 125 2187 11
384 1113 192 6784 84
35 500 125 2187 11
384 1113 192 6784 84
5179 7571 393 92007 187 1
57600 16695 640 339200 2100 40

4.3. tablazat. A Dormand-Prince modszer

4.2. A klasszikus lépéskozfrissité algoritmus

Az els6 igen elterjedt lépéskozvalaszté modszer [9], amit még a mai napig szamtalan alkalmazas-
ban hasznélnak, egy egyszerti multiplikativ eljarés, aminek alapotletét a kovetkezd gondolatok
tartalmazzak.

Egyszertiség kedvéért most egy abszolut hibahatarral (TOL) fogunk dolgozni, azaz azt koveteljiik
meg, hogy a lokalis hiba hossza valamilyen norméaban (példaul euklideszi) TOL alatt maradjon,

1] = C - Rt + O(hP*?) < TOL. (4.3)

Tegyiik fel, hogy a feladat integralasa soran a legutébbi 1épésiink hossza h,,_1 volt, ekkor tehét
keressiik egy h, hosszt, amivel a fenti egyenlGtlenség teljesiil.

Természetesen ha taldlunk egy ilyen h,, értéket, akkor minden néla kisebb pozitiv hossz is megfe-
lels lesz. Szamitasigényi megfontolasokbol célszertd a lehetd legynagyobb ilyen h,, értéket vélasz-
tani, hiszen ha nekiink csak TOL pontossagra van sziikségiink, akkor felesleges ennél pontosab-
ban szamolni, illetve igy elérhetjiik azt is, hogy a lokélis hibak hossza egyenletesen TOL koriil
helyezkedjen el.

Tehat keressiik a h,, értéket tgy, hogy

TOL ~ C - hP+1

teljesiiljon. Felhasznalva a fentihez hasonlo

llall ~ C - 15T
hibabecslést, addodik a
1
hy, <TOL> P+l
Pn—1 = =
hp-1 HlnH

tényezs, aminek segitségével elérkeztiink a multiplikativ formulédhoz:

hp = pn—lhn—l‘
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Amennyiben szeretnénk -akar koordinatanként kiilonbozs- abszolat és relativ korlatokat szabni,
azaz példaul ha szeretnénk, hogy az xg pontbél indulva z; kozelitéssel élve a hibara az

’ll| <w; = ATOL; + max(\(xo)i|, |(«T1)z’) -RTOL;

becslés teljesiiljon, ahol az ATOL, RTOL vektorok tartalmazzak az altalunk elirt hibahatarokat,
akkor arra lehetGségiink nyilik példaul dgy, hogy a fenti gondolatmenetben az alabbi w; silyokkal
stulyozott négyzetes kozép norméat hasznaljuk:

Ezzel a normaval a megfelel hibabecslések az

Il ~C- 12, 1xC R

n—1

alakot oOltik, és az 4j lépést add formula a

1

1 p+1
hn = pn—1-hp—1= m “hp-a.

4.2.1. Implementaciés megfontolasok

A klasszikus megkozelités hatranya, hogy az alkalmazasokban csak sok biztonsagi kapcsoldval
egyiitt hasznalhaté. Erre példa az alabbi heurisztika sziikségessége. Induljunk ki a fenti formu-

1abol, azaz legyen
( 1 >pil
Pno = | 77 .
! x|

Mivel a hibak szamitasara nem pontos formuldkat, hanem csak becsléseket alkalmaztunk, vezes-

siink be egy m biztonsagi tényezét. Altaldban m € {0.8,0.9, (0.25)T}r1, (0.38)#1} valasztasokkal
szokés élni. Ezzel legyen

Pn,1 =M+ Pn 0,
azt biztositvan, hogy nagy valdszintiséggel ne kapjunk tul nagy hibat eredményezs 1épéskozt.
Tovabba, biztositsuk, hogy h ne valtozzon til gyorsan, azaz szabjunk ezen tényezének egy also
Pmin, ¢s egy fels6 pmax korlatot (altaldban 1.5 < ppax < 5),
Pn,2 = maX(Pmina pn,l)a Pn,3 = min(pmam Pn,2)7
amivel elérkeztiink a heurisztikdnk végéhez, azaz frissithetjik a lépéskoziinket a
hny1 = Pn,3 P,

képlettel, ami kibontva a

L\
hn+1 _ mln (pn’la)(? max (pminam . (Hl”) )) . hn

alakot olti.
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4.3. A klasszikus adaptiv algoritmus
Az eddigiek alkalmazésaként kapjuk a kdvetkezd modszert.

1. Vegylink egy alkalmasan megvalasztott hg kezdeti 1épéshosszt.
2. Amikor a (t,,x,) allapotban vagyunk:
(a) Egy hibabecslé modszerrel hozzuk létre az x(t, + hy) két yni1, Unt1 kozelitését, illetve

az €nt+1 = Yn+1 — Uns1 hibavektort.

(b) Amennyiben |le,+1]] < 1, akkor fogadjuk el az egyik kozelitéstinket, azaz legyenek

Tntl = Yntl, tnr1l =tn+hay  hagr = by,

és folytassuk a modszert a 2 ponttol.

(c) Egyébként ismételjiik meg az utobbi harom pontot h,, helyett a p,h, 1épéskozzel.

Az eljarast a 4.1. abra szemlélteti.

/\

(tna Tn, hn) (yn+17 ?)n—i—ly en—i-l) (tn+1 y Ln+1, hn+l)
I3 - s

S JeanlsL -
llent1ll> B

4.1. abra. A klasszikus adaptiv algoritmus

4.3.1. Numerikus kisérletek

Az ismertetett algoritmust a Dormand—Prince médszerrel alkalmaztuk két problémara. A tole-
rancidkat mindkét esetben 10~%-nak valasztottuk.
El6szor a Brusselator problémén alapulé

i =1+ 2%y — 4z, x(0)

1.5,
j =3z — 2%y, y(0) =3

kezdetiérték-probléméat oldottuk meg a [0, 20] intervallumon. A futas soran 111 elfogadott és 21
elutasitott 1épéskoz lett kiprobalva. Az eredményeket a 4.2. dbra mutatja.
Maésodszor pedig a Van der Pol probléman alapulé

iy, 2(0) = 1.5,
j=pl-a*)y—=z |, y(0) =3 (4.4)

kezdetiérték-probléméat p = 3000 paraméter valasztasa mellett oldottuk meg a [0, %] intervallu-

mon. A futas soran 428 elfogadott és 120 elutasitott 1épéskoz lett kiprobalva. Az eredményeket a
4.3. dbra mutatja. Erdemes megjegyezni, hogy ezekkel a paraméterezésekkel élve ez a probléma
egy lényegesen merevebb feladatnak felel meg. Az abran szembet(ing a lépéshosszok oszcilla-
civja. Az utolsod fejezetben kideriil, hogy ez az oszcillacié megfelels szabélyoz6 valasztasaval
kikiiszobolhetd, lasd a 6.5. adbrat.
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Megoldas

T T T T T
0.0 25 5.0 7.5 10.0 125 15.0 175 20.0

1071 4

Lépéshossz

T
0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0
1dé

4.2. abra. A Brusselator probléma megoldéasa adaptiv DORPRI modszerrel. A fels abran lathato
a megoldas két komponense az id6 fiiggvényében. Az alsd dbran logaritmikus skalan az adott
idépillanatban elfogadott 1épéskozok hossza lathato, az értékek tortvonallal 6sszekotve. Az adott
idépillanatban visszautasitott 1épéskozoket z-ek jelolik.

3 |
w 2
-3
=
=]
=
7}
= 14
0 -
T T T T T T
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
1073 4
N ]
W
o
=
[l
K
(=5
Y
10~% A
T T T T T T
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
1d6

4.3. abra. A Van der Pol probléma megoldasa adaptiv DORPRI modszerrel. A fels6 abran
lathat6 a megoldas két komponense az idé fliggvényében. Az alsé abran logaritmikus skalan az
adott id6pillanatban elfogadott 1épéskozok hossza lathato, az értékek tortvonallal 6sszekotve. Az
adott idpillanatban visszautasitott 1épéskozoket x-ek jelolik. Vesd Gssze a 6.5. dbraval.
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5. fejezet

Az adaptiv lépéskozvalasztas
iranyitaselmeéleti eszkozei

Ebben a fejezetben bemutatunk néhény olyan eszkozt, melyek segitségével az adaptiv 1épéskoz-
valaszté6 modszerek matematikailag precizen vizsgalhatéak. Fzzel parhuzamosan a bemutatott
eszk6zOk segitségével megvizsgaljuk az el6z6 fejezetben ismertetett klasszikus 1épéskozvalaszto
moédszert.

A fejezet célja, hogy a [18] el6adasok nyoman a felhasznalt elméleteket a relevans alkalmazasok
megértéséhez elegendd mélységig ismertesse. Az érdeklddg Olvasonak mélyebb iranytaselméleti
bevezet6t példaul a [24] konyv szolgaltat.

5.1. Iranyitaselméleti bevezetd

Az irdnyitaselmélet kbzponti probléméja egy olyan iranyito jel konstrualasa, aminek segitségével
egy adott dinamikai rendszer egy szdmunkra kivanatos allapotba hozhato.

Szemléletes példa egy tenyéren allo palca apréd kézmozdulatokkal valo egyenstlyban tartésa.
Ennek a feladatnak az absztrahalt valtozata az invertalt inga balanszirozasanak problémaja.
Az iranyitani kivant dinamikai rendszer lehet folytonos, vagy diszkrét idejd. A folytonos (ana-
16g) rendszerekbdl jelfeldolgozasi modszerekkel (példaul mintavételezéssel) készithetiink diszkrét
(digitalis) rendszereket, amiket mar szamitogépek segitségével iranyithatunk. Alkalmazasokban
ezért digitalis rendszerekkel, és azok iranyitasaval talalkozhatunk gyakrabban, igy ebben a dol-
gozatban is err6l az esetrdl lesz sz6. Megjegyezziik, hogy az analog eset hasonld eszkozokkel
vizsgalhato.

Amennyiben az irdnyité6 modszeriink jol miikodik, a fellépd perturbaciok gyorsan korrigélasra
keriilnek, igy végig az egyensulyi pont kicsi kérnyezetében maradunk, ezért a legtobb felmeriilé
feladat esetén nem vétiink nagy hibat azzal, ha az eredeti rendszer helyett annak linearizaltjat
vizsgaljuk. A tovabbiakban tehat feltessziik, hogy az iranyitandé rendszereink linearisak. Vége-
zetiil megjegyezziik, hogy mivel céljainkhoz elegendd a skalar értékd rendszerek iranyitasa, ezért
ebben a dolgozatban csak ilyenekrdl lesz sz6.

5.1.1. Egy motival6 példa

Az iranyitaselmélet alapfogalmainak bevezetéséhez tekintsiink egy egyszert instabil diszkrét di-
namikai rendszert:
Tn+1 = 23371

A rendszer megoldéasai xg - 2" alakuaak, és vilagos, hogy a 0 instabil egyensulyi pontja. Felmeriil
a kérdés, hogy feltéve, hogy az n-edik id@pillanatig ismerjiik a rendszer x allapotat egy y
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kimeneti jel forméjaban, tudunk-e ugy valasztani egy u bemeneti jelet, hogy azzal a rendszert
megperturbalva az ad6do
Tnt1 = 2Tp + Uy

egyenlet mar egy stabil rendszert irjon le, azaz 0 kozelébdl indulva a rendszer allapota ne tavo-
lodjon el til messzire.

Az y kimeneti jelet figyelve célunk tehéat az, hogy olyan u jelet konstrualjunk, amivel a rendszer
kimenete egy adott r referenciaérték koriil lesz, azaz minimalizéljuk az

e=r—y

hibat.

Iranyitéaselméleti értelemben adott tehédt egy folyamat, ami az u bemeneti jelbdl gyéart egy y
kimeneti jelet -azaz egy u — y leképezés, nekiink pedig késziteniink kell egy szabalyozot, ami
a tapasztalt hibabol elkésziti az alkalmas perturbaciot - azaz egy e — u leképezést.

Az egyszertiség kedvéért tegyiik fel most, hogy y = x, azaz a rendszer allapotat pontosan megfi-
gyelhetjiik. Tovabbé, hogy a szabalyoz6 is az

u=K-e

alakot olti, ahol K egy konstans. Mivel lineéaris rendszerekkel szeretnénk dolgozni, ezért a sza-
bélyozot is természetes linearisnak valasztani, ezek kozott pedig a legegyszertibb tipus a fenti.

Zaj
e=r-—
! =) Y Szabalyozo Y Folyamat v
Y
Megfigyelés

5.1. dbra. Az irdnyitott rendszer
Kapjuk tehat az 5.1. dbran lathato,

Tpt1l = 2Tp + Up

y=u
e=r—1y
u= Ke

egyenletekkel leirhaté rendszert. A valtozok eliminalasaval innen adodik a
Tpy1 =2xp + K(rp —an) = (2— K)axy, + Krp, = (2— K)z,

zartkord rendszer, ahol a harmadik egyenléség esetiinkben az r = 0 valasztas miatt teljesiil.
Lathatjuk, hogy az 1j rendszer pontosan akkor lesz aszimptotikusan stabil, ha 1 < K < 3.
Megemlitjiik, hogy a szabalyozé ilyen m6di megvalasztasa a negativ visszacsatolas egy példaja
volt, mivel az iranyit6 jelben a bemeneti jel ellentétes elGjellel szerepel.
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5.1.2. Vizsgalat z-transzformacioval

Az iranyitaselmélet egyik kulcsfontossagu eszkoze a z-transzformécié. Erejét szemléltetendd,
segitségével vizsgaljuk meg djra a korabbi,

Tnt+1 = 2%p + Uy
y=x

példankat. Alkalmazzunk z-transzforméciot az egyenletek mindkét oldaléra, igy adodik a

Il
>

(z—2)z
Y

I
>

egyenletrendszer. Az §j valtozora rendezve kapjuk, hogy

1
z—2

J= -u=G(z) .
Ezzel megkaptuk a folyamat G atviteli fliggvényét.
Hasonloképpen elkészithetd a tobbi fogalom transzformalt megfelelGje is, példaul a szabalyozo
miitkodése az
i=0C(z)- (F—19)
egyenlettel irhat6 le, ahol C' a szabdlyozd atviteli fliggvénye. FEz egy racionalis tortfiiggvény,
példankban C(z) = K.
Osszegezve tehat azt kaptuk, hogy

G(z)u
C(2) (" —9).

=SNG
[

Innen az ismeretlenek baloldalra rendezésével, majd a felmeriils

Gz)u—9=0
i+ C(2)) = O(2)7

frog=— @
14+ C(2)G(z)
byl CEIGE)

1+ C(2)G(z)

Vilagos, hogy mindkét leképzés racionalis tortfiiggvény, illetve az is, hogy ezen fiiggvények polusai
fogjdk meghatarozni a zart rendszer stabilitasat.
Példankhoz visszatérve az atviteli fliggvény

C(z)G() K K
1+C(z)G(z) 1+K21Y 2-(2-K)

és a rendszer stabilitasahoz sziikséges, hogy a poélusa, (2 — K) az egységkoron beliil legyen, azaz
djfent megkaptuk, hogy a stabilitashoz 1 < K < 3 sziikséges.
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5.2. Digitalis sziirék

A lineéris differenciaegyenletek, és a linearis irdnyitaselmélet rokonteriilete a linearis digitalis
szlrdék vilaga. Ezen elmélet keretei kozott is

alaki egyenleteket vizsgalnak, ahol f a bemeneti jel, x pedig a kimeneti jel szerepét jatssza, P
és () polinomok, E pedig az el6retolas operator.

A sziir6 viselkedését a megfelels atviteli fliggvényen keresztiil szokés vizsgalni. Ezt szokas szerint
z-transzformacioval kaphatjuk az eredeti egyenletiinkbdl, ebben az esetben az

P(z)
Q(2)

alaki egyenletrél van sz6. Kiemelt jelentésége van a frekvencia-valasz nevi

f=Fi)f

T =

Wi [F(e)]

leképezésnek, melynek vizsgilatarol késébb részletesebben is sz6 lesz.

Vilagos, hogy @ ebbdl a nézépontbdl is a stabilitasért felel, azaz amennyiben teljesiil ra a gyok-
kritérium, akkor a megoldas homogén egyenlethez tartozé komponensei gyorsan jelentéktelenné
valnak, és z-ben az f altal meghatarozott komponensek fognak dominélni.

HF, LP sz(irsk

A mi alkalmazasunkban a bemeneti jel alacsony frekvencias komponenseit tekintjiik lényeges-
nek, a magas frekvencias komponenseket pedig alapvetSen zajként fogjuk fel, igyeksziink azoktol
megszabadulni. Az ilyen sziir6ket hivjak az angol high-frequency és low-pass kifejezések utan
HF, vagy LP sziir6knek.

Mig a stabilitasért a @ felelés, a sziirést a P polinom megvalasztasaval végezhetjik el, mint
ahogy azt a kovetkezd példa is szemlélteti.

Tegyiik fel, hogy f tartalmaz egy (—1)" jellegii oszcillaciot, az egyszeriiség kedvéért legyen

x = P(E)f, ahol f,=100+ (—1)".
Amennyiben a jel alacsony frekvencias részeit tekintjiik lényegesnek, akkor a
Pz)=z+1
valasztéassal élve a zajt a sziir§ sikeresen eltavolitja, és kapjuk a
x =200

konstans kimeneti jelet. Ha célunk az, hogy az alacsony frekvencias jeleket (mint példaul a
konstans jel) a sziir§ engedje at lényegében érintetleniil, akkor pedig a

z+1
2

atlagol6 operator valasztassal j6 tton haladunk, hiszen ezzel a kimeneti jel x = 100 lesz. A sziir6
tehat a zajt teljes mértékben eltavolitotta és a jel lényegi részét is meghagyta.

Eszrevehetjiik, hogy ennek a két feltételnek, miszerint a sziiré engedje 4t a konstans jelet és teljes
mértékben blokkolja a 7 frekvenciaju oszcillaciot, minden olyan P polinom megfelels lenne, amire

P(z) =

P(-1)=0 & P(1)=1
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teljesiil. A legegyszertibb strukturaji, ezeket a kritériumokat kielégits sztir6k példaja a k-
szorosan atlagolo operatorok csalddja, amiknek a

Py(z) = <z-51>”

polinomok felelnek meg. A hatvanykitevé novelésével elérhetjiik, hogy a 7 koriili frekvencidja
jelek szintén lényegében teljesen blokkolédjanak, azonban ennek &ra van, hiszen k ndvelésével a
0 koriili frekvenciaja jelek is egyre inkabb tompulnak.

5.3. A lépéskozvalaszto rendszer

A fenti eszkozokkel felvértezve a 1épéskozvalasztas problematikija tj megvilagitasba keriil. Fzt
a korabbi fejezetben ismertetett klasszikus lépéskozvalasztasi modszer vizsgalatdn keresztil mu-
tatjuk be.

Emlékeztetdiil, az alapgondolat ott az volt, hogy a lokélis hibat (annak alkalmas norméajat)
szeretnénk egy tolerancia értékhez kozel tartani.

A célbol, hogy a 1épéskozvalaszté folyamatot konnyen modellezhessiik lineéris differenciaegyen-
letek segitségével, a felmeriil6 mennyiségek helyett azoknak logaritmusaval fogunk dolgozni.
Iranyitaselméleti nyelvezettel élve tehat a toleranciankbol referenciaérték, a lokalis hibabecslésbol
kimeneti jel lesz.

A folyamat

A lokalis hibabecslést elgallito folyamat lesz a folyamatunk, ami most 1épéshosszbol lokalis hiba-
becslést készit. A fejezetben csak az aszimptotikus hibamodellel foglalkozunk, azaz feltessziik,
hogy a lokalis hibabecslés alakja

Ty = ganhfl.

Logaritmust véve adodik a
logry, =k - log h,, + log ¢, (5.1)

alak, ahol ¢, felfoghato gy is, mint egy kiilsG zaj.

A szabalyozo

A kor a szabalyoz6 megvalasztasaval zarul, ami most a lokalis hibabecslés és a tolerancia
érték kozti kiilonbségbdl legyartja a megfelels 1épéskozt. A klasszikus 1épéskozvalasztdé modszer,

azaz a 1k
TOL
hn+1 = < O > hn

Tn

formula esetén logaritmust véve adddik a megfelels
1
log hyy1 = log hy, + Z (log TOL — log ry,) (5.2)
linearis differenciaegyenlet.

5.3.1. Vizsgalat z-transzformacioval

A rendszert vizsgalhatjuk a z-transzformécio segitségével is. Az egyszertiség kedvéért a
{log 7, },2, sorozat transzformaltjat log 7 modon fogjuk jeldlni.
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A folyamat

Ko6nnyen meggondolhato, hogy az (5.1) folyamat transzformaltja
log 7 = klogﬁ#—logg& = G(z)logﬁ—i—log@.
Megjegyezziik, hogy mas hibamodellek esetén G alakja bonyolultabb lehet.

A szabalyoz6

Hasonloan, az (5.2) egyenletet mindkét oldalat transzformalva kapjuk a
~ 1
(z—1)logh = Z (log TOL — log ) (5.3)
egyenletet, amibdl log h kifejezésével lathatova valik a szabalyozo transzformaéltja:

~ 1
logh = —

o1 (log TOL —log#) = C(%) - (log TOL — log 7). (5.4)

A zart rendszer

A zart rendszert az 5.2. abra szemlélteti.

log ¢
loc TOL  log TOL — log 7 log h log 7
—O— ) : G2 :

5.2. abra. A lépéshosszvalasztd rendszer

A z-transzformécio ereje abban mutatkozik meg, hogy a rendszer viselkedése a kapott atviteli
fliggvényeken keresztiil egyszertibben vizsgalhatdé. Ez a konnyebbség a zart rendszer atviteli
fliggvényeinek esetében a legszembetinSbb.

Ugyanis a z-transzformacio lehet&vé teszi, hogy a (5.3), (5.4) egyenleteket egyiittesen kezeljiik az
alabbi,

log h + C(2) log # = C(2)log TOL
—G(2)logh +log# = log ¢

linearis egyenletrendszer forméjaban.
Ennek el6nye, hogy a szamunkra érdekes mennyiségeket ebbdl konnyedén kifejezhetjiik a kiilsé
hatasok fliggvényként:

- C(2) R C(z)
logh =~ aa0k) 8% T Troan) 8 TOr
= H,(z)log ¢ + Hror(2)log TOL,
L 1 R C(2)G(z)
g7 = 1 GGk Y T T cma o8 TOr

= R,(2)log » + Rro1(2) log TOL.
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Az adodo leképezések tovabb egyszertisodnek amennyiben a TOL toleranciat egynek valaszt-
juk. Szerencsénkre ezzel az altaldnossagot nem veszitjik el, ugyanis tegyiik fel, hogy egy adott
kezdetiérték-problémét oldunk meg egy adott adott numerikus integralé modszerrel. Tovabba
tegytk fel, hogy a rendszer éppen a (t,z) allapotban van. Amennyiben rendelkezésiinkre &ll
egy lépéskozvalasztd modszer, aminek segitségével létrehozhatd egy olyan h(t) lépéskoz, amivel
a lokalis hiba koriilbeliil 1, akkor az aszimptotikus hibastruktirabol adédéan

1 ~ @h¥

teljesiil. Ebbdl a két oldal TOL konstanssal valo szorzésaval kapjuk, hogy
k
TOL ~ ¢ - (thOLl/k> :
azaz a (t,x) allapotban hror, = TOLY*h, lépéskozzel 1épve a lokalis hiba a kivant tolerancia

koriil lesz. Tehéat a tolerancia megvaltoztatasa a lépéskozok atskalazodéasat eredményezi, igy a
folyamat megértéséhez elég a TOL = 1 esetet vizsgalni.

5.4. A rendszer frekvencia-valasza

A modelliinkben ¢ reprezentalja a kiilsé (differencialegyenlet numerikus megoldasi folyamatabol)
szarmazo6 jelet. Amennyiben a zart rendszeriink stabil, a differenciaegyenlet homogén megoldésai
gyorsan lecsengenek, és igy a p-hez tartozo partikularis megoldasok fognak dominélni.

Ebben a részben tehat a H,, R, leképezéseket fogjuk alaposabban megvizsgalni, azaz arrol lesz
sz0, hogy miként modellezhet6 a megoldas soran felléps hiba hatasa a valasztott 1épéskozre,
illetve a lokalis hibabecslésre.

Az aszimptotikus hibamodellt feltéve H, helyett szokas a kH, skilazott atviteli fiiggvényt vizs-
galni, ezért mi is igy fogunk tenni. Ebben az esetben az atviteli fiiggvényeink a kovetkezd alakot
oltik:

B kEC(z)
FH(2) = — 1300y
1
Ro(2) = ey

A tovabbi vizsgalodashoz feltessziik, hogy ¢ korlatos és kiilénb6z6 frekvencidk linearis kombina-
civjaként all el6. Mivel a rendszeriink linearis, ezért viselkedését frekvencianként elemezhetjiik,
hiszen a bemeneti jel komponenseinek frekvenciait a rendszer nem tudja 6sszekeverni, csupan a
komponensek amplituddjan és fazisan tud valtoztatni.

c 2z

{e“™" 1020
sorozat felel meg. Mivel az atviteli fliggvényeink racionalis tortfliggvények, ezért elGallnak

L

Q

alakban, ahol P és @ polinomok és deg P < deg@. Igy adodik a kovetkezs z-transzformalt
egyenlet, illetve az annak megfelel$ linearis differenciaegyenlet:

Q(2)logh = P(z)log ¢,
Q(E)logh,, = P(E)log ¢,

H, =
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ahol E az eldretolas operator. Behelyettesitve a log, = e“™ jelet némi szamolassal adodik,
hogy ‘
P(elw)
Q(e™)
A keletkezé log h jel tehat csak fazisban és amplitidéban tér el a bemeneti jelt6l. A szamunkra
lényeges ezek koziil az adott frekvenciaja jel amplitiddjanak megvaltozasa lesz, amit az Ggyne-
vezett attenuacié formajaban szokas szamszertsiteni:

log h,, = en — Hw(eiw)eiw".

Alw) = [Hy(e™)].

A frekvencidhoz attenuéciot rendels w — A(w) leképezés grafikonjat frekvencia-valasznak
nevezik.

Vezessiik be tovabba a zart rendszer két legfontosabb atviteli fliggvényének frekvencia-véilaszat,
azaz a skalazott lépéshossz frekvencia-valaszat

20 - logg [kH,(e™)],

és a hiba frekvencia-valaszat ‘
20 - logyg [ Ry (e™)],

ahol a skalazast azért végeztiik el, hogy az attenuéaciokat a szokasos mértékegységiikben, decibel-
ben adhassuk meg.
A klasszikus 1épéskdzvalasztd szabalyozo példaja

Vizsgaljuk meg, hogy mit arulnak el ezek a leképezések a klasszikus 1épéskozvalasztd szabalyo-
z6rol. A skalazott 1épéshossz frekvencia-vélasza az

_eiw‘

decibel értéket adja, tehat ez a szabélyozé semmilyen frekvenciaji bemeneti jel amplitadéjéat
sem valtoztatja meg, példaul a magas frekvencidju zajt sem tompitja.
A hiba frekvencia-vélasza ezzel szemben a kévetkezSképpen alakul:

W

eiw

-1
' ~ 20log |wl,

ahol az utolsé kozelités alkalmasan kicsi w értékekre ésszert.

Eszrevehetjiik, hogy a ¢-bdl szarmazé konstans komponenst, azaz az w = 0 frekvenciajut a
szabalyozo teljes mértékben eltiinteti. Igy az integracios lépések soran a lokalis hibabecslésekben
nem lesz egy kozos konstans komponens, amibél azt lathatjuk, hogy a szabalyozé a lépéshosszok
nagysagrendjét megfelelGen beéllitja. Tovabba elmondhaté, hogy a 0 koriili viselkedésbdl egyfajta
rend olvashato6 le. A rendekrsl bévebben a kivetkezd fejezetben lesz szo.
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6. fejezet

Szabalyozok adaptiv
lépéskozvalasztashoz

Ebben a fejezetben a [17],[19], [21] cikkek és a [18] el6adasok nyoméan a lépéskozvalasztés iranyi-
taselméleti megkozelitésében hasznalt szabalyozokrol lesz sz6. Bemutatjuk az ilyen szabalyozok
altalanos strukturdjat, majd roviden ismertetjiik a szabélyozok és az iranyitott rendszerek oszta-
lyozésara alkalmas rendeket. Ezt kovetSen szé lesz az aszimptotikus és a dinamikus hibamodell
esetérdl is, és ezzel parhuzamosan példakat mutatunk arrél, hogy a kiilonb6z6 hibamodelleket
feltételezve milyen szabélyozok készithetdk.

6.1. Az altalanos szabalyoz6 struktiara

A fejezet kiindulépontja a klasszikus adaptiv megkozelités alapgondolata, a multiplikativ 1épés-
kozvalasztas. Ez az elv azt mondja ki, hogy az 1j, (n + 1)-edik lépéshosszt az alabbi,

hn+1 = Pn hn

alakban keressiik. Ez az alak a lépéskozvilaszté modszer altalanossagat 1lényegében nem befo-
lyasolja, azonban magéban hordozza azt az 6tletet, miszerint az Gj 1épéskdz meghatarozasanél a
legutobbi 1épéskoznek jelentés szerepe van.

Logaritmust véve, majd z-transzformalva kapjuk a

(z—1)logh = log p

egyenletet, azaz irdnyitaselméleti megkozelitésiinkben ez a feltevés nem jelent mést, mint azt,
hogy a szabalyozd atviteli fiiggvénye a

R 1 1
1 = — ‘logr = ———F(z) -logf = —— -log p
ogh C(z) - logr g (z) - log 7 ~ 1 logp

alakban faktorizalhato, ahol

P(z)

Q(2)

egy digitalis szilir6. A szabalyozo6 faktorizacidja utan a lépéskozvélaszté rendszer a 6.1. &dbran
lathato alakot Olti.

F(z)=
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0 —log 7 log p log h log 7

6.1. 4bra. A 1épéshosszvalaszto rendszer digitalis sztirével

A megkozelités eredménye, hogy az alkalmas szabalyozd megtalalasanak feladatat visszavezeti
egy megfelels digitalis sziir6 megtaldlasara.
Ezekkel a feltevésekkel, amennyiben a polinomok

p p
P(2) =) Bp-j?, Q2) =) apj’
j=0 j=0

alakiak (ahol feltessziik, hogy oy = 1), akkor az altalunk vizsgalt legaltalanosabb lépéshossz
frissits képlet a kovetkezd alakot Olti:

B 8 B
B \® [ ot \ o p1) \ TOL\ * (TOL\ * TOL\ *
PR (i Vi) Bpg1 = -
hn—1 hn—2 hn—p Tn Tn—1 Tn—p

(6.1)
Ez az alak paraméterezéstdl fiiggSen magaban foglalja tobbek kozott az autoregressziv (AR),
mozgoatlag (MA), ARMA, véges valaszidejd (FIR), I, PI, PID, ... struktaraju folyamatokat. A
megfelel6 paraméterezés megtalalasanak egy modja tehat ezen struktiurak egyikének kivéilasztasa,

majd a paraméterek tovabbi tuningolasa a célbél, hogy az eredmény egy stabil, és jo frekvencia-
valasza szabalyozo legyen.

6.1.1. Implementaciés megjegyzések
Skalazott iranyitasi hiba

A skalazott iranyitasi hibak

<T0L>i
Cp =
Tn

bevezetésével a (6.1) formula az egyszertbb,

Pr= OO P on S o
hn+1 = pnhn

alakot Olti. Ennek elénye, hogy implementéaciékban is konnyen hasznélhaté formaja van, hiszen
alkalmazésahoz az irdnyitatlan iteracidhoz képest elég szamontartani a p, 1épéshossz hédnyado-
sokat és a ¢, skalazott irdnyitasi hibakat.

6.1.2. Néhany nevezetes speciilis eset

Most kovetkezzen a (6.1) formulaju altalanos struktira sziirésért felel6s jobboldalanak néhany
nevezetes specialis esete.
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I-szabalyozas

Az I-szabalyozas struktiraja a [y paraméter bevezetésével a klasszikus megkdzelités apro modo-
sitasaval adodik: .
0
TOL\ *
s = ( ) -
Tn

Az I az integricié szoéra utal, ami alatt most a diszkrét mérték szerinti integralast kell érteni,
ugyanis logaritmust véve az (n + 1)-edik lépéshosszra a

log hp+1 = log hg + Z % (log TOL — log )

képlet adodik. A %0 érték az integracios erdsitési tényezs (integral gain).

PlI-szabalyozas

A Pl-szabalyozast az I-szabalyozasbol ugy kapjuk, hogy kiilon figyelmet forditunk a legutobbi
irdnyitasi hibara. Struktirajat a kovetkezs formula irja le:

Bo b
TOL\ * (TOLY\ *
hnt1 = hop.
Tn Tn—1
A P az angol proportionality szora utal, mely magyarul aranyossagot jelent. Az elnevezést az

motivalja, hogy az I-szabélyozast leir6 formulahoz hozzavesziink egy, a legutobbi hibaval aranyos
tagot. Ha ez az ardnyossagi tényezs v, akkor a megfelel6 formula a

log hpy1 = log hg + Z % (log TOL —log ;) + % (log TOL — logry,) ,
=0

ahol § az I-szabalyozasnal latott integraciés aranyossagi tényezs. Ezen paraméterezés mellett
gyors szamolassal adodik a fent igért struktura. Valoban,

\ =2

log hypy1 — log by = g TOL — logry,) + — (log TOL — logry,) — — (log TOL — log 7,—1)

~— e
B

(log TOL — logr,

(log TOL — log ry—1) ,

4
TOL TOL\ *
Tn Tn—1

%(
_B+tn
k

]

igy tehat megkaptuk a

lépéskozfrissits képletet.

PID-szabalyozas

A PID-szabalyozast a Pl-szabalyozasbél tgy kapjuk, hogy kiilon figyelmet forditunk a hibédk
trendjének alakulaséra. Strukturajat a kévetkezd formula irja le:

(TOL) <TOL> <TOL>
hpi1 = hy,-
Tn T'n—1 T'n—2
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A D az angol derivative széra utal. Az elnevezést az motivalja, hogy a Pl-szabélyozast leird
formulahoz hozzavesziink egy, a hiba trendjének legutobbi értékével aranyos tagot. Ha ez az
aranyossagi tényez6 9, akkor a megfelel§ formula a

log hpt1 = log hg + Z % (log TOL —log ;) + % (log TOL — log ry,) + % (logrp—1 —logry,),
§=0

ahol B, a Pl-szabalyozés esetén latott konstansok. Ezen paraméterezés mellett a korabbihoz
teljesen hasonlé szamolassal a 1épéskoz frissitésére a kdvetkezd formula adodik:

Bty+6 28 5

TOL k TOL k TOL\ *
hn—l—l = P
T'n Tn—1 Tn—2

6.2. Az iranyitott rendszer rendjei

Dinamikai rend

A dinamikai rend nem mas, mint a szabalyozénak megfelels differenciaegyenlet rendje, azaz az
aviteli fliggvényekkel kifejezve,

pp = deg((z — 1)Q(2)).
Mivel pp novelésével a szabalyozd a milt egyre hosszabb szeletét hasznéalja fel az Gj 1épéshossz
meghatarozasara, ezért a gyakorlatban pp < 3 rendt szabalyozokat szokas alkalmazni.

Szirési rend

A sziirési rend alatt azt értjiik, hogy a (—1) hényszoros gyoke a P polinomnak, ezért

PE = inf{lim P(Z)#O}

neN | z——1 (Z + 1)”

A sziir6 feladata, hogy a magas frekvencidju zaj elnyomésa kézben az alacsony frekvencias jelet
atengedje. Amennyiben 1 < pp, akkor a sziir§ a legmagasabb, azaz a 7w frekvencidju komponenst
teljesen eltavolitja, tovabba a m-hez kozeli frekvencidkat jelentésen elnyomja. Elmondhat6, hogy
pr novelésével a szlird a magas frekvenciakat jobban kisz{iri, cserébe viszont az alacsony frekven-
ciakat is egyre inkabb elnyomja. A jelenséget a 27%(z + 1)¥ atviteli fiiggvényti atlagoloé operator
frekvencia-valaszan keresztiil az 6.2. dbra szemlélteti.

Adaptivitasi rend

Az adaptivitasi rend alatt azt értjiik, hogy az 1 hanyszoros gycke az R, atviteli fiiggvénynek,
azaz R.(2)

P4 = Inf {lbn% o1 ” 0} ‘
Az adaptivitasi rend azt irja le, hogy a rendszer milyen gyorsan képes a hibajel lényegi, ala-
csony frekvenciés részét eliminélni, azaz, hogy a rendszer milyen sebességgel képes adaptalni a
lépéshosszokat a feladat numerikus megoldasabol szarmazé hibajel lényegi, alacsony frekvencidju
részének strukturajahoz. Ennek eléréséhez azt koveteljiik meg, hogy a rendszer a 0 frekvencidja
(konstans) jelet teljesen eliminalja, az alacsony frekvenciaju jeleket pedig jelentGsen elnyomja.
Erdemes megjegyezni, hogy pa = 1,2 és 3 esetekben a rendszer rendre a log r jel konstans, linearis
és kvadratikus komponenseire képes adaptaléodni. Ebbdl kdvetkezik, hogy amennyiben olyan
rendszert szeretnénk tervezni, ami képes a megfelel6 nagysagrendi lépéshossz megtalalasara,
akkor 1 < p4 konzisztencia jellegii feltételt biztositanunk kell.
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6.2. 4bra. A baloldalon a 27%(z 4 1)* atviteli fiiggvényt atlagolo operator, a jobboldalon pedig a
(z — 1)* atviteli fiiggvényti differencia operator frekvencia-valasza lathato. A jobboldali abréarol
leolvashaté a k = 1,2, 3 adaptivitasi rendre jellegzetes k - 20% meredekség, azaz a nagysagren-
denkénti k - 20dB valtozas.

Integraciés rend
Az integracios rend alatt azt értjiik, hogy az 1 hanyadrendii polusa a szabalyozo atviteli fliggvé-
nyének:

pc = inf {lim |IC(2)(z —1)"| # oo} .

neN Lz—1

Ez a gyakorlatban egyenls az adaptivitasi renddel, hiszen az atviteli fliggvényekre teljesiil a

Osszefiiggés.

Hiba szitirési rend

Amennyiben szeretnénk, hogy a hibajelbdl a magas frekvencidjua zaj is eltavolitasra keriiljon, ak-
kor erre a célra is hasznalhatunk LP sztir6ket. A pp sztirési rendhez analég moédon definidlhatjuk

a hiba szirési rendet is: R.(2)
— inf { lim %) .
PR = TN {ziml (z+ 1) 7 O}

A rendek és a frekvencia-valasz kapcsolata

Erdemes megemliteni, hogy a kiilonbézé rendek sok esetben az adott leképezés frekvencia-
valaszanak diagramjarol leolvashatok. Példaul a hiba atviteli fiiggvényét az R,(2) = (2 — 1)
alaku differencia operatorral modellezve a 6.2. abrat kapjuk. Az abrarol az adaptivitasi rend az
w K 3 értékekhez tartozo attenuéciok alkotta egyenesek meredekségébdl leolvashaté. Lathato,
hogy amennyiben az w < 3 esetben a frekvencia egy nagysagrenddel ng, akkor a hiba vélasz a
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k = 1,2 és 3 hatvanykitevdk esetén rendre 20,40, és 60 decibel lesz. Iranyitaselméletben az igy

kapott meredekségekre a % mértékegységet szokas hasznélni.

6.3. Szabalyozbok az aszimptotikus hibamodellre
Az aszimptotikus hibamodell alapfeltevése, hogy a lokalis hiba jol kozelithets az
Tl & cpnhk
formulaval. Ebben az esetben az iranyitandé folyamat atviteli fiiggvénye az egyszerti,
G(z)=k

alakot Olti, ezaltal a zart rendszer atviteli fliggvényeire a kdvetkezs képletek adédnak. A skalazott
lépéshossz atviteli fiiggvénye

B kP(z)
T = 00 v RPG)
mig a hiba atviteli fliggvénye
R¢(Z) _ (Z — 1)@(2)

alaki lesz.

6.3.1. Rendfeltételek

Mint emlitettiik, a gyakorlati tapasztalatok alapjan a lépéshossz valasztashoz nem érdemes tul
hosszan a multba tekinteni, ezért a gyakorlatban hasznalt szabalyozok dinamikai rendje altalaban
legfeljebb 3. Ekkor a lépéskozfrisst§ képlet a

Pa BP1 B2 _ _
, _ (TOLY® (TOL\¥ (TOL\ ¥ ( hy \ ™™ (huot) ™) 62)
e Tn Tn—1 Tn—2 Pn—1 hn—2 " .
alakot olti.

Az igy kapott szabalyozo csalad tagjai osztalyozhatok a szabalyozok rendjei szerint. A kiilonb6z6
rendek eléréséhez sziikséges az «;, 5; paraméterekre vonatkozo Osszefliggéseket hivjuk rendfeltéte-
leknek. A rendfeltételek nem csak a szabalyozotol, hanem az iranyitando folyamat dinamikijatol,
azaz a hibamodelltdl is fiiggnek. Koévetkezzenek most az aszimptotikus hibamodellt feltételezve
az erre a szabalyozo6 csalddra vonatkozo rendfeltételek.

Adaptivitasi rendfeltételek

Az adaptivitéasi rend azt mondja meg, hogy az 1 hanyszoros gyoke R, (z)-nek. Tehat konstruk-
cionkban py > 1. A rend noveléséhez a QQ(z) polinomot (z — 1)-es tényezdkkel kell szoroznunk,
igy kapjuk a kovetkezs feltételeket:

pa =2 & o1 +ag = —1,
pa =

i3

o] = *2, a9 — —1.

43



Lépéshossz sziirési rendfeltételek

A pp sziirési rend azt mondja meg, hogy a (—1) hanyszoros gyoke P-nek. Novelésével a magas,
7 koriili frekvencias zaj kisztirhets a 1épéshosszok alkotta jelbdl. Noveléséhez a P polinomot kell
(z + 1)-es tényezdkkel szorozni, igy adodnak a kovetkezs feltételek:

pr=1 = Bo—B1+pP2=0,
pr =2 & Bo = B1/2 = Pe.

Hiba sziirési rendfeltételek

A pr a hiba magas frekvencids komponenseinek sztirési rendje. Azt mondja meg, hogy a (—1)
hényszoros gyoke R -nek. Novelésével a magas, 7 koriili frekvencids zaj kisziirheté a hibabecs-
lések alkotta jelbdl. Noveléséhez az R, gyokei koziil kell néhanyat (—1)-be helyezni. Az adodo
feltételek tehat a kovetkezdk:

pR:1 = 041—042:17
PR =2 & a1 =2, ar =1.

6.3.2. A H211 szabalyozé csalad

A digitalis sziirg alapu szabalyozok legfontosabb tulajdonségait a (pp,pa, pr) harmassal szokas
osszefoglalni. Egy gyakorlatban jol hasznalhato tipus a (2,1,1) rendekkel rendelkezs, vagyis a
H211 szabalyozok csaléddja.

Mivel a dinamikai rend 2, az adaptivitéasi rendre p4 < 2, mig a sziirési rendre pp < 1 teljesiil. A
rendfeltételekbe behelyettesitve adddik a

pr=1 = Bo = B

Osszefiiggés, igy a lépéshosszfrissits képlet a

Pn = Cgocg(llp;fi
hnt1 = pnhn
alakot olti.
A H211 csalad analizise
A szabalyozo atviteli fliggvénye
Bo z+1
C = 9
(2) kE(z—1)z4+ o
igy a sziir6t alkot6é polinomokra a
P =20 +1)
Qiz)=z+a

képlet adodik, amibdl révid szamolés és egyszertisités utan kovetkezik hogy a zart rendszer atviteli
fliggvényei

B Bo(z +1)
—kHy(z) = 22+ (a1 4+ Bo—1)z+ Bo —ay’
Ry(z) = (z—=1)(z+ 1)

T 24 (a1 +Bo—1Dz+ By —

alakuak.
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Paraméter valasztas

A megfelel§ paraméterezés megtaldlasa soran a legfontosabb szem el6tt tartando kritérium az,
hogy a zart rendszer stabil legyen. Ezt a zart rendszer atviteli fiiggvényeinek polusainak elhelye-
zésével (pole placement) tudjuk biztositani, azaz a

224 (a1 +Bo—1)z+Bo— (6.3)

polinom gyokeinek helyét kell megfelelen beéllitani a két szabad paraméter By, a; megvalasz-
tasédval. A problémat a 6.3. abra szemlélteti. Célunk olyan paraméterezést talalni, amellyel
egyrészt a poélusok pozitiv valosrésziiek, s6t idedlis esetben valdsak is, hogy a szabalyoz6 ne ad-
jon oszcillacidkat a rendszerhez. Mésrészt a polusok minél kozelebb lesznek az origbhoz, hogy a
keletkez6 rendszer elegendGen stabil legyen.

A H211 csalad stabilitasi tartomanya

— H211b
—— H211PI
o  Hp2ll

T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 11 12 13 14 15 16 17 18 19 2.0
Bo

6.3. abra. A H211 csalad stabilitési tartoméanya. A szinezés intenzitasa a dominéns gyok hossza-
nak szintvonalait &brazolja. A szintvonalakat a {0,0.05,...,0.95,1} értékekre abrazoltuk és fehér
szinnel jeloltiik azt, amikor a dominéns gyok hossza egynél nagyobb. A valds gyokok a pontozott
gbrbe feletti paramétereknek felelnek meg. A dominans gyok valosrésze pozitiv, amennyiben a
szaggatott vonal alatti paramétereket valasztunk. Az abran fekete vonal jeloli a H211b paramé-
tereinek megfelels szakaszt; a csalad specidlis esete a b = 2 paraméterti Hg211 szabalyozd, ami
egy fehér korrel van jelélve. Kék vonal abrézolja a H211PI csalad paraméterterét. Lathato, hogy
az a1 = 0 kikotés utdn Gy értékeire viszonylag kevés lehet§ség marad, ezek kozott a legstabilabb
valos gyokokkel és pozitiv valosrészii dominans gyokkel rendelkezd eset a By ~ % paraméterhez
tartozik.
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H,211
A legstabilabb dinamikat akkor kapjuk, ha a (6.3) polinomnak kétszeres gyoke a 0. Ez a

1

50204125

paraméterezés esetén all fenn. Az igy kapott sziir§ véges valaszideji (FIR).

H211b

Egy tovabbi érdekes tipus adodik a b > 0 paraméter bevezetésével. Vélasszuk konstansainkat a
kovetkez6 modon:

1
fo =01 = 5
ekkor kapjuk a H211b csaladot. A csaladhoz tartozé atviteli fiiggvények a
(z+1)/b
—kH =
&)= T a = am

(2= 1)(z+1/b)
Bo(2) = =0 =)

alakot oOltik, azaz a poélusok a
z =0, z=1-2/b

helyeket foglaljak el, igy két valos polusrdl van sz6. A paraméter fiiggvényében a kdvetkezsk
mondhatok.

e Ha b < 2, akkor a mozgathato polus negativ lesz, ez oszcillacidkat ad a rendszerhez, ezért
ezt érdemes elkeriilni.

e Ha b = 2, akkor visszakapjuk a Hg211 szabalyozot.

e Ha b > 2, akkor elmondhatd, hogy b fokozatos novelésével a szabélyozb egyre simabb
lépéshosszokat general, viszont ezzel parhuzamosan a vélaszideje is né.

Az utobbi jelenséget szemlélteti a 6.4. abra.
Az abran lathato, hogy b novelésével a 1épéshosszok alkotta jel magas frekvencids komponensei
intenzivebb sziirésen mennek at, de cserébe a rendszer lassabban adaptalodik a feladathoz meg-
felels 1épéshossz nagysagrendjéhez, azaz az alacsony frekvencias (kozel konstans) komponensek
kevésbé intenziven lesznek sziirve a hibak alkotta jelbdl.
Osszességében tehat a lépéshosszfrissité képlet ebben az esetben a

pn =il Mo

hn—l—l = pnhn

alakot oOlti, ahol a b paraméterre nézve a gyakorlatban a 2 < b < 8 vélasztas jo eredményeket
hoz. Elmondhaté, hogy ezek koziil a b = 4 hasznélata ajanlott.
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Stepsize (dB) Error (dB) Controller (dB)

10 10 10 ™
T 5 - 5
i.\ .
Sy
A
(o] (o] (8]
=5 -5 - -5
—10 —10 = —10
7 Cornii : :
-15 —AB P 15|
—20 ; 5 —20 T i ""D . . —20 ; 5
10° 10 10 10 10° 10

6.4. abra. A H211b szabalyozo frekvencia-valasza [19]. A b = 2,4,6,8 paraméterek esete lat-
hato, a b = 2 paraméternek a szaggatott vonal felel meg. A baloldali abran a skalazott lépés-
hossz frekvencia-vélaszt, kozépen a hiba frekvencia valaszat, a jobb oldalon pedig a szabalyozo
frekvencia-valaszat lathatjuk. Elmondhaté, hogy b novelésével a szabalyoz6 erésitése csokken,
és mind a lépéshosszok jelébdl, mind pedig a hibajelbél a magasabb frekvencidk egyre job-
ban kiszlir6dnek, azaz a keletkezd gorbék egyre simabbak lesznek. Ezzel parhuzamosan a hiba
frekvencia-valaszabol lathato, hogy a hibajelbdl az alacsony frekvencids komponensek egyre las-
sabban sztir6dnek ki, azaz a rendszer egyre lassabban képes adaptalni a lépéshosszokat a megfelels
nagysagrendre. Az arany kozéputat a gyakorlatban a b = 4 valasztés jelenti.

H211PI
A csalad tovabbi érdekes tagjai az a; = 0 valasztéassal adodo, PI struktiraval rendelkezd,
Pn = Cgocgo—l
hns1 = pnhy
képlettel definialt szabalyozok. Az altalanos H211 esetre vonatkozo képletbsl behelyettesitéssel
adodnak a zart rendszer atviteli fliggvényeire vonatkozé formulak:

o ,30(2 + 1)
_ngo(Z) T2y (Bo — 1)z ¥ By
Ry(z) = Az 1)

24 (Bo—1)z+ B

A polusok tehat csak a By paramétertdl fiiggnek. Ezt az oszcillaciok elkeriilése végett tigy érdemes
megvalasztanunk, hogy pozitiv valosrészi, kicsi abszolutértékd polusokat kapjunk; amennyiben
lehet, akkor valosakat. A 6.3. abrat megvizsgalva lathatjuk, hogy a By = % valasztéas egyszerid
alaki és kozel optimalis értéket ad, igy a H211PI szabalyoz6 alatt a

1/6
Pn = 0711/6671/—1
hn+1 = pnhn

képlettel definialt szabalyozot szokas érteni.
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6.4. Szabalyozdk a dinamikus hibamodellre

6.4.1. A dinamikus hibamodell motivaciéja

Ismeretes, hogy amennyiben egy numerikus moédszer p-edrendben konzisztens, akkor a lokalis
hibéak
C - WP+ O(hPt?)

alakuak. Ha feltessziik, hogy h az adott feladattol és numerikus médszertdl fiiggs korlat alatt van,
azokhoz viszonyitva elég kicsi, akkor a fenti formula masodik tagjdnak elhanyagolasaval minimalis
hibat vétink. Ezen feltevésen alapul az el6z6 részben ismertetett aszimptotikus hibamodell.

A gyakorlatban valtozd 1épéskozi modszerek esetén a TOL tolerancia alacsonyra allitasaval a
legtobb feladat esetén elérhetd, hogy a szabélyozok a lépéshosszokat olyan alacsonyan tartsak,
hogy az aszimptotikus hibamodell jol leirja a lokélis hibékat.

Azokban az esetekben, amikor a lépéshosszok ilyen mértéki restrikcidja nem kivanatos, példaul
ha a felhasznalonak egy kevésbé preciz megoldas is megfelels, vagy ha a feladat strukturajabol
adddodan az adott modszerrel csak alacsonyabb rendid konvergencia érhetd el realisztikus 1épés-
hosszok valasztasa mellett, akkor az egyszert aszimptotikus hibamodell mar nem irja le jol a
lokalis hibak viselkedését, ezért ehelyett un. dinamikus hibamodelleket hasznalhatunk. A meg-
felel6 dinamikus hibamodell feladattipusonként és megold6 moédszerenként kiilonbo6zé lehet.

Merev feladatok

A dinamikus hibamodellek sziikségességének egy tipikus példaja a merev feladatok explicit mod-
szerekkel valdé megoldésa.

Merev feladatok esetén az aszimptotikus hibamodellre épiil¢ hibabecslések a hibat jelentGsen
alulbecsiilik, ezért jellemzden a szabalyozo a lépéshosszakat fokozatosan noveli, igy idGvel a sza-
mitas elhagyja a stabilitasi tartomanyt. Ekkor a lokalis hibak ugrasszertien megnének, ezéltal a
lokalis hibabecslések jelent&sen alulbecsiilt valtozata is eléri, s6t jellemzSen tallépi a tolerancia
kiiszobot, igy a szabalyozo elkezdi csokkenteni a lépéshosszokat. Azonban mire a stabilitéasi tarto-
ményba visszaérve a felgylilemlett hibék kell6képpen lecsillapodnak a 1épéshossz mér jellemzGen
igen lecsokkent, igy a kapott hibabecslések arra 6sztonzik a szabélyozot, hogy a lépéshosszokat
djra novelni kezdje, igy a folyamat kezdSdik elérdl és egyfajta oszcillacio alakul ki a stabilitasi
tartomany hatara felett.

A kovetkezGkben arrol lesz szd, hogy hogyan lehet egy dinamikus hibamodell megfelel6 megva-
lasztéséval elérni, hogy a kialakult oszcillacié minél finomabb legyen, illetve, hogy hogyan lehet
olyan szabalyozot tervezni, ami képes a szamitési folyamatot 1ényegében a stabilitasi tartomany
hataran balanszirozni.

6.4.2. Egy elsérendii dinamikus hibamodell

A dinamikus hibamodell felallitasdhoz a linearis differenciaegyenletek és a linearis iranyitaselmé-
let eszkozeit fogjuk hasznélni.

Az ilyen keretek kozott alkothatd legegyszertibb dinamikus hibamodell egy, a logr valtozéban
els6rendd differenciaegyenlet lesz, melynek jobboldala fiigg a megoldandé differencidlegyenlettsl
és a megoldd modszertdl is.

A merev feladatok modellezésére a Dahlghuist-féle tesztegyenletet hasznaljuk negativ A paramé-
terrel.

A numerikus megoldémodszeriink egy explicit Runge—Kutta mddszerek alkotta bedgyazott par
lesz. A modszerek stabilitasi fliggvénye legyen P és (). Ekkor a numerikus megoldasokra a
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zZn = hpA jelolés mellett teljesiil, hogy
Tpy1 = Pzn)xn,
Tnt1 = Q(zn)Tn.
Igy a lokalis hibabecslés az
T = Tn+1 — Tnp1 = (P — Q)(zn)2n = E(2n)2n
alakot olti. Innen log r-ben elsérend lineéris differenciaegyenlet a kévetkezSképpen kaphato:

rn = E(zn)xn = E(2n)P(2n—1)Tn—1
_ E(z)
= mP(Zn,l)rn,l. (64)

Célunk most tehat az, hogy a lépéshosszokat tigy valasszuk meg, hogy a szamitas a numeri-
kus modszeriink stabilitasi tartomanyanak hatara koriil maradjon. Pontosabban a stabilitéasi
tartomany hataran 1évé z, = hy\ pont kozelében szeretnénk maradni, mely megoldasa a

|P(z)] =1, C>z:argz=arg\
egyenletnek. Ezért keressiik a h,, lépéshosszokat a
hyn = ha(l+ep)

alakban. A modell elkészitéséhez a (6.4) egyenletet linearizalni, majd delinearizalni fogjuk.
ElGszor tehéat az egyenlet tényezit z, koriil linearizalva adédnak az

E(ze(1+¢ep)) ~ E(z:) + E'(24) 2480
_ E’(z*)z B
= (14 e Ee
= (14 cgen) E(24),

alaku formulak, ahol

c E,(z*)z
Felhasznalasukkal kapjuk az
E(zn)
n=—m— P (2 n—
T Elon 1) (Zn—1)Tn—1
14 cgen

~—(1 1) P(z¢)7ry—
1+CE5n71( + cpen—1)P(z)rn—1

kozelitést. Innen a megfelel§ tényezdket az
1+ cgen = (1+e,)F
alaku kozelitésekkel lecserélve kapjuk végiil a logr viltozoban linearis differenciaegyenletet:

1 + CEEn
~——— (1 En—1)P(2x)7Ty_
Tn 1+CE5n—1( + cpen—1)P(z)rn—1
~ (1420 (14 20 1) (1 + £01)% P(22)rn_1

= (1+20)F (1 + £n1)" P P(2u)rno1. (6.5)
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Az egyszertiség kedvéért az explicit modszereknek az 1.2. téblazatban megadott RK4 és RK3
modszereket vilasztva az 1.1. abra alapjan z, ~ —2.785 teljesiil. Tovabba a megfelel§ polinomok

2 3 4

z z
P(z) =1 Zi 4=
(&) =1+2+5+ =+
22 23
:1 _ _
Q) =1+z2+5 + 5
4
z
B(z) ==
(2) =55

alakiak lesznek, igy P(z,) = 1 is fennall. A kitevSben szerepld konstansokra a

E'(z4) 2} /6
= .« = x = 4
ET B T 2Aj2a”

és a
P P —F 1-F
cp = (Z*)Z _ (24) (Z*)Z* _ (Z*)Z* ~ 49

P(z) " P(zy) 1

becslés szamolhato, amikkel a (6.5) hibamodell az

1
Tn (1 + €n)4(1 + 6n,1)57"n,1

hn 4 hnfl %
-(i2) (52)

alakot olti. Logaritmust véve innen a differenciaegyenlet

1
logr, —logr,_1 = 4logh, + 5 log hy,—1 — 4.21og h,

alaki lesz. Lathato, hogy a képletben az aszimptotikus hibamodellhez képest a differencidlegyen-
let numerikus megoldésanak folyamata ¢ helyett a h, maximalis stabil 1épéshossz forméjaban
jelenik meg.

A formulat a z-transzforméltak nyelvén is kifejezhetjiik

1 . .
(z—1)logr = <4z + 5) log h — 4.21og h.,

innen a folyamat atviteli fliggvénye kénnyen leolvashato:

_42’—}—%
oz —1

G(2)

A hibamodell alapjan azt mondhatjuk, hogy bér a lokalis hibék csillapitas nélkiil adédnak Gssze,
novekedésiik csupan linearis. Ez pedig megfelel§ szabalyozok vélasztasa esetén kezelhets. Sét,
alkalmas szabéalyozokkal a h, koriili oszcillacié minimalizalhat6 és ezaltal sima 1épéshossz gorbét
kaphatunk.
6.4.3. Egy alkalmas PI szabalyozo6
Induljunk ki a kévetkez& PI struktaraja, azaz a
TOL\ /% /TO1\ P1/*
() G2)
T'n T'n—1

hn—i—l = Pn hn
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képlettel leirhato szabalyozobol, melynek atviteli fiiggvénye

1 foz + b1

W=y

Ha célunk az, hogy olyan szabélyozét készitsiink, amely képes az aszimptotikus és a fent ismer-
tetett dinamikus, azaz a

4z + %
oz—1

GA(Z) =k, GD(Z>

atviteli fiiggvényd hibamodellek barmelyikét feltételezve jol miikédni, akkor dgy kell megva-
lasztanunk a Sy, 51 paramétereket, hogy a megfelel§ zart rendszerek mindegyike stabil és jo
frekvencia-valasza legyen.

PI3333

A bedgyazott explicit Runge—Kutta modszerek iranyitasara a gyakorlatban sok esetben igen jol
hasznalhatd szabélyozo a PI3333, mely a

2 1

ﬁ0:§7 51:_7

paraméterezés valasztasnak, és ezéltal a

TOL\ 2/3% /TOL\ ~/3k
= (27 ()"

Tn Tn—1

lépéskozfrissité képletnek felel meg. Erdemes megjegyezni, hogy a legutobbi lokalis hibabecslés
egy nagyobb, pozitiv silyt kap, mig az azt megeléz6 egy kisebb, negativ sullyal van figyelembe
véve. Ez a konstrukcié akadalyozza a 1épéshosszok tul hirtelen névekedését és csokkenését, hi-
szen példaul ha a TT—?LL és a TTH%) kifejezések mindegyike egynél kisebb, azaz az elmilt két
lépéshossz til nagy volt, akkor a formulaban az elsé tényezd egy erdsebb siillyal a 1épéshossz
csOkkentését szorgalmazza, mig a masodik tényezd egy gyengébb sillyal a 1épéshossz noveléséért

dolgozik.

Numerikus kisérlet

A PI3333 szabalyozo tesztelésére a (4.4) probléméat felhasznald kisérletet megismételtiik ugy,
hogy a klasszikus megkozelités helyett a PI3333 szabalyozot hasznaltuk. A kisérlet soran azt
tapasztaltuk, hogy a lépéshosszok oszcillacioja lényegében eltiint. Az eredményeket az 6.5. dbra
mutatja.
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Megoldas
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6.5. 4bra. A Van der Pol probléma megoldésa a P13333 szabalyozoval iranyitott adaptiv DORPRI
modszerrel. A fels§ abran lathat6é a megoldés két komponense az id6 fliggvényében. Az als6 dbran
logaritmikus skalan az adott idépillanatban elfogadott 1épéskozok hossza lathatd, az értékek
tortvonallal Gsszekdtve. Vesd Ossze a 4.3. abraval.
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7. fejezet

Konklazioé

Az allando 1épéskozii Runge-Kutta modszerek algoritmusanak - szamitasi és implementacios
komplexitasi szempontbol is - minimélis modositasaval a modszerek adaptivva teheték. Az adap-
tivitas legszembetlingbb elénye, hogy a felhasznélé pontossagi kovetelményeit kozvetleniil a TOL
tolerancian keresztiil adhatja meg ellentétben az allandé 1épéskozii modszerek esetével, ahol erre
csak kozvetetten, a 1épéshossz megadéasan keresztiil van lehetGség. Az adaptiv modszerek teljesit-
ménybeli folénye az olyan feladatok esetén nyilvanul meg igazan, melyeknél az adott pontossagu
numerikus megoldéas kiszamitasahoz a megoldas mentén helyenként kiilonb6z6 nagysagrendi 1é-
péshosszok hasznalata elegendd. Tipikusan ilyenek a merev feladatok.

10 10
g g

g 10° 3 108
(&]
© ©
§ 3

& 10°® > 108
5 E

1010 10710

1010 108 106 104 10710 108 106 104
TOL TOL

104 104
>

5 6 3 6

é 10 8 10
[ (0]
B :

3 108 2 108
< S
g &

1070 107°

1010 108 106 104 10710 108 106 104
TOL TOL

7.1. abra. A [23] cikk kisérlete, melyben az implicit DASSL moédszert (bal oldalon) a beépitett és
(jobb oldalon) a H211b szabalyozoval iranyitva alkalmaztak az igen merev Chemakzo problémaéra.
A fels6 sorban a Newton-iteracio leallasi feltétele lazabb, mig az alsé sorban lényegesen szigortubb
volt. A vizszintes tengely mentén a tolerancia, mig a fligg6leges tengely mentén az elért pontossag
lathato. Az abra magaért beszél.
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A merev feladatok esetén a tranziens rész kiintegraldsdhoz finomabb lépéshosszokra van sziik-
ség, utdna viszont nagyobb lépéshosszok hasznélata is hasonlé pontossaghoz vezet, hiszen a
feladat merevsége miatt a feltorlodott hibédk nagymértékben csillapodnak. Heurisztikakkal és
biztonsagi kapcsolokkal terhelten méar a klasszikus adaptiv megkozelités is rendelkezik ezekkel az
elényokkel, azonban iranyitaselméleti és jelfeldolgozasi eszkozok felhasznalasaval tudoméanyosan
megalapozott keretek kozott tervezhetiink olyan, akar feladattipusra és megoldomodszerre sza-
bott 1épéskozvalaszto eljarasokat, melyek tovabbi jo tulajdonsigokkal rendelkeznek. Ezek koziil
a legfontosabb taldn az, hogy a megfelel§ szabalyozd vélasztaséval egyfajta szamitasi stabilitas
formajaban elérhetd, hogy a bemeneti toleranciatol lényegében folytonosan fiiggjon a numerikus
megoldas hibaja. Ezt a jelenséget a 7.1. abra szemlélteti.
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