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1. fejezet
Bevezetés

Az ember mindig kivancsi volt arra, hogy hogyan is keletkezett az élgvilagunk, a
természet barmely egyedének eredetére, fejlédésének folyamatara. Gondoljunk csak
a ma igen népszerd genetikai tesztekre, melyek valaszt igérnek az emberek féldrajzi,
etnikai hovatartozasaval kapcsolatban.

Els6ként Carl von Linné svéd természettudods, orvos és botanikus az élGlénye-
ket termeészetes kiilsé jellemz6i alapjan, illetve mérések mentén csoportositotta. Ot
tartjak a modern biologiai rendszertan atyjanak. Azonban volt egy igen fontos do-
log, amit § még nem vett figyelembe, ez pedig az evolicio. Az evolicios leszarmazasi
kapcsolatokkal foglalkozik a filogenetika. Az evolicio folyamatos, kiilonbozé tényezék
hatasara torténik, generaciorol generaciora torténik a mutacio, ez alapjan rajzolhato
a filogenetikai fa. Szakdolgozatomban ezt a fat és a rajta fejl6ds evolicios folyama-
tot mutatom be egy kicsit mélyebben, matematikai megkozelitéssel. A fa értelmezése
egyértelmi, igy arra nem térek ki, ezzel szemben a folyamat egészen elbonyol6dhat.

A dolgozat mésodik fejezetében ezeknek a folyamatoknak a definici6jardl és tu-
lajdonsagairol olvashatunk, illetve néhany konkrét példat is lathatunk. ([1, 2, 3, 4, 9])
A harmadik fejezetében az el6bb emlitett sztochasztikus folyamatok fejlédését 1at-
hatjuk majd a filogenetikai fan. (|6, 7]) Els6ként csak egy Brown-mozgas fejlédik a
fan és megfigyelhetjiik majd, hogy egyes egyedek kozott hogyan valtozik a korrela-
ci6 a kozos fejlodeés fliggvényében. Ezt kévetGen egy Brown-mozgés és egy Osszetett
Poisson-folyamat Osszegét tekintjiik, majd erre ugyanezt a korrelaciot vizsgaljuk
meg. Megnézziik azt is, hogy mi torténik akkor, ha az egyedek jellemzGire egy nem
folytonos fiiggvény van hatassal. A csoportok szétszakadésa — amit leginkabb kiil-

s6 tényezdk befolyasolnak — okozza a jellemz6k nem folytonos fejlédését, ezért lehet



indokolt a Lévy-folyamatok alkalmazasa Brown-mozgas helyett. Természetes kérdés-
ként vetddhet fel az, amikor példaul baktériumok elszaporodnak egy teriileten, akkor
az Ossztomegiik és korrelaciojuk, hogyan alakul. Erre a fejezet végén lathatunk majd
egy szimulacidt. A negyedik fejezetben ugyanezen folyamatok tobbdimenzios valto-
zataval talalkozunk és vizsgalataink, szimulaciéink is hasonléak lesznek egy nagyobb
fara, illetve 6sszevetjiik a két folyamat eredményeit. [10] Ennek a fejezetnek a végeén
egy érdekes algoritmusrodl olvashatunk, mely a Lévy-folyamat paraméter becsléseire,
illetve ugrasok detektaldsira ad egy modszert.

Az altalam megirt kodokat, melyek abraimat allitottak els, a [11] segitségével
irtam R-ben. Ebben talalhaté csomagok koziil az ,ape”, ,maps” és ,phytools” cso-
magokat hasznaltam, illetve a dokumentaciokban talidlhaté kodokat is segitségiil
hivtam. Az R kodot a fiiggelék tartalmazza, azonban a hosszisdga miatt csak a

legbonyolultabb modellre mellékeltem, ezt atalakitva a tobbire is adodik.
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1.1. abra. Evoltcios fa baktériumoktol az emlésokig [11]



2. fejezet
Lévy-folyamatok

Ebben a fejezetben arrél fogok irni, hogy mi is az a Lévy-folyamat illetve ismertetem
a kapcsolatat a korlatlanul oszthato eloszlasokkal. Majd lathatunk néhany példat
Lévy-folyamatra.|1, 2, 1]

2.1. Definicié. Az (Q, F,P) valdszintiségi mezdn értelmezett (By)i>o folyamatot

Brown-mozgdsnak nevezziik, ha a kovetkezd tulajdonsdgok teljesiilnek:
(i) By =0,

(i1) fiiggetlen novekményd, azaz By, — By, By, — By, -..,Bi, — By, _, figgetlenek
tetszdleges to =0 < t; <ty < ... <t, (n € N) esetén,

(1ii) staciondrius, tehdt By, — By, ,+n < B, — B, .,V h>0
(iv) minden t > 0-ra, B, ~ N(0,t) teljesiil,
(v) folytonos trajektoridji.

2.2. Definicio. Ugyanezen a valdszindségi mezdn értelmezett (Ny)i>o folyamatot \-

intenzitdsu Poisson-folyamatnak nevezziik, ha az aldbbiak igazak rd:
(Z) N() - 0,

(ii) figgetlen névekményd, azaz Ny — Ny, Ny, — Ny, .., Ny, — Ny, fliggetlenek
tetszdleges to =0 <ty <ty < ...<t, (n € N) esetén,

(iii) staciondrius, tehdt Ny, n — Ny, 4n 4 Ny, — N, ,,Vh>0



(iv) minden t > 0-ra, Ny ~ Poi(\t) teljestil,
(v) jobbrdl folytonos trajektoridji, balrol pedig létezik hatdrértéke.

Az el6bbi két folyamatot mér jol ismerjiik, tulajdonsagaikkal sokszor talalkoz-
tunk. E két folyamat kozos tulajdonsigai alapjan definialtak egy altalanosabb fo-

lyamatot, a Lévy-folyamatot.

2.3. Definicié (Lévy-folyamat). A fenti valdsziniiségi mezdn értelmezett (Li)i>o

folyamatot Lévy-folyamatnak nevezzik, amennyiben ez a négy tulajdonsdg teljesiil:
(Z) LO - 07

(i1) figgetlen novekményd, azaz Ly, — Ly, Ly, — Lyy, ..., Ly, — Ly, _, flggetlenek

n

tetszdleges to =0 <ty <ty < ...<t, (n € N) esetén,
(111) staciondrius, tehdt Ly, p — Ly, | +n < Ly, —L; ,,¥Yh>0
(iv) jobbrol folytonos trajektoridgi, balrol pedig létezik hatdrértéke,
(v) sztochasztikusan folytonos.

Bruno de Finetti 1929-ben bevezette a korlatlanul oszthato eloszlasokat és meg-
mutatta a Lévy-folyamatokkal vald kapcsolatat. Ez a kapcsolat ravilagit a Lévy-
folyamatok csaladjanak valtozatossagara. A korlatlanul oszthatosag definicidja tet-

sz6leges valoszintiségi valtozora értelmes, ennek definicidja emlékeztetdiil:

2.4. Definicié. Egy valds értékid & valoszindségi vdltozot korldtlanul oszthatonak

neveziink, ha minden n = 1,2,... esetén létezik eqy fiiggetlen, azonos eloszldsi va-
loszintiségi vdltozokbol dlle &, . . ., &, n SoTOZAL, Mmelyre

d
gzél,n—i_"'—i_gn,n-

Egy val6szintiségi valtozo korlatlanul oszthaté tulajdonsaganak megallapitasa-
hoz a karakterisztikus exponensét hivjuk segitségiil, azonban ezt mar csak a Lévy-
folyamatokra definidlom. Tegyiik fel, hogy L;-nek létezik karakterisztikus exponense
Vy(u) := log E(eLt). Ekkor L; korlatlanul oszthat6, ha minden n > 1 esetén létezik

az n valoszintségi valtozo karakterisztikus exponense ¢, (u), hogy
¥(u) = mpu(u), Vu€R.
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A Lévy-folyamat definiciojabol lathatjuk, az L; egy korlatlanul oszthato valoszi-
niiségi valtoz6 minden t > 0 esetén. Ez abbol kdvetkezik, hogy minden n = 1,2, ...
esetén

Lt = Lt/n + (LQt/n - Lt/n) +o A+ (Lt - L(n—l)t/n):

valamint kihasznalva, hogy az L folyamat fliggetlen névekményi és Ly = 0. Tegyiik

fel, hogy a karakterisztikus exponens minden ¢ > O-ra:
Uy (u) = log E(e™5).

Ebbe az egyenletbe behelyettesitve az el6z6 Osszefiiggést és a logaritmus azonossagait

felhasznalva azt kapjuk, hogy
mapy(u) = Pm(w) = 1¢mm(u).
A folyamat karakterisztikus fiiggvénye felirhatd exponensének segitségével
or,(u) = et (w)

Ha ezt a -t ismerjiik ¢ = 1-re, akkor ismerjiik az eloszlast minden ¢ idépillanatban.
Ugyanis ez meghatarozza a karakterisztikus fliggvényt minden mas t-re, az pedig

egyértelmien meghatarozza az eloszlast.
br, (1) = e = 4y (u) = Py (u),V t-re = ¢, (u),V t-re = eloszlas.

A korlatlanul oszthato eloszlasok és a karakterisztikus exponens kozotti kapcso-
latot teljes mértékben a Lévy—Hincsin-formula irja le. Egy adott korlatlanul oszthato
eloszldshoz megadhat6 egy L; Lévy-folyamat gy, hogy az L, eloszlasa éppen ilyen
lesz. Itt is csak a Lévy-folyamatra vonatkozd formulat hasznalom. (1] konyv 1.6
tétele)

2.5. Tétel (Lévy—Hincsin-formula Lévy-folyamatokra). Tegyiik fel, hogy o €
R, és p az R\ {0}-ra koncentrdlt mérték, gy hogy eleget tesz

/ (1A z*)p(dr) < oo -nek.
R
Ez a harmas definidlja minden u € R-re a
1 )
Y(u) = iau + 502u2 /]R (1 — " +iuxlljy <1 ) p(dr)

karakterisztikus exponenst. Ekkor eqyértelmiden létezik az (2, F,P) valdszintiségi me-

zon Lévy-folyamat melynek ez a v fligguény a karakterisztikus fiigguénye.
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A Lévy-folyamat tehat harom komponens 6sszege. Ez a harom komponens a drift

a), a Brown-mozgas (0?) és a tiszta ugré folyamat .
i

2.1. Lévy-folyamatok tulajdonsagai

Az aldbbiakban kiemelek néhany tulajdonsagot, [2| 6.9 és 6.11 fejezetébdl, melyek
fontosak lehetnek.

2.1.1. Markov-folyamat

Elsbb lattuk, hogy a Lévy-folyamat fliggetlen névekményt, ebbdl kifolyolag Markov-

folyamat is. Legfontosabb jellemzGje az atmenetvalészintiség:
P(s,z,t,B) = P(L(t) € B|L(s) = x).

A fiiggetlen stacionarius novekménytiségébdl adodik, hogy az s id6pontban az
x allapotban 16v6 folyamat ugyanigy fejlédik tovabb, mintha a 0 idépontban 0-bol
indulna (s-sel idében elére toljuk, és 0-bol z-be). Kiilonlegessége, hogy az atme-
netvaldszintiség Lévy-folyamatra tér-id6 homogén és megmutathatd, hogy a Lévy-

folyamatok az egyetlen ilyen jellemzG6vel rendelkez6 Markov-folyamatok:

P(s,z,t,B) = P(0,0,t — s, B —x).

2.1.2. Onhasonlosag

A Brown-mozgas eloszlasa megfelelen atskaldzva nem valtozik meg. Ezt a tulaj-

donsagot neveztiik onhasonlésagnak, mely Lévy-folyamatokra kiterjesztve:

2.6. Definicié. A Lévy-folyamat onhasonlo, ha megfelelden dtskdldzva eloszldsa

nem vdltozik, azaz létezik olyan b(a) figguény, hogy minden a > 0 valds szdmra
L)

2.7. Definicié (Stabilis eloszlas). Az X wvaldszintségi vdltozo stabilis eloszld-

s1, ha minden n-re teljesiil, hogy vdlasztva X1, Xo, ..., X, fliggetlen és X -szel azonos

eloszldasu valoszinidségi vdltozokat, ezek dsszegének eloszldsdra teljesiil, hogy
X1++XnNCnX+dna

ahol ¢, és d, megfeleld konstansok.
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2.8. Allitas. Ha L(t) dnhasonld Lévy-folyamat, akkor L(t) stabilis eloszldsii Vt-re.

Bizonyitas. Az L(t) egy Lévy-folyamat, ezért L(nt) = Y; + --- + Y, ahol ¥; a
Lévy-folyamat novekménye (i — 1)t és it kozott, amik fiiggetlen, azonos eloszlasuak
és L;-vel megegyezl eloszlasi. Ha L; 6nhasonlo is, akkor
L(nt)
b(n)

~ Lt'

A két egyenletbdl azt kapjuk, hogy

«, e,

O

2.2. Példak Lévy-folyamatra

Osszetett Poisson-folyamat

A biztositok altal alkalmazott folyamat, amikor az id6 fliggvényében kivanjak vizs-
galni az Osszkar értékét. [3]
Legyen N; egy A > 0 intenzitést Poisson-folyamat és legyenek &;-k egyméastol és

Ni-t6l is fiiggetlen, standard normaélis eloszlasi valoszintiségi valtozok. Ekkor az
Ny
Xt - Z 6757 t 2 0
i=1

folyamatot Gsszetett Poisson-folyamatnak nevezziik. Ez lathatjuk a 2.1 dbréan.

Merton-modell

A t6zsdei arfolyamatokban hirtelen nagy ugrasszerti valtozasok jelenhetnek meg,
melyek kiils6 hatasra keletkeznek. Ezek nehezen modellezhetSek, nem elég a Brown-
mozgas hozza, mert az folytonos trajektoriaju folyamattal irja le a részvényérat.
Az ugrasok megjelenitéséhez a Poisson-mértéket is be kell épiteni, tehat az arak
folytonos mozgasat hirtelen ugrésok szakitjak meg. Ezek az ugré difftzidos modellek,

mint példaul a 2.2 képen lathaté Merton-modell.
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2.1. abra. Osszetett Poisson-folyamat, A = 100 paraméterrel, standard normalis

eloszlast ugrasokkal

Merton modell
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2.2. abra. Merton modell, x = 0,5, 0 =0,75, A=1,5

Amennyiben tobb kiilonb6z6 arfolyamatot tekintiink, melyek valamilyen érte-
lemben kapcsolatban vannak egymassal, akkor ezek a folyamatok nem lesznek egy-
méastol fiiggetlenek. Erre egy példa a sztochasztikus korrelacio modellje, melynek

egy egyszertibb valtozatat az alabbiakban ismertetjiik. |9]
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Legyen X ésY két egymastol fliggetlen, standard normalis eloszlési valoszintiségi
valtozo. Ekkor
Z=rX++(1-r)Y ~N(0;1)

Ennek megfelelGen, vegyiink 5 arfolyamatot és egy t6liik fiiggetlen Brown-mozgast
By(t)-t. Melyet ha minden folyamathoz hozzaadunk, akkor a folyamatok kozott lesz

egy r korrelacio.

Ezt a 2.3 dbran lathatjuk r = 0;0.25;0.5;0.75 értékekre.

Az igy létrejott folyamatok kozotti korrelaciot szeretnénk megfigyelni, melyhez
1000 darab folyamatpért vizsgalunk és a koztiik 1évé korrelaciot becsiiljiik ponton-
ként, a beépitett cor() fiiggvénnyel. A folyamat egy konkrét ¢ idépillanatdban megfi-
gyeljiik a korrelacio fiiggését az r = 0;0.02;0.04; ... ;1 értékekre. A kapott értékeket

kirajzolva a 2.4 abran latjuk.

Lathato, hogy az r érték novekedésével a folyamatok kozotti korrelacio is egyre
novekedik. Tehat, ha két termék kozti kapcsolat névekedik, akkor az részvényarfo-

lyamatuk kozti kapcsolat is.
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3. fejezet
Filogenetikai fak

A bevezetésben mar emlitett filogenetikai fak olyan fak, melyek él6lények evolicios
kapcsolatat mutatjak be. Ez persze csupan hipotézisek alapjan késziil. A filogenetikai
fa elagazésanak mintazata tiikrozi, hogy a fajok vagy mas csoportok kozos torzsekbal
alakultak ki. Természetesnek tiinik az, hogy a fak esetében két faj szorosan kapcso-
lodik egymashoz, ha van egy kozvetlen kozos &se és kevésbé, ha csak egy korabbi
kozos Gsiik van. Felsenstein megallapitotta, hogy egymassal kapcsolatban allo él6lé-
nyek nem fiiggetleniil fejlédnek egymastol. Kozos evoliciojukat jol megfigyelhetjiik
a filogenetikai fak segitségével. [0, 7]

3.1. Brown-mozgas a filogenetikai fakon

A jellemvonasok folyamatos fejlédésének modellezésére széles korben hasznaljak a
Brown-mozgést, mint példaul a testtomeg-fejlédés vagy a gének informéacié 6rékls-
dése. Azt feltételezziik, hogy egy vagy t6bb tulajdonsig e szerint a sztochasztikus
folyamat szerint fejlgdik a fa minden agan. Ezt szemlélteti jol a [3] cikkben talalhato
3.1 abra.

Els6ként tekintsiik azt a modellt, melyben egyetlen tulajdonsag szerint vizsgaljuk
a fejlédést, azaz az egy valtozos esetet a 3.2 dbra segitségével.

Legyen B(t) Brown-mozgas, melyre B, (0) ~ N(0,0?) teljesiil. A 0 id6ponthol
kiindulva a folyamat ¢; id6 alatt a v; pontba érkezve B, (t;) ~ N(0,02(t; — to))
eloszlasu. Ennél a pontnal bekévetkezik egy mutacio és a folyamat elagazik. A vy és vy

csicsokban megfigyelt értékek méar nem fiiggetlenek egyméastol, mert a fa gyokerétsl
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(a) A phylogenetic tree. (b) Trait value evolution.

3.1. abra. Jellemvonas fejlédése BM szerint 8]

a vy pontig kozosen fejlédtek, ahogy az a 3.2 4bran is latszik.

v2
t4

w7
t1

vi
t3

* v5
t0

vd
6

vib
t2

t5
v3

3.2. dbra. A filogenetikai fa

Az elagazas utan t3 id6vel a folyamatunk B, (t3) ~ N(0,02(t; + t3)), a va-ben
pedig B,,(ts) ~ N(0,0%(t; + t4)). Ez tehat tekinthets két folyamatnak, amiknek
van kozos résziik, ezért nem fiiggetlen folyamatok. A folyamatok t3 és t4 idépontbeli

kovarianciamatrixa a kovetkezd lesz:

ty +t3 t1
t ty +ty

o%(t; + t3) oty
02t1 0'2(t1 + t4)

— g2

A C kovarianciaméatrix n darab faj esetén n x n-es, szimmetrikus és f6atlojaban azok

az értékek szerepelnek, melybdl kiolvashato, hogy az ahhoz tartozo levél (egyed)
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milyen tavol van a gyokért6l. Ebbdl kitalalhato, hogy a féatlon kiviili elemek azt az
id6hosszt jelolik, mely alatt a két egyed kozosen fejlédott a kezdGponttol. Az el6z6

fa teljes kovarianciamatrixa tehét:

U1 U2 U3 V4
v | T+ 13 t1 0 0
Uy t1 t1+ 14 0 0
U3 0 0 to + 15 12
Uy 0 0 12 to + g

P

gom hasznalni.

Az el6z6t6] eltéréen most tekintsiink csak harom egyedet. A pbtree() nevi fiigg-
vénnyel épitett 3 leveld fa, mely két belsé pontot tartalmaz és T' = 100 idépillanat
alatt figyeljiik meg a fejlédést. A tovabbiakban a Brown-mozgéas jel6lésénél a t-t6l
valo fliggést nem irom ki az egyszeriiség kedvéért.

A feladatunk tehat, hogy a fa végpontjaiban megfigyelt értékek korrelacios e-
gyiitthatojat szamoljuk ki. Azért erre a mérGszamra vagyunk kivancsiak, mert leg-
tobb esetben nem ismerjiik a filogenetikai fa alakjat illetve azt sem, hogy mi az az
id6pillanat amikor egy mutécié kovetkezhetett be. Brown-mozgas esetén ezt egysze-
riibb vizsgalni, azonban a késébbiekben ez nem lesz nyilvanvalo.

A 3.3 (b) dbran 1év6 fa variancia- kovariancia matrixanak kiszamitasahoz a vcv()

fiiggvényt hivom segitségiil, mely az alabbi matrixot adta eredményiil:

U1 Uy U3
vi 100 0 0

ve 0 1.00 0.24
vs 0 024 1.00

Itt lathatjuk, hogy a vy és v3 cstuicsok 24-edik idépillanatig fejlédtek kozosen ezért
a korrelaciojuk 0,24. Ennek a beépitett fiiggvénynek a hatranya, hogy csak Brown-
mozgasra szamol korrelaciot. Ahhoz, hogy a késGbbiekben is tudjunk korrelaciot
szamolni bonyolultabb Lévy-folyamatok esetén, tekintsiik a 100 kiilonb6z6 futtatés-
bol nyert végpontbeli értéket és ezek tapasztalati korrelaciojabol kapunk egy becslést
az eredeti korrelacios egytlitthatora. Ezzel a modszerrel kapott métrixban az egymas-

t0l fliggetleniil fejléds egyedek tapasztalati korrelacios egyiitthatoja -0.104, 0.085,
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Brown-mozgas szimulacidja a filogenetikai fan
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3.3. dbra. Brown mozgés fejlodése a filogenetikai fan

ami elfogadhatonak tekinthetiink. Itt 0.21 a korrelacios egyliitthato, azaz a 21-edig
idépontig fejlédott kozosen, ami egészen jo becslés egy olyan fejlgdési folyamatra,

ahol nem lehet pontosan meghatarozni egy elagazas pontos idejét.

U1 ) U3
vy 1.00 -0.104 0.085
ve  -0.104  1.00  0.209
vg  0.085 0.209 1.00

A kérdés, ami felvetddik, hogy a kozosen fejlédott egyedek elagazasi id6pontjatol,
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hogyan fiigg a korrelacids egylitthato. Azt varjuk, hogy ha példaul 10-edik id&pontig
fejlédnek kozosen, akkor 0.10 koriili, ha a 80-adik id6pontig, akkor viszont koriilbeliil
0.8 lesz a korrelacios egyiitthato. Ennek vizsgalatahoz készitettem a 3.4 4brat. Ezen
latszik, hogy a varakozasainknak megfelelGen, egy linearis trenddel rendelkezé gérbét
kapunk. Az abran el6fordul6 egyenestdl vald kilengések annak koszonhetéek, hogy
amig rovid kevés id6 telik el az elagazasig, addig a tapasztalati korrelacioban a
véletlen kilengések jatszanak nagyobb szerepet. Ugyanakkor azt is latjuk, hogy a

gbrbe vége latszolag rasimul az egyenesre.

Korrelacio az elagazas fiiggvényében
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3.4. dbra. Brown-mozgasbol szimulalt korrelicié az eldgazas fiiggvényében
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3.2. Lévy-folyamat a filogenetikai fakon

A Lévy-folyamatok alkalmazasa a biologidban szdmomra els¢ hangzasra kiilonosnek
tlint, azonban utana olvasva mér teljesen észszerti. Bevezetésére azért keriilt sor mert
a fejlédési folyamatban elGfordulé hirtelen, ugrasszert valtozasok leirasat jol kove-
ti a Lévy-folyamat. A folyamatban egy-egy ilyen ugras megjelenése, a filogenetikai
faban egy-egy elagazast jelent. A vizsgalt jellemzé lényeges eltérése a korabbi alla-
pottol mar indokoltta teszi, hogy ezen a kiilonleges folyamat mentén vizsgalodjunk.
Az abraimon ez az ugras nem minden agon jelentkezik majd a késGbbiekben sem.
Ennek oka, hogy egy teriileten ugyanazon jellemz§ szerint fejléds allatok koziil né-
hany elvandorol élelemhiany miatt, vagy mas teriileten is feltiinnek 4j baktériumok
hordozok &altal. Ekkor az j kornyezeti tényez6k masképpen hatnak rajuk, mig az
eredeti kornyezetben maradt él6lények fejlédnek tovabb az addigi folyamat szerint.
A kovetkezd szimulaciok soran ezt a modellt fogom alapul venni. [7]

Az el6z6 fejezet 3.3 (b) 4brajan 1évs fan nézziink egy olyan Lévy-folyamatot,
mely egy 0.05 szorasnégyzetd Brown-mozgas és egy A = 0.11 paraméterd Osszetett

Poisson-folyamat 6sszege.

Lévy-folyamat szimulacidja a filogenetikai fan
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folyamatok
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3.5. dbra. Lévy-folyamat fejlédése a fan, o = 0.05, A = 0.11

A 3.5 képen lathato folyamat végpontbeli értékei kozti korrelacio kiszamitasahoz
az el6z6 fejezetben megismert modszert fogom hasznalni. Ezen modszer segitségével

a kovetkezd variancia-kovariancia matrixot kapjuk:
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U1 U2 U3
vy 1.00  -0.048 0.11
vy -0.048 1.00 0.21
vy  0.11 0.21  1.00

Erre a folyamatra nincsen Osszehasonlitasi alapunk, az egyetlen érték amit dssze
tudunk vetni az a vy és vy csticsok korrelacidja. Fzzel a modellel, ha egy kicsivel
is de pontosabb értéket kaptunk, azonban ez az aktudlis futtatasi erdményeknek is
,koszonhets”.

Nézziik meg most azt, hogy mi torténik akkor, ha a kiilonb6z6 elagazasi idépon-

tok fliggvényében vizsgaljuk a csticsok kozti Osszefiiggést.

Korrelaci6 az elagazas fiiggvényében
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3.6. dbra. Korrelacio fiiggése az elagazas id6pontjatol Lévy-folyamatra

Itt is eredményiil kapjuk a vart lineéris trenddel rendelkez6 gorbét, mint az el6z6
fejezetben. Az egyenest6l valo eltérések ugyanannak a véletlen sorsoldsi hibaknak
tudhatok be. Arra a logikus kovetkeztetésre jutunk az abrakbol, hogy minél tovabb
fejlédnek kozosen az egyedek, annal nagyobb az 6sszefiiggés a vizsgalt tulajdonsagaik
k6zott.

A két gorbét Gsszevetve a 3.7 abran, kékkel a Brown-mozgas futasi eredménye
lathato, pirossal pedig a Lévy-folyamaté. Valojaban egészen hasonlo eredményeket

kapunk, talan a Lévy-folyamat kilengései laposabbak a 20-adik idépillanattol kezdve.

Az eddigi vizsgalataink akkor valnak igazan érdekessé, ha a folyamatoknak vala-

milyen fiiggvényét nézziik. Ennek a fliiggvénynek a jelentése lehet példaul az, hogy ha
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Korrelaci6 az elagazas fiiggvényében
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3.7. dbra. Korrelacio fiiggése az elagazas id6pontjatol mindkét folyamatra

élélények azonos helyen élnek, akkor a kiilsG tényez6k hogyan hatnak rajuk. Olyan
fiiggvényt is tekinthetiink, ami nem folytonos, mint példaul az indikator fiiggvény.
Ez tulajdonképpen azt jelenti, hogy a vizsgalt egyedek jellemz6i elérnek-e egy adott
szintet. Vajon ilyen fiiggvények esetén is ugyanolyan nagysigi marad az Gsszefliggés,
vagy teljesen més eredményt kapunk?

Most az utébbi fiiggvényt alkalmazzuk a folyamatainkra. A folyamatunk 0.05
szorasi egy Brown-mozgas és egy A = 0.111 paramétert Osszetett folyamat osszegé-
b6l all most is, a = 0.1 pedig legyen az a szint, amit el kell érnie a jellemzének. A

kapott eredményt ugyanigy 100 futtatésbol szamitjuk.

Korrelacié az elagazas fiiggvényében
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3.8. abra. Indikator fiiggvény hatéasa a korrelaciora Lévy-folyamat esetén
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Ebben az esetben az ingadozésok sokkal nagyobbak, mert itt feltehetGen nem
minden egyes futas ugyanazon idépontjaban éri el a megadott szintet. Kisebb korre-
lacio figyelhet§ meg azoknél az id6pontbeli elagazasoknal is, melyek majdnem végig
kozosen fejlédtek. (3.8 abra) Igy tehat, ha példaul egy egyed testtomege elér egy
bizonyos szintet, akkor kevésbé valoszint, hogy a mésik egyed testtomege is eléri azt
a szintet.

Testtomeggel kapcsolatos vizsgélatunk folytatasdhoz azt nézziik meg, hogy egy
fejlédeési szakasz alatt egy-egy egyed testtomegének kumulélt Osszegét tekintjiik a
végpontokban, majd ezek korrelaciojat hasonlitjuk ossze. Természetesen ennek em-
16s6k esetén nem sok értelme van azonban, ha egy teriileten elszaporodd baktériu-
mokat (akdr bogarakat) vizsgalunk, akkor azok Ossztémegére vonatkozd kivetkezte-
téseket vonhatunk le. Ezt szemlélteti a 3.9 abra. Ezen jol kivehet&en latszik, hogy az
Osszefiiggés joval magasabb, mint amikor fiiggetlen névekménytek voltak a folyama-
taink. A kumulalt 6sszegben t6bbszorosen megjelenik egy részosszeg, igy persze nem
varhatjuk a linearis trenddel rendelkez6 novekedést. Az abrarol leolvasva, a 0.75-0s
korrelacios egyiitthatos értéket mar eredményiil kapjuk akkor, amikor a folyamatunk

csak a 30-adik iddpillanatig fejlodik kozdsen.
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3.9. 4bra. Kumulalt 6sszegek korrelacioja a folyamat elagazasanak fiiggvényében

A kovetkezd fejezetben hasonld elemzéseket fogunk latni egy nagyobb filogeneti-

kail fan.
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4. fejezet

Tobbdimenzids folyamatok

Legtobbszor nem csak egy karakter fejlédését szeretnénk vizsgalni, hanem tobb jel-
lemz&ét is egyszerre. Azonban nem csak az egyedek kozott allhat fenn korrelacio,
hanem a jellemz6k kozott is. [10]

A t6bbdimenzios folyamatainkat az alabbi paraméterekkel tudjuk leirni. Elséként
van egy a vektorunk, mely r darab karakter varhato értékét tartalmazza és egyben

ez a vektor a kezd6pontja az r dimenzios folyamatunknak
a = [m1(0),mz(0),...,m,(0)].

A mésik paraméteriink az R variancia-kovariancia matrix, melynek fgatlojaban a

karakterek paraméterei, azon kiviil pedig a jellemz&k kozti korrelaciok vannak.

2
0'1 12 ... O1r
2
021 Oy ... O9p
R =
2
Or1 .- g,

A tobbdimenzids folyamatok esetében, amikor mar a jellemzd&k kozti korrelaciot
is vizsgaljuk, akkor ezt az R matrixot az el6z6 fejezetben bemutatott C' variancia-
kovariancia matrixszal kell szorozni. Ez a C'x R méatrix lesz a tébbdimenzio6s folyamat
varianciakovariancia métrixa.

Az el6z6 fejezetben megismert Lévy-folyamat fejlédését fogom Gsszevetni a
Brown-mozgéassal egy 6 egyedbdl all6 fan, azonban a Lévy-folyamatunk talan jobban
lefedi a valosagot azzal, hogy tobb ugras jelenik meg a faban. A 4.1 abran lathato

a fa, amin a folyamataink fejlédnek, el6z6hoz hasonléan T' = 100 idGpillanatig. A
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folyamatok pedig most is hasonlé paramétertiek, mint az el6z6 fejezetben: a Brown-
mozgas 0 varhato értéki és 0.01 szorasu, a Lévy-folyamatban 0.01 szérdsi Brown-
mozgds és egy A = 0.111 paraméterd Osszetett folyamat Osszege all. Ezeket a 4.2-n

latjuk kirajzolva.

VG

v1l

v5

v10

v

.v?

v3
v9

v2

v8

vl

4.1. abra. Filogenetikai fa 6 levéllel, T=100 id6pontig

Elgszor a v; (i = 1...6) cstcsok variancia-kovariancia matrixat tekintsiik még-
hozz4 gy, hogy a fa mindkét f6 4ga” a 32-edik id&pillanatban 4gazik el.

Igy azonban elég nehéz dsszehasonlitani csak a matrixok alapjan a modszereket,
ezért mérészamként a matrix elemeinek abszoliutérték Gsszegét veszem. A beépitett
fiiggvénnyel szamolt matrixra ez a mérdszam 13.1, a tapasztalati modszerrel szamolt
matrixra 12.2 értéket kaptam. Az eltérés abbol is adédhat, hogy az eredeti faban
nem ugyanabban az idépillanatban agaznak el a folyamatok mindkét 4gon. Ugyan-
akkor a végpontbeli korrelaciot ez nem biztos, hogy befolyédsolja, ezt lentebb latni
fogjuk. Mivel az R csomagban talalhato fliggvény csak Brown-mozgasra szadmol mat-
rixot, igy a Lévy-folyamatra ezt nem tudjuk Osszehasonlitani, azonban ez az érték
10.92. Az, hogy kisebb értéket kaptunk nem csak a véletlen generalasbol adodhat.
Kovetkezhet ez abbol is, hogy kiilonb6z6 eloszlasbol generalt értékeket adunk Gssze
minden idGpillanatra, igy intuitivan kisebb korrelaciot is varnank.

Az el6bb latott folyamatokra most nézziik meg azt, hogy hogyan viselkedik a vég-
pontokban megfigyelt értékek korrelacioja az elagazasok idépontjatol fiiggden. A 4.3
abran a vy és vz csicsok korrelaciojat lathatjuk. Kék szinnel a Brown-mozgésbol

szamolt korrelacio, pirossal pedig a Lévy-folyamatra vonatkozé korrelacio van fel-
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U1 Vg V3 Uy Us Vg

v; 1.00 041 0.26 -0.05 0.11 0.01
v 041 1.00 0.39 -0.08 0.16 0.01
vs 026 039 1.00 0.10 0.16 0.001
vy -0.05 -0.08 0.10 1.00 0.24 0.41
vs 0.11 0.16 0.16 0.24 1.00 0.91
v¢ 0.01 0.0 0.001 041 091 1.00

Brown-mozgas variancia-kovariancia matrixa

U1 Vo U3 Uy Us (%3

vy 1.00 031 0.36 0.03 0.04 0.07
vy 0.31 1.00 048 0.03 -0.02 -0.01
vs 0.36 0.48 1.00 -0.05 -0.01 -0.03
vy 0.03 0.03 -0.05 1.00 0.24 0.19
vs 0.04 -0.02 -0.01 024 1.00 0.88
vg 0.07 -0.01 -0.03 0.19 088 1.00

Lévy-folyamat variancia-kovariancia méatrixa
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Brown-mozgas szimulacidja a filogenetikai fan
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(a) Brown-mozgas fejlédése a filogenetikai fan

Lévy-folyamat szimulaciodja a filogenetikai fan
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(b) Lévy-folyamat fejlsdése a filogenetikai fan
4.2. abra
tiintetve. Itt jol lathato, hogy Lévy-folyamattal szimulalt korrelacios egyiitthatokra

végig kisebb értékeket kapunk, tehat ha az el6bbi matrix mérGszamot minden egyes

id6pontra kiszamolnank kisebb értékeket kapnank.

Az abra els6 felén magas korrelaciot lathatunk, amit azért kapunk mindkét fo-

lyamat esetén, mert a folyamat eldgazasi id6pontjai az 49-edik id6pillanatig végig
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Korrelaci6 az elagazas fiiggvényében
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4.3. abra. Brown-mozgasbol és Lévy-folyamatbol szimuldlt korrelaci6 az elagazas

fiiggvényében a v, és v csticsokon. Kékkel a Brown-mozgas, pirossal a Lévy-folyamat

iteralnak 1-t6l egészen 49-ig. (4.3 abra) Amint ezt az idGpontot elértiik, onnantol
ugyanigy viselkedik a fa és a folyamataink is, mint a kisebb fa esetében. Ebbél
adodoan érthetd, hogy amig nem érjiik el azt az iddpillanatot addig a korrelacio
kozel ugyanakkora lesz. Bz megmagyarazza az el6bbi gyaninkat, hogy az elsG elaga-
zas idGpontjaban 1év6 valtozas nincs hatéassal a kiilonbségre. Az eltérés csokkentése
leginkabb a minta elemszam novelésével érheté el.

Hasonlé a helyzet a vy és vg csticsok kapcsolatanal annyi eltéréssel, hogy az
eredeti faAban a 92-edik id6pontig fejlédtek kozosen. A 4.4 képen lathatjuk ezt, szinte
végig 0.9 koriili értékeket kapunk, csak a végén indul el némi novekedés. Azt is
megfigyelhetjiik itt, hogy az el6z6 fejezetben a 3.7 abran, ahogy kozeledtiink a 100-
adik idgpillanathoz egyre ,simabbnak” lattuk a goérbét, azonban hasonl6 kiugrasok

fordulnanak el ott is, ha ranagyitanank.

Ahogyan azt el6bb is tettiik, kovetkezzen most az a szimulacid, amikor az in-
dikator fiiggvényt alkalmazzuk a T" = 100-adik pillanatban megfigyelt értékekre és
ugy tekintjiik a korrelaciot. A 4.5 4bran hasonlod hatas figyelheté meg a vy és wvs
csucsok esetében, mint korabban a kisebb fanal. Amig nem érjiik el a masodik el-
agazas iddpontjat, addig a korrelacio kozel ugyanakkora, mintha nem alkalmaztuk
volna a fliggvényt, azt kovetGen pedig kisebb korrelaciot kapunk ugyanazon okokbol

kifolyolag.
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Korrelaci6 az elagazas fiiggvényében
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4.4. dbra. Kékkel a Brown-mozgéas, pirossal a Lévy-folyamat lathato. Korrelacio a vs

és vg csucsokra.

Korrelacié az elagazas fiiggvényében
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4.5. abra. Indikator fliggvény hatésa a korrelaciora vy és vz csticsokon

Kivancsisagbol nézziik meg, hogy mas torténik-e, ha a vy és vg csiicsokban 16vé
értékekre alkalmazom a fliggvényt. A 4.6 képen latjuk, hogy a gorbe lefelé tolodott,

kisebb a korrelaci6 és az ingadozasok is nagyobbak a 4.4-hez képest.

Utolso szimulacioként tekintsiik meg a kumulalt 6sszegek korrelaciojat ugyanezen
csucsokra. Ebben az esetben azt varjuk, hogy a folyamatok amig kézdsen fejlédtek,
addig kiilénosebb valtozas nem torténik a gorbe trendjében. Azt kovetGen pedig a

véletlen hibdk altal okozott kilengésektdl eltekintve, egy monoton névekedd gérbét
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Korrelaci6 az elagazas fiiggvényében
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4.6. abra. Indikator fiiggvény hatésa a korrelaciéra vs és vg csiicsokon

kellene kapnunk.

Kumulalt 6sszeg korrelacidja az elagazas fiiggvényéeben
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4.7. abra. Kumulalt 6sszeg vizsgalata a vo és v3 csticsokra

A 4.7 4bran a vart eredményt kapjuk, azonban érdemes figyelni arra, hogy az
y tengely 0.7-nél kezdddik. Tehat magasabb korrelaciot kaptunk, mint 4.4-nél a
részosszegek tObbszori megjelenése miatt. Eddigi megfigyeléseink alapjan, ugyanezt
a vizsgélatot a vs és vg csticsokra nem érdemes megfigyelniink, ugyanis abban az
esetben folyamataink ¢t = 92 idépontig azonosak. Igy mar a kumulalt dsszeg nélkiil
is magas korrelaciot kaptunk, azzal egyiitt még nagyobb Osszefiiggést kapnénk és az

utols6 8 megfigyelt id6pontban jelenne meg tovabbi névekedés a gérbénken.
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Kitekintés

Az eddigi vizsgalataim soran a folyamatokat tetszGleges paraméterek mellett fut-
tattam. Illetve a felhasznalt irodalomban taladlhaté paraméterekt§l nem vagy kis
meértékben tértem el. Ennek hatranya azonban meg is mutatkozik a 4.2 (b) abrajan,
mert a folyamat megfigyelt ideje alatt lattunk to6bbszor is nagyobb ugrasokat. Azon-
ban a fa elagazasai ezt nem kdvetik, nem ugyanazokban az idGpillanatokban agazik
el a fa, ahol nagyobb ugrasok lathatdak. Természetesen felvetédik a kérdés, hogy
mikor tekintiink egy valtozast akkora volumeniinek, hogy azt egy evolicios lépésnek
vehessiik és a fa abban a pillanatban eldgazzon. Landis a |7] cikkében ezzel kiilon
foglalkozik, ugyanis kiillonb6z6 Lévy-folyamatokkal modellezi a megfigyelt adatokat
és a folyamatok paramétereire probal egy becslést késziteni. [10]

Az eljaras a Bayesi megkozelitést alkalmazza arra, hogy a Lévy-folyamat fejl6-
dését vizsgalja a filogenetikai fan. Legyen p(6) az a priori eloszlasa a Lévy-folyamat
paramétereinek, L(D|0) pedig a likelihood-fiiggvénye a megfigyelt adatainknak a 6

paraméter mellett. Kivancsiak vagyunk az a posteriori eloszlasra, azaz
p(0|D) o< L(DI0)p(0).

A likelihood fiiggvény kiszamolasahoz Felsenstein ,pruning algoritmuséit” hasznal-
ja fol. Melyet, egy példan keresztiil konnyebb lesz megérteni. Tekintsiink egy hat
egyeddel rendelkezs fat, melynek minden csticsan a vizsgalt karakter a 0, 1 vagy 2

értékeket veheti fol, mint a 4.8 abrén.
Az algoritmus a kévetkezd:

1. Azt toltjiik ki, hogy milyen valdszintiséggel veszi {6l az adott értéket a leveleken

a folyamat.

2. Megkeressiik azt a kdvetkezs csticsot, amelyiknek minden leszarmazottja levél.

Ha t6bb ilyen van egyet valasztunk.

3. A 2. pontban kivéilasztott csticshoz a leszarmazottainak segitségével, a feltéte-

les likelihood modszerével szamoljuk ki a karakter értékek valoszintiségét.

4. Az el6z6 szamolast ismételjiik, olyan sorrendben haladva végig a csiicsokon,

hogy a leszarmazottakhoz tartozo valoszintiségek méar ismertek legyenek.
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Species A B c D E F

Character state at tips 0 1 0 2 2 1

IIOlQ.DlOO‘ ‘0.{.‘||.0\0.0‘ ‘10‘0.U|0.0‘ |0.0|0.0|10| |00|00|1.0‘ |00|1.0|D.D|

4.8. abra. Minden cstics, harom négyzetében a valoszintiségekkel [10] 8.4A abra

5. Kiszamitjuk a valoszintiséget az egész fan, a fa gydkerében lévs allapotok fel-

tételes valdszintiségével.

A 3. pontban talalhaté feltételes likelihood az, ami az algoritmus gerincét al-
kotja és az alabbi képlettel szdmol, ha az ¢ csicsban szeretnénk meghatarozni a
valoszintiségeket annak mar ismert j és k leszarmazottai alapjan.

Tekintsiik az (X;);~o Lévy-folyamatot és az i-edik pillanatban a folyamat értéke

legyen y;, ekkor
Li(yi16) = ( B, =uilxo= y»Lj(yjre)dyj) 9
( JEE y»Lk(ykrmdyk) | (4.1)

Itt a t; és t, annak az agnak a hossza, ami i-b6l j-be és k-ba vezet. Az L;(y;)
pedig azt mondja meg, hogy mennyi annak a valdsziniisége, hogy a hatralévs rész-
ben a j és k csicsokig azt a folyamatot kapjuk, ami a megfigyelt adatunk. A j és k
pontbeli allapotra irjuk fel a teljes valoszintiség tételt, majd ezek szorzataval meg-
kapjuk a kivant valoszintiséget. A szorzas azért alkalmazhatd, mert ¢ utan elagazik
a folyamat, tehat fiiggetleniil fejlédnek. Mivel folytonos karaktervaltozast is vizsgal-

hatunk, ezért végtelen sok kimenetele lehet az y; és y;, értékeknek, tehat Osszegzés
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helyett integralunk a megfelel6 mérték szerint.

Az algoritmust folytatva eljutunk az Lo(yo|f) valosziniiségekig. A likelihood-
fiiggvény meghatarozasidhoz a gyckérnél feltessziik, hogy egyenletes eloszlasu a priori
eloszlasa van az y, értéknek, tehat az 0sszes lehetséges értékre azonos stlyt helye-
ziink:

L(D|p) = / " Lo(yol9)dye. (1.2)

o0

Azonban a 4.1 és a 4.2 integralok a legtobb Lévy-folyamatra kiszamithatatlanok,

ezért csak kozelitéseket hasznélnak.
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5. fejezet

Osszefoglalas

Az egyik legismertebb evoliicios elmélet, melyet taldn mindannyian ismeriink Charles
Darwintoél szarmazik, amit mar az 1800-as évek kozepén publikalt. Azéta folyamatos
fejlédés alatt volt a biologia ezen aga is, melyet az motivalt, hogy karakterek és
egyedek (egyiittes) valtozasat kovessiik matematikai eszkozok segitségével is.

Az 6sszehasonlitd biologia egy kis keretein beliil megismerkedhettiink a Brown-
mozgas és egy bonyolultabb Lévy-folyamat valtozasaival. Vizsgalataim legfGképp az
egyedek kozt fennéllo kapcsolaton alapultak. Lattuk, hogy az egyedek kozti korrela-
cio linearisan valtozik az eldgazés id6pontjatol fiiggden. Tehat a szimulalt adatokbol
is azt az informéaciot kaptuk, hogy minél tovabb fejlédnek az egyedek kozosen annél
inkdbb hasonlitanak egymasra. Ez a linearitas fennallt akkor is, amikor az indikator
fliggvény hatasat vizsgaltuk az adott jellemzdére. Abban az esetben is megtartot-
ta ezt a tulajdonsagot, ha a kumulalt 0sszeget tekintettiik, annyi valtozassal, hogy
magasabb korrelaciot kaptunk.

Az én el6zetes varakozasaimnak megfelelt az az eredmény is, amikor a nagyobb
fan vizsgaltuk ugyanezeket a folyamatokat és az 6sszetettebb Lévy-folyamat esetében
kisebb tapasztalati korrelacids egyiitthatokat kaptunk.

Végiil megismertiink egy bonyolult de annal hasznosabb algoritmust, a
Felseinstein-féle ,pruning” algoritmust. Ez akkor lehet hasznunkra, ha vannak ada-
taink élslényekrol vagy gének mutaciojaval kapcsolatban tarolunk adatot. Ezekre az
adatokra igen nehéz illeszteni folyamatot, ami a rovid idén beliil lezajlo, nagy ug-
rasszert valtozasokat koveti. A folyamatok bonyolultsaga miatt azonban nem lehet
pontos valaszt adni, hogy mekkora paramétereket ad az algoritmus valaszul, ezt is

csak kozelitéssel kapjuk meg.
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6. fejezet

Fuggelék

#fugguenyek , melyek a folyamataimat allitjak elo
##Brown—mozgas
set.seed (123)
BVEfunction (mu, sigma , T,N){
h=T/N
t—=(0:T) /N
X=rep (0 ,N+1)
X[1]=0
for (i in 1:N){X[i+1]=X[i]+muxh+tsigmaxsqrt (h)*rnorm(1)}
return (X)

}

##0sszetett Poisson—folyamat
PPgen—=function (lambda){
Y=0
Sum=0
flag=0
while (flag==0){
E—=log (runif(1))
Sum=Sum+E
if (Sum < lambda) {Y=Y+1} else {flag=1}
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return (Y)

CPP=function (lambda, mu xi, sigma xi, T, N) {

h=T /N

t=(0:T)/N

Z=rep (0, N+1)

F=rep (0, N+1)

I-rep (0, N)

Z[1]=0

for (i in 1:N) {
I[i]|=PPgen(hxlambda)
if(I[i|==0){F[i]=0} else {F[i]=mu xixI[i]+

sqrt (sigma_ xi)*sqrt(I[i])s*rnorm(1)}

ZIi+1)=Z|i]|+F]|i]}

return(Z)

##Merton—modell
Merton=function (mu, sigma ,lambda ,mu xi ,sigma_ xi ,N, T) {
h=T/N
t=(0:T)/N
X=rep (0, N+1)
F=rep (0, N+1)
I-rep (0, N)
X[1]=0
for (i in 1:N) {
I[i|=PPgen(hxlambda)
if(I[i]|==0){F[i]=0} else {F[i]=mu xixI[i]+
sqrt (sigma xi)*sqrt(I[i])s*rnorm(1)}
X[i+1]=X][i]+muxh+sigmaxsqrt (h)*rnorm(1)+F[i]}
return (X)

##szimulaciok a kisebb meretu fahoz
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##nagyobb fara a folyamataim
set.seed (1234)

t2 <— 100 # total time

n2 <— 6# total taza

b2 <— (log(n2) — log(2))/t2

fafa<—pbtree(b = b2, n = n2, t = t2, type = "continuous")
plotTree (fafa)

fafa$edge

fafa$edge.length

Mt<—fafa$edge

Mt<—cbind (Mt, fafa$edge.length)

gyt<—fafa$edge|, 1] %in% fafa$edge|, 2|*1 ##ez 0 ha gyoker
Mt<—cbind (Mt, gyt)

colnames (Mt)<—c(’szulo’, ’gyerek’, ’hossz’, ’gyoke’)
sam<—matrix ()
a<—c ()
b<—c ()
h<—c ()
for (i in 1:nrow(Mt)){
if (Mt|i, gyoke’|==0){(a<—c(a,Mt|i, gyerek’])) &

(b<—c (b, Mt[i, "hossz’]))}

sam<—rbind (a,b)
for (i in 1:length(fafa$tip.label)){
g|i]<—length(nodepath(fafa )[[i]])
if (length(nodepath(fafa)[[i]])==max(g)){h<—
c(h,nodepath (fafa)|[[i]][max(g)—1])}

}
h<—unique (h)
l<—c ()
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for (i in 1l:nrow(Mt)){

if (Mt[i, gyerek’] %in% h){l<—c(l ,Mt[i, ’hossz’])}
1
sam<—rbind (sam, |

)
rownames (sam )<—c( ’gyerek’, "hossz’,’17)
(

c
colnames (sam)<—c (1:ncol(sam))
Dhossz2<-—matrix (0, 100, nrow(fafa$edge))
colnames(Dhossz2 )<-Mt|, "hossz |
for (j in 1:nrow(Dhossz2)){
for (i in 1l:nrow(Mt)){
if (Mt|i, gyoke’|==0 & Mt|i, "hossz ’|!=100) {
Dhossz2[j,i]=j}
else if (Mt[i, gyoke’|==0 &
Mt[i,  hossz’|==100) {Dhossz2[j,i|=100}
else if (Mt[i, szulo’|== sam|’ 'gyerek’ ,1| &
j<sam| "hossz’ ,1|+Mt[i, "hossz’|){ Dhossz2[j,i]|<—
(Mt[i,  hossz ’|+sam|  hossz’,1]—j)}
else if (Mt|i, 'szulo’]== sam]|’gyerek’ 2| &
j<sam| "hossz’,2|+Mt|i, "hossz’|){ Dhossz2|j,i|<—
(Mt[i, hossz’'|+sam| "hossz *.,2]—j)}
else if (Mt|i, 'szulo’]== sam|’gyerek’ 1| &
j>=sam| "hossz’ ,1|+Mt[i, "hossz’|){Dhossz2[j,i|<-1}
else if (Mt[i, szulo’|== sam|’ 'gyerek’ ,2| &
j>=sam| "hossz ’,2|+Mt|i, "hossz ’|){ Dhossz2[j,i|<-1}
else if (Mt[i, ’szulo’|==h|[1] & Mt[i, 'szulo’|!=
sam | gyerek’ 1| & Mt|i, szulo’|!= sam| gyerek’ 2| &
Mt|i, "gyoke |!=0 & j>sam| ' hossz’,1|+sam|’1" ,1]){
Dhossz2[j,1]<-100—j}
else if (Mt[i, ’szulo’|==h|[2] & Mt[i, 'szulo’|!=
sam | gyerek’ 1| & Mt|i, szulo’|!= sam| gyerek’ 2| &
Mt|i, "gyoke |!=0 & j>sam| hossz’,2|+sam|’1" ,2]){
Dhossz2[j,1]<-100—j}
else {Dhossz2[j,i|<-Mt|[i, hossz ]|}

}
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}
n<—1list ()
for (i in 1:length(fafa$tip.label)){
g|i]<—length(nodepath(fafa )[[i]])
if (length(nodepath(fafa )[[i]])==max(g)){n<—
rbind (m, nodepath (fafa )[[i]])}
else {m<—rbind (m,rep (0, ,max(g)))}
}
as.numeric(c(m))
m<—matrix (as.numeric(c(m)) ,nrow(m) ,ncol(m))
o<—c ()
for (i in 1l:nrow(m)){
if (i=mnrow(m)){}
else if (i<nrow(m) & m|i,2|==m|i+1,2] &
sum ((m[i,]<m[i+1,]))){o<=c(0o,m[i, , ncol(m)])}
}
Foly<—matrix ()
path<—nodepath (fafa)
folyamatok<—list (c(),c(),c(),c(),c(),c())

tobbs rvlv2=function(t, vl, v2, phy){
cwed <— reorder (fafa)
my tobbs=function(t){
for (i in 1:nrow(cwe3$edge)){
D|[|i]] <— Merton(0,0.01,0,0,0,Dhossz2[t,i],
Dhossz2 [t ,i])
}
#for (i in 1:length(D)){
# if (M[i, gyoke’|==0) {}
# else if (M[i, szulo’|%in%sam/[’ gyerek ] &
M[i, gyerek |%in%h ) {D[[i]|]<D[[i]]+

rnorm (1, mean = 0, sd=0.05)}
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# else if (Mfi, szulo’|%in%kh & M[i, gyerek ’|%in%o){
D[[i]]<DJ[i]]+rnorm(1, mean = 0, sd=0.05)}

#}
#szimulato a fan
11t <— Dhossz2[t,] + 1
for (i in 1:nrow(cwe3$edge)) {

ppt <— which(cwe3$edge|, 2| = cwe3S$edge|i, 1])

if (length(ppt) > 0)

D[[i]] <= D[[i]] + D[[ppt]][11t[ppt]]
else D[[i]] <= D[[i]] + D[[1]][1]

}

return (D)

}

N<—replicate (100, my tobbs(t))
nev<—fafa$edge|,2]
names (N)<-rep (nev,100)

NN<—split (N, rep(1:100, each=10)[1:1000])
path<—nodepath (fafa)
Folyamatok<—matrix (0,600,101)

for (k in 1:100){
folyamatok<—list (c(),c(),c(),c(),c(),c())
for (i in 1:length(path)){
for (j in 2:length(path|[i]])){
q<—which ((path [ 1 ]]]j|—
as.numeric (names(NN|[|k]|]|)))==TRUE)
if (as.numeric(names(NN|[[k]|])[q])%in%
sam| 'gyerek ’ |){folyamatok [[i]]|<—
¢ (folyamatok [[ 1] ,NN[[K]][[al])}
else{folyamatok [[i]]<—c(folyamatok [[i]],

NN[[k]][Tall[2:length (NN[[k]][[al])])}
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}

foly<—do. call (rbind, folyamatok)
Folyamatok<—rbind (Folyamatok , foly )

}

SUM<—matrix (0,600,101)

for (i in 1:nrow(Folyamatok)){
SUM|i , |<—cumsum(Folyamatok|[i,])

}

SUMkor<—SUM| ,101]|

SUMcor<—matrix (SUMkor, length ( fafa$tip.label),100)

#tapasztalati korrelacto eredeti

ind<—c(1:length(fafa$tip.label))
c<—matrix (0, length(N), 2)
for (i in 1:length(N)){
if (as.numeric(names(N)[i]|) %in% ind){(c|i, 1]<—
as.numeric (names(N)[i])) & (c[i,2]<—
N[i][[1]][length (N[i][[1]])])}
}
X<—matrix (0, nrow(fafa$edge), 100)#t=100—ban levo elemek
for (i in 1l:nrow(fafa$edge)){
op|i|<mames(N)]|i |
}
cv<—c(c|,2])
X<—matrix (cv ,nrow( fafa$edge),100)
row . names (X )<—op
ind<-rep (1:length(fafa$tip.label))
for (i in 1l:nrow(fafa$edge)){
if (as.numeric(rownames(X)|[1])%in%ind){}
else {X<X[-i,]}
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#Afv=function (z){

# if (x>0.1){a<—1}

# else {a<—0}

#}

AfXvi<—sapply (X[vl,], fv)
AfXvi<—sapply (X[v2,], fv)

#return (cor (fXvl, fXv2))

return (cor (X[v1l,], X[v2,]))
#return (cor (SUMcor[vl,],SUMcor[v2,]))
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