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1. fejezet

Bevezetés

A dolgozatban olyan dedikalt gépes iitemezési feladatokrol lesz sz6, melyek feltételei ko-
zOtt litkozési korlatok szerepelnek. A sziikséges fogalmak bevezetése utan a feladatokat
el6szoér bonyolultsagelméleti szempontbol vizsgaljuk meg. Ha 2 gép van, akkor az optima-
lis megoldéas polinomidlis id6ben meghatarozhato, erre két algoritmust is bemutatok. A
feladat 3 gépes valtozatardl viszont sikeriilt bebizonyitanom, hogy NP-nehéz. Emiatt a 3
vagy tobb gépet tartalmazo problémaéakra kozelité algoritmusokat dolgoztam ki.

Miel6tt az litemezési feladatok részletes targyalasara ratérnénk, ismerkedjiink meg a
tobbfejes 3D épiiletnyomtatéassal, amely a motivaciot adta az litemezési problémak vizs-
galatahoz. Ennek leirasdhoz elsGsorban Zhang és Khoshnevis [1] cikkét hasznaljuk fel.

3D nyomtatés segitségével teljesen automatizalt médon alakithatjuk ki a kivant szerke-
zeteket. A nyomtatas megkezdése el6tt létre kell hoznunk a szerkezet szamitogépes modell-
jét. Majd azt parhuzamos sikokkal rétegekre kell szeletelni, mivel a nyomtatas soran a gép
rétegrél rétegre haladva épiti fel a targyat. Ezutan minden réteghen meg kell hatarozni,
hogy a nyomtatofej milyen ttvonalat jarjon be, kozben mikor milyen sebességgel halad-
jon, és mekkora legyen az anyag aramlési sebessége. T6bbek kozott a réteg vastagsaga,
vagy az tutvonalban talalhato éles sarkok nagyban befolyasoljak a kész termék feliiletének
mindségét [2]. Ha ez nem megfelel, akkor a nyomtatast kovetGen tovabbi utémunkara is
sziikség van.

A 3D épiiletnyomtatas sordn a nyomtatd gép az épiilet falait nyomtatja ki a megfe-
lelg épitGanyagbol. Az épitkezésnél hasznélt hagyomanyos modszerekkel szemben ezzel a
technologiaval gyorsabban, olcsébban és biztonsagosabban allithatunk fel egyedi tervezé-
sii hazakat. Az épiiletnyomtatas kiilondsen hasznos lehet katasztrofa stjtotta teriiletek
gyors helyreéllitisiban, de pl. a Holdon is fel lehetne hasznalni kiilonbo6z6 szerkezetek
megépitéséhez [3].

A nyomtatofejek ttvonalanak optiméalis megvalasztasa kiilonosen fontos a hatékony-
sag szempontjabol, pl. a nyomtatasi id§ csokkentésében. Az altalunk vizsgalt feladatban
az ajtok és ablakok helyét leszamitva a rétegek megegyeznek, ezért elég egyetlen réteggel
foglalkozni. A nyomtatofej itvonalarol feltessziik, hogy ugyanabban a pontban fejezédik
be, mint ahol az adott réteg nyomtatasat kezdte, igy a fej feljebb emelését kovetGen rogton
kezdhetjiik a kovetkezG réteg nyomtatasat. Azt is feltessziik, hogy a beton dramlasat t6-
kéletesen szabalyozni lehet, és igy a nyomtatofejet tetszéleges pontban megallithatjuk, ill.
ujraindithatjuk. Az utvonal meghatarozasahoz az épiilet modelljének egy rétegét reprezen-
talhatjuk egy gréaffal. Ebben egy olyan Hamilton-kort kell keresniink, amely tartalmazza
a falrészekhez tartozo éleket. Az élek koltségét a nyomtatéds kiilonbozd koltségeibdl sza-
molhatjuk ki. Tébbek k6zott figyelembe kell venniink, hogy mennyi ideig tart, amig a fej



egy falrész nyomtatasat kovetGen a kovetkez§ falrészhez eljut. Ezt a két pont tavolsagabol
és a fej sebességébdl szdmolhatjuk ki. Ezen kiviil a nyomtatofej elforditdsahoz sziikséges
id6t is meg kell hatdroznunk. Az igy kapott grafban az utazéiigynok feladat megolda-
saval meghatarozhatjuk a nyomtatofej utvonalat. Erre hasznalhatjuk Lin és Kernighan
heurisztikus algoritmusat [4], illetve ennek egy tovabbfejlesztett valtozatat.

Nagyobb épiiletek esetén tobb nyomtatofejre is sziikség lehet. Mivel, ha egy réteg
nyomtatasa til sokdig tart, azaz tul sok id6 telik el, amig a nyomtatofej ugyanarra pont-
ra visszaér a kovetkezd rétegben, akkor a szomszédos rétegek nem tudnak megfelelGen
egymashoz tapadni. T6bb nyomtatofej hasznalataval id6t takarithatunk meg, mert a fe-
jek egymaés mellett, parhuzamosan dolgozhatnak. Azonban ilyenkor arra is figyelniink
kell az atvonalak meghatarozasakor, hogy a fejek nehogy Osszeiitkdzzenek. A nyomtatas
el6készitése soran meg kell adnunk, hogy mely falrészeket melyik fej fogja kinyomtatni.
Azért, hogy a fejek nagyjabol egyszerre végezzenek az adott réteg nyomtatasaval, a mun-
kat egyenletesen kell szétosztani kozottiik. Ehhez el6szor a nyomtatasi teriiletet egymés-
tol egyenls tavolsagra 1é6v6 parhuzamos egyenesekkel vagjuk fel, és minden fej titvonalat
kiilon-kiilon meghatarozzuk az egyfejes nyomtatoknal hasznalt moédszerhez hasonléan. Ha
az igy kapott nyomtatasi id6k kozott tul nagy a kiilonbség, akkor a nyomtatési teriiletek
hatarat megvaltoztatjuk, és Gjra meghatirozzuk az ttvonalakat. Ezt addig ismételjiik,
amig nyomtatasi idék eltérése a megfelel6 érték ala nem keriil.

Ha az egyik fej a sajat teriiletének szélén helyezkedik el, akkor a tartd allvanyzat at-
loghat a szomszédos fej teriiletére, és ilyenkor el6fordulhat, hogy a fejek Osszeiitkéznek
egymassal. Ennek elkeriilésére tobb kiilonb6z8 modszer is lehetséges, melyek kombinalha-
tok is egymaéssal.

Ha a fejek teriiletének kozos hataranal megfelel§ szélességi iitk6z6 zondkat alakitunk
ki, és elérjiik, hogy ebben egyszerre csak egy fej tartézkodjon, akkor ezzel elkeriiljiik az
iitkozést. Minden fejre hatarozzuk meg azokat a pontokat, amikor a fej belép az iitk6z6 zo-
naba, vagy kilép onnan. Ezekkel a nyomtatas 6sszidejét iitkozd és nem 1itkoz6 szakaszokra
bonthatjuk. Ha ezen intervallumok kozé megfelel§ hosszi varakozési idGket sziarunk be,
akkor elérhetjiik, hogy az azonos iitkoz6 zonadhoz tartozo szakaszok diszjunktak legyenek.
Viarakozas esetén a nyomtatofejet az adott pontban megéllitjuk, és csak a varakozési id§
letelte utan folytathatja utjat az eredeti itvonalterv szerint. A varakozéasok helyének és
hosszanak meghatarozasakor az a célunk, hogy a nyomtatasi osszideje minimadlis legyen,
ez egy litemezési feladat megoldasdhoz vezet. A késGbbiekben ezt a probléméat vizsgaljuk
meg részletesen.

Ha felhasznaljuk, hogy a fejek zart utvonalat jarnak be, és megvaltoztatjuk ennek kez-
dépontjat, akkor igy elforgathatjuk az itvonalat. Ha ezutan a két szomszédos fej tavolsiga
minden idépillanatban elegendGen nagy, akkor varakozasok beszirasa, a nyomtatasi idG
megnovelése nélkiil is elérhetjiik az litkdzésmentességet. Kz a mddszer azonban nem min-
dig hasznalhato.

Egy masik lehet6ség, hogy 1-1 fej teriiletét tovabbi részekre osztjuk. Ekkor minden
fejhez tobb ttvonal is tartozik, igy az itvonal hossza és ezzel a nyomtatasi id6 megnd. De
ha ezeket a részutvonalakat megfelel6 sorrendben jarjak be, akkor ezzel is elkeriilhets az
itkozés.



2. fejezet

Utemezési feladatok

Jordan Tibor jegyzete [5] alapjan bemutatjuk az iitemezési feladatokhoz kapcesolodo alap-
fogalmakat.

Az iitemezéselméletben olyan problémaéakat vizsgalunk, ahol az a feladatunk, hogy mun-
kakat {itemezziink gépeken a megadott feltételek mellett. Meg kell adnunk, hogy melyik
munkat melyik gépen és mikor végezziik el. A megengedett ttemtervek koziil egy olyat
kell kivalasztani, amely az adott célfiiggvényt minimalizalja.

Altalanos szabaly, hogy minden gép egy idében legfeljebb csak egy munkan dolgozhat.
Alapesetben a munkakat nem lehet megszakitani. Azonban, ha ez mégis megengedett,
akkor egy munka darabjait kiillonb6z6 gépeken is elvégezhetjiik, de ekkor is teljesiilnie
kell, hogy minden munkan egyszerre csak egy gép dolgozhat.

Az iitemezési feladatokban adott n db munka és m db gép. Az i-edik munka meg-
munkalasi idejét p(i)-vel jeloljiik. A késébb vizsgalt feladatokban minden munka tovab-
bi miveletekre bomlik, ekkor az i-edik munka j-edik miveletének megmunkalasi idejét
p(i, j)-vel jeloljiik.

Egy adott T iitemterv esetén az i-edik munka, ill. ennek j-edik miiveletének kezdé-
si és befejezési idejét ST (i) és CT(3), ill. ST(i,5) és CT(i, ) jeloli. Megszakitas nélkiili
iitemtervekben ezekre teljesiil, hogy ST (i) +p(i) = CT (i), ST(i,7) + p(i,j) = CT(i, 7). Ha
egyértelmi, hogy melyik iitemtervrél van szo6, akkor a T jel6lését elhagyjuk. Az optimélis
megoldast mindig *-gal jeloljiik.

Ha tobb egyforma gép van, akkor parhuzamosnak mondjuk Gket. Ha a miiveletek elére
hozza vannak rendelve a gépekhez, azaz az inputban meg van adva, hogy az i-edik munka
j-edik miveletét a (7, j) gépen kell elvégezni, akkor dedikalt gépes feladatrol beszéliink.

A feltételek kozott lehetnek megel6zési korlatok. Ekkor a munkak halmazan adott egy
részben rendezés, és egy munkat csak akkor lehet elkezdeni, ha az 6t megel6z8 Osszes
munkat méar befejeztiik. Ennek egy specidlis esete, ha a megel6zési feltételek diszjunkt
lancokbodl allnak, ezt chains-el jeldljiik.

A lehetséges célfiiggvények koziil a késébbiekben mi a teljes atfutasi id6t, azaz Chp =
= max{C(i) : i« = 1,...n}-t fogjuk minimalizalni. De gyakran hasznaljak az atlagos
atfutasi idst (=3 C(i)), a stlyozott atlagos atfutasi idst (= > w(i)C(i)), vagy ha a mii-
veletek hatéarideje is meg van adva, akkor a maximalis késést.

Utemezési feladatok leirasanal hasznalatos az S|y jelolési rendszer. Itt o a feldolgo-
zasi kornyezetet jeloli, itt adjuk meg a gépek tipusat és szamat, pl. PD2 azt fejezi ki, hogy
2 db parhuzamos, dedikalt gép van. 8 jeldli a tovabbi feltételeket, v pedig a célfiiggvényt
adja meg.



2.1. Utkozesi feltételek

Utkozeési feltételek esetén adott egy diszjunkt miivelet-halmazokboél allé U rendszer. Ha
U € U, akkor az U-beli miiveleteket {itk6z6 miiveleteknek hivjuk. FEzeket akkor sem le-
het egy id6ben elvégezni, ha kiilonb6z6 gépeken vannak, kiilénben jitk6zés” jonne létre.
Formélisan: YU € U Ywi,wy € U : C(wy) < S(wp) vagy C(ws) < S(wp). Ha U nem
fedi az Osszes miveletet, akkor a fedetlen mtveleteket egyelemi halmazként U-hoz véve
ugyanazokat a feltételeket kapjuk. Tehat azt is megkovetelhetjiik, hogy U a miiveletek egy
particioja legyen.

Az litkozési feltételeket tartalmazéd problémak feltételei kozé tovabbi korldtokat is fel-
vehetiink. Ezek koziil kiemelem azokat, amelyekkel a késébbiekben foglalkozni fogunk.

Dedikalt gépes feladatok esetén machine chains fogja jelolni, ha n = m, azaz a munkak
és gépek szama megegyezik, és az i-edik munka miveleteit az i-edik gépen kell elvégezni
a megadott sorrendet betartva.

A feltételek kozott megadhatjuk U maximalis méretét. Ebbe azt is beleértjiik, hogy U
a miveletek egy particidja, tehat ekkor az 1 elemi halmazokat is figyelembe kell venni.

Ha n = m, és az i-edik munka miiveleteit az i-edik gépen végezziik, akkor Uf; ;1 jeloli
azt a feltételt, hOgy Uu = {U172,U273,...,Um_17m}, ahol Ui,i-i—l - Jz U Ji-{—l; és Ui,i—H =
= () is megengedett. Ilyen feltételek mellett tehat csak szomszédos gépek miiveletei kozott
lehetnek titkozeési korlatok.

A bevezetésben lattuk, hogy tobbfejes épiiletnyomtatok esetén iitkdz6zonak kialakita-
saval és varakozasi id6k beszurasaval hogyan keriilhetjiik el a fejek kozti {itkozést. Meg-
hataroztuk, hogy a nyomtatofej mikor 1ép at az iitkoz6é zona hatarén, igy a nyomtatas
Osszidejét 1itk6z6 és nem iitkoz6 szakaszokra tudtuk bontani. A varakozasok meghata-
rozasanak feladata megegyezik a PD|machine chains,U; ;11|Cpas itemezési feladattal.
Minden nyomtatofejhez tartozzon egy gép. A gép miiveletei a fejhez tartozo iitk6z6 és nem
itkoz6 szakaszokbol all. A feldolgozasi id6 megegyezik ezek hosszaval. Az U, ,;;; halmaz
pedig azokbol a miiveletekbdl all, amelyek az i-edik és ¢ + 1-edik gép kozti iitkozézonaba
es6 1itkozo szakaszoknak felelnek meg.

Parhuzamos, dedikalt gépek esetén az iitkdzésnél altalanosabb, konfliktus feltételeket
is definidlhatunk. Ekkor barmely két, kiilonb6z6 géphez tartozo miiveletre megkoveteljiik,
hogy ne lehessen ket egy idében végezni. Ezt conflict-tal jeloljiik. Két gép esetén a
konfliktusokat megadhatjuk egy paros graffal. Ebben az egyik gép miveletei lesznek az
egyik pontosztaly cstcsai, a masik gép miiveletei pedig a méasik pontosztaly csicsai. Két
csucs kozott pedig akkor huzunk be élt, ha a miiveletek kézott konfliktus feltétel van. [6]

2.2. Job shop

Az titemezéselmélet egyik jol ismert feladata a job shop. Az litk6zéses litemezési feladatok
szorosan kapcsolodnak ehhez a problémahoz, emiatt ezt is megvizsgaljuk. Az «o|S|y jelolési
rendszer esetén a job shopot az « feldolgozasi kornyezeten beliil J-vel szokas jeldlni.

2.2.1. Definici6é (J||Cpas ). Adott n munka, m gép. Az i-edik munka n; db miveletre
bomlik, ezek halmazat jelolje J; = {(,1), (,2), ..., (i,n;)}. Minden munkan beliil a miive-
leteket a megadott sorrendben kell iitemezni, azaz az (i, j) mivelet csak akkor kezdhetd
el, ha az (i,1), (4,2),...,(i,j — 1) miveletek mar elkésziiltek. Az (7, 5) miiveletet p(i,j)
id6 alatt kell elvégezni a u(i,j) gépen. A cél a Cpup = max{C(i,n;) : i = 1,...,n}
minimalizalasa.



2.2.2. Tétel. Az aldbbi feladat-pdrok ekvivalensek eqymdssal:
— J||Crnaz < PD|machine chains,U|Cyaz
— Jm||Cpax < PD|machine chains, |[U| < m|Chax
— JIn = k|Cpax < PDE|machine chains,U|Ciaz
— Jm|n = k|Caz < PDE|lmachine chains, |U| < m|Ciraa

Bizonyitds. Ha a job shop feladatban m gép és n munka van, akkor az titkdzéses feladatban
legyen n gép és n munka, U = {Uy,Us,..., Uy}, w € U; & p(w) = i. A két feladat
megoldésai kozoétt bijekcid van, mert minden miivelethez hasznalhatjuk ugyanazokat a
befejezési idéket. Ez mindkét esetben egyértelmiien meghatérozza a megoldast, mert a
feltételek alapjan elgére adott, hogy melyik miivelet melyik gépre keriil. O



3. fejezet

Bonyolultsag

3.1. Polinomialis algoritmus 2 gépre

Ebben a szakaszban a célunk, hogy polinomiélis futési ideji algoritmust adjunk a 2 gépes
PD2|machine chains,U; ;+1|Cpa. feladatra. Ebben adott két gép, és ny + ne miivelet.
Az (1,1),(1,2),...,(1,ny) miiveleteket az els§ gépre kell iitemezni ebben a sorrendben, a
(2,1),(2,2),...,(2,ny) miiveleteket pedig a masodik gépre szintén a megadott sorrendben.
Ezen kiviil adott az iitk6z6 miiveletek U = U, » halmaza. A cél a C,,4, teljes atfutéasi idé
minimalizalasa.

3.1.1. Megjegyzés. A PD2|machine chains,U; ;+1|Cra. feladat specidlis esete a
PD2|machine chains,U|C,q, feladatnak, ugyanis az utobbiban U tetszdleges iitkozé
miivelet-halmazokbol allhat, de U; ;41 esetén U-ban egy U, o halmazon kiviil csak lényeg-
telen, 1-elemt halmazok lehetnek.

3.1.2. Megjegyzés. A PD2|machine chains,U|Cyq. feladat speciélis esete a
PD2|machine chains, con flict|Cq. feladatnak. Konfliktus feltételek esetén egymastol
fliggetleniil barmely két miivelet kozott lehet konfliktus, de az iitk6zé miivelethalmazokban
teljesiilnie kell a tranzitivitasnak. Pl. ha konfliktus van a ((1,%),(2,7)), ((2,7),(1,k)),
((1,k), (2,1)) mivelet-parok kozott, akkor is lehetséges, hogy (1,7) és (2,1) egy idGben
legyenek. De {itkozés esetén ez a négy miivelet ugyanabban az iitk6z6 miivelet-halmazban
van, és ekkor (1,7) és (2,1) sem lehetnek egy id&ben.

Az aldbbiakban valojaban a PD2|machine chains, con flict|Cyq. feladatra fogunk két
algoritmust adni. Az el6z6 két megjegyzés alapjan ezek hasznalhatok a
PD2|machine chains,U; ;+1|Cas feladat megoldasara is.

3.1.1. Dinamikus programozas

Elgszor egy dinamikus programozasi algoritmust adunk a feladat megoldasara. Az [1] al-
goritmus lényegében megegyezik azzal az algoritmussal, amelyet Hong és Lin adtak a
problémara [6].

3.1.3. Definici6. Egy S megengedett litemtervet nevezziink aktivnak, ha Vw miiveletre
és VS’ iitemtervre, amelyre C¥'(w) < CS(w) és C¥ (W) = C¥(W) V' # w, az S’ nem
megengedett.
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Ha a célfiiggvény a C,,,., akkor tetszGleges megengedett megoldést aktivva tehetiink.
Vegyiik a miiveleteket a befejezési id6k szerint névekvs sorrendben, és a kovetkezd miive-
letet mindig a lehetd legkorabbi id6pontba iitemezziink, ahova lehet. Ezzel egyik mivelet
befejezési ideje sem néhet. Ezért, ha az eredeti iitemterv optimalis volt, akkor az igy
kapott litemterv is az marad.

Térjiink ra a 2 gépes litemezési feladat megoldasara. Jeloljik Fliy, ..., ji;i2,. .., ja]-vel
azt a részfeladatot, amelyet tgy kapunk, hogy az elsé gépen csak az iy,...,J; sorszamu
miiveleteket tekintjiik, a masodik gépen az io, ..., jo sorszamiakat. Ha i1 > j; vagy is >
> jo, akkor a megfelel6 géphez egy miivelet sem tartozik. A miiveletek sorrendjén és a
konfliktus feltételeken nem valtoztatunk.

Azt mondjuk, hogy az Fliy, ..., ji;ia,. .., 2] feladatban nincs {itk6zés, ha minden m-
veletet sziinet nélkiil, kozvetleniil az 6t megel6z6 mﬁvelet utdn iitemezve megengedett
iitemtervet kapunk. Ekkor Cy, ., = max{} /L, p(1,4),> 72, p(2,7)}.

max

Algoritmus 1:
0 h = (0,0
s Heney) = { a (c1,¢2) = (0,0)

oo kiilénben
2 forc; =0,...,ny:

3 for ¢ =0,...,n9:

4 f(ChCz) = mm{f(blalb) + maX{Zl b P(L 1), 2052, 1 p(2,0) )
(0,0) < (by,b2) < (c1,62), Flby+1,...,¢1;09 + 1,..., co)-ben nincs iitkdzés}

5 return f(nq,ns)

3.1.4. Tétel. Az[l] algoritmusban f(c1,co) megegyezik az F[1,... c1;1,. .., co] részfeladat

optimumduval. Tehdt az eredeti feladatban CF, . = f(ni,ng).

Bizonyitds. Teljes indukcioval bizonyitunk. (c1,c2) = (0,0)-ra teljesiil az allitas. Tegyiik
fel, hogy minden (by, be)-re is teljesiil, amelyre (0,0) < (b1,b2) < (c1, ¢2).

Ha F[1,...,¢c1;1,. .., co)-ben nincs titkozés, akkor f(c1, c2) = max{) :*, p(1,7),> 2, p(2,9)}.
Ennél jobb megoldast biztosan nem lehet elérni, és (b, by) = (0,0)-ra megkapjuk a mini-
mumot.

Ha F[1,...,c1;1,...,¢co]-ben van {itkozés, akkor minden optimalis iitemtervben sziik-
ség van varakozéasra egy iitkozé miivelet el6tt valamelyik gépen. Tekintsiink egy aktiv
optimalis megoldast. Legyen t < U, a legutols6 idépont, amikor egy varakozas véget ér.
Tegyiik fel, hogy ez az els6 gépen 16v6 varakozas és (1,14) az a miivelet, amelyre S(1,7) = t.

Ekkor a masodik gépen biztosan van egy (2, j) iitk6z6 miivelet, amelyre C(2,j) = t.
Kiilonben 3¢ > 0, hogy az (1,7) szakaszt e-nal korabban is kezdhettiik volna: S'(1,4) =
= S(1,7) — €. Ez ellentmond annak, hogy az titemterv aktiv volt.

Legyen by = i — 1,by = j. A t el6tt iitemezett szakaszok megegyeznek az F[1,... by;
1,...,by]-beli szakaszokkal, és t = f(by, be), kiilonben a t el6tti litemezést lecserelhetnenk

7z f(by,by)-t adé litemezésre, és az optiméalisnal jobb megoldast kapnénk. A ¢ utdn mar
nincs varakozas, tehat F[by + 1,...,¢1;00 + 1,..., co)-ben nincs iitkozés. Tgy az ezekhez
sziikséges Osszid6 max{) i1, ., p(l z) ) p(2, i)} O

A minimum kivalasztasnal O(njny) esetet kell megvizsgalni, tehat a c1, co-re vonatkozo
ciklusokkal egyiitt az algoritmus futésideje O(n?n3).
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A kiilénbség a fenti |1} algoritmus és Hong és Lin algoritmusa [6] kozott, hogy 6k
,visszafelé” haladtak, ugyanis nem olyan részfeladatokat néztek, amelyben az els6 néhany
miivelet szerepel, hanem az olyanokat, ahol az utols6 néhany. Ezen kiviil még egy észre-
vételt tettek, hogy a minimum kivalasztas soran ne kelljen az 6sszes (b1, by)-t figyelembe
venni.

Hong és Lin tovabba azt is bizonyitottak, hogy ha a két gép kozil csak az egyik
miiveleteinek adott elére a sorrendje, akkor NP-nehéz problémat kapunk.

3.1.2. Geometriai megoldas

A 2 munkis Jn = 2|Cjue job shop probléméra ismert egy geometriai megkozelitést
hasznalo megoldas [5] [7, 8]. Ez az algoritmus valojaban megoldja - a tétel és am
megjegyzés alapjan - altalanosabb PD2|machine chains, con flict|C,,., feladatot is.

A kétdimenzids derékszogi koordinata-rendszerben tekintsiik azt a T" téglalapot, amely-
nek oldalai a tengelyekkel parhuzamosak és két szemkozti csicsa az O = (0,0) és Z =
= (Z?:ll p(17 i)v Z?:Ql p(27 2))

T-nek az x tengelyre esG oldalara mérjiik fel sorban a p(1,1),p(1,2),...,p(1,n1) meg-
munkalési id6ket, az y tengelyre es6 oldalra pedig a p(2,1), ..., p(2,ns) értékeket. Jeldlje
I,; az 1. gép j-edik munkajihoz tartozo intervallumot, azaz (371 p(1,4), S20_, p(1,4))-t
az x tengelyen. Es hasonléan legyen I ; a (Zi;ll p(2,1), 5:1 p(2,7)) intervallum az y ten-
gelyen. Ha az (1, j) és (2, k) miiveletek kozott konfliktus van, akkor az I ; x I, téglalapot
tiltott téglalapnak hivjuk. A abran lathatunk egy példat.

Az {itemezési feladat minden megengedett megoldasahoz egyértelmiien tartozik egy
olyan torottvonal O-bol Z-be, amely végig T-ben halad, olyan szakaszokbol all Ossze,
amelyek csak vizszintesek, fiiggGlegesek, vagy atlosak (45° iranyszogi) lehetnek, és nem
metszi egyik tiltott téglalap belsejét sem. Ezen kiviil a fiiggéleges szakaszok csak az I ;
intervallumok végpontjai felett lehetnek, vizszintes szakaszok pedig csak az I, ; interval-
lumok végpontjaival egyvonalban. Ha egy torottvonal teljesiti ezeket a feltételeket, akkor
nevezziik 1épcsének. Amikor az litemtervben csak az els§ gépen dolgozunk, akkor vizszin-
tes, amikor csak a méasodikon, akkor fligg6leges, amikor pedig mindkét gépen egyszerre
dolgozunk, akkor atlos szakaszt kapunk.

Egy 1épcs6 hosszat gy definidlhatjuk, hogy Osszeadjuk a vizszintes szakaszok 6ssz-
hosszat, a fiiggéleges szakaszok Osszhosszat, és az atlos szakaszok Osszhosszénak %—
szeresét. Ez megegyezik az iitemterv teljes atfutasi idejével. A lépcs6é hosszénak defini-
civjabol latszik, hogy az optimélis 1épcsGben amikor csak lehet, atlosan kell haladni, és
csak akkor megyiink tovabb vizszintesen vagy fiiggélegesen, ha egy tiltott téglalap miatt
nem mehetiink atlosan, vagy méar elértiik a 7" hatarat.

Az optimalis lépesé meghatarozasahoz készitsiink egy D = (V, A) aciklikus iranyitott
grafot. Ennek cstcsai legyenek O, Z, és minden tiltott téglalap bal fels6 és jobb also
csucsa. Az (a, b) koordinataju pontbol kilépd éleket a kovetkezdképpen hatarozhatjuk meg:
inditsunk egy 45° iranyszogi atlos félegyenest (a, b)-bdl, és legyen R az elsé tiltott téglalap,
amibe a félegyenes belemetsz. Ekkor vegyiink fel két élt (a,b)-bél az R bal felsg és jobb
also csucséaba, 1d. [3.2] abra. Ha a félegyenes nem metsz egy tiltott téglalapot sem, miel6tt
elhagyja a T-t, akkor az (a, b)-bdl kivezets egyetlen él menjen Z-be. Az (a,b) — (¢, d) él
koltsége legyen a két pont kozti optimalis tordttvonal hossza, azaz max{c — a,d — b}.

D-ben egy legolcsébb O-Z ut megfelel az iitemezési feladat optimélis megoldésanak.

Megfelels adatszerkezet hasznalataval a graf O(r? log ) id6ben megkonstrualhato, ahol
r = max{ni,ny}. D-nek O(r?) csicsa és O(r?) éle van, és D egy aciklikus iranyitott
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3.1. abra. A feladat geometriai reprezentaci6ja. Az optimalis lépcs6 és a hozzé tartozod

utemterv.

3.2. dbra. Az irdnyitott grafban a CE és C'H élek a szaggatott vonallal jelolt torottvona-
lakat reprezentaljak.
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graf. Ezért ebben dinamikus programozas segitségével O(r?) id6ben meghatarozhato a
legolcsobb O-Z 1t. Igy az algoritmus futasideje O(r?logr). [7, ]

Ha a fenti algoritmust megfelel§en médositjuk, és megengedjiik, hogy a lépcsé fliges-
leges és vizszintes szakaszai barhol elhelyezkedjenek, akar a tiltott téglalapok belsejében
is, akkor a probléméanak azt a valtozatat is meg tudjuk oldani, amikor a miveleteket meg
lehet szakitani [§].

3.2. NP-nehézség 3 gépre

Az el6z6 szakaszban latott algoritmus nem altalanosithatd 2-nél tobb gép esetére, mert
ekkor altalaban az optimalis itemtervben nincs jo ,elvago id6pont”, ami mentén a feladatot
két részfeladatra tudnank bontani. Az alabbiakban a paros-paratlan particié feladatot
felhasznalva bebizonyitjuk, hogy a PD3|machine chains,U; ;11|Cpa feladat NP-nehéz.

3.2.1. Definici6 (Paros-paratlan particio). Adott ey, ..., ey pozitiv egészek, Zfil e =
=2F.

Kérdés: Particionalhato-e az A = {1,...,2¢} halmaz A;-re és Ay-re, hogy >, 4 €
=D ica, ¢ = E és {2i — 1,2i}-bol pontosan az egyik keriil A;-be Vi=1,..., (.

3.2.2. Tétel. A pdros-pdratlan particio feladat NP-nehéz.

Bizonyitds. Az NP-teljes particié problémat vezetjiik vissza a paros-paratlan particiora.

Ha a partici6 probléma [ inputja: aq,...,a, pozitiv egészek, melyekre Zle a; = 2B,
akkor legyen a paros-paratlan particio I’ inputja: egp_1 = ap + 1,e0p = 1 Vk = 1,..., 4,
21%1 e =2(B+1).

Ha a particio probléma megoldhato, és Hy U Hy = {1,...,¢} egy megoldas, azaz
Yien, @ = B, akkor Ay = {2k —1:k € Hi} U{2k : k € Hy}, Ay = A\ A a paros-
paratlan partici6 megoldasa, ui. Y7, ., ;= cpy (ar +1)+ 3 1= B+

Ha a paros-paratlan partici6 megoldhato I'-re, és A;, Ay egy megoldés: ZZEAI e; = B+
+ ¢, akkor Hy = {k : 2k —1 € Ay,2k € Ay}, Hy = {1,...,(} \ H; a partici6 megoldasa,
UL D hem, Gk = Dic Ay paratlan (66 — 1) = Dseq, (66— 1) = B+ —[A1] = B. 0

3.2.3. Tétel. A PD3|machine chains,U; ;+1|Crax feladat NP-nehéz.

Sotskov és Shakhlevich [9]-ben bebizonyitottik, hogy a J3|n = 3|C,a, job shop prob-
léma NP-nehéz. A kovetkezd bizonyitas alapotlete innen szarmagzik.

Bizonyitds. A péros-péaratlan particiot visszavezetjiik az iitemezési feladatra.

Adott eq,... e € Z, Z?il e; = 2F. Feltehetd, hogy egpio < €opr1 Vb =0,...,0—1,
Ui. egpro = egpy1 esetén elhagyhatjuk, espio > ey esetén pedig felcserélhetjiik Gket.
Aopt12k+2 1= €2k+1 — €2k42 > 0VE =0,...,0 — 1. Legyen H > 3FE konstans.

Legyen ny = 4¢,ny = 5¢,n3 = 5¢. A feldolgozasi id6k (k =0,...,0—1):

p(1,4k‘ + 1) =2H + egp19 p(2 5k + 1) = €2k:+1 p(3,5k‘ + 1)

p(LAk +2) = Aok 242 p(2,5k +2) = p(3,5k 4+ 2) = egpt1

p(1,4/{: + 3) =2H — A2k+1,2k+2 p(2 S5k + 3) = 62k+2 p(3,5/€ + 3) =2H — €2k 11
p(25k + 5) p(3.5k +5) — H

Az {itk6z6 miivelethalmazok pedig az aldbbiak:
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/—1
U = [J{(14k + 1), (1,4k + 3), (1,4k + 4), (2,5k + 4)}

k=0
-1
Uss = | J{(25k + 1), (2,5k + 3), (2,5k + 5), (3,5k + 1), (3,5k + 3), (3,5k + 4)}
k=0

3.2.4. Lemma. FEnnek az iitemezési feladatnak pontosan akkor wvan olyan megolddsa,
amelyre Cper < 60H + E, ha a pdros-paratlan particio megoldhato.

Bizonyitds. A miiveletek halmazat ¢ db részhalmazra bontjuk, ezeket blokkoknak fogjuk
hivni. A k + l-edik blokk: By, = {(1,4k + 1),...,(1,4k +4),(2,5k + 1),...,(2,5k +
+5),(35k+1),...,(35k+5)} (k=0,....0—1).

Az w,w’ miveletekre jelolje w — w' azt, hogy C(w) < S(w').

Elégségesség:

Az elégségesség bizonyitasa soran elGszor a blokkok kétféle iitemtervét fogjuk definidlni.
Ezutan a paros-paratlan particié megoldasa alapjan minden blokkhoz kivalasztjuk, hogy
a kett6 koziil melyik iitemtervet hasznaljuk, és ezeket Osszerakva egy olyan megengedett
megoldast allitunk el6, amelyre C),.. < 6/H + E.

A By blokk L tipust iitemtervében az U o-beli miveleteket (1,4k 4+ 1) — (2,5k +
+4) — (1,4k + 3) — (1,4k + 4) sorrendben iitemezziik, az U, s3-beli miiveleteket pedig
(2,5k+1) = (3,5k+1) — (2,5k+3) — (3,56k+3) = (3,5k+4) — (2,5k + 5) sorrendben.
(1d. 3.3 abra). Minden miveletet lokalisan kezdjiink a lehets leghamarabb, pl. S(2,5k +
+3)=C(35k+1).

C(1,4k+4) = S(1,4k + 1)+ 6H + egp 40, és C(2,5k +5) = C(3,5k+5) = S(2,5k+1) +
+6H + €2k11-

6H + ezpio
2H + ey Aoky12k42 2H — Agiy12k42 2

H €241 2H — eopin 2H H

6H + ear 11

3.3. abra. A By, blokk I. tipust iitemterve

A By blokk II. tipust iitemtervében az U, o-beli miveleteket (1,4k + 1) — (1,4k +
+3) = (2,5k +4) — (1,4k + 4) sorrendben iitemezziik, az U, s-beli miiveleteket pedig
(3,5k+1) = (2,5k+1) = (3,5k+3) = (2,5k+3) — (3,5k +4) — (2,5k + 5) sorrendben.
(1d. abra). Itt is minden miiveletet lokalisan kezdjiink a lehets leghamarabb.

C(l4k+4) = S(1,4k +1) +6H + egp 41, ¢s C(2,5k +5) = C(3,5k+5) = S(3,5k+1) +
+ 6H —I— €2k+2-
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6H + egpt1
2H + egjyo Aoy 2k+2 2H — Aopy1.26+2

J1

en+1 K €2k+2

M 7//M% 00

H €2k+1 2H — €9k+1 2H H

6H + egji2

3.4. 4bra. A By, blokk II. tipusu {itemterve

A B3 és .4l abrakon a gépek kozti fiiggbleges vonalakkal jeldltem az olyan idépon-
tokat, amelyek garantiltan egybeesnek a két gépen. Vegyiik észre, hogy az iitemtervek
elején nincs ilyen jel6lés, ugyanis ezek altaldban nem fognak egyszerre kezdGdni.

Legyen A; U A, a paros-paratlan particio megoldasa. Ha eor11 € Aj, eopi0 € Ay, akkor
hasznaljuk a By blokk I. tipusi iitemtervét, kiillonben a II. tipusut. A blokkokat kozvet-
leniil egymas utan iitemezziik, azaz S(1,4k + 1) = C(1,4k) és min{S(2,5k + 1), S(3,5k +
+ 1)} = C(2,5k) = C(3,5k) VEk.

gy egy megengedett iitemtervet kapunk, ugyanis az Ui 2, ill. U 3-beli miiveletek nem
lognak egymasba. Az 1. és 3. munka miveletei garantaltan jo sorrendben vannak. Es a 2.
munka esetén is csak azt kell ellendrizniink, hogy C(2,5k + 3) < S(2,5k +4), C(2,5k +
+4) < S(2,5k + 5) Vk. Ehhez a kovetkez6 egyenl6tlenségeket hasznéljuk fel:

> 6kH + Z?;é €2j+2

_ Yk
< 6kH + Z?:é €25 +1

2k
C(14k) = 6kH + Y e {
i=1

i€ A

2k k—1
> 6kH Y
C(2,5k) = C(3,5k) = 6kH + > e;4 = * Zg;q 2y,
i=1 < 6kH + Zj:ﬂ €25+1
i€A
Ha By, 1. tipusi:
C(2,5k +3) = C(2,5k) + p(2,5k + 1) + p(3,5k + 1) + p(2,5k + 3) =
k
= C(2,5k) + egpy1 + H + egp0 < 6kH + Z €oj+1 + H + egpia
=0
k
S(2,5k +4) = C(1,4k) + p(L4k + 1) = C(L4k) + 2H + gz > 6kH + D e300 + 2H
=0
k
= S(2,5k +4) = C(2,5k +3) > H =Y Agji19j12 — arya > 0
§=0
k
C(2,5k +4) = S(2.,5k +4) +p(2,5k +4) = C(LAk) + 2H + ez 1 < 6kH + Y ezj1 +2H
=0
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S(2,5k+5) = C(2,5k)+p(2,5k+1)+p(3,5k+1)+p(3,5k+2)+p(3,5k+3) +p(3,5k+4) =

k
= C(2,5k) + 5H + egs1 > 6kH + Y enjin +5H
=0

k
= S(2,5k+5) — C(2,5k +4) > 3H — Y " Agj 10542 > 0
j=0
Ha By, II. tipusu:

C(2,5k + 3) = C(3,5k) + p(3,5k 4+ 1) 4 p(3,5k + 2) + p(3,5k + 3) + p(2,5k + 3) =
k
= C(3,5k) + 3H + e < 6kH + Y _egj1 + 3H

J=0

S(2,5k +4) = C(1,4k) + p(1,4k + 1) + p(1,4k + 2) + p(1,4k + 3) =

k
= C(14k) +4H + egpsn > 6kH + Y enji + 4H
=0

k
= S(2,5k +4) = C(25k+3) > H =) Agji1j40 >0

J=0

k
C(2,5k+4) = S(2,5k+4)+p(2,5k+4) = C(2,5k+4) +4H + ez 1 < 6kH+ Y eyju1 +4H

J=0

S(2,5k+5) = C(3,5k)+p(3,5k+1)+p(3,5k+2)+p(3,5k+3) +p(2,5k+3)+p(3,5k+4) =

k
= C(3,5k) +5H + exyn > 6kH + > e3j0n +5H
=0

k
= S(2.5k+5) = C(25k+4) > H—Y Agji1j40 >0

=0
Tehat a kapott iitemterv megengedett. Es Cpep < 6/H + E is teljesiil:
C(140) =6(H+ > e;=6(H+E

i€ Ag

C(2,50) = C(3,50) = 6(H + Y " e;=6(H + E

i€ Ay
Sziikségesség:

El6szor be fogjuk latni, hogy ha egy iitemtervre C,4, < 60H + E, akkor az Uy o UUs 3-
beli mtiveletek iitemezése felbonthat6 a blokkok szerint, azaz ha k < k', w € By N Uy 9,
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W € By NUy2 vagy w € By NUys, w € By NUsys, akkor w — '. Ezutan elég a
blokkok {itemtervét kiilon-kiilén meghatarozni. Megmutatjuk, hogy a C,,.., < 6(H + E-
t teljesitd ilitemterv valaszthato gy, hogy minden blokk a korabban definialt 1. vagy II.
tipusu litemterv szerint legyen iitemezve. Ebb6l végiil megkapjuk a paros-péaratlan particié
megoldasat.

40 /—1 50
D p(Lii) =60H + > exia, 65 Y p(3,i) = 6(H
=1 k=0 =1

Tehat egy olyan iitemtervben, ahol C),,, < 6(H + E, az 1. gépen Osszesen legfeljebb
0:=FE— Zi;t €okto = % i;% Aopt1,2k+2 ideig varakozhatunk, a 3. gépen pedig legfeljebb
E ideig.

A kovetkezo allitas az M = {(2,5k +5) : k =0,...,¢ — 1}-beli miveletek lehetséges
elhelyezkedésérdl szol.

3.2.5. Allitas. (3,5k +4) — (2,5k +5) — (3,5k +6) Vk = 0,...,0 — 2, és (3,50 —
—1) — (2,50).

Bizonyitds. A skatulya-elvet fogjuk hasznalni. El6szor belatjuk, hogy a (2,5k +5) € M
miiveletet csak a kovetkezé helyekre iitemezhetjiik: (3,55 +4) — (2,5k +5) — (3,55 + 6)
valamelyik j-re, vagy (3,5¢ — 1) — (2,5k + 5).

Ha indirekt (2,5) — (3,1), akkor a 3. gépen legalabb H + E + 2e; > E varakozasra
lenne sziikség (3,1) el6tt.

Legyen (3,7), (3, ") € U3 két mivelet a 3. munkaban, melyekre (5, j') € {(5k+1, 5k +
+3) 1k =0,...,0—1}YU{(5k+3,5k+4) : k =0,...,f—1}. Eslegyen (2,i) € M. Ha indirekt
(3,7) = (2,i) — (3,7), akkor a 3. gépen legaldbb H — max{egp 1 : k=0,... (-1} > FE
varakozasra lenne sziikség (3, 7) és (3, ') kozott.

Tehat az M-beli miveletek val6ban csak a fent definialt ,skatulyakba” keriilhetnek. Az
aldbbiakban belatjuk, hogy mindegyik ,skatulyaba” legfeljebb 1 miiveletet iitemezhetiik
az M halmazbdl, igy megkapjuk az allitast.

Ha indirekt (3,55 +4) — (2,5k) — (2,5k +5) — (3,55 + 6), akkor a 3. gépen legalabb
2e9541 + F + H > H varakozasra lenne sziikség (3,55 +4) és (3,55 + 6) kozott.

Ha indirekt (3,50 — 1) — (2,50 — 5)) — (2,5(), akkor C'(2,5¢) > C(3,5( — 1) + p(2,5( —
—5) + p(2,50 — 4) + -+ p(2,50) > (60 — 1) H + 2H + E + 251 > 6(H + E. O

3.2.6. Kovetkezmény. Ha k < k', w € By NUs3, w' € By NUss, akkor w — w'.

Az aldbbiakban vizsgaljuk meg az U; o-beli iitkoz6 miiveletek lehetséges elhelyezkedését
is.
3.2.7. Allitas. (1,4k +1) — (2,5k+4) = (1,4k +4) Vk =0,...,0— 1.

Bizonyitds. Ha indirekt (2,5k +4) — (1,4k + 1), akkor az 1. gépen 6-nél tobb varakozas
lenne:

S(1,4k + 1) > C(2,5k) + p(2,5k + 1) + p(2,5k + 2) + p(2,5k + 3) + p(2,5k + 4) >

k k
>3 Y pw)+ B 21 2 6kH+ Y eajpn+ B

Jj=1 weB;NUz 3 j=0
4k k k—1
S(LAk+1) = > p(1,i) > 6kH + Y esjun+ E—6kH — Y 3500 = E + €352 > 6
i=1 j=0 §=0
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Ha indirekt (1,4k + 4) — (2,5k + 4):

4k+4 k
C(2,5k+5) > > p(1,i)+p(2,5k+4)+p(2,5k+5) = 6(k-+1)H+ > esj40+Nops1ops0+H

i=1 §=0

Ha k < ¢ — 1, akkor a 3. gépen E-nél tobb varakozas lenne:

5k+5 k
S(3.5k +6) — > p(3,i) > C(2,5k +5) — 6(k+ 1)H > > egj0+ Apppropsz + H > E
i=1 §=0

Ha k = € — 1, akkor C(2,5() > 6(H + 3"y €340+ Dog_15+ H > 6(H + E lenne. [

3.2.8. Kovetkezmény. Ha k < k', w € B, NUy 2, w' € By NU, 9, akkor w — w'.

A B.2.6] és 3.2.8] kovetkezmények alapjan az iitkozd miiveleteket elég blokkonként
tekinteni. Nézziik a By, blokkot.

Az Uy o-beli miiveletekre az (1,4k+1) — (2,5k +4) — (1,4k + 3) sorrendet hivjuk I.1.
sorrendnek, a (1,4k + 3) — (2,5k +4) — (1,4k + 4) sorrend pedig II.1. sorrendnek. Ezek
szerepelnek a By, 1., ill. TI. tipust iitemtervében. A allitds miatt méas lehetGség
nincs.

Ha a célfiiggvény C.,q., akkor mindig van olyan optimalis titemterv, amely aktiv (Id.
B.1.3] definici6), ezért a Cpop < 60H + E-t teljesits iitemtervet valaszthatjuk az aktiv
iitemtervek koziil.

Az U, 3-beli miiveletek lehetséges sorrendje alapjan 5 esetet kiilonboztethetiink meg.

1. (3,4) — (2,5k +1) — (2,5k +3) — (3,4), ahol (i,7) € {(5k,5k + 1), (5k + 1,5k +
+3), (5k + 3,5k + 4), (5k + 4,5k +6) }.

Ekkor a By, blokkban a 3. gépen legalabb E + eqro > F varakozés van, tehat ez
nem lehet.
2. (3,5k +4) — (2,5k + 3).
Felhasznaljuk, hogy a[3.2.7 allitas alapjan (2,5k 4+ 4) — (1,4k + 4).
Sk+4

C(LAk+4) > Y " p(3,4)+p(2,5k+3) +p(2,5k+4) +p(1,4k+4) = (6k+7)H + ez 11

=1

4k+4 k k
C(l,4k3+4)— Z p(]_, l) > (6]{3+7)H+62k+1—6(k’+1)]‘]—z €242 > H—Z €2;42 > )
i=1 J=0 i=0

Ekkor az 1. gépen a megengedett §-nal tobb varakozas van, tehat ez nem fordulhat
eld.

3. (2,5k+1) = (3,5k + 1), és (3,5k + 3) — (2,5k + 3).

Ekkor az iitemterv nem aktiv, mert (2,5k+2)-t {itemezhetjiik S(3,5k+1)-t6l kezdve,
s a (2,5k + 3)-at iitemezhetjiik kordbban, az S(3,5k + 2) id6ponttol kezdve.

4. (25k +1) — 3,5k + 1) — (2,5k + 3) — (3,5k + 3).

Ezt a sorrendet hivjuk [.2. sorrendnek. Ez szerepel a By, 1. tipusi iitemtervében.
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5. 3,5k +1) = (2,5k + 1) = (3,5k + 3) — (2,5k + 3) — (3,5k + 4).

Ezt hivjuk I1.2 sorrendnek, ez szerepel a B, blokk II. tipusd iitemtervében.

Eddig csak az {itkdz6 miiveletek sorrendjérdl volt szo, azonban aktiv {itemterv esetén
ezek az 1itkoz6 és nem {itkozé miiveletek helyét is egyértelmtien megadjik:

Az 1.1, ill. a II.1 sorrendet hasznalva csak tgy lesz aktiv az iitemterv, ha a (Bjyq N
NUy2) U{(1,4k+2)} miiveleteket a Byyq blokk L., ill. II. tipusu iitemtervének megfelelGen
iitemezziik.

Az 1.2.,ill. a I1.2. sorrendet betart6 aktiv itemtervben pedig a (Bj+1 NUsz3) U{(2,5k +
+2),(3,5k +2), (3,5k + 5)} miiveleteket az 1., ill. T1. tipust litemtervnek megfelelGen kell
litemezni.

Az 1.1. sorrend jobb, mint a II.1., ui. a By, blokk iitemtervében CT(1,5k + 5) —
— 51'1(1,5]{? + 1) = 6H + €2k+2 < 6H + €ok+1 — 011'1(1,516 + 5) — 811'1(1,516 + 1) ES
hasonléan lathato, hogy a II.2. sorrend jobb, mint az 1.2.

Az 1.1. és 11.2. azonban egyszerre nem fordulhat eld:

Az 1.1. esetén az 1. gépen nincs varakozas. Ezt csak tugy érhetjiik el, ha

4k+1 k—1
S(2,5k +4) = C(1,4k + 1 <Zp12 +6=6kH + Y egjio+2H + exp0+ 6
=0

I1.2-ben a 3. gépen egr1o varakozas van. Ezt csak gy érhetjiik el, ha

C(2,5k +3) = S(3,5k + 1) + p(3,5k + 1) + p(3,5k + 2) + p(3,5k + 3) + p(2,5k + 3) >

k—1
> Z Z —|— 3H + €2k+2 = 6kH + Z €25+2 + 3H + €2k+2
Jj=1 weB;NUz 3 Jj=0

Ekkor viszont megsériilne a 2. gépen a miiveletek sorrendjére vonatkozo feltétel: S(2,5k +
+4)—-C(25k+3)<d—H<DO.

Ha egy megoldasban a By, blokk miiveletei a II.1 és 1.2 sorrendeknek megfelelGen
helyezkednek el, akkor a II.1-et I.1-re cserélve egy nem rosszabb megoldast kapunk.

A fentiek alapjan van olyan iitemterv, hogy Ci.. < 6/H + E, és minden blokk az
I. vagy a II. tipusi iitemterv szerint van iitemezve. Ha a By, I. tipusi, akkor legyen
€ok+1 € Ay, kiilénben €ok+9 € Ay

6(H + E > Crnae > C(1,40) = 6(H + > ¢

1€ As

G(H + E > Ciay > C(3,50) = 6(H + Y _ e
€AY
Tehat > .y e < B, és Y04 i < E. Mivel Z?ﬁl e; = 2F, ezért ez csak tugy lehet,
ha Yo 4, € = D ica, € = E, tehdt a paros-paratlan partici6 egy megoldasat kaptuk.
O

Ezzel a lemma bizonyitasat befejeztiik. Mivel a péaros-paratlan particio feladat NP-
nehéz (3.2.20 tétel), igy kovetkezik, hogy a PD3|machine chains,U;;1|Cas feladat is
NP-nehéz. ]
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3.3. Job shop NP-nehézsége 3 gép és 3 munka esetén

Tekintsiik a job shop probléméanak azon valtozatat, ahol a gépek és a munkak szama is
3. Sotskov és Shakhlevich bizonyitotték, hogy ez a feladat NP-nehéz [9]. Az el6z8 sza-
kaszban vizsgalt PD3|machine chains,U; ;+1|Cra, feladat nagyon hasonlit a job shopra.
Ezért most a . tétel bizonyitasat kiegészitve, a [9]-ben szerepld eredeti bizonyitéshoz
hasonlé, de anndl valamivel egyszeriibb, Gj bizonyitast adunk a kovetkezs tételre.

3.3.1. Tétel (Sotskov, Shakhlevich). A J3|n = 3|Cas job shop probléma NP-nehéz.

Bizonyitds. Atétel alapjan a J3|n = 3|Ciuas és a PD3|machine chains, |[U| < 3|Chax
feladatok ekvivalensek. Mi az utébbirél fogjuk belatni, hogy NP-nehéz.

Legyen a péaros-paratlan partici6 I inputja a kovetkez&: ey, ..., eq € Zy, Z?ﬁl e =
= 2F, ahol eg 0 < €9p11 VE=0,...,0—1. Es legyen H > 3F konstans.

A tétel bizonyitasaban ehhez definialtuk a PD3|machine chains,U; ;+1|Crnax
feladat I’ inputjat.

A PD3|machine chains, |U| < 3|Cia, feladat I” inputjaban a miiveletek szama és
feldolgozasi ideje legyen ugyanaz, mint I’-ben, az iitk6z6 mivelethalmazok pedig: U; =

=U2, Uy =Uss, Us = (J1 U Jo U J3) \ (U2 U Uss).
3.3.2. Lemma. Az aldbbiak ekvivalensek:

(a) A pdros-pdratlan particionak van megolddsa az I inputra.

(b) A PD3|machine chains,U; ;+1|Crmaz feladatnak az I' inputra van olyan megolddsa,
amelyre Car < 60H + E.

(¢c) A PD3|machine chains, |U| < 3|Cpas feladatnak az I" inputra van olyan megolddsa,
amelyre Cher < 60H + E.

Bizonyitds. A [3.2.4] lemméban bizonyitottuk, hogy (a) < (b).

(a) = (c)

A lemma bizonyitasahoz hasonloan hasznaljuk most is a blokkok I. és II. tipusi
iitemterveét (1d. [3.3] és dbra).

Ha a paros-paratlan particio megoldasa A, Ao, akkor egr 1 € Ay, eqr10 € Ay esetén
hasznaljuk a By, blokk I. tipusu iitemtervét, kiilonben a II. tipustat. A blokkokat kézvet-
leniil egymas utan iitemezziik. A [3.2.4] lemmaban bizonyitottuk, hogy ekkor az iitemterv
betartja a miiveletek sorrendjére vonatkozo szabalyokat, toviabba az U; és Us-beli miivele-
tek nem lognak egymasba. S6t, azt is tudjuk, hogy a kapott iitemtervben C,,, < 6(H+FE.
Igy itt mar csak azt kell ellenérizniink, hogy az Us miiveletei is diszjunktak lesznek.

Ha By 1. tipusu, akkor az Us-beli miveletek sorrendje: (2,5k +2) — (3,5k + 2) —
(1,4k +2) — (3,5k + 5).

C(3,5k) = C(2,5k) < S(2,5k + 1) < S(2,5k + 2)
C(2,5k +2) < S(2,5k + 3) = S(3,5k + 2)

k k
S(l,4/€+2)—C(3,5/€+2) Z (6]€H + Z €2j42 + 2H) - (6]€H + Z €25+1 + H + €2k+1> =

j=0 7=0

k
=H — E Agj12j42 — €41 = 0

J=0
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C(1,4k +2) = C(2,5k +4) < S(2,5k + 5) = S(3,5k + 5)

Ha By I1. tipusi, akkor az Us-beli miiveletek sorrendje: (3,5k + 2) — (2,5k +2) —
(1,4k +2) — (3,5k + 5).

C(3,5k) < S(3,5k + 1) < S(3,5k + 2)
C(3,5k +2) = S(2,5k + 2)

k k
S(l,4k+2)—0(2,5k—|—2) > (6]€H+Z€2j+2 + 2H> — <6kH+Z€2j+1 —|—H—|—E> =

j=0 7=0

k
=H — Z Agjy12j42 —E >0

j=0
C(14k +2) < C(1,4k + 3) = S(2,5k +4) < S(2,5k 4+ 5) = S(3,5k + 5)
Tehat a kapott litemterv megengedett.

(c) = (b)

Az I'-re vonatkozé PD3|machine chains,U; ;11|Cpa, feladathoz képest a
PD3|machine chains, |U| < 3|Cqaq feladatban [”-re az egyetlen plusz feltétel az, hogy
az Us-beli miiveleteknek is diszjunktaknak kell lenni. A tobbi feltétel megegyezik a két
feladatban.

Tehat ha a PD3|machine chains, |[U| < 3|Cia. feladatnak van olyan megoldasa I”-re,
amelyben C,,,, < 6(H+E, akkor ugyanez az iitemterv j6 lesz P D3|machine chains,U; j+1|Cpaz-
ra és I'-re is. O

A lemma (a) < (c) ekvivalencidja mutatja, hogy a PD3|machine chains, |U| < 3|Caz
feladat NP-nehéz. O
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4. fejezet

Kozelit6 algoritmusok

Ha P # NP, akkor NP-nehéz problémék esetén nem tudunk olyan algoritmust adni,
amely polinom id6ben meghataroznéa az optiméalis megoldast. Ilyenkor megprébalhatunk
olyan algoritmust kidolgozni, amely az optimélishoz kozeli megoldéast ad.

4.0.1. Definici6é. Egy minimalizalasi problémara adott algoritmust a-kozelitének vagy
a-approximécionak hivunk, ha az altala adott megoldas legfeljebb az optimum a-szorosa.

A tovabbiakban az alabbi jeloléseket fogjuk hasznélni:
P= pli,§)
j=1
Phaz =max{P;:i=1,...,m}

4.1. 2-approximacio

El6szor egy egyszeri 2-approximacios algoritmust adunk a P D|machine chains,U; ;+1|Caz
problémaéra.

Algoritmus 2: 2-approximécio

1 ciklus i =1,...,m, ¢ pdratlan:

2 Az i-edik gép miveleteit litemezziik szorosan egymas utan a 0 idGponttol
kezdve.

3 ciklus i =2,...,m, ¢ pdros:

4 Az i-edik gépen el6szor varjunk max{P; 1, P;;1} ideig, és ezutan a
miiveleteket iitemezziik kézvetleniil egymas utan.

4.1.1. Lemma. A PD|machine chains,U; ;+1|Cpar feladat optimdlis megolddsdra telje-
Sﬁl; hogy Pmax S C:;zax S 2Pmax'

Bizonyitds. Az i-edik gépen az 0sszes miiveletet litemezni kell, ezért minden megengedett
itemtervben C'(i,n;) > P,.

Crow=max{C*(i,n;) :i=1,...,m} >max{P:i=1,...,m} = Py,

max
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A 2] algoritmussal olyan megengedett iitemtervhez jutunk, amelyben
Craz =max{P,+ P11 :i=1,... m—1} < 2P,
Tehat C .. < Criae < 2P0 m

A lemma bizonyitasabol egyszertien kovetkezik az alabbi allitas.

4.1.2. Allitas. A @ algoritmus 2-approzimdcio a PD|machine chains,U; i11|Cpaz fel-
adatra.

4.2. 5/3-approximéaci6 3 gépre

Ebben a részben egy 5/3-approximéacios algoritmust adunk a P D3|machine chains,U; ;11|Crax

feladatra.

A megoldas soran kihasznaljuk, hogy a PD2|machine chains,U; ;+1|Cna. feladat poli-
nom idében megoldhaté. Az algoritmus soran sok kiillénb6z6 inputra meg kell hataroznunk
ennek a 2 gépes feladatnak az optimumat. Ha B; az i-edik gép miiveleteinek egy részhal-
maza, By az (i + 1)-edik gép miiveleteinek részhalmaza, és 8 egy nem iitkoz6 mivelet,
akkor pl. [B; vissza, By + (] jeloli azt az inputot, hogy az 1. gépre a By miiveleteit kell
iitemezniink az eredetihez képest forditott sorrendben, a 2. gépre pedig a B, miiveleteit
kell iitemezni az eredeti sorrendet megtartva, és ezutan S-t mint utolsé miiveletet. Az iit-
koz6 miiveletek megegyeznek az eredeti U, ;11-beli iitk6z6 miveletekkel, a tobbi mivelet
nem iitk6z6.

4.2.1. Tétel. A @ algoritmus 5/3-approximdcid a PD3|machine chains,U; ;+1|Crnaz fel-
adatra.

Bizonyitds. El6szor nézziik a [2| sorban szerepld esetet. Az itt szerepld iitemterv megen-
gedett, mivel az els§ két gépre adott megoldasban az eltolds utdn sem lehet {itkozés. A
2. gépen csak a (2, k) feldolgozasa esik az [S(2,k), C(2,k) + (P — p(2, k))] intervallumba,
de (2,k) ¢ Usgs, ezért a 2. és 3. gép kozott sem lehet iitkozés. Az elsG két gépre vonatkozo
optimalis megoldas teljes atfutési idejére teljesiil, hogy legfeljebb C* . A lemma
alapjan Ciid, < Crop + Py = p(2,k) < Crroy + 5Pnar < 500000

A Bl sorban 1év6 eset az el6z6hoz hasonlo.

Végiil ha a sorban 1év§ feltétel teljesiil, akkor egy konkrét 2a-2b kettéosztasra
fogjuk belatni, hogy Crar < 3CF .-

Tekintsiink egy optiméalis megoldast a 3 gépre. Legyen t a %C’;knm—hoz legkozelebbi
id6pont, amire teljesiil, hogy C*(2,j) <t vagy S*(2,j) >t minden j =1,... ,ng-re. A 2.
gépen 1év6 miiveleteket két halmazba osztjuk: a 2a blokkba keriilnek a ¢ el6tt befejez6d6
miiveletek, és a 2b blokkba keriilnek a ¢ utan kezd6dé miveletek, 1d. abra.

Jelolje P, Py, P, P, a blokkok hosszat a 3 gépes optimumban.

Ekkor a 2 gépes optimumokban a blokkok hosszara a kdvetkezdk teljesiilnek:

2
P, < max {Pl*, Py + gpmaw}

2
P, < max {Pl* — ngax, PQ*Q}
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Algoritmus 3: 5/3-approximéacio

1 k:=argmax{p(2,j):j=1,...,ne}

2 ha p(2,k) > $Pas €5 (2,k) nem iitkiz6 vagy (2,k) € U, o akkor

3 Hatarozzuk meg az 1. és 2. gép miiveleteire a 2 gépes feladat optimumat.

4 Az 1. és 2. gépen a C(2, k) id6pont utan befejez6d6 miiveleteket toljuk el
Py — p(2, k)-val.

5 A 3. gépen iitemezziink szorosan az [S(2,k),C(2,k) + (Ps — p(2,k))]

intervallumban.
6 ha p(2,k) > P 65 (2,k) € Uy akkor
7 Hatarozzuk meg a 2. és 3. gép miiveleteire a 2 gépes feladat optimumat.

A 2. ¢és 3. gépen a C'(2, k) id6pont utan befejez6dd miveleteket toljuk el
Py — p(2, k)-val.
9 Az 1. gépen iitemezziink szorosan az [S(2,k),C(2,k) + (P — p(2,k))]

intervallumban.
10 ha p(2,k) < : P, akkor
11 C = oo
12 ciklus a 2. gép minden 2a-2b kettéosztdsdra:
13 Legyen [ egy %Pm,w hosszi nem iitk6zé miivelet.
14 Hatérozzuk meg a 2 gépes optimumot az [1, 2a + (] esetben.
15 Hatéarozzuk meg a 2 gépes optimumot a [2b vissza + 3, 3 vissza] esetben.
16 A kapott megoldasokat rakjuk Gssze a abranak megfelelGen.
17 | Cols = min{CH9 ., Crnaa
1
1 1
1
1
2a 1 2b
1
3 |

4.1. dbra. A blokkok meghatarozasa

2
P; < max {P;b + 3 mam,Pg}

2
P2b S min {P;b,P; — §Pmax}
Azt is tudjuk, hogy C* . = max{ Py, Ps,+ Py, P; }. Tovabba, ebben az esetben minden

mivelet feldolgozési idege legfeljebb 3 Prae < $Cran, 18y Poy < (5 + 5)Chhae = 5C0 0 65
P2*a S %C;naz'

A 2 gépre vonatkozd részmegoldasokat tgy rakjuk Ossze, hogy 1 és 2b, ill. 2a és 3 ne
logjanak egymasba, 1d. [4.2] abra.
A fentiek alapjan, és a lemmét (Ppar < Cfp < 2P4.) felhasznélva, a kapott

megoldas teljes atfutési idejét a kdvetkezbk szerint tudjuk becsiilni.
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2a 2b

4.2. abra. A kapott titemterv

CmaxgmaX{Pl—i_PQbaPQa—i_PB}

2 2
SmaX{Pl*‘i‘ ;b,Pf+P;_gpma:mPQ*a_'_gpmaI_'_ ;b7P;a+P;}
5 1 2 2 5
< 1+-)C” 2— =) C* 1+-)C* —+1|C =-C*
= max{( + 3> max? ( 3) max? ( + 3> max? (3 + > max} 3 max
Tehat C9 < Coe < 207 O

max — 3 maz"

4.3. 11/6-approximaci6 4 gépre

Most a PD4|machine chains,U; ;1+1|Cmas feladatra fogunk mutatni egy 11 /6-approximéacios
algoritmust. Ez hasonlé lesz, mint az el6z6 részben a 3 gépes feladatra bemutatott 5/3-
approximécio, de nem tekinthets annak kozvetlen altalanositasanak.

Ha a 2. vagy 3. gépen van olyan miivelet, amely %Pmax—nél hosszabb, és nincs benne
az Uy g 1itk6z6 halmazban, akkor az 5/3-approximécios algoritmus elsG feléhez hasonlo-
an meg tudunk adni egy olyan iitemtervet, amelyre Cpop < 4 Cr .. Azonban az 5/3-
approximaéacioval ellentétben ez a moédszer nem csak a ,révid” miveletekbdl allo példakon
nem hasznalhato6, hanem akkor sem, ha az %me—nél hosszabb miveletek Us s-ban vannak.
Az ilyen feladatpéldanyokat tovabbi két csoportba fogjuk osztani. Ezekben a 2 gépes algo-
ritmusbél kapott résziitemterveket két kiilonb6z6 konfiguracioé szerint fogjuk Osszeallitani.
Mindkét konfigurécié esetén mutatunk 1-1 konkrét megoldést, amelyre Cqp < %C*

max*

Legyenek (2,7) és (3, ) a masodik, ill. harmadik gép leghosszabb miiveletei: p(2,i) >
> max{p(2,k):k=1,...,n2}, p(3,7) > max{p(3,k) : k=1,...,n3}.

Ha p(2,i) > §Puax és (2,1) ¢ Usg, azaz (2,i) nem iitkdz6 vagy (2,i) € Uy, akkor
hatarozzuk meg a 2 gépes optimumot kiilon az 1-2 és a 3-4 gépekre. CL2 < C*  és
C34 < Cr . Az 1-2 gépeken a C(2,4) utan befejezddd miiveleteket toljuk el C2:4  —
— p(2,74)-vel. Es a 3-4 gépekre kapott megoldast iitemezziik S(2,1)-t6l kezdve.

A 2. gépen csak a (2,7) ¢ Usz miivelet feldolgozasa esik az [S(2,4), C(2,4) + C32 —
— p(2,1)] intervallumba, ezért nem lehet iitkozés a 2. és 3. gép kozott.

A kapott litemterv teljes atfutasi ideje: Crnae = CiZy + Ot — p(2,1) < (2 — 3)Ci e

Ha p(3,7) > ¢ Puax €5 (3, ) ¢ Uz, azaz (3, j) nem iitkozs vagy (3, ) € Usy, akkor az

el6z6hoz hasonldan meg tudunk adni egy olyan iitemtervet, amelyre C),,, < %C,’;ax.

A tovabbiakban tehat feltehetjiik, hogy a 2. és 3. gépen minden %Pmax—nél hosszabb
miivelete U, 3-beli.

A tovabbi esetekben a 2. és 3. gép miiveleteit kisebb részhalmazokba, blokkokba
osztjuk. Az 5/3-approximéaciohoz hasonléan kiilonb6z6 modon definialt, Gj nem {itk6zd
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segédmiiveleteket is tartalmazo, kisebb 2 gépes feladatokon meghatarozzuk az optima-
lis megoldast. Végiil ezeket a résziitemterveket felhasznalva elkészitiink egy megengedett
iitemtervet. Két kiilonb6z6 elrendezést is hasznélni fogunk.

Els6 konfiguracié
El6szor az optiméalis megoldasban a 2. gépet vagjuk el az %C’fmx—hoz legkdzelebbi
mivelet-hataron, a 3. gépet pedig a %C’:;wz—hoz legktzelebbi miivelet-hataron. Igy defini-

aljuk a 2a, 2b, 3a, 3b blokkokat, 1d. abra.

T T
1 | 1
1 1
1 1

2a I I 2b
1 1
1 1

3a | | 3b
L] L]
4 1 1
1 1

4.3. abra. A blokkok meghatarozéasa az els6 konfiguracioban

Ezt a konfiguraciot akkor hasznaljuk, ha a meghatarozott vagas helyének a megfelels
harmadoloponttél vett tavolsiga mindkét gép esetén legfeljebb LC* . Tehat az opti-

12 Ymaz*
mumban a blokkok hosszara teljesiil, hogy P, < &, Py, <2, P;, <3 P; < 2.
Hatérozzuk meg a 2 gépes optimumot az [1, 2a + [, [3a + =, 4] és [2b vissza, 3b

vissza + | esetekben, ahol 3, ill. v nem iitk6z6 miiveleteket jelolnek, 1d. . abra. Az igy
kapott megoldésokban a blokkok hossza legyen Py, Pay, Poy, P3a, Psp, Py.

2a B

3a Y

2b vissza

3b vissza A

4.4. abra. A 2 gépes feladat inputjai az elsé konfiguracioban

A kapott részmegoldasokat rakjuk Ossze. 1 és 2a kezd&djon a 0 id6pontban, 3a és 4
pedig a 2a befejezésével egyidében. Végiil 2b-t és 3b-t toljuk el egyiitt a végére gy, hogy
2b az 1 és 3a utan kezd6djon, 3b pedig a 4 utan, 1d. [£.5] abra. Az igy kapott iitemtervben
nem lehet {itkozés, mert kiilonbo6z6 2 gépes feladatokbol jové miiveleteket nem iitemeziink
egy id6ben.

Ekkor Cmam = max{P1 + PQb, Pga + Pga + sz, Pga + P4 + Pgb}. Ez legfeljebb annyi,

11

mint az alabbi sorok maximuma. A célunk a <£-approximacio, ezért minden sor végére

odairtam, hogy mit kell teljesitenie S-nak és y-nak ahhoz, hogy < %C* -ot kapjunk.

max
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2a 2b

3a 3b

4.5. abra. Az els6 konfiguraciobol kapott iitemterv

Py + Py < (14 2)Cr
P+ Py +7 <O+ 5)C0meT7 |7 500
Py, + 0+ Py, = Chow + B 8 <3Ch
Py, + B8+ P+~ <2-2Ch.+B+v |B+v<1
Py, + Py, + Py, <1+ DCha
Py, + P, + P3 + <(3+ 0wt |7 500
Py + Pl —v+ P =200 — 7> 1Ch s
Py, + P; + Py, <(F+145)Cna
Pr — B+ P35, + Py, <(1+2-HCr. =B | B>3Chm
Pf—f+ P+ Py+v =2Ch., —B+7 B=72§Cna
Py =B+ P —=y+Py <Q2+)Cru—B—7|8+7>5Chu
Pr— B+ Py + Py < (24 3)Crhas — B2 15Cmaa
Ezek alapjan a (-ra és y-ra vonatkozo feltételek:

2 .. 5 .

ngaz <B< gcmax

e €S 2 Cha

11
0w < B+ <G,

12 ma max

Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy f = 4v. Igy az egyetlen feltétel az marad,
hogy iLC* < B < iCH

5~ max*

A K.1.1} lemmabol tudjuk, hogy Pp.. < C*

max

< 2Pmam; azaz Ppa, € [%C;wxa C;mm} :
Bontsuk a feladatod 8 esetre, a k-adik esetben Pras € ((15)Ch s (32)F1C2 ] (k=

1
12 mazxr’ \ 12

=1,...,8). Mivel ()0 =1 ¢s (11)8 < 1 igy ezekkel lefedjiik a fenti intervallumot.
12 12 2

A k-adik esetben £Cr 0 < 2(£) Pz < 2CF 00

Legyen 514 = %(%)kpmam Ye = iﬁk (k = 17 s 78)

Az algoritmusban hatarozzuk meg a megoldast minden 2a-2b, 3a-3b szétosztasra, és
mind a 8 lehetséges [y és v értékre. Ezek kozott biztosan megvizsgaljuk azt a szétbontast,
amit az optimumbol kaphatnank, és valamelyik S, 75 par teljesiteni fogja az Osszes fenti
feltételt, igy a meghatarozott megoldasok koziil a legkisebbre biztosan igaz, hogy C)u. <
< &G

max*

Masodik konfiguracié
A fenti elrendezést pontosan akkor nem tudjuk hasznélni, ha a 2. gépen van egy (2,7) €
€ U, 3 miivelet, amelyre S*(2,i) < 1Cr,, és C*(2,4) > 2Cr,.., vagy a 3. gépen van egy

max 12 “max>
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(3,7) € Usz miivelet, amelyre S*(3,j) < 5Crq. ¢s C*(3,7) > 3C,,, mert ekkor a .
abran a harmadolépontoktol til tavol keriilnek a vagésok. Szimmetria miatt ezek koziil
elég az els6t megvizsgilni.

A 2. gépet harom részre bontjuk, a 3. gépet pedig két részre. Az optimaélis megoldas-
ban a B blokk hosszat a kordbbiakhoz hasonloan Pj-gal fogjuk jeldlni. A 2b blokk alljon
onmagéaban a (2,7) miveletbdl. 2a, ill. 2¢ pedig legyenek az elGtte, ill. utana 1évé mivele-
tekbdl allo blokkok. 3a-t tgy valasztjuk, hogy 2a befejezése utan legalabb %C;;ax—gal érjen
véget, azaz Pj > Py + %C’;ax. Mivel Py, > %, ezért ebben az id6pontban a 2. gépen a
2a mivelet van feldolgozas alatt. Igy a 3. gépen ebben az id6pontban nem lehet U, 3-beli
mifvelet, tehat az épp feldolgozott miivelet legfeljebb 2C*  hosszu, és igy P;, < Py, + %

6~ mazx

1

2a 2b 2c
T

3a | 3b
1

4

4.6. abra. A blokkok meghatarozasa a mésodik konfiguracioban

Jelolje Pg a B blokk hosszat az alabbiakban leirt szabaly szerint ,t6bb részbdl Gssze-
rakott” megoldasban, és legyen Py a B blokk hossza, ha miiveleteket szorosan litemezziik.

2a és 1 miveleteit rakjuk szorosan egymas utan, azaz P, = 152a, P = 151. Ezen
kiviil hatarozzuk meg a 2 gépes optimumot a [3a + ~, 4] és [2c vissza + 2b, 3b vissza
+ 7] esetekben, ahol v egy nem iitkéz6 mivelet. 1, 3a és 4 kezdddjon a 2a befejezésével
egyid6ben. 2b-t, 2c-t és 3b-t egyiitt toljuk el ugy, hogy 2b a 3a utan kezd&djon, 2c¢ az 1
utan, és 3b a 4 utan, 1d. [4.7] abra.

2a 2b 2c

3a 3b

4.7. dbra. A masodik konfiguraciobol kapott iitemterv

A 2. gép miiveletei koziil csak a 2b ¢ U lehet olyan, hogy az 1. gép miveletivel
egy id6ben van iitemezve, tehat az 1-2. gépek kdzdtt nem lehet iitkozés. A 2. és 3. gépen
csak a 2b, 2¢, 3b miveletei lehetnek egy id6ben, de ezeket a 2 gépes feladat szerint ugy
{itemezziik, hogy ne legyen iitkozés. Es hasonloan a 3. és 4. gépek esetében a két gépes
feladat megoldésa miatt a 3a és 4 blokkok kozott sem lehet iitkozés.
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Cmax:maX{P2a+P4+P3b>P2a+P3a+P2b+PQCaP2a+P1+P2c}
< max{ Py, + P + Piy, Py + P{ + P+ P = 7 Pau + Piu 7+ P

Piu+ Py Pov+ Pios Py + P + Py Py, + P+ Py = Py

11 - 19 11 11
< max _C:;@a:p? 2C;ax -7 C:naac + PQll +7, _C:;@a:p? _C;"Lax7 _C:nax +7 - sz
6 12 6 6
Ez < 4C s ha $C5 L <y < min {%C:nax - pga,Pgb}.
1. eset: Ha ]%a + Py, < %C’;mm, akkor v = Py, jo.
2. eset: Ha Py, + Py, < %C;az, akkor nézhetjiik a feladat ,fiigg6legesen tiikrozott” val-

tozatat, amiben a 2a helyett a 2c-t iitemezziik szorosan, a 3a, 3b valasztasat is megfelelGen
modositjuk, stb. Ebben az esetben a ~-ra vonatkozo feltétel az lesz, hogy éC’T*mm <~ <
< min {%C;‘mx — Py, Pgb}. Es igy a v = Py, valasztés jo lesz.

3. eset: Kiilonben P, < FCr o €5 Py, < £Cr oy tehdt Py, > 2C% . Ekkor a y-ra
vonatkozo feltétel: $Cr. < v < 2Crh ... A lemma alapjan $C% .. < 2P, <
< 207 40 tehat v = 2P, jO lesz.

A 3. gép minden 3a-3b kettéosztasat vizsgaljuk meg. A 2b valasztédsanal viszont figye-
lembe vehetjiik az alabbiakat. Az 1. és 2. esetben elég az olyan Us 3-beli miiveletekre mint
2b-re kiszamolni a fentieket, amire Py, > %Pmax. A 3. esetben pedig elég azt nézni, ahol
Py > %Pmax. Tovabba az 1. és 2. eset koziil elég csak az egyiket megvizsgalni aszerint,
hogy Py, vagy P,, a kisebb.

Ha az ezeknek megfelel6 6sszes 2a-2b-2¢, 3a-3b blokkfelbontasra, és v = Py,-re és
v = %Pmax—re is meghatarozzuk a . abranak megfelel§ iitemtervet, akkor ezek kozott
megvizsgaljuk azt az esetet is, amelyet az optimalis iitemtervbél kaphatnank. Fzért a
legjobb {itemterv legfeljebb olyan hosszi, mint amelyikrél belattuk, hogy legfeljebb %C*

max
hosszn.

A fentiek alapjan felirhatjuk a[4 algoritmust, és kimondhatjuk a kovetkezd tételt:

4.3.1. Tétel. A . algoritmus 11/6-approzimdcid o PD4|machine chains,U; ;1|Crax
feladatra.
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Algoritmus 4: 11/6-approximécio

ha 3i: p(2,i) > %Pmaz és (2,1) nem tkézd vagy (2,1) € Uy o akkor
Hatarozzuk meg a 2 gépes optimumot az 1-2, ill. a 3-4 gépre.

3 Az 1. és 2. gépen a C'(2,1) id6pont utén befejez6d6 miiveleteket toljuk el
C34  — p(2,1)-vel.

4 A 3-4 gépekre kapott megoldast iitemezziik az
[S(2,),C(2,4) + (C34 — p(2,4))] intervallumba.

kiilonben ha Ji : p(3,7) > § Paa €s (3,4) nem iitkizd vagy (3,7) € Us4 akkor
Hatarozzuk meg a 2 gépes optimumot az 1-2, ill. a 3-4 gépre.

7 A 3. és 4. gépen a ('(3,7) id6pont utan befejez6d6 miiveleteket toljuk el
Ch2 — p(3,1)-vel.

8 Az 1-2 gépekre kapott megoldast iitemezziik az
[S(3,1),C(3,4) + (C%2 — p(3,4))] intervallumba.

max

N =

[~ I

9 kiilonben
10 C9 .= min{ ElsoKonfig(1, 2, 3, {), MasodikKonfig(1, 2, 3, 4),
MasodikKonfig(4, &, 2, 1) }

Fiiggvény ElsoKonfig(1, 2, 3, 4)

C9 = oo

1 max

2 ciklus a 2. gép minden 2a-2b kettéosztdsdra:

3 ciklus a 3. gép minden 3a-3b kettéosztdsdra:

4 for k=1,....,8:

5 Legyen (3 egy %(%)’“Pmax hosszi nem {itk6z6é mivelet.

6 Legyen v egy }15 hossz nem 1itk6z6 mivelet.

7 Hatéarozzuk meg a 2 gépes optimumot az [1,2a + ] esetben.

8 Hatarozzuk meg a 2 gépes optimumot a [3a + 7, 4] esetben.

9 Hatéarozzuk meg a 2 gépes optimumot az [2b vissza, 3b vissza + 7]

esetben.

10 A kapott megoldasokat rakjuk Ossze a . abranak megfelelGen.
11 C9 = min{CY%  Craz}

12 return C%%,
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Fiiggvény MasodikKonfig(1, 2, 3, 4)

1 C9 = oo

2 ciklus 2b € {(2,7) € Uss : p(2,4) > ¢ Prax}:

3 2a és 2c legyenek a 2b el6tti, ill. utani miiveletekbdl 4ll6 blokkok.

4 ciklus a 3. gép minden 3a-3b kettéosztdsdra:

5 Legyen v egy Py, hosszi nem iitk6zé miivelet.

6 ha 152a < 1520 akkor

7 Cinaz = MasodikKonfigUtemterv (1, 2a, 2b, 2¢, 3a, 3b, 4, )
8 Cite = min{Ce Crnar }

9 kiilénben

10 Cinaz = MasodikKonfigUtemterv (1, 2¢, 2b, 2a, 3b, 3a, 4, )
12 ha Py, > 2P,,,, akkor

13 Legyen v egy %Pm(m hosszi nem iitkoz6é midvelet.

14 Cinaz = MasodikKonfigUtemterv (I, 2a, 2b, 2¢c, 3a, 3b, 4, 7y)
15 C%(if = min{cﬁfﬁw Cmax}

16 return C%

max

Fiiggvény MasodikKonfigUtemterv(1, 2a, 2b, 2¢, 3a, 3b, 4, )

A 2a és 1 miveleteit litemezziik szorosan.

Hatérozzuk meg a 2 gépes optimumot a [3a + 7, 4] esetben.

Hatérozzuk meg a 2 gépes optimumot a [2¢ vissza + 2b, 3b vissza + ] esetben.
A kapott megoldasokat rakjuk Ossze a abranak megfelelGen.

return C,,q.

[S U VU
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5. fejezet

Osszegzés

Dolgozatomban a specidlis iitkozési feltételeket és megel6zési korlatokat tartalmazo
PD|machine chains,U; ;+1|Cias litemezési feladattal foglalkoztam. Ebben a miveletek
méar elére hozza vannak rendelve a gépekhez, és ezek sorrendje is adott. Tovabba meg
vannak hatarozva olyan {itk6z6 mitvelethalmazok, melyek két szomszédos gép miivelete-
it tartalmazzak. A feladat azon valtozatara, amelyben a gépek szama 2, két kiillonbo6zs
algoritmust is bemutattam, amelyek segitségével meghatarozhatd az optimélis iitemterv.
Az elsG algoritmus dinamikus programozast hasznalt, a masik pedig egy geometriai 6t-
letre épiilt, és iranyitott grafban torténd legrovidebb ttkeresés segitségével oldotta meg a
problémat.

Ezutan bebizonyitottam, hogy ha harom gép van, akkor a feladat NP-nehéz. A bizo-
nyitasban a paros-péaratlan particié feladatot vezettiik vissza az iitemezési problémaéra.
Harom vagy tobb gép esetén tehdt nem varhato, hogy polinom idében meghatarozhato
az optimalis megoldas. Emiatt kozelité algoritmusokat adtam a feladatra. A bemutatott
2-kozelité algoritmus tetszéleges szamu gép esetén hasznalhat6. Ezen kiviil adtam egy
5/3-approximéciot 3 gépre és egy 11/6-approximaciot 4 gépre.

A vizsgalt iitemezési feladatok nagyon hasonlitanak a job shop problémara. Ezt ki-
hasznalva j bizonyitast is adtam az ismert tételre, miszerint a J3|n = 3|C)q. job shop
feladat NP-nehéz.

A tobbfejes épiiletnyomtatasnal megkoveteltiik, hogy az iitkdzézonaban egyszerre csak
egy nyomtatofej lehessen. Az i{itemezési feladatban ez annak felelt meg, hogy az azonos
halmazba es§ iitk6z6 miiveletekrél megkoveteltiik, hogy diszjunktak legyenek. Azonban
két nyomtatofej akkor sem iitkozik Gssze, ha a tavolsaguk elég nagy, de mindketten az
iitk6z6 zonaban vannak. Ha az egyik fej mar kifelé halad az iitkoz6 zonabol, akkor a
masiknak nem kell megvarnia, hogy teljesen kiérjen belSle. Ha betartjuk a megfelels ta-
volsédgot a két fej kozott, akkor a méasodik fej mar korabban is folytathatja az dtjat az
iitk6z6 zonaba. Ezzel a varakozasi idéket lecsokkenthetjiik, és igy az egész nyomtatasi fo-
lyamat ideje is lerovidiilhet. Ezt felhasznalva érdemes lehet megvizsgalni, hogy ki lehet-e
dolgozni még hatékonyabb modszereket az {itkozés elkeriilésére.

A feladatok megoldasanél feltettiik, hogy tetszGleges helyre besztirhatunk varakozast,
és ennek idGtartamara sem volt semmilyen korlatunk. A gyakorlatban azonban az anyag
aramlasanak sorozatos leallitasa és ujrainditasa, és a nyomtatofej gyakori sebességvalto-
zésa a feliiletek egyenlStlenségéhez vezethet [2]. A nyomtatas mindségének javitasa érde-
kében ezeket a szempontokat is be kell épiteni a megoldasi modellekbe.

Elméleti szempontbol érdekes lehetne a vizsgalt iitemezési feladatokat tgy is tanulma-
nyozni, hogy a ()., teljes atfutasi id6 helyett méas célfiiggvényeket hasznélunk.
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Az is egy érdekes feladat lehet, hogy az iitkdzéses iitemezési feladatra olyan 2-nél
jobb kozelitést ado, esetleg PTAS algoritmust adjunk, amely tetsz6leges szamu gép esetén
hasznalhat6. Vagy negativ eredményként bebizonyitsuk, hogy egy bizonyos konstansnél
jobban nem kozelithetd a feladat.
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