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1. Bevezetés

Szakdolgozatom témajaul egy régota megoldatlan grafszinezési problémat,
az Erdés-Faber-Lovasz-sejtést valasztottam. A sejtés elsé hallasra nem ti-
nik tilzottan bonyolultnak, maga a sejtés egy matematika irant érdekl6ds
atlagos kozépiskolés szaméra is tokéletesen érthets. Ugyanakkor, bar a prob-
léma megfogalmazoi, Erdés Pal, Lovasz Laszlo és Vance Faber is kezdetben
egy viszonylag egyszertd allitasnak tarthattak a sejtést, hiszen azt egy grafok-
kal foglalkoz6 konferencian vetették fel el6szor és abban egyeztek meg, hogy
méasnap megbeszélik a megoldasiat. A probléma felvetése ota 48 év telt el,
ezalatt rengeteg kivalo matematikus foglalkozott vele és bar szamos jelent&s
eredmény sziiletett ebben a témakorben, ennek ellenére a mai napig nem
sikeriilt sem bebizonyitani, sem megcafolni a problémat.

Erdss, Faber és Lovéasz a sejtésiiket eredetileg halmazokra fogalmaztak
meg 1972-ben: Ha adott n db n elemi halmaz gy, hogy barmely kettének
legfeljebb egy kozos eleme van, akkor a halmazokban szerepld elemek kiszi-
nezhetéek n szinnel ugy, hogy az egy halmazba esé elemek szine kiilonb6z6.
Azoéta a sejtésnek tobbféle ekvivalens megfogalmazasa sziiletett. A témakor-
nek egyel6re nem alakult ki egységes jelolésrendszere, a téméaval foglalkozo
matematikusok szinte mind kiilonbozé jeloléseket alkalmaznak, s6t altalaban
a sejtésnek is kiilonb6z6 megfogalmazasait vizsgaljak. Szakdolgozatomban
igyekeztem végig a sejtésnek a hipergrafos megfogalmazasat hasznalni (Ha
adott egy hipergraf, melynek n db n méretd hiperéle van és azoknak pé-
ronként legfeljebb egy kozos cstucsa, akkor a hipergraf csiicsai szinezhetéek n
szinnel.), illetve végig ugyanazokat a jeloléseket alkalmazni. Igy a hivatkozott
cikkek eredményeit is atfogalmaztam a sajat jeloléseimnek megfelelGen.

A szakdolgozat 2. fejezetében a probléma megértéséhez sziikséges alapfo-
galmakat, illetve magat a sejtést és annak tobb ekvivalens megfogalmazasat
ismertetem, tovabba megemlitem a témakorben sziiletett legfontosabb ered-
ményeket. A 3. és 4. fejezetben néhany, mar ismert eredményt szemléltetek:
Kozelitést adunk a sejtésben szerepld hipergrafok cstucsainak jo szinezéséhez
sziikséges minimdalis szinek szamara, azaz belatjuk, hogy %n szin biztosan
elegends. Majd ezt az uniform esetre tovabb javitjuk. Ezt koévetGen be-
latjuk, hogy a sejtés igaz a stirid esetben - azaz ha az eredeti hipergrafbol
szarmaztatott masik hipergraf minden fokszama nagyobb /n-nél - tovabba
megemlitjiik bizonyitas nélkiil a stird eset egy altaldnositaséat is. Az ebben a
két fejezetben szerepld bizonyitédsokban az lesz a kozos, hogy a csticsok szi-
nezését fokszam szerinti csokkend sorrendben végezziik, igy a nagy fokszamu
és ezaltal "legproblémésabb" cstucsok szinezésén hamar atesiink.

Az 5. fejezetben a sejtésben szerepls hipergrafok egy specialis csaladjat,
a metsz6 hipergrafokat vizsgalom, azaz feltessziik, hogy barmely két hiperél



metszete egyelemi. Latni fogjuk, hogy az Erdgs-Faber-Lovész-sejtést elegen-
dé belatni erre a hipergréafcsaladra. Tovabba bevezetem az élmetszési méatrix
ja. Ennek és a szintén definidlt szinezési matrixnak a segitségével adok egy
sajat bizonyitast a Berge és Hilton &ltal igazolt esetre, azaz ha a legalabb
harmadfoku csticsok fiiggetlenek. Majd egy ennél kicsit altalanosabb, korab-
ban nem bizonyitott esetre is adok megoldast. Ezutan egy viszonylag friss
cikk néhany eredményét mutatom be, melyek némileg kapcsolédnak az el6bb
emlitett esethez. Végiil az utolso fejezetben valaszt keresek arra, hogy mi-
ért nehéz megoldani az Erdés-Faber-Lovasz-sejtést, tovabba megfogalmazok
néhény nyitott kérdést és tovabblépési lehetGséget.



2. Motivacid

Az Erdés-Faber-Lovasz-sejtés megfogalmazasa el6tt el6bb sziikségiink lesz
néhany hipergrafokkal kapcsolatos definiciora, illetve jelolésre.

Legyen H = (V, E) egy hipergraf, melynek csicshalmaza V| hiperéleinek
halmaza pedig E. Ekkor H-t linearisnak nevezziik, ha barmely két hipe-
rélének legfeljebb egy ko6z0s csicsa van. A H hipergraf egy v csticsanak
fokszama alatt az 6t tartalmazo hiperélek szamat értjik és d(v)-vel jelol-
jik, mig a hipergraf egy e hiperélének mérete alatt a ra illeszkedd cstucsok
szamat értjiikk és r(e)-vel jeloljik. A H hipergrafot k-uniformnak nevez-
ziik, ha minden hiperélének mérete k. Tehat a 2-uniform hipergrafok éppen
a hagyoményos értelemben vett grafok. Egy H hipergraf cstcsainak egy szi-
nezését jo szinezésnek hivjuk, ha az egy hiperélbe tartozo cstucsok szine
kiilonbozs. A H hipergraf kromatikus szama a legkisebb olyan n egész,
amelyre létezik H-nak n szinnel val6 jo szinezése.

Az Erdés-Faber-Lovasz-sejtésnek szamos ekvivalens alakja létezik, az alab-
biakban ezek koziil fogok néhanyat megfogalmazni. Szakdolgozatomban leg-
gyakrabban az alabbi, hipergrafos alakot fogom hasznélni.

2.1. Sejtés. (Erdds-Faber-Lovdsz, hipergrafos alak)
Legyen H eqy linedris hipergrdf, melynek n db hiperéle van és minden hiperéle
pontosan n csiucsot tartalmaz. Fkkor H kromatikus szama n.

A sejtést Erdgs Pél, Vance Faber és Lovasz Léaszl6 eredetileg halmazokra
fogalmaztak meg 1972-ben:

2.2. Sejtés. (Erdds-Faber-Lovdsz, halmazos megfogalmazds)

Legyen adott n db n elemd halmaz gy, hogy barmely kettonek legfeljebb egy
kézos eleme van. FEkkor a halmazok elemetr szinezhetdek n szinnel gy, hogy
az azonos halmazba tartozo elemek szine kilonbozo.

A hipergrafos alakban az n méretd hiperéleket helyettesithetjiik n cstucsu
teljes grafokkal is, igy kapjuk a sejtés teljes grafokkal vald megfogalmazasat.

2.3. Sejtés. (Erdds-Faber-Lovdsz, teljes grdafos alak)
Legyen G egy olyan grdf, mely n db teljes n csucsi grdfbol dall, melyeknek
pdronként legfeljebb eqy kozos csucsuk van. Ekkor G kromatikus szdama n.

A sejtésnek egy érdekes ekvivalens alakjat fogalmazta meg Haddid és
Tardif [9]. Tegyiik fel, hogy van n bizottsag, melyek mindegyikének n tagja
van, tovabba barmely két bizottsagnak legfeljebb egy kozos tagja van. A
bizottsagok rendelkezésére egyetlen konferencia terem all, melyben n db szék
talalhato. Megoldhato-e, hogy mindenkinek allandé helye legyen, azaz, hogy



egy adott ember az 0Osszes olyan bizottsag iilésén, melynek tagja, mindig
ugyanazon a széken iiljon.

Konnyen lathatjuk, hogy ez valoban ekvivalens az Erdés-Faber-Lovasz-
sejtéssel, ugyanis az n {6s bizottsagok felelnek meg a hiperéleknek, az em-
berek pedig a cstucsoknak. A hipergraf linearitdsiat az biztositja, hogy a
bizottsagoknak paronként legfeljebb egy kozos tagja lehet. Mig egy megfele-
16 leiiltetés megad egy jo szinezést, hiszen ha két cstcs szomszédos, akkor az
altaluk reprezentalt két ember szerepel ugyanabban a bizottsagban, ezaltal
nem Kkeriilhetnek azonos székre.

Az egyszertiség kedvéért vezessiik be a kévetkezs jelolést a sejtésben latott
hipergrafokra.

2.4. Definicio. Egy hipergrifot EF L(n)-belinek hivunk, ha linedris, n db
hiperélt tartalmaz és minden hiperél n db csucsbol dll.

Ekkor a fenti sejtést a kovetkezéképpen fogalmazhatjuk meg:

2.5. Sejtés. (Erdds-Faber-Lovisz)
Legyen H egy EF L(n)-beli hipergrdf. Ekkor H kromatikus szdma n.

2.6. Jeldlés. Legyen H egy EFL(n)-beli hipergrdf. Téroljik ki H-bol az
elsdfoku csucsokat. A H-bol a torlés utdn kapott hipergrdafot jelélyik H-val.

2.7. Sejtés. Legyen H egy EFL(n)-beli hipergraf. Ekkor az elsdfoki csicsok
torlésével keletkezd H hipergraf kromatikus szama legfeljebb n.

2.8. Allitas. Az el6z6 sejtés ekvivalens az Erdds-Faber-Lovdsz-sejtéssel.

Bizonyitds. Ha az Erdés-Faber-Lovéasz-sejtés igaz, akkor nyilvanvaldéan igaz
a fenti sejtés is.

Tegyiik most fel, hogy a fenti sejtés igaz, azaz H cstcsai kiszinezhetGek n
szinnel. Ekkor H egy n szinnel val6 jo szinezését kapjuk, ha H legalabb két-
fokt csticsait olyan szintire szinezziik, mint H-ban, ezutan pedig az egyfokiu
cstucsokat az adott hiperélben még nem szerepld szinek koziil egy tetszéleges-
sel szinezziik. Ezt meg tudjuk tenni, hiszen H-ban az egyfoku cstucsoknak
pontosan n — 1 szomszédjuk van, igy mindig lesz szabad szin. O

Az alabbi abran egy EFL(5)-beli hipergrafra lathatunk példat. Szakdol-
gozatomban a hipergrafok hiperéleit egyenes (illetve néhany esetben gorbe)
szakaszok fogjék reprezentélni. Az abrék jobb értelmezhetdsége kedvéért a
hiperéleket reprezentald egyenes és gorbe szakaszokat néha kiilonb6z6 szinek-
kel 4brédzolom majd.

A 4. fejezetben fogjuk vizsgalni azt az esetet, amikor az els6foku cstcsokat
(és esetleg még néhéany csticsot) kivéve az Gsszes csics fokszama nagy. Ehhez
sziikségiink lesz a stirt hipergrafok fogalmara.



1. abra. Példa egy EFL(5)-beli hipergrafra, illetve annak
egy Ot szinnel val6 jo szinezésére. Mellette az elsGfoku csu-
csok elhagyaséval kapott hipergraf.

2.9. Definicié. Egy EF L(n)-beli hipergrdfot s@rinek nevezink, ha minden
csucsdanak a fokszdma nagyobb, mint \/n.

Az alabbiakban a metsz6 hipergrafokat fogjuk definialni, melyekkel bé-
vebben az 6todik fejezetben fogunk foglalkozni. Igazolni fogjuk, hogy az
Erdés-Faber-Lovasz-sejtést elegendé metsz6 EF L(n)-beli hipergrafokra bi-
zonyitani. Azt fogjuk megmutatni, hogy ha van egy tetszéleges EF L(n)-beli
H hipergrafunk, akkor a cstucsainak megadhatjuk egy jo szinezését, ha egy
H-bol megfelelgen kapott metszé E'F L(n)-beli hipergraf cstucsainak ismerjiik
egy jO szinezését.

2.10. Definici6é. Eqgy hipergrdifot metszének neveziink, ha barmely két hi-
perélének van kozos csucsa.

2.11. Definicié. Egy hipergrifot M EF L(n)-belinek hivunk, ha metszd és
EFL(n)-beli. Tehdt H eqy M EF L(n)-beli hipergrdf pontosan akkor, ha n db
hiperéle van, melyek mindegyike n db csiucsbol dll és barmely két hiperélének
pontosan eqy kézdos csucsa van.

Az FErdés-Faber-Lovasz-sejtés nyilvanvaléan igaz abban az esetben, ha
az M EFL(n)-beli H hipergraf Gsszes hiperélének van egy kozos, n-edfoku
cstcsa (lasd 2. &bra). Konnyen megadhato egy jo szinezés akkor is, ha H
legnagyobb fokszama n — 1,n — 2 vagy n — 3, ugyanakkor a legnagyobb fok-
szamot csokkentve a lehetséges hipergrafok szama exponenciélisan ng, ezéltal
mar az n — 4 esetben is til sok esetet kellene végignézni.

Abban az esetben is konnyd megadni a cstcsok egy jo szinezését, ha H min-
den fokszama legfeljebb ketts (egy ilyen hipergraf lathato a 2. &bra jobb
oldalan), erre a szinezésre egy példat majd az 5. fejezetben fogunk latni.



A sejtéssel kapcsolatban szamos fontos eredményt ismeriink. Chang és Lawler
[0] igazoltak, hogy barmely EFL(n)-beli H hipergraf csucsai kiszinezhetd-
ek %n — 2 szinnel, ennek bizonyitasat a kovetkezs fejezetben fogjuk taglalni.
Kahn igazolta |13], hogy a szinezéshez sziikséges szinek szama (1 + o(1))n,
azaz az EF'L(n)-beli H hipergraf kromatikus szama elég nagy n esetén kozel
van n-hez. A strd esetre a sejtést Sanchez-Arroyo [1] igazolta. Faber igazolta
[3], hogy adott k esetén legfeljebb véges sok k-uniform, reguléaris ellenpélda
létezik a sejtésre. Hindman bebizonyitotta [11] a sejtést n < 10-re, ezt Rom-
ero és Alonso-Pecina [18] szamitogép segitségével tovabb javitotta n < 12-re.
A tovabbiakban tehat néhany érdekes eredményt fogunk bemutatni részben
a fentiek, részben pedig tovabbi eredmények koziil.

2. abra. Két példa EFL(5)-beli hipergrafra. A baloldali
hipergraf legnagyobb fokszama 5, mig a jobboldalinak 2.

3. Fels6 becslés a kromatikus szamra

Ebben és a kdvetkezs fejezetben a csticsokat fokszam szerinti csokkend sor-
rendben probéljuk majd meg kiszinezni. Ez azért hasznos, mert minél na-
gyobb egy cstucs fokszdma, annal tobb szomszédja lehet, azaz annal tobb
masik csicsra kell figyelniink a szinezésnél, ha jo szinezést szeretnénk kapni.
Igy a legnehezebben kiszinezhetd csticsokkal kezdjiik a szinezést.

Ennek segitségével bizonyitottak tételiikket Chang és Lawler, mely fels6
becslést ad a H € EFL(n) hipergraf kromatikus szaméra. Chang és Lawler
a sejtés dualis alakjat hasznaltdk, amit itt atfogalmazunk az eredeti hiper-
grafos alakra. A bizonyitas soran tehét a cstucsokat fokszam szerinti csokkend
sorrendben fogjuk szinezni. Azt fogjuk észrevenni, hogy a legalabb harmad-
fokt csticsoknak mindenképp jutni fog szabad szin a rendelkezésiinkre allo



[3n — 2] db szin kézott, mig a méasodfoku cstcsok szinezésénél egy kicsit
bonyolultabb lesz a helyzet.

3.1. Tétel. (Chang, Lawler, 1988 [5])
Legyen n >3 és H € EFL(n). Ekkor H csicsainak létezik [3n — 2] szinnel
valo jo szinezése.

Bizonyitds. Ismét fokszam szerinti csokkend sorrendben fogjuk kiszinezni a
csucsokat.

Elgszor tegyiik fel, hogy egy olyan v csucs kovetkezik, melyre d(v) > 3. Ekkor
v-nek legfeljebb d(v)"==2 ddlv) szines szomszédja lehet, ugyanis legyen e egy v-re
illeszkedd hiperél, tovabba legyen y # x egy e-beli cstcs, mely mar ki van
szinezve. Ekkor nyilvanval6, hogy deg( ) > d(v). Mivel H linedris, ezért H is

az, igy e cstcsai kozul legfeljebb (”) -nek lehet szine. Tehat v-nek valoban

legfeljebb rn d db szines szomszedja lehet. Igy ha d(v)™~ & ”) < [3n—2],

akkor v- nek 1s Jut szabad szin. Ez pedig d(v) > 3 esetén Valoban teljestil,
hiszen ekkor
d(v) 3

(n—d(v))g—(n—3)<gn—2§ [;n_z]

[\)

Tehat a legalabb harmadfokt csticsokat ki tudjuk szinezni a [2

valamelyikével. ’

Tegyiik most fel, hogy egy olyan x cstcs kovetkezik, amire d(z) = 2. Jeloljik
az x-re illeszkedd két hiperélt e-vel, illetve f-fel. Ha létezik egy szin, amely
még e és f cstucsainak a szinei kozott sem szerepel, akkor x szinezhetd ezzel
a szinnel. Ellenkez§ esetben a kovetkezé allitas teljesiil:

3.2. Allitas. (Chang, Lawler, 1988 [5])

Létezik eqy olyan g hiperél, amely e-t az y, mig f-et a z pontban metsz, ahol y
€s z is masodfoki, tovdbbd y szine nem szerepel az f csucsainak szinei kozott,
mig z szine pedig e csucsainak szinei k6zott nem szerepel.

n — 2] szin

Bizonyitds. Legyen

A = {cl|c egy e-re illeszkedd mdasodfoki csics szine, de ¢ nem szine egyetlen
f-re illeszkedd legaldbb harmadfoki csicsnak sem} és

B = {c|c egy f-re illeszkedd mdsodfoki csics szine, de ¢ nem szine

egyetlen e-re illeszkedd legaldbb harmadfoki csicsnak sem}

Ekkor ha ¢ € (AUB)\ (AN B), akkor ¢ szine egy e-re vagy f-re illeszkedd
legalabb harmadfoku csticsnak, hiszen ha példaul ¢ € A\ B, akkor A definici-
6ja miatt ¢ nem szine egyetlen f-re illeszkedd legalabb harmadfokt csticsnak

9



3. dbra. Az allitas soran hasznalt cstucsok és hiperélek el-
helyezkedése

sem, igy ¢ szine egy f-re illeszked6 méasodfoku csucsnak, azaz, mivel ¢ ¢ B,
ezért sziikkségképpen c szine egy e-re illeszkedd legalabb harmadfoku cstcs-
nak.

A linearitas miatt e-re legfeljebb % db legalabb harmadfoku csucs il-
leszkedhet, hiszen az n — 2 db hiperél (e-t és f-et nem szamolva) kozott van
|A| db olyan, ami masodfoku csicsban metszi e-t. Hasonloan f-re legfeljebb
# db legalabb harmadfoki csics illeszkedhet.

Mivel az allitas feltétele szerint nincs olyan szin, amely e és f csticsainak
szinei kozott sem szerepel, ezért

A -2 n—|B|-2
2 2 ’

3 5 3 n—
___<_—2]<A B
2n 2_{271 <|AUB|+

melyet atalakitva azt kapjuk, hogy:
n—1<]A\B|+|B\A|.

Mivel |A\ B| éppen azon szinek szama, amelyek szerepelnek az e cstucsainak
szinei kozott, de f csticsainak szinei kozott nem (| B\ A| hasonloan), ezért az
utolso egyenlétlenségbdl kovetkezik a kivant g hiperél 1étezése. O]

Az allitas kovetkezménye, hogy legalabb 7 szin nem szerepel e, illetve f
cstcsainak szinei kozott, nincs olyan szin, amelyik egyik ilyen szinhalmazban
sem szerepel és legfeljebb n — 1 db szerepelhet koziiliik ¢g cstcsainak szinei
kozott. Tehat létezik egy ¢ szin, amelyik nem szerepel g és vagy e vagy f
cstucsainak szinei kozott. Feltehetd, hogy g és e csticsainak szinei kozott nem
szerepel. Ekkor y atszinezheté c szintire, ezutédn y eredeti szine nem szerepel
sem g, sem e, sem f csucsainak szinei kozott, igy = szinezhetd y eredeti
szinével. O

10



Tehat belattuk, hogy minden H € EFL(n)-beli (n > 3) hipergraf kro-
matikus szdma legfeljebb [2n — 2]. Néhany speciélis grafesalad kromatikus
szaméra adhatunk ennél jobb fels6 becslést is. Legyen most H € EFL(n)
olyan, hogy a hozza tartozé H hipergraf r-regularis, azaz minden fokszama
r, ahol r > 3.

Mennyi lehet H egy tetszéleges v csticsanak a szomszédainak a maximalis
n—1

szdma? Mivel minden fokszam r, ezért H egy hiperéle legfeljebb [2=1] db

csticsot tartalmaz, igy egy v csticsnak legfeljebb r([2=F| — 1) < —£=n szom-
szédja van. Tehat ha H r-regularis, akkor —5n+1 szin elég, hiszen N +1 szin
minden hipergraf csticsszinezéséhez elég, ahol N a maximalis szomszédszam,
esetiinkben legfeljebb —“5n. Lathato, hogy r > 4 esetén ez jobb becslés, mint
a Chang ¢s Lawler altal adott [3n — 2].

Az r-reguléris esetben ennél is jobb fels6 becslést adhatunk a szinek szamara,

az errdl szolo allitast S. Dara és S. M. Hegde bizonyitottak.

3.3. Allitas. (Dara, Hegde, 2019 [7] )

Legyen H eqy r-requldris, EF L(n)-beli hipergrdf.

Ha r > 4, akkor H kromatikus szama legfeljebb 1,181n.
Ha r = 3, akkor H kromatikus szama legfeljebb 1,281n.

Bizonyitds. Legyen H = (V, E) egy r-regularis (r > 3), EF L(n)-beli hiper-
graf. Jeloljik H hiperéleit Ey, Es, ..., E,-nel. A regularités és a linearités
miatt F/ minden hiperélének méretére |E;| < |2=1], igy H cstcsainak sza-

mara |V] < :E:__ll)), hiszen H-nak n hiperéle van, mindegyikre legfeljebb %
db cstcs illeszkedik és a leszamlalas soran minden csiicsot r-szer szadmoltunk.

Legyen a rendelkezéstinkre allo szinek halmaza C' = {1,2,...,an}, ahol
a > 1 pontos értékét majd késébb valasztjuk meg. Egy v; € V csicsra
illeszkedd r db hiperélt jeloljik F; , E;,, ..., E; -rel.

Tekintsiik a kdvetkez6 algoritmust: Rogzitsiik H csiicsainak egy tetszéle-
ges sorrendjét, majd az elsG cstucstol kezdve sorban probaljuk meg kiszinezni
a hipergraf 6sszes csucsat. Legyen v; szine a legkisebb sorszamu szabad szin,
azaz az a szin, amely még nem szerepel v; szomszédainak, azaz F; U...UE;,
szinei kozott. Ha nincs mar tobb szabad szin, akkor probéaljunk meg atszine-
zésekkel szabad szint létrehozni: azaz keressiink egy c¢ szint, amelyre teljestil,
hogy F;, U...U E; -ben az Gsszes ¢ szind vy csicshoz talalhato egy ¢ szin,
mely nem szerepel v szomszédainak, azaz Fy, U ... U Fy, szinei kozott. Ha
talaltunk ilyen c szint és ehhez tartozo c; szineket, akkor v; minden c szind
v szomszédjat szinezziik at cp-ra és igy v; szinezhet c-re. Ha pedig nem
talaltunk ilyen c szint, akkor szakitsuk meg az algoritmust.

3.4. Allitas. (Dara, Hegde, 2019 [7] )
Megfeleld o > 1-re a fenti algoritmus nem szakad meg, azaz megadja H eqy
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legfeljebb am-szinnel vald jo szinezését.

Bizonyitds. Indirekt, tegyiik fel, hogy az algoritmus megszakad a v; csticsnal.
Ez azt jelenti, hogy az 0sszes szin szerepel v; szomszédai, azaz E;,, E;,, ..., E;,
cstcsainak szinei kozott és nincs olyan c szin, amire teljesiilne, hogy a v; cstcs
Osszes ¢ szind vy, szomszédja atszinezhets egy megfelels ¢, szinre. Tehat min-
denc € {1,2,...,an}-hez talalhato6 egy E;,, F,, ..., E; -beli ¢ szinii cstcs, mely
nem atszinezhets. Vélasszunk minden szinbdl egy ilyen csticsot és jeloljiik a
kivalasztott an db csics halmazat S-sel.

Tegytik fel, hogy v a v;-re illeszkedS hiperélek koziil az E; -n fekszik. A
fentiek szerint minden v € S csticsnak van szomszédja az Osszes szinosz-
talybol, ahol v szomszédai kozé v-t is beleértjiik. Ezek koziil nyilvanvaloan
legfeljebb |E;;| db taldlhato az Ej; hiperélen, mig a tobbi legaldbb an — |Ej,|
db azon kiviil. A v cstcs helyezzen el egy jelet az 0sszes olyan csticsra, mely-
nek szine nem szerepel E;, cstcsainak szinei kézott. Majd a tébbi S-beli
csucs is helyezzen ’el jeleket hasonlé modon. Tehat v legalabb an — |E; |
csucsot jelol meg. Igy a jelek Gsszes szama legalabb

n—1
|S|(an — |Ej;]) > an(an— L" — 1J>

Vizsgaljuk most meg, hogy egy w csticsot legfeljebb hanyszor jeloltiink
meg.

Elsszor tegyiik fel, hogy u szomszédos v-vel, ekkor feltehetd, hogy u € E;;,.
Mivel H r-regularis, igy u-ra tovabbi r — 1 hiperél illeszkedik, jel6ljiik ezeket
El EL, ... Bl -vel. Csak olyan cstcs jelolhette meg u-t, amely u-nak és v-nek
is szomszédja, de nem az F;; hiperélen fekszik. Ilyenbdl legfeljebb (r—1)* db
van, hiszen a linearitas miatt F/ legfeljebb egy cstcsban metszi F;,-t, E;,-at,
.., E; -t és ugyanaz igaz az EY, EY, ..., E|_ hiperélekre is.

Tegyiik most fel, hogy u nem szomszédos v-vel és jeloljik col(u)-val u
szinét. S csucsainak szinei kozott az Osszes szin megtalalhato, igy col(u) is,
feltehets, hogy egy SN E;,-beli csucsnal. Ekkor SN E; -beli cstcs nem fogja
megjeldlni u-t. Az wu-ra illeszkedd r db hiperél mindegyike legfeljebb egy
csticsban metszheti az E;,, E,,, ..., E; hiperéleket, igy u-t legfeljebb r(r — 1)
cstcs jelolhette meg. Tehat egy csucs legfeljebb r(r — 1)-szer van megjeldlve.

Tehat azt kaptuk, hogy

|Sl(an —|E;]) < [Vir(r = 1),

mivel a baloldal als6, mig a jobboldal fels6 becslés az Osszes jel szamara,
hiszen az |S| db cstics mindegyike legalabb an —|E; | jelet helyezett el és a H
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minden csucsa legfeljebb r(r—1)-szer lett megjelolve. A fenti egyenlStlenséget
tovabb alakitva adoédik, hogy

(o [222]) <[22

a%—o{n_ﬂ —(r—l){n_lJ <0.

r—1

Az egyszertiség kedvéért legyen A = [2=1], igy az el6z6 egyenlGtlenség

a’n—aA—(r—1)A < 0. Tekintsiik a P(a) = a*n—aA—(r—1)A polinomot.
Ennek gyokei:

A+ A2+ 4(r— 1)An
2n

Q19 =
o . .. o4, . 2 —
Mivel P(a)-ban az o? egyiitthatoja pozitiv, ezért a > 8 = A4 ;r:(r DAn
esetén P(a) > 0. Tehat, ha a > f3, akkor ellentmondéasra jutottunk, azaz az
algoritmus nem szakad meg, hanem megadja H csiicsainak egy jo szinezését
an szinnel.

Becsiiljiik meg 3 értékét feliilrsl. Legyen B = ﬁ Ekkor A = [’;T_H <

5 =nB, igy
- A+ /A2 4+ 4(r —1)An B+ VB t+4n? B+ VB +4
B 2n . 2n B 2 '

Tehat ha r = 3, akkor 8 < B“QBQH < 12t ”21/4+4 < 1,281, igy ekkor H
kromatikus szama legfeljebb 1, 281n.

Ha pedig r > 4, akkor 8 < B+VQB2+4 < UV 1,181, igy ekkor H

= 2
kromatikus szama legfeljebb 1, 181n. [

3.5. Megjegyzés. Valojaban r novelésével mindig eqyre jobb becsléseket ka-
punk B-ra és igy a H kromatikus szamdra is.

Az eddigi bizonyitasok soran az aktualisan szinezni kivant csticsot a sza-
bad szinek koziil egy tetszGlegessel szineztiik ki, ugyanakkor érdemes lehet
megvizsgalni, hogy mit mondhatunk abban az esetben, ha a szabad szinek
koziil nem véletlenszertien valasztunk. Tekintsiik példaul a First Fit algorit-
must.
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3.6. Definicio. Legyen H egy EF L(n)-beli hipergraf. Legyenek adottak az
{1,2,...} szinek. Ekkor H csicsainak eqy First Fit szinezése alatt azt a jo
szinezést értyiik, hogy vessziik a csucsok eqy sorrendjét és sorban mindegyi-
ket kiszinezzik a legkisebb elérhetd szinnel. Jeloljik ¢(H)-val a H First Fit
szinezéser sordn haszndlt szinek szamdnak maximumdt.

A First Fit algoritmus valoban megadja H egy jo szinezését, viszont nem
minden E'FL(n)-beli hipergrafra ad optimélis szinezést. Léteznek ellenpél-
dék, azaz olyan H € EFL(n), amire ¢(H) > n, viszont az Gsszes ismert
ellenpélda tartalmaz mésodfokitl cstcsot. Mar n = 5-re is adhatd olyan
EFL(5)-beli hipergraf, melyre ¢(H) = 6.

vl v2 v3 v4 1 2 3 4

4. dbra. Egy EFL(n)-beli hipergraf, melyre ¢(H) > 5.
A baloldali 4bran van feltiintetve a csiicsok szinezési sor-
rendje, a jobboldalin pedig a First Fit altal adott szinezés.
Lathato, hogy vg a 6. szint kapja.

3.7. Sejtés. (Dara, Faber, Hedge, Streib, 2016 [0])

Legyen H olyan EF L(n)-beli hipergrdf, amely nem tartalmaz mdsodfoki csi-
csot. Ekkor a First Fit algoritmus a csucsok barmely sorrendje esetén n szint
haszndl, azaz ¢(H) = n.

A fenti sejtés Suresh Dara, Vance Faber, Suresh M. Hedge és Noah Stre-
ib nevéhez fiiz6dik, minden k € {3,4,..51} esetén szamitogép segitségével
100000 véletlenszertien generalt k-uniform FF L(n)-beli hipergrafot vizsgal-
tak és minden esetben a sejtésben megfogalmazott allitas helyességét tapasz-
taltak.

4. Stirt és majdnem stiri esetek

Ebben a fejezetben, az el6z6h6z hasonléan a cstucsokat fokszam szerinti csok-
kend sorrendben probaljuk majd meg kiszinezni. Ezt akkor tudjuk megtenni,
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ha az éppen szinezni kivant v cstcs azon szomszédainak a szama, melyeknek
foka legalabb d(v), - és igy v szines szomszédainak a szama is - kisebb, mint
n, hiszen ekkor v-nek is jut szabad szin. Ezzel az egyszert algoritmussal
igazolhatjuk az Frdds-Faber-Lovasz-sejtést néhény specialis esetre.

Igazolni fogjuk, hogy a sejtés igaz a stirt esetben, azaz ha az eredeti hiper-
grafbol az elséfoku cstucsok elhagyésaval kapott hipergraf minden fokszama
"elég nagy." Eszrevessziik tovabba, hogy legfeljebb két "kisfoku" cstics meg-
engedésével tovabbra is teljesiil a sejtés. ElGszor azonban sziikségiink lesz a

s,z

4.1. Definicié. Eqgy EF L(n)-beli hipergrdifot sirinek nevezink, ha minden
csucsdnak a fokszdma nagyobb, mint \/n.

Tehat akkor mondjuk, hogy egy cstcs fokszama "elég nagy", ha az na-
gyobb, mint /n, mig a legfeljebb /n fokszamu csicsokat értelemszertien
"kisfoku" csticsoknak neezziik

Séanchez-Arroyo |1] igazolta a sejtést a stri esetre, az altala belatott tétel
a kovetkezd:

4.2. Tétel. (Sdnchez-Arroyo, 2008 [1]) -
Legyen H egy EF L(n)-beli hipergraf. Ha H sird, akkor H (és igy az eldzd
dllitas szerint H is) szinezhetd n szinnel.

Bizonyitds. Szinezziik ki H cstcsait fokszam szerinti cstkkend sorrendben.
Tegyiik fel, hogy méar minden r-nél nagyobb foku cstics szinezésével végeztiink
és most szeretnénk a v csucsot kiszinezni, amelyre deg(v) = r. Legyen E egy
v-re illeszkedd hiperél, tovabbé legyen y # x egy FE-beli cstucs, mely mar ki
van szinezve. Ekkor nyilvanvalo, hogy deg(y) > r. Mivel H linearis, ezért
H is az, igy E cstcsai koziil legfeljebb "= -nek lehet szine. Tehat, mivel

r—1
db szines szomszédja van. Igy ha

n—r
r—1

deg(v) = r, ezért v-nek legfeljebb r

re= < n, akkor v-t is ki tudjuk szinezni az n szin valamelyikével. Ezt
atrendezve pedig kapjuk, hogy ez teljesiil, ha r > \/n. [

Megfigyelhetjiik, hogy az el6z6 tétel bizonyitasat egy kicsit modositva az
is igazolhatod, hogy a sejtés abban az esetben is igaz, ha H cstcsai kozott
talalhato legfeljebb két olyan, melyek fokszama kisebb, mint /n.

4.3. Allitas. Legyen H egy EFL(n)-beli hipergrdaf. Ha H egy csics hijdn
stirdi (azaz egy kivételével minden fokszdm > \/n), akkor H (és igy az el6z6
dllitas szerint H is) szinezhetd n szinnel.

S6t, az dllitds akkor is fenndll, ha H két csics hijdan sird.
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Bizonyitds. A bizonyités nagyon hasonlé az el6z6 tétel bizonyitasahoz. ElG-
szOr az egy csucs hijan strd esetet tekintsiik. Szinezziik ki fokszam szerinti
csokkend sorrendben H azon cstcsait, melyek fokszéma > /n ugyanugy,
mint az el6bb.

Legyen v a még ki nem szinezett "kisfoka" csics. Ekkor 2 < d(v) < /n.
Tekintstink egy v-re illeszkedd e hiperelt Ezt legfeljebb n—d(v) masik metszi
egy pontban, igy e-re legfeljebb “—=~ d ) db > /n foku cstics illeszkedhet. Tehat

v-nek legfeljebb d(v )T klszmezett szomszédja van. Mivel 2 < d(v) < /n,

ezért d(v)"%'lé”) < n, igy v-nek is jut szabad szin.

Térjink most ra a két cstics hijan sird esetre, tegyiik fel, hogy u és v a
két "kisfoka" cstcs, melyekre 2 < d(u) < d(v) < y/n. Most is fokszam
szerinti csokkend sorrendben fogunk szinezni. Az elsé rész szerint v-ig el tud-
juk végezni a szinezést. Az wu csucs szines szomszédainak szama legfeljebb
d(u) "idf(”) +1, elegend(’)’ belatnunk, hogy ez kisebb, mint n. Ez pedig teljesiil,

ugyanis d(u)"=2 1 1 < n egyenlétlenséget y/n-nel beszorozva, majd /n-et
levonva a kovetkezot kapjuk:

dw)(n — d(w)) < vi(n —1),
ez pedig valoban fennall az u fokszamara vonatkozo feltételek miatt. O

Hegde és Dara [10] igazoltak az Erdés-Faber-Lovasz-sejtést arra az esetre,
ha a hiperélekre csak kevés nagyfoki csics illeszkedik. Az altaluk bizonyitott
allitas kimondéséhoz el6bb az alabbi jel6lésre lesz sziikségiink:

4.4. Jeldlés. Legyen H eqy EFL(n)-beli hipergrdf. Minden 2 < i < |\/n]
esetén jeloljiik k;(H)-val a legnagyobb olyan szamot, ahdny legaldbb i-foki
csucs illeszkedik H eqy hiperélére.

4.5. Allitas. (Hegde, Dara, 2017 [10])
Legyen H egy EFL(n)-beli hipergrdf. Ha minden 2 < i < [\/n] esetén
ki(H) < %+ 1, akkor H kromatikus szdma n.

Bizonyitds. Tekintsiik a H hipergrafot. Lattuk, hogy a > y/n foku csticsokat
ki tudjuk szinezni. Ezutan szinezziik ki fokszam szerinti csokkend sorrendben
a tobbi cstucsot. Tegyiik fel, hogy az i foku v cstcsnal tartunk. Ennek
legfeljebb i - (k;(H) — 1) szines szomszédja van, ez az allitasban szerepls
feltétel miatt < n, igy v is kiszinezhetd. m

A kovetkezd tétel Viji Paul és K. A. Germina cikkének [17] {6 eredménye,
melybdl kovetkezik a Sanchez-Arroyo altal belatott stird eset is:
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4.6. Tétel. (Paul, Germina, 2012 [17])

Legyen H eqy EFL(n)-belihipergrdf. Ha H minden hiperéle legfeljebb v/n + /n + 1
csucsot tartalmaz, akkor H-nak és igy H-nak is létezik n szinnel valo jo szi-
nezéese.

A bizonyitéast itt nem kozoljiik, viszont megmutatjuk, hogy ez altalano-
sabb a st esetnél, azaz ha H stri, akkor H minden hiperéle legfeljebb
n + y/n + 1 csucsot tartalmaz.
Tegyiik tehat fel, hogy H stird, azaz minden fokszama legalabb m + 1, ahol
m = |\/n]. A linearitds miatt H egy hiperéle legfeljebb L"W_lj db csicsot
tartalmazhat. Mivel

Vl_lJ_{m’ ham?<n<m?+m+1

m m+1, ham?4+m+1<n<(m+1)>

ezért ["=1] < v/n+m < \/n+ /n+ 1, igy valoban legfeljebb \/n + /n + 1

cstcs lehet H egy hiperélén.

5. Metsz6, linearis hipergrafok

Ebben a fejezetben M E'F L(n)-beli hipergrafokat fogunk tekinteni. Emlékez-
tetétil M EF L(n)-beli hipergraf alatt olyan FF L(n)-beli hipergrafot értiink,
amely metsz3, azaz barmely két hiperélének van kozos csticsa, a linearitas mi-
att pontosan egy. Be fogjuk latni, hogy az Erdés-Faber-Lovasz-sejtést elegen-
d6 belatni metsz6 E'F L(n)-beli hipergrafokra, igy a fejezet tovabbi részében
csak M EF L(n)-beli hipergrafokat fogunk vizsgalni. Ezaltal a vizsgalando
hipergrafok szamat jelentsen csokkenthetjiik, tovabba az M E'F L(n)-beli hi-
pergrafok reprezentélhatoak egy élmetszési matrixszal, melynek segitségével
néhany tovabbi hipergrafcsalddra igazolhatjuk a sejtést.

5.1. Sejtés. Legyen H eqy M EF L(n)-beli hipergraf. Ekkor H kromatikus
szama m.

5.2. Allitas. (Romero, Sdnchez-Arroyo, 2007, [19])
A fenti sejtés ekvivalens az Erdds-Faber-Lovdsz-sejtéssel.

Bizonyitds. Az egyik irany trivialis, hiszen M EFL(n) C EFL(n).

A maésik irdanyhoz tegyiik fel, hogy a fenti sejtés igaz, azaz minden M EF L(n)-
beli hipergraf kromatikus szama n. Legyen H egy EF L(n)-beli hipergraf.
Ha H metsz6 is, azaz M E'F L(n)-beli, akkor a feltevés miatt kész vagyunk.
Ha H nem M EF L(n)-beli, akkor van H-nak egy e; és egy ey hiperéle, me-
lyek diszjunktak. Az e; hiperélt legfeljebb n — 2 mésik metszhet, mindegyik
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legfeljebb egy helyen, igy e;-nek van legalabb két elséfoku cstcsa, legyen ezek
egyike vy. Hasonloan jeloljiik e; egy els6foki csticsat vo-vel. Legyen H, az
a hipergraf, melyet H-bol kapunk tgy, hogy a v; és vy csticsok helyett egy
v csticsot vesziink, amely a hiperélek koziil pontosan az e;-re és az es-re il-
leszkedik. (A tobbi cstcsot valtozatlanul hagyjuk.) Ekkor ha Hy szinezhetd
n szinnel, akkor H is, ugyanis legyen ¢ : V(Hs) — {1,2,....,n} a Hy egy jo
szinezése n szinnel. Ekkor ¢(vy) = ¢/(vqy) = ¢(v) és ' (u) = c(u)(u # vy, v2)
esetén ¢ a H egy n szinnel valo jo szinezése.

Ha H, hipergraf mar M EF L(n)-beli, akkor kész vagyunk, ha nem, akkor
van két diszjunkt hiperéle, melyeket egy-egy elséfokii csticsuknal Gsszemet-
sziink a fent latott modon és ezt az eljarast addig folytatjuk, mig metszs,
azaz M EF L(n)-beli hipergrafot nem kapunk. Ez a feltevés miatt szinezhetd
n szinnel, igy a fentiek szerint H is szinezhetd n szinnel. O]

5.1. Kapcsolat a véges projektiv sikokkal

Legyen H egy M EF L(n)-beli hipergraf és tekintsiik a H-bol az elsfoka
csticsok elhagyaséaval keletkezd H hipergrafot. Vizsgaljuk meg, hogy hany
cstcsa lehet H-nak? Mivel H-nak n hiperéle van, melyek koziil barmely ket-
t6 metszi egymast pontosan egy pontban, ezért legfeljebb (g) db legalabb
masodfoku csticsa lehet, igy H csticsainak szama legfeljebb (g) Mig H csu-
csainak minimalis szama egy, ez akkor all fenn, ha H barmely két hiperéle
egy kozos v cstcsban metszik egymést. Ha H-nak legfeljebb n cstcsa van,
akkor nyilvanvaléan H és igy H is szinezhetd n szinnel. Tegyiik fel, hogy H
csticsainak a szdma n. Ebben az esetben hogyan lehet H kromatikus szama
n? Ehhez az kell, hogy barmely két cstcsra illeszkedjen egy hiperél, kiillénben
ez a két cstucs kaphatna azonos szint és igy legfeljebb n — 1 szint hasznalnank.
Tehat H-ra a kovetkezdk teljesiilnek:

e Barmely két hiperélének pontosan egy kozos csticsa van.
e Barmely két csticsara pontosan egy hiperél illeszkedik.

Tehat ekkor H egy (esetleg elfajuld) véges projektiv sik, hiszen a fenti két
tulajdonséag éppen a véges projektiv sik elss két axiomaja. (A véges projektiv
sikok definicidja és sok méas érdekesség megtalalhato példaul Kiss Gyorgy és
Szényi Taméas Véges geometridk cimi konyvében [16].) A harmadik axioma,
miszerint létezik négy altalanos helyzetd pont, nem feltétleniil teljesiil H-ra.

5.3. Allitas. Legyen H egy M EF L(n)-beli hipergrdf. Ha H csicsainak szd-
ma n + 1, akkor H (és igy H is) szinezhetd n szinnel.
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5. abra. Ha H 7 csticst és 7 a kromatikus szdma, akkor H
vagy a masodrendi projektiv sik, azaz a hét cstcsit Fano-
sik vagy pedig a 7 cstucsbol allo elfajult projektiv sik.

Bizonyitds. Ha H-nak van két fiiggetlen csticsa, akkor kész vagyunk, hiszen
e két cstcs szinezhets azonos szinnel, igy legfeljebb n szin elég.

Tegyiik most fel, hogy nincs két fiiggetlen cstcsa, azaz barmely két cstcsara
illeszkedik egy hiperél. A fentiek szerint ekkor H egy (esetleg elfajuld) véges
projektiv sik n + 1 csicson. Mivel egy véges projektiv siknak (az elfajulonak
is) ugyanannyi egyenese, esetiinkben hiperéle van, mint cstcsa, ezért azt
kaptuk, hogy H-nak n + 1 hiperéle van, azaz ellentmondasra jutottunk. [

5.4. Allitas. Legyen H egy M EF L(n)-beli hipergrdf. Ha H csicsainak szd-
ma n + 2, akkor H (és igy H is) szinezhetd n szinnel.

Bizonyitds. Legyenek H cstcsai vy, v, ..., Upi2- A V1,09, ..., 0,41 csticsok ko-
zOtt biztosan van két fliggetlen cstcs, feltehets, hogy vy és v, kiilonben ez az
n—+ 1 cstcs véges projektiv sikot alkotna és igy az el6z8 allitas bizonyitasdhoz
hasonléan ellentmondasra jutnank.

Tekintsiik most a vy, v3, ..., v,19 cstcsokat. Ugyantgy, mint az el6bb, ezen
n + 1 cstics kozott is van kettd, melyek fiiggetlenek. ElGszor tegyiik fel, hogy
v nincs koztiik, hanem példaul v és vy fliggetlenek. Ekkor kész vagyunk,
hiszen vy és vy szinezhet§ az elsé szinnel, v3 és vy a masodik szinnel, mig a
maradék n — 2 cstcs szinezhetd a tobbi n — 2 szinnel.

Ha a két fliggetlen koziil az egyik a vy, mig a masik példaul a vz, akkor te-
kintsiik a vy, vs, vy, ..., v, 1o cstcsokat. Nyilvan ezek kozott is talalhato két
fliggetlen. Ha vy és vs az, akkor vy, vy és v szinezhet§ azonos szinnel és igy
kész vagyunk. Kiilonben v, és v3 koziil legalabb az egyik, feltehets, hogy vy,
nem szerepel a két fiiiigetlen cstcs kozott. Igy ekkor ez a két fiiggetlen cstcs
szinezhetd azonos szinnel, illetve v, és vy is, igy ebben az esetben is készen
vagyunk. O]
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5.2. Metszési matrix

5.5. Definicid. Legyen H egy M EF L(n)-beli hipergraf. A H élmetszési
mdtriza eqy olyan M n X n-es mdtrix, melynek sorai és oszlopai is a H
életvel vannak indexelve és M;; = v, ha i # j ése;Ne; =v és M;; =0, ha
i=7.

5.6. Megjegyzés. Az élmetszési mdtrizot nem metszd hipergrdfokra, azaz
minden E'FL(n)-beli hipergrifra definidlhatjuk, ebben az esetben a nem met-

sz0 hiperélparoknak megfeleld mezdk, a fodtloban szerepld mezdkhéz hasonloan
nulldk.

5.7. Megjegyzés. Az élmetszési mdtrix szimmetrikus és eqy k > 2 foku
v cstcs 2(’;) -sz0r szerepel az élmetszést mdtrizban, hiszen Osszesen (];) db
olyan hiperélpar van, amelynek metszete v, a kettes szorzo pedig a mdtrix
szimmetrikussdga miatt sziikséges.

5.8. Definici6é. Legyen H eqy M EF L(n)-beli hipergrdf, a metszési mdtriza
pedig M. A H egy szinezési mdtriza alatt olyan C' n X n-es mdtrizot értink,
melynek fédtlobeli elemei nulldk, a tobbi elemei az {1,2,...} szinek valame-
lyike gy, hogy Ci; = Cri, ha M;; = My, kiilonben pedig Ci; # Cy, ha i =k
vagy 7 = 1. Azaz az azonos csicsokat reprezentdld elemekhez azonos szineket
rendeliink, mig ha a mdtrix két eleméhez tartozo két csics kiilonbozik és e két
csucs a metszési matrixban eqy sorban vagy oszlopban helyezkednik el, azaz
H-ban szomszédosak, akkor e két elemnek kiilonbozonek kell lennie.

Tehat a szinezési méatrix a hipergraf legalabb masodfoku cstucsainak egy
jO szinezését adja meg. Ha a szinezési matrix legfeljebb n szint hasznal, ak-
kor a szinezést az els6foku cstcsok megfelels szinezésével kiterjeszthetjilk a
hipergraf Gsszes cstcsanak jo szinezésére, ahogy azt mér korabban lattuk.
Tehat a szinezési matrix nem egyértelmd, minden hipergrafnak végtelen sok
szinezési matrixa van, hiszen jo szinezésbdl is végtelen van.

Az alabbi abréan egy M EF L(5)-beli hipergraf lathato, melynek hiperélei
€1, €9, €3, €4, €5, mig a legalabb masodfoki cstcsai vy, va, ..., v5. Az els6foki
csucsokat nem jeloltiik el, ugyanis azok nem keriilnek be a hipergraf élmet-
szési matrixaba, mely a kovetkezs:

0 Vg Vg VU1 Vg
(% 0 Vs Us U4
V3 Vs 0 Vg U7t
vy vs vg 0 wg
vy U4 vy vg O
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6. abra. Egy M EFL(5)-beli hipergrafgraf, illetve utana a
hozzatartoz6 élmetszési matrix.

5.9. Allitas. Ha H egy olyan MEFL(n)-beli hipergrdf, melynek minden
csucsdnak fokszama eqy vagy kettd, akkor H kromatikus szama n.

Bizonyitds. Konnyen megadhato egy jo szinezés az élmetszési matrix segitsé-
gével. Ekkor ugyanis minden mésodfoku cstcs kétszer szerepel az élmetszési
matrixban, egyszer a f6atld folott és egyszer a f6atlo alatt szimmetrikusan.
(Tehat izomorfia erejéig minden n-re pontosan egy ilyen H hipergraf létezik.)
Igy egy megfelels C szinezési matrix, mely n szint hasznal, a kovetkezs:

C. 0 hai =7
Yl i+j7—2(modn) hai#j

Az aldbbi matrix az M EFL(9)-beli H egy szinezési matrixa n szinnel,
alatta pedig az ebbdl kapott kilenc szinnel valo jo szinezése H cstcsainak:

0 1234567 8
1 03456789
2 3056789 1
3 4507891 2
4 56700912 3
5 6789023 4
6 78912045
7 8912340 6

(8 9123456 0]

O

Berge és Hilton igazolték [2| az Erdgs-Faber-Lovasz-sejtést abban az eset-
ben, amikor a hipergraf legalabb harmadfoku csucsai fiiggetlenek. Az alab-
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7. abra. Az MEFL(9)-beli H hipergraf és a fenti szinezési
matrixa altal adott jo szinezése 9 szinnel.

biakban erre az esetre ismertetek egy sajat bizonyitast, melynek sorédn a
metszési és szinezési matrixokat fogjuk felhasznélni.

5.10. Allitas. (Berge, Hilton, 1990 [7])
Ha H egy olyan M EFL(n)-beli hipergrdf, melynek a legalabb harmadfoki
csucsai fiiggetlenek, akkor H kromatikus szdma n.

Bizonyitds. Konnyen megadhatd egy jo szinezés az el6z6 modositasaval. Le-
gyenek a H legalabb harmadfokt csiicsai vy, vg, ..., U, ezek fokszamai pedig
rendre dq, ds, ..., d,,. Az altalanossag megsértése nélkiil feltehets, hogy a vi-re
illeszkedd hiperélek eq, ey, ..., €4, , a vo-re illeszkedd hiperélek eg, 41, €4, 42, ---s €dy+ds »
és igy tovabb.

Induljunk ki az el6z6 bizonyitasban hasznélt szinezési matrixbol, azaz
legyen C' a koévetkezo:

o - { 0 ha i = j

Yl i+7—2(modn) hai#j
Most ezt a szinezési méatrixot fogjuk megfelel6en modositani. Tekintsiik C'
azon négyzetes részmatrixat (d; x di-es), melyet a vq-re illeszkeds ey, e, ..., €4,
hiperélek hataroznak meg. Az ebben szerepld 2(‘1’21) db nem féatlobeli elem
reprezentalja a vy cstcs szinét, igy ezek mindegyikének azonosnak kell lennie.
Vegytik észre, hogy C14, szin megfelel§ lesz, ugyanis a C' konstrukciojabol
adodoan az els6 dy db sorban szereplé C'4,-gyel azonos elemek mind az elsd
d; db oszlopban helyezkednek el. Tehat modositsuk az emlitett dy X di-es

részmatrix nem fGatlobeli elemeit a C4,-gyel azonosra.
Ezutén tekintsiik a modositott C' azon négyzetes részméatrixat (da X do-es),
melyet a vo-re illeszkeds eg, 11, €4, 42, ---, €4, +d, hiperélek hataroznak meg. Az
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ebben szerepld 2(‘122) db nem f6atlobeli elem reprezentalja a v, cstics szinét,
igy ezek mindegyikének azonosnak kell lennie. Az el6z6hoz hasonléan most is
a részmatrix jobb fels6 sarkaban szerepld szin, azaz Cj; lesz a megfeleld, ahol
i = di1+1, mig j = dy+ds, hiszen a (dy +1)-edik, (dy42)-dik, ..., (d1+ds)-edik
sorokban szerepld C;;-vel azonos elemek mind a (d; +1)-edik, (d; +2)-dik, ...,
(dy + dg)-edik oszlopok valamelyikében helyezkednek el. Tehat modositsuk
az emlitett dy X da-es részmatrix nem féatlobeli elemeit a Cj;-vel azonosra,
ahol tovabbra is ¢+ = dy + 1 és j = dy + ds.

Majd ugyanezt a modositast végezziik el a tébbi legalabb harmadfokt
csucsra is, igy végil az 6sszesen m-szer modositott C' a H szinezési métrixa
lesz, melybd&l megkapjuk H csticsainak egy n szinnel valo jo szinezését.

A jobb érthetGség kedvéért a fenti bizonyitast egy konkrét M EFL(9)-
beli hipergrafon szemléltetjiik. Legyen tehat H egy M EF L(9)-beli hiper-
graf, melynek két legalabb harmadfokt cstiicsa van: az 6todfoku vy, mely
az e1,€q, ..., 5, €s a harmadfoka vy, mely az eg, e7, eg hiperélekre illeszkedik.
Ekkor a mar korabban szereplé C' métrixot a bizonyitasban leirtaknak meg-

felel6en modositva H-nak a kovetkez§ szinezési méatrixat kapjuk:
i 4 4 4 45 6 1

0~ O U B O
© 00 ~J O O
= O 00~ B O
DO = © 00 R O o
WK = O O
B W WO WO~
TTwWw O W= © 0
OO W W = O 00
S oUW~ ©

]

A fenti bizonyitas valojaban egy kicsit altalanosabb esetre is miikodik,
ugyanis a bizonyitas sordn azt hasznéltuk ki, hogy a szinezési matrixban
a legalabb harmadfokd cstcsoknak megfelel§ részméatrixok paronként disz-
junktak, igy a fent leirt modositasok egyméstol fliggetleniil elvégezhetsek,
anélkiil, hogy a szinezési matrix altal adott szinezés josdga elromolna.

Eszrevehetjiik azonban, hogy a szinezés josaga akkor is megmarad, ha
azon részmatrixok, melyek elemein a modositasokat elvégeztiik nem feltét-
leniil paronként diszjunktak, hanem esetleg vannak kozottiik olyan parok,
melyek metszete egyelemid. Ugyanis, mivel ezek a részmatrixok mindegyike
a szinezési matrix féatlojara szimmetrikusak, ezért ha két részmatrix met-
szete egyelemt, akkor a metszetiikben talalhato elem a szinezési marix f6at-
lojaban helyezkedik el. A f6atlobeli elemeket pedig a modositas soran végig
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valtozatlanul, azaz nulldknak hagytuk.

Igy egy tjabb esetre is teljesiil az Erdds-Faber-Lovész-sejtés, ehhez azon-
ban el6bb sziikségiink van a skeleton fogalmara, melyet Calvillo és Romero
vezettek be [4]:

5.11. Definicié. Legyen H eqy M EF L(n)-beli hipergraf. H skeletonja alatt
azt az S hipergrdfot értyik, melynek csucshalmazat H legaldbb harmadfoki
csucsai alkotjdk, hiperélei pedig H hiperélei leszikitve az S csucsaira. (A
hiperélek leszikitése utdn a legfeljebb eqy csicsot tartalmazo hiperéleket to-
roljik a skeletonbol.) Azaz S a H legalabb harmadfoki csiucsai dltal feszitett
részhipergrdf.

Az el6z6 allitéas soran tehat azt lattuk be, hogy ha H skeletonja csupa
izolalt cstuiecsbol all, akkor H szinezhetd n szinnel. Az djabb eset pedig a
kovetkezd:

5.12. Allitas. Ha H egy olyan M EF L(n)-beli hipergrdf, melynek skeletonja
olyan 2-uniform hipergrdf (azaz hagyomdnyos graf), melynek minden éssze-
fiiggdségi komponense (esetleg eqy csucsi) ut, akkor H szinezhetd n szinnel.

Bizonyitds. A bizonyitas lényegében megegyezik az el6z6 allitas bizonyitasa-
val. ElGszor eljeloljiik a legalabb harmadfok csticsokat vy, v, ..., v,,-mel, fok-
szamaikat pedig rendre d;, do, ..., d,,-mel, majd feltessziik, hogy H skeletonja-
ban az 6sszefiiggéségi komponensek a kévetkezs utak: Py = {vy,vg, ..., 5, }, Pa
{Vs; 41, Vs, 42, Vs, 45, |, Sth. Ezutan feltessziik, hogy a v;-re illeszkedd hiperé-
lek ey, eq, ..., €4y, @ vo-re illeszkedd hiperélek ey, , €4, 41, €4y +d,—1, €s igy tovabb.

Majd ismét a
C. 0 hai =7
Yl i+7—2(modn) hai#j

szinezési matrixot modositjuk a vy, va, ..., v, csicsoknak megfelel§ részmat-
rixok mentén és igy végiill H egy szinezési matrixat fogjuk megkapni, mely n
szint hasznéal.

Példaként ismét megadjuk egy konkrét hipergrafot és szinezési matrixat.
Legyen tehat H egy M EF L(9)-beli hipergraf, melynek harom legalabb har-
madfoki csiicsa van: a harmadokd vy, mely az eq, e, ..., e3, a negyedfoku
v, mely az es, ey, e5,¢€6, és a harmadfoka vz, mely az er, eg, eg hiperélekre
illeszkedik. Tehat ekkor az S skeleton csticshalmaza {vq, vg, v3}, és két Ossze-
fiiggGségi komponense a v; — vy két csticsbol allo ut és a v izolalt csics (azaz
egycsucsu ut). Ekkor az eredeti C' matrixot a bizonyitasban leirtaknak meg-
felel6en modositva H-nak a kovetkezd szinezési matrixat kapjuk:
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(0 2 23456 7 8]
2 02456789
2 2077789 1
3 4707791 2
4 5770712 3
5 6777023 4
6 78912055
7 89123505
(8 9123455 0]

5.3. Hipergrafok skeletonjanak alkalmazasa

Az alabbi alfejezetben a méar emlitett Calvillo és Romero [1] 4altal irt cikk
néhany érdekes eredményét mutatjuk be.

Legyen H = (V, E) egy M EF L(n)-beli hipergraf. Legyen I(H) a H il-
leszkedési matrixa, azaz egy |V| x |E|-s matrix, melynek sorai a hipergraf
cstucsainak, mig oszlopai a hipergraf hiperéleinek felelnek meg és a v € V
cstucsnak megfelels sor és az e € E hiperélnek megfelel6 oszlop keresztezésé-
ben 1év6 elem 1, ha v eleme e-nek és 0 kiilonben. I(H) transzponaltja pedig
H*-nak, azaz H duélisanak az illeszkedési matrixa, ahol H dualisat H-bol
ugy kapjuk, hogy a csticsok és hiperélek szerepét felcseréljiik.

Hagyjuk el H-bol az elséfoku csticsokat. Az igy kapott H hipergraf illesz-
kedési matrixa a kovetkezd alaki:
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V1 T 0

V2 B

V3 0 A

v4 0 S
E1 E2

8. abra. Egy M E'F L(n)-beli hipergraf illeszkedési matrixa
az els6fokn csticsok nélkiil.

Az abran E = E; U FE5, ahol E; azon hiperélek halmaza, melyek nem
tartalmaznak ketténél nagyobb fokiu csticsokat, mig Es azon hiperélek hal-
maza, melyek legalabb egy legaldbb harmadfoku cstucsot tartalmaznak. A
méatrixban tovabba V = Vi UV, U V53U Vy, ahol V3 UV, U V3 a masodfokd, mig
V4 a legalabb harmadfoki csticsok halmaza, tovabb a Vi-beli csticsokra két
E1-beli, a Vi-beliekre egy-egy Ei-beli és egy FEs-beli, mig a V3-beli csticsokra
két Eo-beli hiperél illeszkedik. A jelolésekbdl adéddan nyilvanvalo, hogy a
Vy-beli csticsokra csak Fs-beli hiperél illeszkedik.

Legyen |E1| = ny és |Ey| = ny. Mivel H és igy H is metsz, ezért az Abran
T-vel jelolt részhipergraf dualisa, azaz T* = (Ey, V}) éppen a K,,, teljes graf,
melynek csticshalmaza F;. Hasonléan B duélisa, azaz B* = (E; U Ey, V3)
pedig a K, ,, teljes paros graffal izomorf.

Vegyiik észre, hogy az abran S-sel jelolt részhipergraf éppen H skeletonja,
hiszen S éppen a H legalabb harmadfoku cstcsai altal feszitett részhipergraf.
Mig A dualisat, azaz az A* = (E3, V,) grafot a tovabbiakban H aurajanak
fogjuk nevezni.

Megfigyelhetjiik, hogy H-t egyértelmiien meghatarozza az S skeletonja és
az n; paraméter. Tehat minden M EF L(n)-beli hipergrafot reprezentalha-
tunk egy (S, nq) parral, ahol S egy linearis hipergraf ny = n — ny hiperéllel,
melynek minden csticsa legaldbb harmadfok.
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9. abra. Bal oldalon egy EFL(8)-beli H hipergraf, a leg-
alabb harmadfokt csicsok bekarikazéssal jelolve. A hiper-
graf minden hiperélének van legaldbb harmadfoku cstcsa,
kivéve h-t, igy az nem keriil be az S skeletonba, mely az
abra kozepén talalhatd. A jobb oldalon pedig a H auréja,
azaz A* figyelhet6 meg.

A kovetkezdkben az (S,0) esetet fogjuk tekinteni, azaz ha H = (V, E)
minden hiperéle tartalmaz legalabb harmadfoku csticsot. Ekkor H illeszke-
dési matrixa csak az S skeletonbdl és az abran A-val jelolt részbdl all, hiszen
ekkor Fy és igy Vi és Vi, is iires. Tehat V = V3 UV, és £ = FE,. Legyen
m = |V,| a legalabb harmadfokt csticsok szama.

Legyen most S = (V, E) a H skeletonja. Egy adott a@ € E hiperélhez
tartozo pok (angolul spider) alatt a A, hiperélek halmazat értjiik, amelynek
elemei o - a pok teste - tovabba S azon hiperélei, melyek metszik a-t, ezek
a pok labai. Legyen o(S) = min{|A.| : « € E}, azaz S legkisebb pokjanak
mérete. Példaul a 9. abran lathatd S skeleton a hiperéléhez tartozo pokja
az a,b,d, f és g csticsokbol all.

5.13. Lemma. (Calvillo, Romero, 2016 [/])

Legyen H € MEFL(n) egy (S,0) pdrral reprezentdlhatd hipergrif, azaz amely-
nek minden hiperéle tartalmaz legaldabb harmadfoki csicsot. Ekkor, ha

X(S) + X' (A*) < n, akkor x(H) = n, ahol X'(A*) az A* grdf élkromatikus
szdma.

Bizonyitds. Legyen P és @) két diszjunkt szinhalmaz, ahol |P| = x(S5) és
Q| = X' (A*). Elsszor adjuk meg S csticsainak egy x(.5) szinnel valo jo szine-
zését a P-beli szineket felhasznalva, ezzel megkapjuk H legalabb harmadfoku
csucsainak egy jo szinezését. Majd adjuk meg A* éleinek egy jO szinezését
X'(A*) szinnel a Q-beli szinek felhasznalasaval. Mivel A* élei éppen H mé-
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sodfok csticsai, igy éppen H masodfoku cstcsainak egy jo szinezését kaptuk
meg a Q-beli szinekkel.

A fenti két szinezés unidja a P és (Q-beli szinekkel - mely az els6foku
csucsokat szinezetleniil hagyja - kiterjeszthet6 H Osszes csiicsdnak n szinnel
val6 jo szinezésévé, igy a lemmat belattuk. O

Emlékezhetiink ra, hogy Chang és Lawler tétele [5] szerint egy M EF L(n)-
beli hipergraf cstcsainak jo szinezéséhez %n — 2 szin biztosan elegends. Ezt
a kromatikus szamra vonatkozo felsg korlatot fogjuk most javitani az alabbi
esetben:

5.14. Tétel. (Calvillo, Romero, 2016 []])

Legyen H € M EF L(n)-beli, (S,n1) pdrral reprezentdlt hipergrdf, aholny > 0
és S = (Vy, Ey) nem iires hipegrdf. Ha A jeloli a legnagyobb Es-beli hiperél
méretét, akkor

X(H) <n+ %(1 + /14 40\ — D)ny).

Bizonyitds. Tekintsiik S cstuicsainak egy optimalis jo szinezését. Legyen
és 1)y két tetszbleges szinosztaly. Ekkor létezik egy e € Es hiperél, melynek
csucsai kozott talalhato a 1y szinosztalyba tartozo csics és a ¢y szinosztalyba
tartozo csics is, ellenkezd esetben a 11 és 1y szinosztalyok egyesitésével eggyel
kevesebb szinnel valo j6 szinezését kapnank S-nek. Azt mondjuk, hogy e
lefedi a 17 és 19 szinosztalypart.

Ha minden Fs-beli hiperél mérete A, akkor mindegyik hiperél (’2\) szin-

osztalypart fed le. Mivel Osszesen (X(S)) szinosztalypéar van, ezért az Ey-beli

2
x(S)
hiperélek szama legaldbb ( 2 ) Ha nem tartalmaz minden hiperél A db csu-

2
csot, a fenti alsé becslés |Ey| = no-re tovabbra is érvényben marad. Tehat

) X(9)(x(S) — 1)
0 M-

2

ng >

A fenti mésodfoku egyenlétlenséget x(S)-re megoldva adodik, hogy

X(S) < (1 4+ V1 4+4A\\ — Dng) = w.

N | —

Legyen P és @ két diszjunkt szinhalmaz, ahol |P| = w és |Q| = n. A
fentiek szerint S, azaz H skeletonjanak létezik jo szinezése a P-beli szinek
felhasznalasaval.

Legyen Y a H méasodfoki cstcsai altal feszitett hipergraf. A Vizing-tétel
szerint n szin elegendd Y* éleinek jo szinezéséhez, igy H masodfoku cstcsai
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jol szinezhetSek a @Q-beli szinek felhasznalaséval. A fenti két szinezés unidja
a P és (Q-beli szinekkel - mely az els6foku csticsokat szinezetleniil hagyja -
kiterjeszthet6 H Osszes cstucsanak n + w szinnel valo jo szinezésévé és igy
adodik a tétel allitasa. 0

Neémi szamolassal konkrét A\ értékekre megkaphatjuk a A-tol fiiggs €(\)
kiiszobértékeket, melyekre teljesiil, hogy ha n > €()), akkor a kromatikus
szamra adott fenti fels§ becslés jobb, mint a Chang és Lawler altal bizonyi-
tott korlat. Az alabbi tablazat tartalmaz néhany A\ értékhez tartozd e(\)
kiiszobértéket.

A 21310 100 1000
e(A) | 18 | 34 | 370 | 39612 | 3996012

A kovetkezSkben sziikségilink lesz két kozismert, grafszinezéssel kapcesola-
tos tételre, melyek bizonyitasat ebben a szakdolgozatban nem részletezziik.
A Vizing-tétel also és fels§ korlatot ad egy egyszert graf élkromatikus sza-
méara, mig a Brooks-tétel a graf maximaélis fokszama és kromatikus szama
kozott teremt kapcsolatot.

5.15. Tétel. (Vizing, 1964, [15])
Legyen G egy egyszerd graf. Ekkor a x.(G) élkromatikus szamra a kévetkezd
egyenldtlenség teljestil:

A(G) < v(G) < A(G) + 1.

5.16. Tétel. (Brooks, 1941, [7])

Legyen G véges, dsszefiiggd grdf, mely nem teljes grdaf és nem pdratlan csics-
szama kéorgraf. Ekkor a x(G) kromatikus szamra a kovetkezd egyenldtlenség
teljestiil:

X(G) < A(G).

5.17. Allitas. (Calvillo, Romero, 2016 [/])

Legyen a H € MEFL(n) hipergraf (S,0) tipusd, azaz minden hiperéle tar-
talmaz kettonél nagyobb fokszami csicsot. Ekkor, ha x(S) < o(S), akkor
x(H) =n.

Bizonyitds. Jeloljiikk A(A*)-gal A* legnagyobb fokszamat. Igy

A(A*) =n—o(9).
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A Vizing-tétel [10] szerint A(A*) < x/'(A*) < A(A*) + 1. Ezt az el6z6
egylGséggel kombinélva kapjuk, hogy

n—o(S)<x(A*) <n—o0o(S)+1.

Ha x/(A*) = n — o(S), akkor x(S5) < o(S) miatt x(5) + (n — a(5)) < n, és
igy egy korabbi lemma szerint y(H) = n. Ha pedig x'(A*) = n — o(S) + 1,
akkor az el6z6hoz hasonloan x(S5) < o(S) miatt x(S) + (n —o(S5) +1) <mn,
és igy a korabbi lemma szerint x(H) = n. O

A kovetkezs tétel olyan M EF L(n)-beli hipergrafokrol szol, amelyek az
(S,0) tipusba tartoznak, a skeletonjuk egy egyszerii graf, azon beliil pedig 6t
specialis grafcsalad egyikének a tagja.

5.18. Tétel. (Calvillo, Romero, 2016 []])

Legyen H egy olyan M EF L(n)-beli hipergrdf, melynek minden hiperéle tar-
talmaz legalabb egy legalabb harmadfoki csicsot, tovdbbd az S skeletonja egy
eqyszerd graf, azaz eqy 2-uniform hipergrdaf. Ekkor H kromatikus szima n az
aldbbi esetekben:

1. Ha S requldris.
2. Ha S sikgrdf.

3. Ha S teljes r-osztilyi grdaf. (Azaz S csucshalmaza particiondlhatd a
Vi, Vs, ..., V.. halmazokra gy, hogy két csiucs kézott pontosan akkor van
él, ha a két csics ugyanabban a V; particidban taldlhato.)

4. S megkaphato K,,-bdl legfeljebb m—2 él torlésével, ahol m a H legaldbb
harmadfoki csiucsainak szdma.

5. Ha S megkaphato K,,-bdl eqy kor torlésével.

Bizonyitds. Mind az 6t eset bizonyitasa soran az el6z6 lemmat fogjuk alkal-
mazni.

1. Ha S d-regularis (d > 3), akkor barmely pokjanak mérete 2d — 1, igy
0(S)=2d—1.Tehat 0(S)—1=2d—2>d+3—2=d+ 1. Masrészt,
a Brooks-tétel [3] szerint x(S) < d + 1. Az el6z6 két egyenlStlenséget
kombinalva pedig eldszor x(S) < o(S5) — 1, majd x(5) < o(5) adodik.
Majd az el6z6 lemma miatt kész vagyunk.

2. Ha S sikgraf, akkor a négyszintétel miatt x(S) < 4. Mivel S minden
fokszama legalabb 3, ezért minden pokjanak mérete legaldbb 5, azaz
o(9) > 5. Igy ismét adodik, hogy x(S) < o (9).
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3. Ha S teljes r-osztalyu graf, akkor x(S) = r, tovabba minden pokja
legalabb 2r — 1 elemd. Azaz x(S5) < a(95).

4. Tudjuk, hogy x(K,,) = m, tovabba kénnyen lathato, hogy o(K,,) =
2(m — 2) + 1. Tehat o(K,,) — x(K,,) = m — 3. Tehat, ha K,,-bdl
legfeljebb m — 3 élt hagyunk el, akkor x(S) < m — 1, mig o(S) > m,
azaz X(S) < o(5). Maradt az az eset, amikor S a K,,-b6l m — 2 ¢él
elhagyasaval kaphato meg. Ekkor, mivel S minimélis fokszama legaldbb
3, ezért az elhagyott m — 2 él nem alkothat csillagot, azaz talalhato
koztiik két él, melyeknek nincs kozos csucsuk, igy x(S) < m — 2. Mig
o(S) > m — 1, igy ismét adodik, hogy x(5) < a(S5).

5. Ha S-et a K,,-bdl egy m hosszu kor elhagyaséaval kapjuk, akkor S re-
guléris, igy az elsd eset szerint kész vagyunk. Ha S-et a K,,-bdl egy
legfeljebb m — 2 hosszu kor elhagyaséval kapjuk meg, akkor pedig a
4. eset miatt vagyunk kész. Tegyiik most fel, hogy S-et a K,,-bdl egy
m — 1 hosszi kor elhagyaséaval kapjuk meg. Ekkor m > 6, mivel .S min-
den fokszama legalabb 3. Tehat az elhagyott kor hossza legalabb 5, igy
biztosan tartalmaz egy ketté méretii parositést, ezéaltal y(S) < m — 2.
Tovabba o(S) = o(K,,) —4 = 1+2(m —2) —4 = 2m — 7, és igy
x(S) < a(S).

]
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6. Osszegzés

Amikor kivalasztottam az Erdés-Faber-Lovasz-sejtést szakdolgozati téméam-
nak, akkor azt a célt tiztem ki magam elé, hogy be szeretném bizonyitani
a sejtést. Ez sajnos nem sikeriilt, ennek ellenére rendkiviil hasznos tapasz-
talatokat szereztem a szakdolgozat frasa, a tudoméanyos cikkek feldolgozésa,
tovabba a probléman valé gondolkodas révén.

Eleinte egyaltalan nem tartottam kizartnak, hogy sikeriil megoldast ta-
lalnom, aztan minél tobbet tortem a fejem és tanulmanyoztam a kapcsolédo
szakirodalmat, annal tavolibbnak tiint mindez. Bar szamos specialis eset
bizonyitasat elolvastam, megértettem, leirtam, illetve egy 1j esetre sikeriilt
sajat bizonyitassal is el6allnom, mégis Ggy érzem, hogy nagyon tavol allunk
a sejtés teljes bizonyitasatol. Azért gondolom ezt, mert az ismert esetek
mind nagyon specialisak, értve ezalatt azt, hogy ha példaul tekintiink egy
egyenletes eloszlas szerint, véletlenszerten valasztott M EF L(1000000)-beli
hipergrafot, akkor az véleményem szerint kozel 1 valoszintiséggel egyik olyan
hipergrafcsaladba sem fog beletartozni, amelyre a sejtést mar sikeriilt igazol-
ni. Tehat nem az van, hogy példaul paros n esetére mar belattuk és igy mar
csak a paratlan eset van hétra, azaz, hogy a problémat félig megoldottuk.

A probléma legf6bb nehézsége a lehetséges hipergrafok til nagy szama-
ban rejlik. Bar M EF L(3)-beli hipergraf csak kettd létezik, de mar n = 11,12
esetén is annyira sok lehet8ség van, hogy Romero és Alonso-Pecina szami-
togépes segitséget hasznalt az n < 12 eset igazolasdhoz és mar az n = 13
esetben sem ismert a bizonyitas. Nemcsak a rengeteg lehetdség, hanem a
hipergrafok valtozatossaga is nehézséget okoz, hiszen egy M EF L(n)-beli hi-
pergraf legalabb mésodfoku csiicsainak a szama lehet, hogy csak egy, de lehet
akar (g) is. A két szélsGséges esetre nyilvanvaloan igaz a sejtés, tehat akkor,
ha nagyon kevés vagy ha nagyon sok legalabb masodfoku cstcs van. A koztes
esetrél viszont szinte semmit sem tudunk, hiszen ezekbe tartozik a legtobb
hipergraf, melyek rdadasul fokszamaikat tekintve rendkiviil valtozatosak le-
hetnek, igy nehéz az Gsszes ide tartozd hipergrafrol barmi kozoset allitani,
amely kozelebb vihetne benniinket a megoldashoz.

A matematikiaban és azon beliil a grafelméletben is gyakran hasznalt bi-
zonyitasi modszert, a teljes indukciot is megprobélhatja az ember alkalmazni,
azonban az Erdds-Faber-Lovasz-sejtés esetén az sem magatol értet6ds, hogy
mire érdemes indukciot alkalmazni. Példaul az n szerinti indukci6é azért nem
miikodik, mert amikor n-rél n + 1-re szeretnénk lépni, akkor nemcsak a hi-
perélek szama novekszik eggyel, hanem azok mérete is, igy a hipergréf is
talsagosan megvaltozik ahhoz, hogy vissza tudjuk vezetni az el6z6 esetre. A
legaldbb mésodfoku csticsok szama szerinti indukcio pedig az el6z6 bekezdés-
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ben emlitettek miatt nem miikodik.

Szakdolgozatomban végig olyan eredményeket irtam le, amelyek a sejtés
igazolasa érdekében sziilettek meg, habéar természetesen elGfordulhat az is,
hogy nem is igaz a sejtés. Ennek ellenére én hatarozottan tgy gondolom,
hogy igaz a sejtés, igy az elmult idészakban ennek igazolasan gondolkoztam,
de azért megemlitek egy hasonlé problémat, az Alon-Saks-Seymour-sejtést
[141], amely szintén sokéig, kozel 20 évig megoldatlan volt, végiil 2010-ben
Hoangnak és Sudakovnak [12] sikertilt ellenpéldat konstrualnia ré, ezzel meg-
cafolva a sejtést. A sejtés a kovetkezs:

6.1. Sejtés. Legyen G egy olyan grdaf, mely k db éldiszjunkt teljes pdros grdf
unidja. Ekkor G kromatikus szdma legfeljebb k + 1.

Konnyen lathatjuk, hogy a két sejtés valoban nagyon hasonlo, hiszen, ha
az Alon-Saks-Seymour-sejtésben a teljes paros grafot teljes grafra cseréljiik,
akkor éppen az Erd@s-Faber-Lovasz-sejtést kapjuk.

Osszességében tehat elmondhato, hogy az Erdds-Faber-Lovasz-sejtés egy
rendkiviil nehéz probléma, igy a sejtés teljeskorid megoldésa helyett érdemes
lehet el6bb valamelyik, kordbban még nem bizonyitott speciélis esetének iga-
zolaséval probalkozni, mely esetleg segithet megoldani a teljes problémat. Az
aldbbiakban tehat néhany olyan nyitott kérdést fogok megfogalmazni, mely
segitséget nyujthat ehhez.

A Calvillo és Romero cikkében [1] leirt eredményeket érdemes lehet alta-
lanositani, nevezetesen belatni a sejtést az (5,0) tipust hipergrafokra, azaz
amikor minden hiperélnek van olyan cstcsa, amely legalabb harmadfokii.
Tovabba még specialisabban azt is feltehetjiik, hogy S egy egyszert graf.

Egy maésik lehetGség a regularis eset vizsgalata. A 2-reguléris esetre lat-
tuk, hogy igaz a sejtés, viszont k& > 3 esetén a k-reguléris eset még megol-
datlan. Szintén érdekes kérdés, hogy ha a regularis esetet ismernénk, akkor
azt hogyan terjeszthetnénk ki tetszéleges hipergrafra?
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