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1. Bevezetés
Szakdolgozatom témájául egy régóta megoldatlan gráfszínezési problémát,
az Erdős-Faber-Lovász-sejtést választottam. A sejtés első hallásra nem tű-
nik túlzottan bonyolultnak, maga a sejtés egy matematika iránt érdeklődő
átlagos középiskolás számára is tökéletesen érthető. Ugyanakkor, bár a prob-
léma megfogalmazói, Erdős Pál, Lovász László és Vance Faber is kezdetben
egy viszonylag egyszerű állításnak tarthatták a sejtést, hiszen azt egy gráfok-
kal foglalkozó konferencián vetették fel először és abban egyeztek meg, hogy
másnap megbeszélik a megoldását. A probléma felvetése óta 48 év telt el,
ezalatt rengeteg kiváló matematikus foglalkozott vele és bár számos jelentős
eredmény született ebben a témakörben, ennek ellenére a mai napig nem
sikerült sem bebizonyítani, sem megcáfolni a problémát.

Erdős, Faber és Lovász a sejtésüket eredetileg halmazokra fogalmazták
meg 1972-ben: Ha adott n db n elemű halmaz úgy, hogy bármely kettőnek
legfeljebb egy közös eleme van, akkor a halmazokban szereplő elemek kiszí-
nezhetőek n színnel úgy, hogy az egy halmazba eső elemek színe különböző.
Azóta a sejtésnek többféle ekvivalens megfogalmazása született. A témakör-
nek egyelőre nem alakult ki egységes jelölésrendszere, a témával foglalkozó
matematikusok szinte mind különböző jelöléseket alkalmaznak, sőt általában
a sejtésnek is különböző megfogalmazásait vizsgálják. Szakdolgozatomban
igyekeztem végig a sejtésnek a hipergráfos megfogalmazását használni (Ha
adott egy hipergráf, melynek n db n méretű hiperéle van és azoknak pá-
ronként legfeljebb egy közös csúcsa, akkor a hipergráf csúcsai színezhetőek n
színnel.), illetve végig ugyanazokat a jelöléseket alkalmazni. Így a hivatkozott
cikkek eredményeit is átfogalmaztam a saját jelöléseimnek megfelelően.

A szakdolgozat 2. fejezetében a probléma megértéséhez szükséges alapfo-
galmakat, illetve magát a sejtést és annak több ekvivalens megfogalmazását
ismertetem, továbbá megemlítem a témakörben született legfontosabb ered-
ményeket. A 3. és 4. fejezetben néhány, már ismert eredményt szemléltetek:
Közelítést adunk a sejtésben szereplő hipergráfok csúcsainak jó színezéséhez
szükséges minimális színek számára, azaz belátjuk, hogy 3

2
n szín biztosan

elegendő. Majd ezt az uniform esetre tovább javítjuk. Ezt követően be-
látjuk, hogy a sejtés igaz a sűrű esetben - azaz ha az eredeti hipergráfból
származtatott másik hipergráf minden fokszáma nagyobb

√
n-nél - továbbá

megemlítjük bizonyítás nélkül a sűrű eset egy általánosítását is. Az ebben a
két fejezetben szereplő bizonyításokban az lesz a közös, hogy a csúcsok szí-
nezését fokszám szerinti csökkenő sorrendben végezzük, így a nagy fokszámú
és ezáltal "legproblémásabb" csúcsok színezésén hamar átesünk.

Az 5. fejezetben a sejtésben szereplő hipergráfok egy speciális családját,
a metsző hipergráfokat vizsgálom, azaz feltesszük, hogy bármely két hiperél
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metszete egyelemű. Látni fogjuk, hogy az Erdős-Faber-Lovász-sejtést elegen-
dő belátni erre a hipergráfcsaládra. Továbbá bevezetem az élmetszési mátrix
definicióját, amely a metsző hipergáfoknak egy hasznos reprezentációját ad-
ja. Ennek és a szintén definiált színezési mátrixnak a segítségével adok egy
saját bizonyítást a Berge és Hilton által igazolt esetre, azaz ha a legalább
harmadfokú csúcsok függetlenek. Majd egy ennél kicsit általánosabb, koráb-
ban nem bizonyított esetre is adok megoldást. Ezután egy viszonylag friss
cikk néhány eredményét mutatom be, melyek némileg kapcsolódnak az előbb
említett esethez. Végül az utolsó fejezetben választ keresek arra, hogy mi-
ért nehéz megoldani az Erdős-Faber-Lovász-sejtést, továbbá megfogalmazok
néhány nyitott kérdést és továbblépési lehetőséget.
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2. Motiváció
Az Erdős-Faber-Lovász-sejtés megfogalmazása előtt előbb szükségünk lesz
néhány hipergráfokkal kapcsolatos definícióra, illetve jelölésre.

Legyen H = (V,E) egy hipergráf, melynek csúcshalmaza V, hiperéleinek
halmaza pedig E. Ekkor H-t lineárisnak nevezzük, ha bármely két hipe-
rélének legfeljebb egy közös csúcsa van. A H hipergráf egy v csúcsának
fokszáma alatt az őt tartalmazó hiperélek számát értjük és d(v)-vel jelöl-
jük, míg a hipergráf egy e hiperélének mérete alatt a rá illeszkedő csúcsok
számát értjük és r(e)-vel jelöljük. A H hipergráfot k-uniformnak nevez-
zük, ha minden hiperélének mérete k. Tehát a 2-uniform hipergráfok éppen
a hagyományos értelemben vett gráfok. Egy H hipergráf csúcsainak egy szí-
nezését jó színezésnek hívjuk, ha az egy hiperélbe tartozó csúcsok színe
különböző. A H hipergráf kromatikus száma a legkisebb olyan n egész,
amelyre létezik H-nak n színnel való jó színezése.

Az Erdős-Faber-Lovász-sejtésnek számos ekvivalens alakja létezik, az aláb-
biakban ezek közül fogok néhányat megfogalmazni. Szakdolgozatomban leg-
gyakrabban az alábbi, hipergráfos alakot fogom használni.

2.1. Sejtés. (Erdős-Faber-Lovász, hipergráfos alak)
Legyen H egy lineáris hipergráf, melynek n db hiperéle van és minden hiperéle
pontosan n csúcsot tartalmaz. Ekkor H kromatikus száma n.

A sejtést Erdős Pál, Vance Faber és Lovász László eredetileg halmazokra
fogalmazták meg 1972-ben:

2.2. Sejtés. (Erdős-Faber-Lovász, halmazos megfogalmazás)
Legyen adott n db n elemű halmaz úgy, hogy bármely kettőnek legfeljebb egy
közös eleme van. Ekkor a halmazok elemei színezhetőek n színnel úgy, hogy
az azonos halmazba tartozó elemek színe különböző.

A hipergráfos alakban az n méretű hiperéleket helyettesíthetjük n csúcsú
teljes gráfokkal is, így kapjuk a sejtés teljes gráfokkal való megfogalmazását.

2.3. Sejtés. (Erdős-Faber-Lovász, teljes gráfos alak)
Legyen G egy olyan gráf, mely n db teljes n csúcsú gráfból áll, melyeknek
páronként legfeljebb egy közös csúcsuk van. Ekkor G kromatikus száma n.

A sejtésnek egy érdekes ekvivalens alakját fogalmazta meg Haddid és
Tardif [9]. Tegyük fel, hogy van n bizottság, melyek mindegyikének n tagja
van, továbbá bármely két bizottságnak legfeljebb egy közös tagja van. A
bizottságok rendelkezésére egyetlen konferencia terem áll, melyben n db szék
található. Megoldható-e, hogy mindenkinek állandó helye legyen, azaz, hogy
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egy adott ember az összes olyan bizottság ülésén, melynek tagja, mindig
ugyanazon a széken üljön.

Könnyen láthatjuk, hogy ez valóban ekvivalens az Erdős-Faber-Lovász-
sejtéssel, ugyanis az n fős bizottságok felelnek meg a hiperéleknek, az em-
berek pedig a csúcsoknak. A hipergráf linearitását az biztosítja, hogy a
bizottságoknak páronként legfeljebb egy közös tagja lehet. Míg egy megfele-
lő leültetés megad egy jó színezést, hiszen ha két csúcs szomszédos, akkor az
általuk reprezentált két ember szerepel ugyanabban a bizottságban, ezáltal
nem kerülhetnek azonos székre.

Az egyszerűség kedvéért vezessük be a következő jelölést a sejtésben látott
hipergráfokra.

2.4. Definíció. Egy hipergráfot EFL(n)-belinek hívunk, ha lineáris, n db
hiperélt tartalmaz és minden hiperél n db csúcsból áll.

Ekkor a fenti sejtést a következőképpen fogalmazhatjuk meg:

2.5. Sejtés. (Erdős-Faber-Lovász)
Legyen H egy EFL(n)-beli hipergráf. Ekkor H kromatikus száma n.

2.6. Jelölés. Legyen H egy EFL(n)-beli hipergráf. Töröljük ki H-ból az
elsőfokú csúcsokat. A H-ból a törlés után kapott hipergráfot jelöljük H-val.

2.7. Sejtés. Legyen H egy EFL(n)-beli hipergráf. Ekkor az elsőfokú csúcsok
törlésével keletkező H hipergráf kromatikus száma legfeljebb n.

2.8. Állítás. Az előző sejtés ekvivalens az Erdős-Faber-Lovász-sejtéssel.

Bizonyítás. Ha az Erdős-Faber-Lovász-sejtés igaz, akkor nyilvánvalóan igaz
a fenti sejtés is.
Tegyük most fel, hogy a fenti sejtés igaz, azaz H csúcsai kiszínezhetőek n
színnel. Ekkor H egy n színnel való jó színezését kapjuk, ha H legalább két-
fokú csúcsait olyan színűre színezzük, mint H-ban, ezután pedig az egyfokú
csúcsokat az adott hiperélben még nem szereplő színek közül egy tetszőleges-
sel színezzük. Ezt meg tudjuk tenni, hiszen H-ban az egyfokú csúcsoknak
pontosan n− 1 szomszédjuk van, így mindig lesz szabad szín.

Az alábbi ábrán egy EFL(5)-beli hipergráfra láthatunk példát. Szakdol-
gozatomban a hipergráfok hiperéleit egyenes (illetve néhány esetben görbe)
szakaszok fogják reprezentálni. Az ábrák jobb értelmezhetősége kedvéért a
hiperéleket reprezentáló egyenes és görbe szakaszokat néha különböző színek-
kel ábrázolom majd.

A 4. fejezetben fogjuk vizsgálni azt az esetet, amikor az elsőfokú csúcsokat
(és esetleg még néhány csúcsot) kivéve az összes csúcs fokszáma nagy. Ehhez
szükségünk lesz a sűrű hipergráfok fogalmára.
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1. ábra. Példa egy EFL(5)-beli hipergráfra, illetve annak
egy öt színnel való jó színezésére. Mellette az elsőfokú csú-
csok elhagyásával kapott hipergráf.

2.9. Definíció. Egy EFL(n)-beli hipergráfot sűrűnek nevezünk, ha minden
csúcsának a fokszáma nagyobb, mint

√
n.

Az alábbiakban a metsző hipergráfokat fogjuk definiálni, melyekkel bő-
vebben az ötödik fejezetben fogunk foglalkozni. Igazolni fogjuk, hogy az
Erdős-Faber-Lovász-sejtést elegendő metsző EFL(n)-beli hipergráfokra bi-
zonyítani. Azt fogjuk megmutatni, hogy ha van egy tetszőleges EFL(n)-beli
H hipergráfunk, akkor a csúcsainak megadhatjuk egy jó színezését, ha egy
H-ból megfelelően kapott metsző EFL(n)-beli hipergráf csúcsainak ismerjük
egy jó színezését.

2.10. Definíció. Egy hipergráfot metszőnek nevezünk, ha bármely két hi-
perélének van közös csúcsa.

2.11. Definíció. Egy hipergráfot MEFL(n)-belinek hívunk, ha metsző és
EFL(n)-beli. Tehát H egy MEFL(n)-beli hipergráf pontosan akkor, ha n db
hiperéle van, melyek mindegyike n db csúcsból áll és bármely két hiperélének
pontosan egy közös csúcsa van.

Az Erdős-Faber-Lovász-sejtés nyilvánvalóan igaz abban az esetben, ha
az MEFL(n)-beli H hipergráf összes hiperélének van egy közös, n-edfokú
csúcsa (lásd 2. ábra). Könnyen megadható egy jó színezés akkor is, ha H
legnagyobb fokszáma n− 1, n− 2 vagy n− 3, ugyanakkor a legnagyobb fok-
számot csökkentve a lehetséges hipergráfok száma exponenciálisan nő, ezáltal
már az n− 4 esetben is túl sok esetet kellene végignézni.
Abban az esetben is könnyű megadni a csúcsok egy jó színezését, ha H min-
den fokszáma legfeljebb kettő (egy ilyen hipergráf látható a 2. ábra jobb
oldalán), erre a színezésre egy példát majd az 5. fejezetben fogunk látni.
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A sejtéssel kapcsolatban számos fontos eredményt ismerünk. Chang és Lawler
[5] igazolták, hogy bármely EFL(n)-beli H hipergráf csúcsai kiszínezhető-
ek 3

2
n− 2 színnel, ennek bizonyítását a következő fejezetben fogjuk taglalni.

Kahn igazolta [13], hogy a színezéshez szükséges színek száma (1 + o(1))n,
azaz az EFL(n)-beli H hipergráf kromatikus száma elég nagy n esetén közel
van n-hez. A sűrű esetre a sejtést Sanchez-Arroyo [1] igazolta. Faber igazolta
[8], hogy adott k esetén legfeljebb véges sok k-uniform, reguláris ellenpélda
létezik a sejtésre. Hindman bebizonyította [11] a sejtést n ≤ 10-re, ezt Rom-
ero és Alonso-Pecina [18] számítógép segítségével tovább javította n ≤ 12-re.
A továbbiakban tehát néhány érdekes eredményt fogunk bemutatni részben
a fentiek, részben pedig további eredmények közül.

2. ábra. Két példa EFL(5)-beli hipergráfra. A baloldali
hipergráf legnagyobb fokszáma 5, míg a jobboldalinak 2.

3. Felső becslés a kromatikus számra
Ebben és a következő fejezetben a csúcsokat fokszám szerinti csökkenő sor-
rendben próbáljuk majd meg kiszínezni. Ez azért hasznos, mert minél na-
gyobb egy csúcs fokszáma, annál több szomszédja lehet, azaz annál több
másik csúcsra kell figyelnünk a színezésnél, ha jó színezést szeretnénk kapni.
Így a legnehezebben kiszínezhető csúcsokkal kezdjük a színezést.

Ennek segítségével bizonyították tételüket Chang és Lawler, mely felső
becslést ad a H ∈ EFL(n) hipergráf kromatikus számára. Chang és Lawler
a sejtés duális alakját használták, amit itt átfogalmazunk az eredeti hiper-
gráfos alakra. A bizonyítás során tehát a csúcsokat fokszám szerinti csökkenő
sorrendben fogjuk színezni. Azt fogjuk észrevenni, hogy a legalább harmad-
fokú csúcsoknak mindenképp jutni fog szabad szín a rendelkezésünkre álló
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d3
3
n − 2e db szín között, míg a másodfokú csúcsok színezésénél egy kicsit

bonyolultabb lesz a helyzet.

3.1. Tétel. (Chang, Lawler, 1988 [5])
Legyen n ≥ 3 és H ∈ EFL(n). Ekkor H csúcsainak létezik d3

2
n− 2e színnel

való jó színezése.

Bizonyítás. Ismét fokszám szerinti csökkenő sorrendben fogjuk kiszínezni a
csúcsokat.
Először tegyük fel, hogy egy olyan v csúcs következik, melyre d(v) ≥ 3. Ekkor
v-nek legfeljebb d(v)n−d(v)

d−1 színes szomszédja lehet, ugyanis legyen e egy v-re
illeszkedő hiperél, továbbá legyen y 6= x egy e-beli csúcs, mely már ki van
színezve. Ekkor nyilvánvaló, hogy deg(y) ≥ d(v). Mivel H lineáris, ezért H is
az, így e csúcsai közül legfeljebb n−d(v)

d(v)−1 -nek lehet színe. Tehát v-nek valóban
legfeljebb rn−d(v)

d(v)−1 db színes szomszédja lehet. Így ha d(v)n−d(v)
d−1 < d3

2
n − 2e,

akkor v-nek is jut szabad szín. Ez pedig d(v) ≥ 3 esetén valóban teljesül,
hiszen ekkor

d(v)

d(v)− 1
(n− d(v)) ≤ 3

2
(n− 3) <

3

2
n− 2 ≤

⌈3

2
n− 2

⌉
.

Tehát a legalább harmadfokú csúcsokat ki tudjuk színezni a d3
2
n − 2e szín

valamelyikével.
Tegyük most fel, hogy egy olyan x csúcs következik, amire d(x) = 2. Jelöljük
az x-re illeszkedő két hiperélt e-vel, illetve f -fel. Ha létezik egy szín, amely
még e és f csúcsainak a színei között sem szerepel, akkor x színezhető ezzel
a színnel. Ellenkező esetben a következő állítás teljesül:

3.2. Állítás. (Chang, Lawler, 1988 [5])
Létezik egy olyan g hiperél, amely e-t az y, míg f -et a z pontban metsz, ahol y
és z is másodfokú, továbbá y színe nem szerepel az f csúcsainak színei között,
míg z színe pedig e csúcsainak színei között nem szerepel.

Bizonyítás. Legyen
A = {c|c egy e-re illeszkedő másodfokú csúcs színe, de c nem színe egyetlen
f-re illeszkedő legalább harmadfokú csúcsnak sem} és
B = {c|c egy f-re illeszkedő másodfokú csúcs színe, de c nem színe
egyetlen e-re illeszkedő legalább harmadfokú csúcsnak sem}

Ekkor ha c ∈ (A∪B)\ (A∩B), akkor c színe egy e-re vagy f -re illeszkedő
legalább harmadfokú csúcsnak, hiszen ha például c ∈ A\B, akkor A definíci-
ója miatt c nem színe egyetlen f-re illeszkedő legalább harmadfokú csúcsnak
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3. ábra. Az állítás során használt csúcsok és hiperélek el-
helyezkedése

sem, így c színe egy f -re illeszkedő másodfokú csúcsnak, azaz, mivel c /∈ B,
ezért szükségképpen c színe egy e-re illeszkedő legalább harmadfokú csúcs-
nak.
A linearitás miatt e-re legfeljebb n−|A|−2

2
db legalább harmadfokú csúcs il-

leszkedhet, hiszen az n− 2 db hiperél (e-t és f -et nem számolva) között van
|A| db olyan, ami másodfokú csúcsban metszi e-t. Hasonlóan f -re legfeljebb
n−|B|−2

2
db legalább harmadfokú csúcs illeszkedhet.

Mivel az állítás feltétele szerint nincs olyan szín, amely e és f csúcsainak
színei között sem szerepel, ezért

3

2
n− 5

2
≤
⌈3

2
n− 2

⌉
≤ |A ∪B|+ n− |A| − 2

2
+
n− |B| − 2

2
,

melyet átalakítva azt kapjuk, hogy:

n− 1 ≤ |A \B|+ |B \ A|.

Mivel |A \B| éppen azon színek száma, amelyek szerepelnek az e csúcsainak
színei között, de f csúcsainak színei között nem (|B \A| hasonlóan), ezért az
utolsó egyenlőtlenségből következik a kívánt g hiperél létezése.

Az állítás következménye, hogy legalább n
2
szín nem szerepel e, illetve f

csúcsainak színei között, nincs olyan szín, amelyik egyik ilyen színhalmazban
sem szerepel és legfeljebb n − 1 db szerepelhet közülük g csúcsainak színei
között. Tehát létezik egy c szín, amelyik nem szerepel g és vagy e vagy f
csúcsainak színei között. Feltehető, hogy g és e csúcsainak színei között nem
szerepel. Ekkor y átszínezhető c színűre, ezután y eredeti színe nem szerepel
sem g, sem e, sem f csúcsainak színei között, így x színezhető y eredeti
színével.
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Tehát beláttuk, hogy minden H ∈ EFL(n)-beli (n ≥ 3) hipergráf kro-
matikus száma legfeljebb d3

2
n − 2e. Néhány speciális gráfcsalád kromatikus

számára adhatunk ennél jobb felső becslést is. Legyen most H ∈ EFL(n)
olyan, hogy a hozzá tartozó H hipergráf r-reguláris, azaz minden fokszáma
r, ahol r ≥ 3.
Mennyi lehet H egy tetszőleges v csúcsának a szomszédainak a maximális
száma? Mivel minden fokszám r, ezért H egy hiperéle legfeljebb bn−1

r−1 c db
csúcsot tartalmaz, így egy v csúcsnak legfeljebb r(dn−1

r−1 c − 1) ≤ r
r−1n szom-

szédja van. Tehát ha H r-reguláris, akkor r
r−1n+1 szín elég, hiszen N+1 szín

minden hipergráf csúcsszínezéséhez elég, ahol N a maximális szomszédszám,
esetünkben legfeljebb r

r−1n. Látható, hogy r ≥ 4 esetén ez jobb becslés, mint
a Chang és Lawler által adott d3

2
n− 2e.

Az r-reguláris esetben ennél is jobb felső becslést adhatunk a színek számára,
az erről szóló állítást S. Dara és S. M. Hegde bizonyították.

3.3. Állítás. (Dara, Hegde, 2019 [7] )
Legyen H egy r-reguláris, EFL(n)-beli hipergráf.
Ha r ≥ 4, akkor H kromatikus száma legfeljebb 1, 181n.
Ha r = 3, akkor H kromatikus száma legfeljebb 1, 281n.

Bizonyítás. Legyen H = (V,E) egy r-reguláris (r ≥ 3), EFL(n)-beli hiper-
gráf. Jelöljük H hiperéleit E1, E2, ..., En-nel. A regularitás és a linearitás
miatt H minden hiperélének méretére |Ei| ≤ bn−1r−1 c, így H csúcsainak szá-
mára |V | ≤ n(n−1)

r(r−1) , hiszen H-nak n hiperéle van, mindegyikre legfeljebb n−1
r−1

db csúcs illeszkedik és a leszámlálás során minden csúcsot r-szer számoltunk.
Legyen a rendelkezésünkre álló színek halmaza C = {1, 2, ..., αn}, ahol

α ≥ 1 pontos értékét majd később választjuk meg. Egy vi ∈ V csúcsra
illeszkedő r db hiperélt jelöljük Ei1 , Ei2 , ..., Eir -rel.

Tekintsük a következő algoritmust: Rögzítsük H csúcsainak egy tetszőle-
ges sorrendjét, majd az első csúcstól kezdve sorban próbáljuk meg kiszínezni
a hipergráf összes csúcsát. Legyen vi színe a legkisebb sorszámú szabad szín,
azaz az a szín, amely még nem szerepel vi szomszédainak, azaz Ei1 ∪ ...∪Eir
színei között. Ha nincs már több szabad szín, akkor próbáljunk meg átszíne-
zésekkel szabad színt létrehozni: azaz keressünk egy c színt, amelyre teljesül,
hogy Ei1 ∪ ... ∪ Eir -ben az összes c színű vk csúcshoz található egy ck szín,
mely nem szerepel vk szomszédainak, azaz Ek1 ∪ ... ∪ Ekr színei között. Ha
találtunk ilyen c színt és ehhez tartozó ck színeket, akkor vi minden c színű
vk szomszédját színezzük át ck-ra és így vi színezhető c-re. Ha pedig nem
találtunk ilyen c színt, akkor szakítsuk meg az algoritmust.

3.4. Állítás. (Dara, Hegde, 2019 [7] )
Megfelelő α ≥ 1-re a fenti algoritmus nem szakad meg, azaz megadja H egy
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legfeljebb αn-színnel való jó színezését.

Bizonyítás. Indirekt, tegyük fel, hogy az algoritmus megszakad a vi csúcsnál.
Ez azt jelenti, hogy az összes szín szerepel vi szomszédai, azaz Ei1 , Ei2 , ..., Eir
csúcsainak színei között és nincs olyan c szín, amire teljesülne, hogy a vi csúcs
összes c színű vk szomszédja átszínezhető egy megfelelő ck színre. Tehát min-
den c ∈ {1, 2, ..., αn}-hez található egy Ei1 , Ei2 , ..., Eir -beli c színű csúcs, mely
nem átszínezhető. Válasszunk minden színből egy ilyen csúcsot és jelöljük a
kiválasztott αn db csúcs halmazát S-sel.

Tegyük fel, hogy v a vi-re illeszkedő hiperélek közül az Eij -n fekszik. A
fentiek szerint minden v ∈ S csúcsnak van szomszédja az összes színosz-
tályból, ahol v szomszédai közé v-t is beleértjük. Ezek közül nyilvánvalóan
legfeljebb |Eij | db található az Eij hiperélen, míg a többi legalább αn−|Eij |
db azon kívül. A v csúcs helyezzen el egy jelet az összes olyan csúcsra, mely-
nek színe nem szerepel Eij csúcsainak színei között. Majd a többi S-beli
csúcs is helyezzen el jeleket hasonló módon. Tehát v legalább αn − |Eij |
csúcsot jelöl meg. Így a jelek összes száma legalább

|S|(αn− |Eij |) ≥ αn
(
αn−

⌊n− 1

r − 1

⌋)
.

Vizsgáljuk most meg, hogy egy u csúcsot legfeljebb hányszor jelöltünk
meg.

Először tegyük fel, hogy u szomszédos v-vel, ekkor feltehető, hogy u ∈ Ei1 .
Mivel H r-reguláris, így u-ra további r− 1 hiperél illeszkedik, jelöljük ezeket
E ′1, E

′
2, ..., E

′
r−1-vel. Csak olyan csúcs jelölhette meg u-t, amely u-nak és v-nek

is szomszédja, de nem az Eij hiperélen fekszik. Ilyenből legfeljebb (r−1)2 db
van, hiszen a linearitás miatt E ′1 legfeljebb egy csúcsban metszi Ei2-t, Ei3-at,
..., Eir -t és ugyanaz igaz az E ′2, E ′3, ..., E ′r−1 hiperélekre is.

Tegyük most fel, hogy u nem szomszédos v-vel és jelöljük col(u)-val u
színét. S csúcsainak színei között az összes szín megtalálható, így col(u) is,
feltehető, hogy egy S ∩Ei1-beli csúcsnál. Ekkor S ∩Ei1-beli csúcs nem fogja
megjelölni u-t. Az u-ra illeszkedő r db hiperél mindegyike legfeljebb egy
csúcsban metszheti az Ei2 , Ei3 , ..., Eir hiperéleket, így u-t legfeljebb r(r − 1)
csúcs jelölhette meg. Tehát egy csúcs legfeljebb r(r− 1)-szer van megjelölve.

Tehát azt kaptuk, hogy

|S|(αn− |Eij |) ≤ |V |r(r − 1),

mivel a baloldal alsó, míg a jobboldal felső becslés az összes jel számára,
hiszen az |S| db csúcs mindegyike legalább αn−|Eij | jelet helyezett el és a H
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minden csúcsa legfeljebb r(r−1)-szer lett megjelölve. A fenti egyenlőtlenséget
tovább alakítva adódik, hogy

αn
(
αn−

⌊n− 1

r − 1

⌋)
≤ n

⌊n− 1

r − 1

⌋
(r − 1)

α2n− α
⌊n− 1

r − 1

⌋
− (r − 1)

⌊n− 1

r − 1

⌋
≤ 0.

Az egyszerűség kedvéért legyen A = bn−1
r−1 c, így az előző egyenlőtlenség

α2n−αA−(r−1)A ≤ 0. Tekintsük a P (α) = α2n−αA−(r−1)A polinomot.
Ennek gyökei:

α1,2 =
A±

√
A2 + 4(r − 1)An

2n

Mivel P (α)-ban az α2 együtthatója pozitív, ezért α > β =
A+
√
A2+4(r−1)An

2n

esetén P (α) > 0. Tehát, ha α > β, akkor ellentmondásra jutottunk, azaz az
algoritmus nem szakad meg, hanem megadja H csúcsainak egy jó színezését
αn színnel.

Becsüljük meg β értékét felülről. Legyen B = 1
r−1 . Ekkor A = bn−1

r−1 c ≤
n
r−1 = nB, így

β =
A+

√
A2 + 4(r − 1)An

2n
≤ nB +

√
n2B2 + 4n2

2n
=
B +

√
B2 + 4

2
.

Tehát ha r = 3, akkor β ≤ B+
√
B2+4
2

≤ 1/2+
√

1/4+4

2
< 1, 281, így ekkor H

kromatikus száma legfeljebb 1, 281n.

Ha pedig r ≥ 4, akkor β ≤ B+
√
B2+4
2

≤ 1/3+
√

1/9+4

2
< 1, 181, így ekkor H

kromatikus száma legfeljebb 1, 181n.

3.5. Megjegyzés. Valójában r növelésével mindig egyre jobb becsléseket ka-
punk β-ra és így a H kromatikus számára is.

Az eddigi bizonyítások során az aktuálisan színezni kívánt csúcsot a sza-
bad színek közül egy tetszőlegessel színeztük ki, ugyanakkor érdemes lehet
megvizsgálni, hogy mit mondhatunk abban az esetben, ha a szabad színek
közül nem véletlenszerűen választunk. Tekintsük például a First Fit algorit-
must.
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3.6. Definíció. Legyen H egy EFL(n)-beli hipergráf. Legyenek adottak az
{1, 2, ...} színek. Ekkor H csúcsainak egy First Fit színezése alatt azt a jó
színezést értjük, hogy vesszük a csúcsok egy sorrendjét és sorban mindegyi-
ket kiszínezzük a legkisebb elérhető színnel. Jelöljük φ(H)-val a H First Fit
színezései során használt színek számának maximumát.

A First Fit algoritmus valóban megadja H egy jó színezését, viszont nem
minden EFL(n)-beli hipergráfra ad optimális színezést. Léteznek ellenpél-
dák, azaz olyan H ∈ EFL(n), amire φ(H) > n, viszont az összes ismert
ellenpélda tartalmaz másodfokú csúcsot. Már n = 5-re is adható olyan
EFL(5)-beli hipergráf, melyre φ(H) = 6.

4. ábra. Egy EFL(n)-beli hipergráf, melyre φ(H) > 5.
A baloldali ábrán van feltüntetve a csúcsok színezési sor-
rendje, a jobboldalin pedig a First Fit által adott színezés.
Látható, hogy v9 a 6. színt kapja.

3.7. Sejtés. (Dara, Faber, Hedge, Streib, 2016 [6])
Legyen H olyan EFL(n)-beli hipergráf, amely nem tartalmaz másodfokú csú-
csot. Ekkor a First Fit algoritmus a csúcsok bármely sorrendje esetén n színt
használ, azaz φ(H) = n.

A fenti sejtés Suresh Dara, Vance Faber, Suresh M. Hedge és Noah Stre-
ib nevéhez fűződik, minden k ∈ {3, 4, ...51} esetén számítógép segítségével
100000 véletlenszerűen generált k-uniform EFL(n)-beli hipergráfot vizsgál-
tak és minden esetben a sejtésben megfogalmazott állítás helyességét tapasz-
talták.

4. Sűrű és majdnem sűrű esetek
Ebben a fejezetben, az előzőhöz hasonlóan a csúcsokat fokszám szerinti csök-
kenő sorrendben próbáljuk majd meg kiszínezni. Ezt akkor tudjuk megtenni,

14



ha az éppen színezni kívánt v csúcs azon szomszédainak a száma, melyeknek
foka legalább d(v), - és így v színes szomszédainak a száma is - kisebb, mint
n, hiszen ekkor v-nek is jut szabad szín. Ezzel az egyszerű algoritmussal
igazolhatjuk az Erdős-Faber-Lovász-sejtést néhány speciális esetre.

Igazolni fogjuk, hogy a sejtés igaz a sűrű esetben, azaz ha az eredeti hiper-
gráfból az elsőfokú csúcsok elhagyásával kapott hipergráf minden fokszáma
"elég nagy." Észrevesszük továbbá, hogy legfeljebb két "kisfokú" csúcs meg-
engedésével továbbra is teljesül a sejtés. Először azonban szükségünk lesz a
sűrű hipergráf definíciójára.

4.1. Definíció. Egy EFL(n)-beli hipergráfot sűrűnek nevezünk, ha minden
csúcsának a fokszáma nagyobb, mint

√
n.

Tehát akkor mondjuk, hogy egy csúcs fokszáma "elég nagy", ha az na-
gyobb, mint

√
n, míg a legfeljebb

√
n fokszámú csúcsokat értelemszerűen

"kisfokú" csúcsoknak neezzük
Sánchez-Arroyo [1] igazolta a sejtést a sűrű esetre, az általa belátott tétel

a következő:

4.2. Tétel. (Sánchez-Arroyo, 2008 [1])
Legyen H egy EFL(n)-beli hipergráf. Ha H sűrű, akkor H (és így az előző
állítás szerint H is) színezhető n színnel.

Bizonyítás. Színezzük ki H csúcsait fokszám szerinti csökkenő sorrendben.
Tegyük fel, hogy már minden r-nél nagyobb fokú csúcs színezésével végeztünk
és most szeretnénk a v csúcsot kiszínezni, amelyre deg(v) = r. Legyen E egy
v-re illeszkedő hiperél, továbbá legyen y 6= x egy E-beli csúcs, mely már ki
van színezve. Ekkor nyilvánvaló, hogy deg(y) ≥ r. Mivel H lineáris, ezért
H is az, így E csúcsai közül legfeljebb n−r

r−1 -nek lehet színe. Tehát, mivel
deg(v) = r, ezért v-nek legfeljebb rn−r

r−1 db színes szomszédja van. Így ha
rn−r
r−1 < n, akkor v-t is ki tudjuk színezni az n szín valamelyikével. Ezt

átrendezve pedig kapjuk, hogy ez teljesül, ha r >
√
n.

Megfigyelhetjük, hogy az előző tétel bizonyítását egy kicsit módosítva az
is igazolható, hogy a sejtés abban az esetben is igaz, ha H csúcsai között
található legfeljebb két olyan, melyek fokszáma kisebb, mint

√
n.

4.3. Állítás. Legyen H egy EFL(n)-beli hipergráf. Ha H egy csúcs híján
sűrű (azaz egy kivételével minden fokszám >

√
n), akkor H (és így az előző

állítás szerint H is) színezhető n színnel.
Sőt, az állítás akkor is fennáll, ha H két csúcs híján sűrű.
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Bizonyítás. A bizonyítás nagyon hasonló az előző tétel bizonyításához. Elő-
ször az egy csúcs híján sűrű esetet tekintsük. Színezzük ki fokszám szerinti
csökkenő sorrendben H azon csúcsait, melyek fokszáma >

√
n ugyanúgy,

mint az előbb.
Legyen v a még ki nem színezett "kisfokú" csúcs. Ekkor 2 ≤ d(v) <

√
n.

Tekintsünk egy v-re illeszkedő e hiperélt. Ezt legfeljebb n−d(v) másik metszi
egy pontban, így e-re legfeljebb n−d(v)√

n
db>

√
n fokú csúcs illeszkedhet. Tehát

v-nek legfeljebb d(v)n−d(v)√
n

kiszínezett szomszédja van. Mivel 2 ≤ d(v) <
√
n,

ezért d(v)n−d(v)√
n

< n, így v-nek is jut szabad szín.
Térjünk most rá a két csúcs híján sűrű esetre, tegyük fel, hogy u és v a
két "kisfokú" csúcs, melyekre 2 ≤ d(u) ≤ d(v) ≤

√
n. Most is fokszám

szerinti csökkenő sorrendben fogunk színezni. Az első rész szerint v-ig el tud-
juk végezni a színezést. Az u csúcs színes szomszédainak száma legfeljebb
d(u)n−d(u)√

n
+1, elegendő belátnunk, hogy ez kisebb, mint n. Ez pedig teljesül,

ugyanis d(u)n−d(u)√
n

+ 1 < n egyenlőtlenséget
√
n-nel beszorozva, majd

√
n-et

levonva a következőt kapjuk:

d(u)(n− d(u)) <
√
n(n− 1),

ez pedig valóban fennáll az u fokszámára vonatkozó feltételek miatt.

Hegde és Dara [10] igazolták az Erdős-Faber-Lovász-sejtést arra az esetre,
ha a hiperélekre csak kevés nagyfokú csúcs illeszkedik. Az általuk bizonyított
állítás kimondásához előbb az alábbi jelölésre lesz szükségünk:

4.4. Jelölés. Legyen H egy EFL(n)-beli hipergráf. Minden 2 ≤ i ≤ b
√
nc

esetén jelöljük ki(H)-val a legnagyobb olyan számot, ahány legalább i-fokú
csúcs illeszkedik H egy hiperélére.

4.5. Állítás. (Hegde, Dara, 2017 [10])
Legyen H egy EFL(n)-beli hipergráf. Ha minden 2 ≤ i ≤ b

√
nc esetén

ki(H) < n
i

+ 1, akkor H kromatikus száma n.

Bizonyítás. Tekintsük a H hipergráfot. Láttuk, hogy a >
√
n fokú csúcsokat

ki tudjuk színezni. Ezután színezzük ki fokszám szerinti csökkenő sorrendben
a többi csúcsot. Tegyük fel, hogy az i fokú v csúcsnál tartunk. Ennek
legfeljebb i · (ki(H) − 1) színes szomszédja van, ez az állításban szereplő
feltétel miatt < n, így v is kiszínezhető.

A következő tétel Viji Paul és K. A. Germina cikkének [17] fő eredménye,
melyből következik a Sánchez-Arroyo által belátott sűrű eset is:
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4.6. Tétel. (Paul, Germina, 2012 [17])
Legyen H egy EFL(n)-beli hipergráf. Ha H minden hiperéle legfeljebb

√
n+
√
n+ 1

csúcsot tartalmaz, akkor H-nak és így H-nak is létezik n színnel való jó szí-
nezése.

A bizonyítást itt nem közöljük, viszont megmutatjuk, hogy ez általáno-
sabb a sűrű esetnél, azaz ha H sűrű, akkor H minden hiperéle legfeljebb√
n+
√
n+ 1 csúcsot tartalmaz.

Tegyük tehát fel, hogy H sűrű, azaz minden fokszáma legalább m + 1, ahol
m = b

√
nc. A linearitás miatt H egy hiperéle legfeljebb bn−1

m
c db csúcsot

tartalmazhat. Mivel⌊n− 1

m

⌋
=

{
m, ha m2 ≤ n < m2 +m+ 1
m+ 1, ha m2 +m+ 1 ≤ n < (m+ 1)2

ezért bn−1
m
c ≤
√
n+m ≤

√
n+
√
n+ 1, így valóban legfeljebb

√
n+
√
n+ 1

csúcs lehet H egy hiperélén.

5. Metsző, lineáris hipergráfok
Ebben a fejezetbenMEFL(n)-beli hipergráfokat fogunk tekinteni. Emlékez-
tetőül MEFL(n)-beli hipergráf alatt olyan EFL(n)-beli hipergráfot értünk,
amely metsző, azaz bármely két hiperélének van közös csúcsa, a linearitás mi-
att pontosan egy. Be fogjuk látni, hogy az Erdős-Faber-Lovász-sejtést elegen-
dő belátni metsző EFL(n)-beli hipergráfokra, így a fejezet további részében
csak MEFL(n)-beli hipergráfokat fogunk vizsgálni. Ezáltal a vizsgálandó
hipergráfok számát jelentősen csökkenthetjük, továbbá azMEFL(n)-beli hi-
pergráfok reprezentálhatóak egy élmetszési mátrixszal, melynek segítségével
néhány további hipergráfcsaládra igazolhatjuk a sejtést.

5.1. Sejtés. Legyen H egy MEFL(n)-beli hipergráf. Ekkor H kromatikus
száma n.

5.2. Állítás. (Romero, Sánchez-Arroyo, 2007, [19])
A fenti sejtés ekvivalens az Erdős-Faber-Lovász-sejtéssel.

Bizonyítás. Az egyik irány triviális, hiszen MEFL(n) ⊆ EFL(n).
Amásik irányhoz tegyük fel, hogy a fenti sejtés igaz, azaz mindenMEFL(n)-
beli hipergráf kromatikus száma n. Legyen H egy EFL(n)-beli hipergráf.
Ha H metsző is, azaz MEFL(n)-beli, akkor a feltevés miatt kész vagyunk.
Ha H nem MEFL(n)-beli, akkor van H-nak egy e1 és egy e2 hiperéle, me-
lyek diszjunktak. Az e1 hiperélt legfeljebb n− 2 másik metszhet, mindegyik
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legfeljebb egy helyen, így e1-nek van legalább két elsőfokú csúcsa, legyen ezek
egyike v1. Hasonlóan jelöljük e2 egy elsőfokú csúcsát v2-vel. Legyen H2 az
a hipergráf, melyet H-ból kapunk úgy, hogy a v1 és v2 csúcsok helyett egy
v csúcsot veszünk, amely a hiperélek közül pontosan az e1-re és az e2-re il-
leszkedik. (A többi csúcsot változatlanul hagyjuk.) Ekkor ha H2 színezhető
n színnel, akkor H is, ugyanis legyen c : V (H2) → {1, 2, ..., n} a H2 egy jó
színezése n színnel. Ekkor c′(v1) = c′(v2) = c(v) és c′(u) = c(u)(u 6= v1, v2)
esetén c′ a H egy n színnel való jó színezése.
Ha H2 hipergráf már MEFL(n)-beli, akkor kész vagyunk, ha nem, akkor
van két diszjunkt hiperéle, melyeket egy-egy elsőfokú csúcsuknál összemet-
szünk a fent látott módon és ezt az eljárást addig folytatjuk, míg metsző,
azaz MEFL(n)-beli hipergráfot nem kapunk. Ez a feltevés miatt színezhető
n színnel, így a fentiek szerint H is színezhető n színnel.

5.1. Kapcsolat a véges projektív síkokkal

Legyen H egy MEFL(n)-beli hipergráf és tekintsük a H-ból az elsőfokú
csúcsok elhagyásával keletkező H hipergráfot. Vizsgáljuk meg, hogy hány
csúcsa lehet H-nak? Mivel H-nak n hiperéle van, melyek közül bármely ket-
tő metszi egymást pontosan egy pontban, ezért legfeljebb

(
n
2

)
db legalább

másodfokú csúcsa lehet, így H csúcsainak száma legfeljebb
(
n
2

)
. Míg H csú-

csainak minimális száma egy, ez akkor áll fenn, ha H bármely két hiperéle
egy közös v csúcsban metszik egymást. Ha H-nak legfeljebb n csúcsa van,
akkor nyilvánvalóan H és így H is színezhető n színnel. Tegyük fel, hogy H
csúcsainak a száma n. Ebben az esetben hogyan lehet H kromatikus száma
n? Ehhez az kell, hogy bármely két csúcsra illeszkedjen egy hiperél, különben
ez a két csúcs kaphatna azonos színt és így legfeljebb n−1 színt használnánk.
Tehát H-ra a következők teljesülnek:

• Bármely két hiperélének pontosan egy közös csúcsa van.

• Bármely két csúcsára pontosan egy hiperél illeszkedik.

Tehát ekkor H egy (esetleg elfajuló) véges projektív sík, hiszen a fenti két
tulajdonság éppen a véges projektív sík első két axiómája. (A véges projektív
síkok definíciója és sok más érdekesség megtalálható például Kiss György és
Szőnyi Tamás Véges geometriák című könyvében [16].) A harmadik axióma,
miszerint létezik négy általános helyzetű pont, nem feltétlenül teljesül H-ra.

5.3. Állítás. Legyen H egy MEFL(n)-beli hipergráf. Ha H csúcsainak szá-
ma n+ 1, akkor H (és így H is) színezhető n színnel.
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5. ábra. Ha H 7 csúcsú és 7 a kromatikus száma, akkor H
vagy a másodrendű projektív sík, azaz a hét csúcsú Fano-
sík vagy pedig a 7 csúcsból álló elfajult projektív sík.

Bizonyítás. Ha H-nak van két független csúcsa, akkor kész vagyunk, hiszen
e két csúcs színezhető azonos színnel, így legfeljebb n szín elég.
Tegyük most fel, hogy nincs két független csúcsa, azaz bármely két csúcsára
illeszkedik egy hiperél. A fentiek szerint ekkor H egy (esetleg elfajuló) véges
projektív sík n+ 1 csúcson. Mivel egy véges projektív síknak (az elfajulónak
is) ugyanannyi egyenese, esetünkben hiperéle van, mint csúcsa, ezért azt
kaptuk, hogy H-nak n+ 1 hiperéle van, azaz ellentmondásra jutottunk.

5.4. Állítás. Legyen H egy MEFL(n)-beli hipergráf. Ha H csúcsainak szá-
ma n+ 2, akkor H (és így H is) színezhető n színnel.

Bizonyítás. Legyenek H csúcsai v1, v2, ..., vn+2. A v1, v2, ..., vn+1 csúcsok kö-
zött biztosan van két független csúcs, feltehető, hogy v1 és v2, különben ez az
n+1 csúcs véges projektív síkot alkotna és így az előző állítás bizonyításához
hasonlóan ellentmondásra jutnánk.
Tekintsük most a v2, v3, ..., vn+2 csúcsokat. Ugyanúgy, mint az előbb, ezen
n+ 1 csúcs között is van kettő, melyek függetlenek. Először tegyük fel, hogy
v2 nincs köztük, hanem például v3 és v4 függetlenek. Ekkor kész vagyunk,
hiszen v1 és v2 színezhető az első színnel, v3 és v4 a második színnel, míg a
maradék n− 2 csúcs színezhető a többi n− 2 színnel.
Ha a két független közül az egyik a v2, míg a másik például a v3, akkor te-
kintsük a v1, v3, v4, ..., vn+2 csúcsokat. Nyilván ezek között is található két
független. Ha v1 és v3 az, akkor v1, v2 és v3 színezhető azonos színnel és így
kész vagyunk. Különben v1 és v3 közül legalább az egyik, feltehető, hogy v1,
nem szerepel a két füügetlen csúcs között. Így ekkor ez a két független csúcs
színezhető azonos színnel, illetve v1 és v2 is, így ebben az esetben is készen
vagyunk.
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5.2. Metszési mátrix

5.5. Definíció. Legyen H egy MEFL(n)-beli hipergráf. A H élmetszési
mátrixa egy olyan M n × n-es mátrix, melynek sorai és oszlopai is a H
éleivel vannak indexelve és Mij = v, ha i 6= j és ei ∩ ej = v és Mij = 0, ha
i = j.

5.6. Megjegyzés. Az élmetszési mátrixot nem metsző hipergráfokra, azaz
minden EFL(n)-beli hipergráfra definiálhatjuk, ebben az esetben a nem met-
sző hiperélpároknak megfelelő mezők, a főátlóban szereplő mezőkhöz hasonlóan
nullák.

5.7. Megjegyzés. Az élmetszési mátrix szimmetrikus és egy k ≥ 2 fokú
v csúcs 2

(
k
2

)
-ször szerepel az élmetszési mátrixban, hiszen összesen

(
k
2

)
db

olyan hiperélpár van, amelynek metszete v, a kettes szorzó pedig a mátrix
szimmetrikussága miatt szükséges.

5.8. Definíció. Legyen H egy MEFL(n)-beli hipergráf, a metszési mátrixa
pedig M . A H egy színezési mátrixa alatt olyan C n× n-es mátrixot értünk,
melynek főátlóbeli elemei nullák, a többi elemei az {1, 2, ...} színek valame-
lyike úgy, hogy Cij = Ckl, ha Mij = Mkl, különben pedig Cij 6= Ckl, ha i = k
vagy j = l. Azaz az azonos csúcsokat reprezentáló elemekhez azonos színeket
rendelünk, míg ha a mátrix két eleméhez tartozó két csúcs különbözik és e két
csúcs a metszési mátrixban egy sorban vagy oszlopban helyezkednik el, azaz
H-ban szomszédosak, akkor e két elemnek különbözőnek kell lennie.

Tehát a színezési mátrix a hipergráf legalább másodfokú csúcsainak egy
jó színezését adja meg. Ha a színezési mátrix legfeljebb n színt használ, ak-
kor a színezést az elsőfokú csúcsok megfelelő színezésével kiterjeszthetjük a
hipergráf összes csúcsának jó színezésére, ahogy azt már korábban láttuk.
Tehát a színezési mátrix nem egyértelmű, minden hipergráfnak végtelen sok
színezési mátrixa van, hiszen jó színezésből is végtelen van.

Az alábbi ábrán egy MEFL(5)-beli hipergráf látható, melynek hiperélei
e1, e2, e3, e4, e5, míg a legalább másodfokú csúcsai v1, v2, ..., v8. Az elsőfokú
csúcsokat nem jelöltük el, ugyanis azok nem kerülnek be a hipergráf élmet-
szési mátrixába, mely a következő:

0 v3 v3 v1 v2
v3 0 v3 v5 v4
v3 v3 0 v6 v7
v1 v5 v6 0 v8
v2 v4 v7 v8 0


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6. ábra. Egy MEFL(5)-beli hipergráfgráf, illetve utána a
hozzátartozó élmetszési mátrix.

5.9. Állítás. Ha H egy olyan MEFL(n)-beli hipergráf, melynek minden
csúcsának fokszáma egy vagy kettő, akkor H kromatikus száma n.

Bizonyítás. Könnyen megadható egy jó színezés az élmetszési mátrix segítsé-
gével. Ekkor ugyanis minden másodfokú csúcs kétszer szerepel az élmetszési
mátrixban, egyszer a főátló fölött és egyszer a főátló alatt szimmetrikusan.
(Tehát izomorfia erejéig minden n-re pontosan egy ilyen H hipergráf létezik.)
Így egy megfelelő C színezési mátrix, mely n színt használ, a következő:

Cij =

{
0 ha i = j
i+ j − 2 (mod n) ha i 6= j

Az alábbi mátrix az MEFL(9)-beli H egy színezési mátrixa n színnel,
alatta pedig az ebből kapott kilenc színnel való jó színezése H csúcsainak:

0 1 2 3 4 5 6 7 8
1 0 3 4 5 6 7 8 9
2 3 0 5 6 7 8 9 1
3 4 5 0 7 8 9 1 2
4 5 6 7 0 9 1 2 3
5 6 7 8 9 0 2 3 4
6 7 8 9 1 2 0 4 5
7 8 9 1 2 3 4 0 6
8 9 1 2 3 4 5 6 0


Berge és Hilton igazolták [2] az Erdős-Faber-Lovász-sejtést abban az eset-

ben, amikor a hipergráf legalább harmadfokú csúcsai függetlenek. Az aláb-
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7. ábra. Az MEFL(9)-beli H hipergráf és a fenti színezési
mátrixa által adott jó színezése 9 színnel.

biakban erre az esetre ismertetek egy saját bizonyítást, melynek során a
metszési és színezési mátrixokat fogjuk felhasználni.

5.10. Állítás. (Berge, Hilton, 1990 [2])
Ha H egy olyan MEFL(n)-beli hipergráf, melynek a legalább harmadfokú
csúcsai függetlenek, akkor H kromatikus száma n.

Bizonyítás. Könnyen megadható egy jó színezés az előző módosításával. Le-
gyenek a H legalább harmadfokú csúcsai v1, v2, ..., vm, ezek fokszámai pedig
rendre d1, d2, ..., dm. Az általánosság megsértése nélkül feltehető, hogy a v1-re
illeszkedő hiperélek e1, e2, ..., ed1 , a v2-re illeszkedő hiperélek ed1+1, ed1+2, ..., ed1+d2 ,
és így tovább.

Induljunk ki az előző bizonyításban használt színezési mátrixból, azaz
legyen C a következő:

Cij =

{
0 ha i = j
i+ j − 2 (mod n) ha i 6= j

Most ezt a színezési mátrixot fogjuk megfelelően módosítani. Tekintsük C
azon négyzetes részmátrixát (d1×d1-es), melyet a v1-re illeszkedő e1, e2, ..., ed1
hiperélek határoznak meg. Az ebben szereplő 2

(
d1
2

)
db nem főátlóbeli elem

reprezentálja a v1 csúcs színét, így ezek mindegyikének azonosnak kell lennie.
Vegyük észre, hogy C1d1 szín megfelelő lesz, ugyanis a C konstrukciójából
adódóan az első d1 db sorban szereplő C1d1-gyel azonos elemek mind az első
d1 db oszlopban helyezkednek el. Tehát módosítsuk az említett d1 × d1-es
részmátrix nem főátlóbeli elemeit a C1d1-gyel azonosra.

Ezután tekintsük a módosított C azon négyzetes részmátrixát (d2×d2-es),
melyet a v2-re illeszkedő ed1+1, ed1+2, ..., ed1+d2 hiperélek határoznak meg. Az
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ebben szereplő 2
(
d2
2

)
db nem főátlóbeli elem reprezentálja a v2 csúcs színét,

így ezek mindegyikének azonosnak kell lennie. Az előzőhöz hasonlóan most is
a részmátrix jobb felső sarkában szereplő szín, azaz Cij lesz a megfelelő, ahol
i = d1+1,míg j = d1+d2, hiszen a (d1+1)-edik, (d1+2)-dik, ..., (d1+d2)-edik
sorokban szereplő Cij-vel azonos elemek mind a (d1+1)-edik, (d1+2)-dik, ...,
(d1 + d2)-edik oszlopok valamelyikében helyezkednek el. Tehát módosítsuk
az említett d2 × d2-es részmátrix nem főátlóbeli elemeit a Cij-vel azonosra,
ahol továbbra is i = d1 + 1 és j = d1 + d2.

Majd ugyanezt a módosítást végezzük el a többi legalább harmadfokú
csúcsra is, így végül az összesen m-szer módosított C a H színezési mátrixa
lesz, melyből megkapjuk H csúcsainak egy n színnel való jó színezését.

A jobb érthetőség kedvéért a fenti bizonyítást egy konkrét MEFL(9)-
beli hipergráfon szemléltetjük. Legyen tehát H egy MEFL(9)-beli hiper-
gráf, melynek két legalább harmadfokú csúcsa van: az ötödfokú v1, mely
az e1, e2, ..., e5, és a harmadfokú v2, mely az e6, e7, e8 hiperélekre illeszkedik.
Ekkor a már korábban szereplő C mátrixot a bizonyításban leírtaknak meg-
felelően módosítva H-nak a következő színezési mátrixát kapjuk:

0 4 4 4 4 5 6 7 8
4 0 4 4 4 6 7 8 9
4 4 0 4 4 7 8 9 1
4 4 4 0 4 8 9 1 2
4 4 4 4 0 9 1 2 3
5 6 7 8 9 0 3 3 4
6 7 8 9 1 3 0 3 5
7 8 9 1 2 3 3 0 6
8 9 1 2 3 4 5 6 0


A fenti bizonyítás valójában egy kicsit általánosabb esetre is működik,

ugyanis a bizonyítás során azt használtuk ki, hogy a színezési mátrixban
a legalább harmadfokú csúcsoknak megfelelő részmátrixok páronként disz-
junktak, így a fent leírt módosítások egymástól függetlenül elvégezhetőek,
anélkül, hogy a színezési mátrix által adott színezés jósága elromolna.

Észrevehetjük azonban, hogy a színezés jósága akkor is megmarad, ha
azon részmátrixok, melyek elemein a módosításokat elvégeztük nem feltét-
lenül páronként diszjunktak, hanem esetleg vannak közöttük olyan párok,
melyek metszete egyelemű. Ugyanis, mivel ezek a részmátrixok mindegyike
a színezési mátrix főátlójára szimmetrikusak, ezért ha két részmátrix met-
szete egyelemű, akkor a metszetükben található elem a színezési márix főát-
lójában helyezkedik el. A főátlóbeli elemeket pedig a módosítás során végig
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változatlanul, azaz nulláknak hagytuk.
Így egy újabb esetre is teljesül az Erdős-Faber-Lovász-sejtés, ehhez azon-

ban előbb szükségünk van a skeleton fogalmára, melyet Calvillo és Romero
vezettek be [4]:

5.11. Definíció. Legyen H egy MEFL(n)-beli hipergráf. H skeletonja alatt
azt az S hipergráfot értjük, melynek csúcshalmazát H legalább harmadfokú
csúcsai alkotják, hiperélei pedig H hiperélei leszűkítve az S csúcsaira. (A
hiperélek leszűkítése után a legfeljebb egy csúcsot tartalmazó hiperéleket tö-
röljük a skeletonból.) Azaz S a H legalább harmadfokú csúcsai által feszített
részhipergráf.

Az előző állítás során tehát azt láttuk be, hogy ha H skeletonja csupa
izolált csúcsból áll, akkor H színezhető n színnel. Az újabb eset pedig a
következő:

5.12. Állítás. Ha H egy olyan MEFL(n)-beli hipergráf, melynek skeletonja
olyan 2-uniform hipergráf (azaz hagyományos gráf), melynek minden össze-
függőségi komponense (esetleg egy csúcsú) út, akkor H színezhető n színnel.

Bizonyítás. A bizonyítás lényegében megegyezik az előző állítás bizonyításá-
val. Először eljelöljük a legalább harmadfokú csúcsokat v1, v2, ..., vm-mel, fok-
számaikat pedig rendre d1, d2, ..., dm-mel, majd feltesszük, hogyH skeletonjá-
ban az összefüggőségi komponensek a következő utak: P1 = {v1, v2, ..., vs1}, P2 =
{vs1+1, vs1+2, vs1+s2}, stb. Ezután feltesszük, hogy a v1-re illeszkedő hiperé-
lek e1, e2, ..., ed1 , a v2-re illeszkedő hiperélek ed1 , ed1+1, ed1+d2−1, és így tovább.
Majd ismét a

Cij =

{
0 ha i = j
i+ j − 2 (mod n) ha i 6= j

színezési mátrixot módosítjuk a v1, v2, ..., vm csúcsoknak megfelelő részmát-
rixok mentén és így végül H egy színezési mátrixát fogjuk megkapni, mely n
színt használ.

Példaként ismét megadjuk egy konkrét hipergráfot és színezési mátrixát.
Legyen tehát H egy MEFL(9)-beli hipergráf, melynek három legalább har-
madfokú csúcsa van: a harmadokú v1, mely az e1, e2, ..., e3, a negyedfokú
v2, mely az e3, e4, e5, e6, és a harmadfokú v3, mely az e7, e8, e9 hiperélekre
illeszkedik. Tehát ekkor az S skeleton csúcshalmaza {v1, v2, v3}, és két össze-
függőségi komponense a v1−v2 két csúcsból álló út és a v3 izolált csúcs (azaz
egycsúcsú út). Ekkor az eredeti C mátrixot a bizonyításban leírtaknak meg-
felelően módosítva H-nak a következő színezési mátrixát kapjuk:
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

0 2 2 3 4 5 6 7 8
2 0 2 4 5 6 7 8 9
2 2 0 7 7 7 8 9 1
3 4 7 0 7 7 9 1 2
4 5 7 7 0 7 1 2 3
5 6 7 7 7 0 2 3 4
6 7 8 9 1 2 0 5 5
7 8 9 1 2 3 5 0 5
8 9 1 2 3 4 5 5 0



5.3. Hipergráfok skeletonjának alkalmazása

Az alábbi alfejezetben a már említett Calvillo és Romero [4] által írt cikk
néhány érdekes eredményét mutatjuk be.

Legyen H = (V,E) egy MEFL(n)-beli hipergráf. Legyen I(H) a H il-
leszkedési mátrixa, azaz egy |V | × |E|-s mátrix, melynek sorai a hipergráf
csúcsainak, míg oszlopai a hipergráf hiperéleinek felelnek meg és a v ∈ V
csúcsnak megfelelő sor és az e ∈ E hiperélnek megfelelő oszlop keresztezésé-
ben lévő elem 1, ha v eleme e-nek és 0 különben. I(H) transzponáltja pedig
H∗-nak, azaz H duálisának az illeszkedési mátrixa, ahol H duálisát H-ból
úgy kapjuk, hogy a csúcsok és hiperélek szerepét felcseréljük.

Hagyjuk el H-ból az elsőfokú csúcsokat. Az így kapott H hipergráf illesz-
kedési mátrixa a következő alakú:
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8. ábra. Egy MEFL(n)-beli hipergráf illeszkedési mátrixa
az elsőfokú csúcsok nélkül.

Az ábrán E = E1 ∪ E2, ahol E1 azon hiperélek halmaza, melyek nem
tartalmaznak kettőnél nagyobb fokú csúcsokat, míg E2 azon hiperélek hal-
maza, melyek legalább egy legalább harmadfokú csúcsot tartalmaznak. A
mátrixban továbbá V = V1∪V2∪V3∪V4, ahol V1∪V2∪V3 a másodfokú, míg
V4 a legalább harmadfokú csúcsok halmaza, tovább a V1-beli csúcsokra két
E1-beli, a V2-beliekre egy-egy E1-beli és egy E2-beli, míg a V3-beli csúcsokra
két E2-beli hiperél illeszkedik. A jelölésekből adódóan nyilvánvaló, hogy a
V4-beli csúcsokra csak E2-beli hiperél illeszkedik.

Legyen |E1| = n1 és |E2| = n2.Mivel H és így H is metsző, ezért az ábrán
T -vel jelölt részhipergráf duálisa, azaz T ∗ = (E1, V1) éppen a Kn1 teljes gráf,
melynek csúcshalmaza E1. Hasonlóan B duálisa, azaz B∗ = (E1 ∪ E2, V2)
pedig a Kn1,n2 teljes páros gráffal izomorf.

Vegyük észre, hogy az ábrán S-sel jelölt részhipergráf éppen H skeletonja,
hiszen S éppen a H legalább harmadfokú csúcsai által feszített részhipergráf.
Míg A duálisát, azaz az A∗ = (E3, V2) gráfot a továbbiakban H aurájának
fogjuk nevezni.

Megfigyelhetjük, hogy H-t egyértelműen meghatározza az S skeletonja és
az n1 paraméter. Tehát minden MEFL(n)-beli hipergráfot reprezentálha-
tunk egy (S, n1) párral, ahol S egy lineáris hipergráf n2 = n− n1 hiperéllel,
melynek minden csúcsa legalább harmadfokú.
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9. ábra. Bal oldalon egy EFL(8)-beli H hipergráf, a leg-
alább harmadfokú csúcsok bekarikázással jelölve. A hiper-
gráf minden hiperélének van legalább harmadfokú csúcsa,
kivéve h-t, így az nem kerül be az S skeletonba, mely az
ábra közepén található. A jobb oldalon pedig a H aurája,
azaz A∗ figyelhető meg.

A következőkben az (S, 0) esetet fogjuk tekinteni, azaz ha H = (V,E)
minden hiperéle tartalmaz legalább harmadfokú csúcsot. Ekkor H illeszke-
dési mátrixa csak az S skeletonból és az ábrán A-val jelölt részből áll, hiszen
ekkor E1 és így V1 és V2 is üres. Tehát V = V3 ∪ V4 és E = E2. Legyen
m = |V4| a legalább harmadfokú csúcsok száma.

Legyen most S = (V,E) a H skeletonja. Egy adott α ∈ E hiperélhez
tartozó pók (angolul spider) alatt a Λα hiperélek halmazát értjük, amelynek
elemei α - a pók teste - továbbá S azon hiperélei, melyek metszik α-t, ezek
a pók lábai. Legyen σ(S) = min{|Λα| : α ∈ E}, azaz S legkisebb pókjának
mérete. Például a 9. ábrán látható S skeleton a hiperéléhez tartozó pókja
az a, b, d, f és g csúcsokból áll.

5.13. Lemma. (Calvillo, Romero, 2016 [4])
Legyen H ∈MEFL(n) egy (S, 0) párral reprezentálható hipergráf, azaz amely-
nek minden hiperéle tartalmaz legalább harmadfokú csúcsot. Ekkor, ha
χ(S) + χ′(A∗) ≤ n, akkor χ(H) = n, ahol χ′(A∗) az A∗ gráf élkromatikus
száma.

Bizonyítás. Legyen P és Q két diszjunkt színhalmaz, ahol |P | = χ(S) és
|Q| = χ′(A∗). Először adjuk meg S csúcsainak egy χ(S) színnel való jó színe-
zését a P -beli színeket felhasználva, ezzel megkapjuk H legalább harmadfokú
csúcsainak egy jó színezését. Majd adjuk meg A∗ éleinek egy jó színezését
χ′(A∗) színnel a Q-beli színek felhasználásával. Mivel A∗ élei éppen H má-
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sodfokú csúcsai, így éppen H másodfokú csúcsainak egy jó színezését kaptuk
meg a Q-beli színekkel.

A fenti két színezés uniója a P és Q-beli színekkel - mely az elsőfokú
csúcsokat színezetlenül hagyja - kiterjeszthető H összes csúcsának n színnel
való jó színezésévé, így a lemmát beláttuk.

Emlékezhetünk rá, hogy Chang és Lawler tétele [5] szerint egyMEFL(n)-
beli hipergráf csúcsainak jó színezéséhez 3

2
n− 2 szín biztosan elegendő. Ezt

a kromatikus számra vonatkozó felső korlátot fogjuk most javítani az alábbi
esetben:

5.14. Tétel. (Calvillo, Romero, 2016 [4])
Legyen H ∈MEFL(n)-beli, (S, n1) párral reprezentált hipergráf, ahol n1 ≥ 0
és S = (V4, E2) nem üres hipegráf. Ha λ jelöli a legnagyobb E2-beli hiperél
méretét, akkor

χ(H) ≤ n+
1

2
(1 +

√
1 + 4λ(λ− 1)n2).

Bizonyítás. Tekintsük S csúcsainak egy optimális jó színezését. Legyen ψ1

és ψ2 két tetszőleges színosztály. Ekkor létezik egy e ∈ E2 hiperél, melynek
csúcsai között található a ψ1 színosztályba tartozó csúcs és a ψ2 színosztályba
tartozó csúcs is, ellenkező esetben a ψ1 és ψ2 színosztályok egyesítésével eggyel
kevesebb színnel való jó színezését kapnánk S-nek. Azt mondjuk, hogy e
lefedi a ψ1 és ψ2 színosztálypárt.

Ha minden E2-beli hiperél mérete λ, akkor mindegyik hiperél
(
λ
2

)
szín-

osztálypárt fed le. Mivel összesen
(
χ(S)
2

)
színosztálypár van, ezért az E2-beli

hiperélek száma legalább (χ(S)2 )
(λ2)

. Ha nem tartalmaz minden hiperél λ db csú-

csot, a fenti alsó becslés |E2| = n2-re továbbra is érvényben marad. Tehát

n2 ≥
(
χ(S)
2

)(
λ
2

) =
χ(S)(χ(S)− 1)

λ(λ− 1)
.

A fenti másodfokú egyenlőtlenséget χ(S)-re megoldva adódik, hogy

χ(S) ≤ 1

2
(1 +

√
1 + 4λ(λ− 1)n2) = ω.

Legyen P és Q két diszjunkt színhalmaz, ahol |P | = ω és |Q| = n. A
fentiek szerint S, azaz H skeletonjának létezik jó színezése a P -beli színek
felhasználásával.

Legyen Y a H másodfokú csúcsai által feszített hipergráf. A Vizing-tétel
szerint n szín elegendő Y ∗ éleinek jó színezéséhez, így H másodfokú csúcsai
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jól színezhetőek a Q-beli színek felhasználásával. A fenti két színezés uniója
a P és Q-beli színekkel - mely az elsőfokú csúcsokat színezetlenül hagyja -
kiterjeszthető H összes csúcsának n + ω színnel való jó színezésévé és így
adódik a tétel állítása.

Némi számolással konkrét λ értékekre megkaphatjuk a λ-tól függő ε(λ)
küszöbértékeket, melyekre teljesül, hogy ha n ≥ ε(λ), akkor a kromatikus
számra adott fenti felső becslés jobb, mint a Chang és Lawler által bizonyí-
tott korlát. Az alábbi táblázat tartalmaz néhány λ értékhez tartozó ε(λ)
küszöbértéket.

λ 2 3 10 100 1000
ε(λ) 18 34 370 39612 3996012

A következőkben szükségünk lesz két közismert, gráfszínezéssel kapcsola-
tos tételre, melyek bizonyítását ebben a szakdolgozatban nem részletezzük.
A Vizing-tétel alsó és felső korlátot ad egy egyszerű gráf élkromatikus szá-
mára, míg a Brooks-tétel a gráf maximális fokszáma és kromatikus száma
között teremt kapcsolatot.

5.15. Tétel. (Vizing, 1964, [15])
Legyen G egy egyszerű gráf. Ekkor a χe(G) élkromatikus számra a következő
egyenlőtlenség teljesül:

∆(G) ≤ χe(G) ≤ ∆(G) + 1.

5.16. Tétel. (Brooks, 1941, [3])
Legyen G véges, összefüggő gráf, mely nem teljes gráf és nem páratlan csúcs-
számú körgráf. Ekkor a χ(G) kromatikus számra a következő egyenlőtlenség
teljesül:

χ(G) ≤ ∆(G).

5.17. Állítás. (Calvillo, Romero, 2016 [4])
Legyen a H ∈ MEFL(n) hipergráf (S, 0) típusú, azaz minden hiperéle tar-
talmaz kettőnél nagyobb fokszámú csúcsot. Ekkor, ha χ(S) < σ(S), akkor
χ(H) = n.

Bizonyítás. Jelöljük ∆(A∗)-gal A∗ legnagyobb fokszámát. Így

∆(A∗) = n− σ(S).
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A Vizing-tétel [15] szerint ∆(A∗) ≤ χ′(A∗) ≤ ∆(A∗) + 1. Ezt az előző
egylőséggel kombinálva kapjuk, hogy

n− σ(S) ≤ χ′(A∗) ≤ n− σ(S) + 1.

Ha χ′(A∗) = n− σ(S), akkor χ(S) < σ(S) miatt χ(S) + (n− σ(S)) < n, és
így egy korábbi lemma szerint χ(H) = n. Ha pedig χ′(A∗) = n − σ(S) + 1,
akkor az előzőhöz hasonlóan χ(S) < σ(S) miatt χ(S) + (n− σ(S) + 1) ≤ n,
és így a korábbi lemma szerint χ(H) = n.

A következő tétel olyan MEFL(n)-beli hipergráfokról szól, amelyek az
(S, 0) típusba tartoznak, a skeletonjuk egy egyszerű gráf, azon belül pedig öt
speciális gráfcsalád egyikének a tagja.

5.18. Tétel. (Calvillo, Romero, 2016 [4])
Legyen H egy olyan MEFL(n)-beli hipergráf, melynek minden hiperéle tar-
talmaz legalább egy legalább harmadfokú csúcsot, továbbá az S skeletonja egy
egyszerű gráf, azaz egy 2-uniform hipergráf. Ekkor H kromatikus száma n az
alábbi esetekben:

1. Ha S reguláris.

2. Ha S síkgráf.

3. Ha S teljes r-osztályú gráf. (Azaz S csúcshalmaza partícionálható a
V1, V2, ..., Vr halmazokra úgy, hogy két csúcs között pontosan akkor van
él, ha a két csúcs ugyanabban a Vi partícióban található.)

4. S megkapható Km-ből legfeljebb m−2 él törlésével, ahol m a H legalább
harmadfokú csúcsainak száma.

5. Ha S megkapható Km-ből egy kör törlésével.

Bizonyítás. Mind az öt eset bizonyítása során az előző lemmát fogjuk alkal-
mazni.

1. Ha S d-reguláris (d ≥ 3), akkor bármely pókjának mérete 2d − 1, így
σ(S) = 2d− 1. Tehát σ(S)− 1 = 2d− 2 ≥ d+ 3− 2 = d+ 1. Másrészt,
a Brooks-tétel [3] szerint χ(S) ≤ d + 1. Az előző két egyenlőtlenséget
kombinálva pedig először χ(S) ≤ σ(S)− 1, majd χ(S) < σ(S) adódik.
Majd az előző lemma miatt kész vagyunk.

2. Ha S síkgráf, akkor a négyszíntétel miatt χ(S) ≤ 4. Mivel S minden
fokszáma legalább 3, ezért minden pókjának mérete legalább 5, azaz
σ(S) ≥ 5. Így ismét adódik, hogy χ(S) < σ(S).
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3. Ha S teljes r-osztályú gráf, akkor χ(S) = r, továbbá minden pókja
legalább 2r − 1 elemű. Azaz χ(S) < σ(S).

4. Tudjuk, hogy χ(Km) = m, továbbá könnyen látható, hogy σ(Km) =
2(m − 2) + 1. Tehát σ(Km) − χ(Km) = m − 3. Tehát, ha Km-ből
legfeljebb m − 3 élt hagyunk el, akkor χ(S) ≤ m − 1, míg σ(S) ≥ m,
azaz χ(S) < σ(S). Maradt az az eset, amikor S a Km-ből m − 2 él
elhagyásával kapható meg. Ekkor, mivel S minimális fokszáma legalább
3, ezért az elhagyott m − 2 él nem alkothat csillagot, azaz található
köztük két él, melyeknek nincs közös csúcsuk, így χ(S) ≤ m − 2. Míg
σ(S) ≥ m− 1, így ismét adódik, hogy χ(S) < σ(S).

5. Ha S-et a Km-ből egy m hosszú kör elhagyásával kapjuk, akkor S re-
guláris, így az első eset szerint kész vagyunk. Ha S-et a Km-ből egy
legfeljebb m − 2 hosszú kör elhagyásával kapjuk meg, akkor pedig a
4. eset miatt vagyunk kész. Tegyük most fel, hogy S-et a Km-ből egy
m−1 hosszú kör elhagyásával kapjuk meg. Ekkor m ≥ 6, mivel S min-
den fokszáma legalább 3. Tehát az elhagyott kör hossza legalább 5, így
biztosan tartalmaz egy kettő méretű párosítást, ezáltal χ(S) ≤ m− 2.
Továbbá σ(S) = σ(Km) − 4 = 1 + 2(m − 2) − 4 = 2m − 7, és így
χ(S) < σ(S).
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6. Összegzés
Amikor kiválasztottam az Erdős-Faber-Lovász-sejtést szakdolgozati témám-
nak, akkor azt a célt tűztem ki magam elé, hogy be szeretném bizonyítani
a sejtést. Ez sajnos nem sikerült, ennek ellenére rendkívül hasznos tapasz-
talatokat szereztem a szakdolgozat írása, a tudományos cikkek feldolgozása,
továbbá a problémán való gondolkodás révén.

Eleinte egyáltalán nem tartottam kizártnak, hogy sikerül megoldást ta-
lálnom, aztán minél többet törtem a fejem és tanulmányoztam a kapcsolódó
szakirodalmat, annál távolibbnak tűnt mindez. Bár számos speciális eset
bizonyítását elolvastam, megértettem, leírtam, illetve egy új esetre sikerült
saját bizonyítással is előállnom, mégis úgy érzem, hogy nagyon távol állunk
a sejtés teljes bizonyításától. Azért gondolom ezt, mert az ismert esetek
mind nagyon speciálisak, értve ezalatt azt, hogy ha például tekintünk egy
egyenletes eloszlás szerint, véletlenszerűen választott MEFL(1000000)-beli
hipergráfot, akkor az véleményem szerint közel 1 valószínűséggel egyik olyan
hipergráfcsaládba sem fog beletartozni, amelyre a sejtést már sikerült igazol-
ni. Tehát nem az van, hogy például páros n esetére már beláttuk és így már
csak a páratlan eset van hátra, azaz, hogy a problémát félig megoldottuk.

A probléma legfőbb nehézsége a lehetséges hipergráfok túl nagy számá-
ban rejlik. BárMEFL(3)-beli hipergráf csak kettő létezik, de már n = 11, 12
esetén is annyira sok lehetőség van, hogy Romero és Alonso-Pecina számí-
tógépes segítséget használt az n ≤ 12 eset igazolásához és már az n = 13
esetben sem ismert a bizonyítás. Nemcsak a rengeteg lehetőség, hanem a
hipergráfok változatossága is nehézséget okoz, hiszen egy MEFL(n)-beli hi-
pergráf legalább másodfokú csúcsainak a száma lehet, hogy csak egy, de lehet
akár

(
n
2

)
is. A két szélsőséges esetre nyilvánvalóan igaz a sejtés, tehát akkor,

ha nagyon kevés vagy ha nagyon sok legalább másodfokú csúcs van. A köztes
esetről viszont szinte semmit sem tudunk, hiszen ezekbe tartozik a legtöbb
hipergráf, melyek ráadásul fokszámaikat tekintve rendkívül változatosak le-
hetnek, így nehéz az összes ide tartozó hipergráfról bármi közöset állítani,
amely közelebb vihetne bennünket a megoldáshoz.

A matematikában és azon belül a gráfelméletben is gyakran használt bi-
zonyítási módszert, a teljes indukciót is megpróbálhatja az ember alkalmazni,
azonban az Erdős-Faber-Lovász-sejtés esetén az sem magától értetődő, hogy
mire érdemes indukciót alkalmazni. Például az n szerinti indukció azért nem
működik, mert amikor n-ről n + 1-re szeretnénk lépni, akkor nemcsak a hi-
perélek száma növekszik eggyel, hanem azok mérete is, így a hipergráf is
túlságosan megváltozik ahhoz, hogy vissza tudjuk vezetni az előző esetre. A
legalább másodfokú csúcsok száma szerinti indukció pedig az előző bekezdés-

32



ben említettek miatt nem működik.
Szakdolgozatomban végig olyan eredményeket írtam le, amelyek a sejtés

igazolása érdekében születtek meg, habár természetesen előfordulhat az is,
hogy nem is igaz a sejtés. Ennek ellenére én határozottan úgy gondolom,
hogy igaz a sejtés, így az elmúlt időszakban ennek igazolásán gondolkoztam,
de azért megemlítek egy hasonló problémát, az Alon-Saks-Seymour-sejtést
[14], amely szintén sokáig, közel 20 évig megoldatlan volt, végül 2010-ben
Hoangnak és Sudakovnak [12] sikerült ellenpéldát konstruálnia rá, ezzel meg-
cáfolva a sejtést. A sejtés a következő:

6.1. Sejtés. Legyen G egy olyan gráf, mely k db éldiszjunkt teljes páros gráf
uniója. Ekkor G kromatikus száma legfeljebb k + 1.

Könnyen láthatjuk, hogy a két sejtés valóban nagyon hasonló, hiszen, ha
az Alon-Saks-Seymour-sejtésben a teljes páros gráfot teljes gráfra cseréljük,
akkor éppen az Erdős-Faber-Lovász-sejtést kapjuk.

Összességében tehát elmondható, hogy az Erdős-Faber-Lovász-sejtés egy
rendkívül nehéz probléma, így a sejtés teljeskörű megoldása helyett érdemes
lehet előbb valamelyik, korábban még nem bizonyított speciális esetének iga-
zolásával próbálkozni, mely esetleg segíthet megoldani a teljes problémát. Az
alábbiakban tehát néhány olyan nyitott kérdést fogok megfogalmazni, mely
segítséget nyújthat ehhez.

A Calvillo és Romero cikkében [4] leírt eredményeket érdemes lehet álta-
lánosítani, nevezetesen belátni a sejtést az (S, 0) típusú hipergráfokra, azaz
amikor minden hiperélnek van olyan csúcsa, amely legalább harmadfokú.
Továbbá még speciálisabban azt is feltehetjük, hogy S egy egyszerű gráf.

Egy másik lehetőség a reguláris eset vizsgálata. A 2-reguláris esetre lát-
tuk, hogy igaz a sejtés, viszont k ≥ 3 esetén a k-reguláris eset még megol-
datlan. Szintén érdekes kérdés, hogy ha a reguláris esetet ismernénk, akkor
azt hogyan terjeszthetnénk ki tetszőleges hipergráfra?

33



Hivatkozások
[1] Abdón Sánchez-Arroyo. The Erdős-Faber-Lovász conjecture for dense

hypergraphs. Discrete Mathematics 308, 991-992, 2008.

[2] Berge, C. ,Hilton, A.J.W. On two conjectures about edge-colouring hy-
pergraphs. Congr.Numerantium 70, 99–104 (1990)

[3] R. L. Brooks. On Coloring the Nodes of a Network. Proc. Cambridge
Philos. Soc. 37, 194-197, 1941.

[4] G. Calvillo, D. Romero. New Families of n-Clusters Verifying the Er-
dős–Faber–Lovász Conjecture. Graphs and Combinatorics, 2016

[5] W. I. Chang, E. L. Lawler. Note edge coloring of hypergraphs and a
conjecture of Erdős, Faber, Lovász. Combinatorica 8, 293-295, 1988.

[6] S. Dara, V. Faber, S. M. Hegde, Noah Streib. First-Fit EFL. AMO -
Advanced Modeling and Optimization, Volume 18, 2016.

[7] S. Dara, S. M. Hegde. Bounds on Erdős-Faber-Lovász Conjecture - the
Uniform and Regular Cases. 2019.

[8] Vance Faber. The Erdős-Faber-Lovász conjecture - the uniform regular
case. Journal of Combinatorics, 1(2):113120, 2010.

[9] L. Haddad, C. Tardif. A clone-theoretic formulation of the Er-
dős–Faber–Lovász conjecture. 2004

[10] S. M. Hegde, S. Dara. On Erdos-Faber-Lovasz Conjecture. 2017.

[11] N. Hindman. On a conjecture of Erdős, Faber and Lovász about n-
colorings. Can. J. Math., Vol. XXXIII, No. 3, 1981, pp. 563-570

[12] H. Huang, B. Sudakov. A counterexample to the Alon-Saks-Seymour
conjecture and related problems. 2010

[13] J. Kahn. Coloring nearly disjoint hypergraphs with n+o(n) colors. Jour-
nal of Combinatorial Theory, Series A, 59(1):31-39, 1992.

[14] J. Kahn. Recent results on some not-so-recent hypergraph matching
and covering problems, in: Extremal problems for finite sets (Visegrád,
1991), Bolyai Soc. Math. Stud. vol. 3, János Bolyai Math. Soc., Buda-
pest, 1994, 305–353.

34



[15] Katona, Recski, Szabó. A számítástudomány alapjai. Typotex. Buda-
pest, 2006. p. 85,86.

[16] Kiss Gy., Szőnyi T. Véges geometriák, Polygon, Szeged, 2001.

[17] V. Paul, K. A. Germina. On edge coloring of hypergraphs and Erdős-
Faber-Lovász conjecture. Discrete Mathematics, Algorithm and Appli-
cations, Vol. 4, No. 1, 2012

[18] D. Romero, F. Alonso-Pecina. The Erdős–Faber–Lovász conjecture is
true for n ≤ 12. Discrete Mathematics, Algorithms and Applications
Vol. 6, No. 3 (2014) 1450039 (5 pages)

[19] D. Romero, A. Sánchez-Arroyo. Adding evidence to the Erdős-Faber-
Lovász conjecture. Ars Combinatoria 85, 2007.

35


