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Koszonetnyilvanitas

Hiszem, hogy az egyetem célja messze nem mertl ki az el6irt lexikalis tudas meg-
értésében, megtanulasaban, s6t a szakteriiletre jellemz6 készségek elsajatitasaban sem.
Az egyetem - amellett, hogy ezeket biztositotta - megajandékozott rengeteg boldog pil-
lanattal, és lehet&séget teremtett arra, hogy a kihivasok és a nagyszert emberek altal
a személyiségem is fejlédjon. Halaval gondolok vissza az elmilt 6t évre, mely soran az
oktatoimtol, szaktarsaimtol rengeteg tanulhattam. Oriilok, hogy az els6 pillanatoktol

kezdve otthon érezhettem magam az épiiletben és a Matematika Intézetben.

Hélasan készonom témavezetémnek, Nagy Zoltan Lordntnak, Zolinak, hogy elvallalt
és vezetett az elmult két félév folyaman!

Ko6szonom neki, hogy matematikusként mindig minden kérdésemre megtalalta a
valaszt. S6t, a kérdéseimet is megtalalta a kevésbé preciz mondataim kozott. Kiemelten
sokat jelentett, hogy nem ragaszkodott a sajat gondolatmenetéhez, megfogalmazasihoz,
hanem mindig a lehetd legnagyobb szabadsagot hagyta nekem: ha keriiléutakon is, de
magam fedezhettem fel a matematikat.

Ko6szonom neki, hogy témavezetéként valoban témavezetém volt: nem olyan, mint
amilyet elképzeltem, hanem olyan, amilyenre leginkabb sziikségem volt. Sosem kinélt
talcan megoldésokat, de mindig segitett tisztan latni a lehetGségeket. Mindig vette a
faradtsagot, hogy valamit sokadjara, ujra, tiirelmesen elmagyarazzon. Rengeteget jelen-
tett nekem, hogy a koézos munkank kézéppontja nem a kutatas, nem a matematika volt,
hanem az én aktualis problémam: a révidke és egyszeri szakdolgozatomhoz sziikséges
vildg megismerése, melyben 6 mindig otthonos hazigazdaként kalauzolt.

Ko6sz6nom neki, hogy emberként mindig megértett és elssorban, mint ember, nem
pedig mint szakdolgoz6 vagy hallgato tekintett rdm. Nem csak a matematikarol, hanem

az emberi értékekrol is rengeteget tanultam altala.

,Omnia ad maiorem Dei gloriam!”
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1. fejezet

Bevezetés, a szakdolgozat célja és

felépitése

A szakdolgozat célja 6sszegytijteni és bemutatni a Turan-tételkorh6z szorosan kap-
cso0lodo legfontosabb eredményeket, altalanositasokat, valtozatokat és modszereket, il-

letve réviden ismertetni néhany ide tartozé megfigyelést és j eredményt.

Jelolések

A gréafokkal kapcsolatos alapvets fogalmakat, definicidkat ismertnek tekintjik, a
legalapvet&bb grafelméleti ismeretekben [1] és [2] jeloléseire és felépitésére tamaszko-
dunk. [3]-ban 1j témakorokkel és modszerekkel ismerkedhet meg az érdeklédd, [4] bo

attekintést ad a legfontosabb eredményekrsl.

Egy grafon végig egyszeri, véges grafot értiink, tovabba hasznaljuk az alabbi néhany
definiciot és jelolést.

Tr] szokasosan a T graf r-felfajtjat jeloli, azaz azt a grafot, melyet ugy kapunk
T-b6l, hogy minden csticsat egy r elemi fliggetlen halmazzal helyettesitjiik, tovabba
ha (u, v) él volt T-ben, akkor az u és v cstcsokat helyettesits fiiggetlen halmazok kozott
a K, teljes paros grafot vessziik. Ha nem egységesen r méretti fiiggetlen halmazokkal
helyettesitjiik, hanem (akar kiilonbozs) tetszéleges mérettiekkel, akkor a kapott grafot
felfajtnak nevezziik.

A teljes r-osztalyt n csucsu grafot T,.(n) jeloli és Turan-grafnak hivjuk. Vegyiik



észre, hogy a Turan graf a K, felfujtja.

Rendre Py, T}, Sy jeloli a k cstcsu utat, fat és csillagot.

A dolgozat felépitése

A 2. fejezetben bevezetjiik a Turdn-kérdéskort és annak egy természetes altalanosi-
tasat, az extremalis szamot, illetve az ezt részben megvalaszold Erdds-Stone-Simonovits-
tételt. Kiilon részben foglalkozunk a specialis paros grafokra, utakra, fakra vonatkozo
eredményekkel. Az extremalis szamhoz szorosan kapcsolodo stabilités és szuperszatu-
ralas fogalmainak és f6bb eredményeinek attekintése utan részletesebben vizsgaljuk az
Alon-Shikhelman-féle altalanositéast, és a grafok homomorfizmusainak rokon probléma-
jat.

A 3. fejezetben réviden utalunk a témakor jellemzé modszereire, és kiemelten fog-
lalkozunk azokkal, melyek szdmomra a kutatédsban szerepet jatszottak.

A 4. fejezetben vazolunk néhény 1j tételt, melyek a Dependent random choice és a
szuperszaturalas, illetve a véletlen sétak és a Blakley-Roy-egyenl6tlenség kapcsolatabol
sziilettek.



2. fejezet

A Turan-kérdéskor és kulonbozdo

altalanositasai

Ebben a fejezetben bemutatjuk a Turan-tételt, szamos altalanositasat, illetve né-
hany hozza szorosan kapcsoldodé témakort.

Turan Pal meghatarozta, hogy egy grafnak legfeljebb mennyi éle lehet akkor, ha
nem tartalmaz r 4 1 cstcsu klikket. Ennek természetes altalanositdsaként vizsgélhato,
hogy egy a grafnak legfeljebb mennyi éle lehet, ha nem tartalmaz valamilyen elére
adott H gréafot részgraftként. A paros grafok esetétdl eltekintve ezen értéknek nem csak
a nagysagrendje, hanem a f6tagja is kovetkezik az Erdgs-Stone-Simonovits-tételbdl, igy
részletesebben foglalkozunk a paros grafok esetével, kiilonosen a fakkal és az utakkal.
Nem csak a maximalis élszam meghatarozasa fontos, hanem az is, hogy ez a maximum
melyik grafon, grafokon vétetik fel. SGt, az is érdekes, hogy milyen struktirajuak azok
a grafok, melyknek az élszama kozel van a maximalishoz. Ha egy graf tullépi ezt a
maximalis élszamot, akkor persze a tiltott H részgrafot tartalmazni fogja, hasznos
lehet tudni, hogy ,kis mértékd” tullépés esetén legalabb hényszor jelenik meg H.

Részletesebben  targyaljuk az  Alon-Shikelman-féle altalanositds, mely a
Turan-kérdéskor egy nagyon természetes altalanositasa. Itt nem csak egy részgraf je-
lenlétét tiltjuk meg, hanem tobbét is, tovabba nem az éleket, hanem valamilyen elére
adott graffal izomorf részgrafokat szamoljuk meg a grafban.

A fejezet végén foglalkozunk a grafok homomorfizmuszaméval, mint egy érdekes és
szorosan kapcsolodo témakorrel, melynek szamos alkalmazasa ismert a Turan-tételkorben.
Az alapfogalmak bevezetése és néhany példa ismertetése utan részletesen irunk az al-

goritmikus alkalmazasi lehetGségekrol.



2.1. Turan-tételkor

Ebben a részben kimondjuk az extremaélis grafelmélet kezdetét jelentd Turan-tételt,
bevezetjiik annak a teljes részgrafokrol tetszéleges H tiltott grafokra torténd altalano-
sitasat, majd az ezt (részben) megvalaszolo, azaz az extremalis szam nagyséagrendjét
meghatarozé Erdds-Stone-Simonovits-tételt mutatjuk be. Ezen bevezet§ utan frunk a
legfontosabb eredményekrdl, végiil részletesen targyaljuk az utakra és a fakra vonatkozo

specialis eseteket.

2.1.1. Az extremalis szam bevezetése

Az extremalis grafelmélet kezdetét Mantel 1907-es [5] és Turan 1941-es [6], a Mantel-

tételt altalanositoé eredményeihez kotik.

2.1.1. Tétel (Mantel [5]). Ha a G = (V, E) grdf hdaromszégmentes, akkor |E(G)| <
L%QJ Tovdbbd az egyenldség pontosan akkor teljesil, ha G a Kz, 2| teljes pdros graf.

2.1.2. Tétel (Turan [6]). Ha a G = (V, E) grdf K,,i-mentes, akkor |E(G)| < “tn?.
Tovibbd az egyenldség pontosan akkor teljesil, ha n oszthaté r-rel és G = T,(n), ahol

T.(n) a teljes r-osztdlyi n csicsi Turdn-grdafot jeloli.

A Turan-tétel tehat azt mondja, hogy ha egy graf éleinek szama elér egy kritikus
hatéart n fiiggvényében, akkor biztosan talalunk K, ; részgrafot, és ez a hatar a T,.(n)

Turan-graf élszama.

A teljes részgrafok helyett mas grafokat létezését is megtilthatjuk, igy adodik a
termeészetes altalanositas: jelolje ex(n, H) a maximalis élszam értékét az n cstucsu H-
mentes grafok kozott. ex(n, H)-t H extremalis szamanak nevezziik. Két évtizeden beliil

megsziiletett az ex(n, H) értékét aszimptotikusan meghatarozo tétel.

2.1.3. Tétel (Erdds-Stone-Simonovits [7,8|). Ha x(H) > 1, akkor

ex(n, H) = (1 — m) <Z> + o(n?).

Ebbdl kovetkezik, hogy ha a H graf nem péros, akkor ex(n, H)-nak nemcsak a nagy-
sagrendje adhato meg, hanem a fétagja is, ezzel szemben a paros esetrél annyi deriil

csak ki, hogy az exponens nem éri el a 2-t. Az extremalis fiiggvények meghatarozasa
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altalaban a f6tagig torténik. Bizonyos esetekben ennél tobbet is tudunk; ha még az

extremalis struktarat is ismerjiik, akkor azt a struktira megjelolésével tessziik meg.

Természetesen specialis grafosztalyokra ennél jobb becslést is lehet adni, néhany
paros graf esetén tul kiilon alfejezetben foglalkozunk az utakra és a fakra vonatkozo

eredményekkel.

2.1.2. Specialis paros grafokra vonatkoz6 esetek
2.1.4. Tétel (K6vari-Sos-Turan [9]). ex(n, K,,) < 3/t —1n?~ (/9 + O(n).

A fenti tételt a kettds leszamlalas modszerével nem nehéz bizonyitani. Egyrészt
a G = (V,E) K;-mentes grafban az s-agu csillagok szama ZUGV(G) (d(:)), mAasrészt
legfeljebb (t—1) (:) A Jensen-egyenléGtlenség alkalmazasa és rovid szamolas utan adodik

is a fels6 becslés.
2.1.5. Tétel (Erdss, Bondy-Simonovits [10]). ex(n, Car) < 100knt+1/F),

Ebbél kévetkezik, hogy ex(n, Cyr) < O(n'+(/R) viszont csak néhany k-ra ismert,
hogy konstans erejéig ez a valdodi nagysdgrend. Az alsd becslések geometriai illeszkedési

struktirakbol, mashonnan nézve algebrai modszerekbdl jonnek.
2.1.6. Tétel (Erdés-Reényi-T. S6s [11], Brown [12]). ex(n, Cy) = O(n?).

).

ol

2.1.7. Tétel (Benson [13], Singleton [14]). ex(n,Cs) = O(n
2.1.8. Tétel (Benson [13]). ex(n, Co) = O(ns).

Az eredményekrsl bévebben példaul a [15,16] cikkekben lehet olvasni.

2.1.3. Utakra és fakra vonatkoz6 specialis esetek

Ebben az alfejezetben részletesebben targyalunk néhany utakra és fakra vonatkozo,

illetve azokkal kapcsolatos eredményt.

2.1.9. Tétel (Erdés-Gallai [17]). ex(n, P;) < %2n, ahol Py a k csicsi utat jeloli.
Tovdbbd az egyenldség pontosan akkor teljesiil, ha n oszhatd (k — 1)-gyel és a grif

Ky 1-es klikkek diszjunkt unioja.
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Legyen T} egy tetsz6leges k-csucsu fa, ekkor ex(n,Tj)-ra konnyen adhatunk also
becslést a fenti tétel extremélis grafjanak segitségével: Kj_; grafok diszjunkt unio-
jat véve adodik, hogy ex(n,Ty) > ﬁ(kgl) — %k? Erdss és Sos sejtették [18], hogy
ex(n,Ty) < %n; hivatalosan még csak approximalt valtozatat bizonyitottak [19,20],
illetve egy véazlat jelent meg [16]-ban Ajtai, Komlos, Simonovits és Szemerédi szerzéktol.

Tovabba annak igazolasa, hogy tetszéleges Ty fa esetén az ex(n, 1)) extremalis szam
n-ben linearis kénnyen meggondolhato, hiszen indirekt példéul elég belatni hozza, hogy
kiilonben létezne egy k& — 1 minimum-fokszamu részgraf, melybe moh6é médon barmely
k cstcsa fat bele tudnank agyazni. A fenti részgraf létezése pedig adddik abbol a
megfigyelésbdl, hogy ha a graf élszama t6bb, mint 2(k — 1)n, akkor a minimalis-foku
cstcsokat torolve né az atlagfokszam. Tehat ha mindig toroljik a (K — 1)-nél kisebb
foku csticsokat, akkor nem jutunk az iires grafhoz, és valamikor megtaléljuk a keresett

részgrafot.

A kovetkezd tételek nemcsak azért érdekesek, mert ,faszerd” struktaréval rendel-
kez6 grafok Turén-szamara adnak felsé becslést, hanem mert néhany speciélis esetben
bizonyitjdk Erdés r-degeneralt paros grafokrol szoldé maig nyitott sejtését. Akkor hi-
vunk egy paros grafot r-degeneraltnak, ha a graf barmely részgrafjanak minimalis foka
legfeljebb 7.

2.1.10. Sejtés (Erdés [21]). Ha F r-degenerdlt paros grdf, akkor ex(n, F) = O(n*™+).

Jegyezziik meg, hogy ez a sejtés r = 1-re éppen azt mondja ki, hogy a fak extremalis
szama linearis n-ben. Ennek az altalanos Erdds-sejtésnek néhany specialis esete ismert,
koztiik egy, amit majd a Dependent random choice moédszer ismertetésénél emliteni
fogunk (3.2.2. Tétel). Az eddig ismert specialis esetek kozos altalanositasait foglalja

Ossze az alabbi néhény eredmény.

2.1.11. Tétel (Grzesik-Janzer-Nagy [22]). ex(n, T[r]) = O(n*+), ahol T[r] szokdso-
san a T graf r-felfugtjdt jeloli.

Kideriilt, hogy ha a cstcsokat nem egységesen r mérett fiiggetlen halmazokkal he-
lyettesitjiik, hanem (akar kiilonbo6z8) tetszdleges mérettiekkel (ilyenkor a kapott grafot
felfajtnak nevezziik), akkor is igaz marad az allitas feltéve, hogy a kapott graf még

r-degeneralt marad.
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2.1.12. Tétel (Grzesik-Janzer-Nagy [22|). Ha F r-degenerdlt és egy fa felfujtja, akkor
ex(n, F) = O(n> ).

S6t, még ennél altalanosabbat is lehet bizonyitani, de ehhez sziikségiink van a k
méreti (r,t)-fafelfajt definiciora. Legyen r < ¢, k pozitiv egész, X; = Yy, Y1,..., Y%
paronként olyan diszjunkt halmazok, melyekre | X;| = r, |Y;| = ... = |Y;| = t. Tovabba
legyen minden 2 < ¢ < k-ra X; része néhany olyan Yj-nek, melyekre j < i gy, hogy
| X;| = r. Ekkor az Yy UY; U...UY} cstcshalmazzal és Ui<,<x {2y | z € X;,y € Yi}
élhalmazzal létrejové L grafot k méreti (r, t)-fafelfajtnak nevezziik.

Konnyen lathato, hogy egy (r,t)-fafelfajt r-degeneralt, hiszen az r-degeneraltsag
azzal ekvivalens, hogy a csticsokat sorban térélve mindig marad legfeljeb r foku cstics
(azaz mindig legfeljebb r foku csucsot torliink), az (r, t)-fafelfajt ,leveleitsl” indulva ez

persze mindig teljesiilni fog.

2.1.13. Tétel (Grzesik-Janzer-Nagy [22]). Ha L eqy tetszdleges méreti (r,t)-fafelfist,
akkor ex(n, L) = O(n?=7).

2.2. Stabilitas

Az ex(n, H) érték meghatarozaséan tul érdekes kérdés, hogy hogyan ,néznek ki’
azok a grafok, melyeknek kozel ex(n, H) élikk van. Akar nagyon kiilonboz6 is lehet a
struktirajuk, vagy ,hasonlitanak” egymasra?

Informélisan megfogalmazva egy extremélis problémat stabilnak neveziink, ha min-
den kozel optimélis példa hasonléan néz ki, mint az (egyik) optimélis struktara. A
Turan-tételre specializalva ez azt jelentené, hogy minden K., -mentes kozel |E(T,.(n))|
éllel rendelkez6 graf r-osztalya graffa alakithatoé ,néhany” él torlésével. Erdds és Simo-
novits egymastol fliggetleniil megmutattak, hogy az ex(n, K, 1) probléma stabil, mely

tehat precizen az alabbi moédon fogalmazhato meg.

2.2.1. Tétel (Erdds-Simonovits stabilitas [21,23]). Bdrmely e pozitiv szdimhoz létezik
0 pozitiv szam, hogy ha G egy n csucsu K, i-mentes grdaf tobb, mint (1 — % — (5) (g)
éllel, akkor G r-osztdlyi grdffd tehetd legfeljebb en® €l torlésével.

A stabilitasi eredmények nem csak azért érdekesek, mert az extremaélis és kozel-
extremalis struktirak szerkezetét feltarjak, hanem nagyon gyakran segédeszkozt jelen-

tenek mas problémék megoldasaban is.
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2.3. Szuperszaturalas

Ha egy n-csucsu G = (V| E) grafra |E(G)| > ex(n,H), akkor persze H C G.
Ekkor G-t H-tultelitettnek, vagy roviden tultelitettnek (szuperszaturaltnak) nevezziik.
Természetesen H nem feltétleniil csak egyszer fordul el6 G-ben, hanem akar nagyon
sokszor is. Tekintsiik példaul a K, ,, teljes paros grafot. Ez haromszogmentes, de egy
ajabb élt behtizva nem egy, hanem régton n darab haromszog keletkezik. Tehat izgalmas
megvizsgalni, hogy néhany él behtzésaval legalabb hany darab tiltott részgrafot hozunk
létre, illetve altalaban a Turan-szam feletti tartomanyban adott élszam mennyi részgraf

jelenlétét implikalja.

2.3.1. Tétel (Erdds-Simonovits (egyszertibb alak) [24|). Legyen a H grdf h csicsi, a
G graf n csucsiu. Ekkor barmely € pozitiv szamhoz létezik olyan 6 pozitiv szam, hogyha

|E(G)| > ex(n, H) + en?, akkor G legaldbb on" H-val izomorf részgrifot tartalmaz.

A szuperszaturalas felhasznalhato grafok extremalis szamara adott becslések javita-
sara, de onmagaban is érdekes: az alabbiakban kiemelten foglalkozunk az utak, illetve
a fak esetével, bemutatjuk Erdgs és Simonovits als6 becslését az n cstcst, d atlagfok-

szamu grafban talalhato ¢ hosszi utak szamara, majd az ezt megjavitd eredményeket.

2.3.2. Tétel (Erdds-Simonovits [25]). Ha G n csicsi és d dtlagfokszami, akkor G-ben
a t hosszi utak szama legaldbb (1 —8)nd(d—1)...(d —t+1), ahol § = (logd)~/>To0),
ha d — oo.

Nem nehéz latni, hogy a tétel aszimptotikusan éles: vegyiik azt a G grafot, mely n/t
darab diszjunkt ¢ csticst klikkbdl &ll. Ekkor n féleképpen valaszthatjuk ki a ¢ hosszu
ut kezdGesicsat, onnan d (=t — 1) cstcsba léphetiink at, majd mar csak d — 1 cstcs
valamelyikébe, és igy tovabb, az i. 1épésben n — (i — 1) szomszéd koziil valaszthatunk,
tehéat nagysagrendileg Osszesen nd(d —1)...(d —t+ 1) darab t hosszt utat szamoltunk

meg,.
A fenti eredményt altalanositotta Dellamonica és tarsai [26]-ban, majd ezt javitotta
tovabb és altalanositotta fakra Mubayi és Verstraéte [27]-ben.

2.3.3. Tétel (Mubayi-Verstracte [27|). Ha T t €ld fa, G n csicsi és d > t dt-
lagfokszamu grdf, akkor G-ben a T-vel izomorf szamozott részgrifok szama legaldbb

(1 —eg)nd(d—1)...(d—t+1), ahol g = (4t)°/d>.
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Kis atlagfokszamu grafokra ennél még jobbat lehet mondani. 4.2.5. Kovetkezmény-

ben ramutatunk, hogy egy G = (V, F') grafban legalabb

2ke(GYen! % — 2P (G IRk (k + 1)

k_

darab szdmozott k-hossza ut van, ami 2! ]

> d atlagfokszam esetén megjavitja a

fenti eredményt.

2.4. Az Alon-Shikelman-féle Altalanositas

A Turan-tételkor egy lehetséges altaldnositasa, hogy egy bizonyos H tiltott rész-
grafot nem tartalmazo grafok kozott nem az élszamot maximalizaljuk, hanem egy elére
adott T" graf felbukkanasainak szamat, azaz precizen: ex(n, T, H) jeloli a T-vel izomorf
részgrafok maximaélis szdmat az n csicsi H-mentes grafok kozott. Ezen kérdés néhany
specialis valtozatat mér korabban is vizsgaltak (példaul: [28,29,30,31]), de a jelolést
Alon és Shikhelman vezették be a [32] cikkiikben. Tovabba mutattak néhany altalanos
tételt [33|-ban (épitve [34,35] cikkekre) és megjavitottak tobb eddigi eredményt: Bollo-
bés és Gyo6ri ex(n, K3, Cs)-re [28], Gyo6ri és Li ex(n, K3, Cori1)-re [30] vonatkozo felsd
korlataikat.

Az alapvets definiciok és eredmények utan attekintjiik az utak és a fak eseteinek

eredményeit.

2.4.1. Altalanos eredmények

Alon és Shikhelman [33]-ban igazabol egy még altalanosabb kérdést vizsgéaltak:
ex(G, T, F) nagysagrendjét hataroztak meg kis additiv hibaval, vagy bizonyitottak,
hogy N P-nehéz annal jobban kozeliteni, ahol ex(G, T, F) jeloli a T-vel izomorf rész-
grafok maximélis szaméat azon G részgrafjaiban, melyek nem tartalmaznak semmilyen
F € F részgrafot sem. Ezzel altalanositottak Alon, Shapira és Sudakov [34] eredmé-
nyeit.

2.4.1. Tétel (Alon-Shapira-Sudakov [34]). Bdrmely € pozitiv szamra, barmely F grdf-
csalddra, barmely n csiucsi G grdafra létezik eqy olyan determinisztikus algoritmus, mely
en® additiv hibdval meghatdrozza ex(G, Ky, F) értékét O(n?) idében.
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2.4.2. Tétel (Alon-Shikhelman [33]). Bdrmely € pozitiv szamra, barmely F véges grdf-
csalddra, barmely n csucsu G grdfra, barmely t csicsi T grdfra létezik egy olyan de-
terminisztikus algoritmus, mely en' additiv hibdval meghatdrozza ex(G, T, F) értékét

polinomidlis iddben.

Azaz polinom idében meg tudjuk hatarozni ex(G, T, F) értékét en' additiv hibaval.
Alon, Shapira és Sudakov bebizonyitotték, hogyha a tiltott részgrafok kézott van péaros
graf is, akkor létezik olyan algoritmus, mely n?-nél kisebb additiv hibaval approximélja
ex(G, Ky, F) értékét, ha pedig nincs, igy barmilyen e-ra az n?>~¢ additiv hibaval torténs
approximalas N P-nehéz. Ennek anal6gjaként Alon és Shikhelman belattak, hogy ha a
megszamlalando T graf valamely h-felfajtja tiltott részgraf, akkor tudunk n’-nél kisebb

additiv hibaval approximalni, viszont a masik eset N P-be tartozasa egyelére csak sejtés.

2.4.3. Tétel (Alon-Shapira-Sudakov [34]). Bdrmely F grafcsalddra, barmely G n csi-

csu grdfra teljestilnek az aldbbiak.

e Ha létezik olyan F' € F, hogy F pdros, akkor létezik olyan § pozitiv szam, melyhez
létezik olyan determinisztikus algoritmus, mely n>~° additiv hibdval meghatdrozza

ex(G, Ky, F) értékét polinomidlis idében.

e Ha nem létezik olyan F € F, hogy F' pdros, akkor birmely € pozitiv szdmra az

ex(G, Ky, F) n*¢ additiv hibdval térténd approrimdldsa N P-nehéz.

2.4.4. Tétel (Alon-Shikhelman [33|). Bdrmely F grdfcsalddra, barmely n csicsi G

grdfra, barmely t csucsu T grdfra teljesil az aldabbi.

e Ha létezik olyan F € F, hogy F C TIh|, akkor létezik olyan ¢ := 6(T,F) pozitiv
szdam, melyhez létezik olyan determinisztikus algoritmus, mely n'=° additiv hibdval
meghatdrozza ex(G, T, F) értékét polinomidlis idében, ahol T[h] szokdsosan a T
grdf h-felfugtjat jeloli.

A fenti tétel bizonyitasa egy korabbi megfigyelésen mulik, mely szerint egy adott ¢
csucsu T grathoz ex(n, T, F) = Q(n') pontosan akkor teljesiil, ha F' nem része T'[h]-
nak, valamilyen h-ra; kiilonben pedig ex(n,T, F) < n'~¢ valamilyen € := ¢(T, F') po-
zitiv szamra. Konnyen latszik, hogy a fenti esetben a 0 egy trivialisan jo n'~¢ addi-
tiv hib4ju approximécié az ex(G, T, F) értékre, hiszen ex(G,T,F) < ex(G,T,F) <
ex(K,, T,F)=ex(n,T,F) <n'~¢+0.
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2.4.5. Sejtés (Alon-Shikhelman [33]). Bdrmely F grdfcsalddra, barmely n csicsi G

grdfra, barmely t csucsu T grdfra teljesil az aldbbi.

e Ha nem létezik olyan F € F, hogy F C T[h], akkor barmely € pozitiv szdmra az
ex(G,T,F) n'=¢ additiv hibdval torténd approximdldsa NP-nehéz.

2.4.2. Fakra vonatkoz6 specialis esetek

Ha T graf, U C V(T'), h pozitiv egész, akkor jelolje a T graf (U, h)-felfajtjat a
kovetkezs graf: fixaljuk az U cstcshalmazt, helyettesitsiink minden 7"\ U-beli kom-
ponenst a komponens h cstcsdiszjunkt mésolataval, majd a masolatokbeli cstucsokat
kossiik Ossze az eredetileg veliik szomszédos U-beli csticsokkal.

Ha T és H fak, akkor jelolje m(T, H) azt a legnagyobb m egész szamot, melyre
létezik T-nek olyan (U, |V (H)|)-felfajtja, mely nem tartalmaz H-val izomorf részgrafot

¢s T'\ U-nak m komponense van.
2.4.6. Tétel (Alon-Shikhelman [32]). Ha H és T fdk, akkor
ex(n, T, H) = O(n™TH).

Letzter [36] megmutatta, hogy ez altalanosabban is igaz, azaz ex(n, T, H) nagysag-

rendje akkor sem véltozik, ha H nem feltétleniil fa.
2.4.7. Tétel (Letzter |36]). Ha H grdf és T fa, akkor
ex(n, T, H) = O(n™T:H)),

Alon [37]-ben belétta, hogy ha T péros graf, H fa, akkor ex(n,T, H) = O(n*™)).
[38]-ben Gydri, Salia, Tomkins és Zamora megmutattak, hogy ez tetszéleges T' grafra
is igaz.

A kovetkezo tétel karakterizéalja azon (7', H) parokat, melyekre T" péaros graf, H fa, és
ex(n, T, H) = O(n*T™)), de ehhez sziikségiink van az alabbi definiciéra és megfigyelésre.

G = (V, E) graf és valamely I' C E élhalmaz esetén egy U C V csucshalmazt U(T')-
halmaznak neveziink, ha G \ U minden komponense pontosan egy I'-beli élt metsz,
tovabba ezen komponensek szama |I'|.

Koénnyen lathato, hogyha I' lefogd élhalmaz G-ben és U egy U(I')-halmaz, akkor
G\ U minden komponense vagy egy I'-beli él vagy egy izolalt csucs.
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2.4.8. Tétel (Alon-Shikhelman [32]). Ha T olyan pdros grif, mely nem tartalaz izoldlt

csucsot, tovabba H eqy h csucsi fa, akkor a kovetkezd dllitdsok ekvivalensek.
e cx(n, T, H) = 0(n*™).

e Bdarmely T-beli T' minimdlis lefogd élhalmazhoz létezik olyan U C V U(T)-halmaz,
melyre T (U, h)-felfijtja nem tartalmaz H-val izomorf részgrdfot.

o T-beli I' minimdlis lefogo élhalmazhoz létezik olyan U C V U(T')-halmaz, melyre
T (U, h)-felfujtja nem tartalmaz H-val izomorf részgrdfot.

A karakterizacié utdn természetes kérdés, hogy algoritmikusan eldontheté-e egy
T paros grafrol és egy H farol, hogy ex(n, T, H) = ©(n*")). Sajnos a probléma co-
NP-nehéz. A bizonyitasban egy egyszert konstrukcioval visszavezetik a problémét a

HAMILTON-UT probléméra.

2.4.9. Tétel (Alon-Shikhelman [32]). Ha T pdros grdf, H fa, akkor azon eldontési
probléma, hogy ex(n, T, H) = ©(n*™1) co-NP-nehéz.

2.5. Grafok homomorfizmusai

Ebben a részben azt a rokon problémét vizsgaljuk, amikor nem koveteljiik meg,
hogy a T graf G-be torténd beagyazasa sordn minden cstcsnak kiilonbozé legyen a

képe, de azt igen, hogy a leképezés éltartd legyen.

2.5.1. Definici6. Ha T = (V' E’), G = (V, E) grafok és f : V' — V olyan leképezés,
hogy minden (u,v) eleme E’ élre (f(u), f(v)) eleme E-nek, akkor f-et homomorfiz-
musnak nevezziik. A V(T)-r6l V(G)-re mené homomorfizmusok halmazat Hom(T, G)-
vel, szamukat pedig hom(T, G)-vel jeloljiik. Tovabba, ha Hom(T,G) # (), akkor néha
I — G-t frunk.

A kovetkezSkben roviden attekintjiik a témakor legfontosabb fogalmait, eredménye-
it, és bemutatjuk a leghiresebb nyitott kérdés, a Sidorenko-sejtés néhany megoldott ese-
tét. Végiil irunk az elméleti eredmények lehetséges algoritmikus alkalmazésairol. Grafok
homomorfizmusaival kapcsolatos tovabbi eredményekrsl példaul a [39,40] konyvekben

lehet olvasni.
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2.5.1. Alapvet6é megfigyelések
Kromatikus szam, illetve maximalis klikkméret

A homomorf beagyazas tulajdonképpen a csiicsszinezés altalanositasanak is tekint-
hetd, hiszen ha T — K., akkor K, csticsaira, mint szinosztalyokra is gondolhatunk, igy
X(T) <r, és x(T) értéke az a legkisebb r szam, melyre 7' — K,.. Példaul x(Cory1) = 3,
igy Cory1 beagyazhatd Ks-ba; természetesen Ps-ba mar nem feltétleniil, de £ = 0,1
modulo 3 esetén igen, azaz Cgpyq nem csak 3-szinezhetd, hanem ,, P3-szinezhetd” is.

Tovabba nyilvanvalo, hogy w(G), azaz a legnagyobb G-beli teljes részgraf mérete
az a legnagyobb k szam, melyre K; — G. Igy, mivel homomorfizmusok kompozicioja
homomorfizmus, ha T" — G, akkor w(T") < w(G) és x(T) < (G).

Homomorfizmus létezésének algoritmikus tesztelése

Roégzitett T-re |V(G)|-ben polinom idében el tudjuk dénteni, hogy Hom(T,G)
tireshalmaz-e, hiszen tesztelhetiink minden lehetséges V(T') — V (G) beagyazast.

Rogzitett G-re nem ilyen egyszerti a helyzet. Ha G-nek nincs éle, akkor persze
pontosan akkor létezik homomorfizmus V(7')-r6l V(G)-re, ha T' nem feszit élt. Ha G
paros graf, akkor sziikséges, hogy T is paros legyen; és elégséges is, hiszen T — K,
és Ky — G. Ha G-nek van hurokéle, akkor természetesen T — G. Igy a fenti harom
esetben (ami igazabol kettd, hiszen az iires graf is paros) |V(T)|-ben polinom idében
el tudjuk doénteni, hogy Hom(T, @) iireshalmaz-e. Kiilonben, azaz egy tetszéleges T és
egy rogzitett, nempéaros, hurokél-mentes G graf esetén NP-teljes probléma eldénteni,
hogy T - G [40].

2.5.2. Homomorfizmusok szama

Egyetlen homomorfizmus talalaséan tul érdekes kérdés meghatarozni, vagy legaldbb
alsd becslést adni a homomorfizmusok szamara. Tobbek kozott azért is, mivel felhasz-
nalhato bizonyos extremaélis szamok becslésében (erre egy vazlatos példat a 3.4. rész-
ben lathatunk), s6t, akir a meghatarozasaban is, hiszen ha a G-beli élek szama nagy
(Q(n?)), akkor hom(T, G) és N'(G, T) nagységrendje azonos, ahol (G, T') jeloli G-ben
a T-vel izomorf részgrafok szamat.

Elméletileg akar grafok kozotti izomorfia 1étezésére is hasznalhatjuk a homomoriz-

musok szamat, ugyanis az is igaz, hogy ha minden T' grafot ugyanannyiszor lehet ho-
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momorf modon beagyazni a G grafba, mint a G’ grafba, akkor G és G’ izomorfak.

2.5.2. Tétel (Lovasz [41]). Ha G és G' grifokra teljesil, hogy barmely T grdfra
hom(T,G) = hom(T,G"), akkor G izomorf G'-vel.

Természetesen a gyakorlatban ez még nagyon hosszadalmas lenne, viszont szeren-
csére a tesztelendd grafok szama lényegesen redukalhato [39).
Példak

Roviden bemutatunk néhany példat [42] alapjan olyan T' és G grafokra, melyekre
hom(T, Q) explicit felirhatod, vagy legaldbbis Osszefiiggést mutat valamilyen érdekes

grafelméleti fogalom elfordulasdnak szamossagaval.

2.5.3. Példa. (Kromatikus szam, illetve maximalis klikkméret) A 2.5.1. részben la-
tottak miatt hom(T, K,.) értéke megegyezik T r-szinezéseinek szaméaval, hom(Ky, G)
értéke pedig k! - N (K., T).

2.5.4. Példa. (Csillagok és fokszamok) Jelolje Sy a k cstuesu csillagot. Ekkor ha a G
graf fokszamai dy, ds, . .., d,, akkor

hom(S}, G de !

2.5.5. Példa. (Fiiggetlen halmazok) Legyen G az a graf, melyet ugy kapunk a K,-bél,
hogy az egyik csiicsara ratesziink egy hurokélt. Ekkor valamely egyszerd T' graf esetén

hom(T, Q) értéke pontosan T fiiggetlen csicshalmazainak szamaval egyenld.
2.5.6. Példa. (Korok és sajatértékek) Jelolje Cy a k csicsu kort, tovabba Ag a G
graf adjacencia matrixat, A, Ao, ..., A\, pedig a matrix sajatértékeit. Ekkor

hom(Cy, G) = tr(A%) Z AF

Sidorenko-sejtés

Erdés és Simonovits 1983-ban fogalmaztdk meg a témakodr legfontosabb nyitott
kérdését [24], melyet toliik fiiggetleniil és més formaban 1991-ben Sidorenko is megsej-
tett [43].
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Jelolje t7(G) a homomorfizmus-siirtiséget, azaz annak a valoszintiségét, hogy egy

V(T)-rol V(G)-re mend egyenletes eloszlast, véletlen leképezés homomorfizmus, tehat

hom(T, G)

tr(G) = V(G Ve

A Sidorenko-sejtés azt allitja, hogy ez a homomorfizmus-stirtiség legalabb akkora,

mintha 7' éleit egyesével, egyméastol fliggetleniil szeretnénk bedgyazni G-be.

2.5.7. Sejtés (Sidorenko [43|, Erdgs-Simonovits). Tetszdleges G és pdros T grdafokra
teljesiil, hogy

tr(G) > tg, (G)EDI,

Sidorenko megmutatta [43], hogy a sejtés igaz néhany egyszerd strukturaja paros
grafra, mint példaul a teljes paros grafokra, fakra, paros korokre. Sok részeredmény
utén, 2010-ben Conlon, Fox és Sudakov [44]|-ben bebizonyitottak a Dependent random
choice modszer segitségével (a technikarol részletesebben a 3.2. részben frunk), hogy
minden olyan 7" paros grafra igaz a sejtés, melynek van teljes foki csticsa. Ahol péaros
graf esetén a teljes foki cstcs azt jelenti, hogy bel6le vezet él minden mésik osztalyban
1év6 csticshoz. Majd ebbdl levezették a Sidorenko-sejtés egy approximalt valtozatét
(részletek [44]-ben).

2.5.3. Algoritmikus akalmazasok

Lattuk, hogy annak eldontése, hogy egy tetszéleges T' és egy rogzitett, nempéaros,
hurokél-mentes G graf esetén hom(T,G) pozitiv-e NP-teljes probléma [40], tovabba
azt is, hogy tetszéleges T és G grafokra hom(T,G) pontos meghatarozasa (de leg-
alabb jo kozelitése) hasznos lenne mas grafelméleti problémak esetén. Jelolje #G azt
a leszamlalasi problémét, mely bemenetként kap egy T grafot, és meg kell hataroznia
T G-szinezéseinek a szamat, azaz hom(T, G)-t. Nyilvanvalo, hogy #G a #P bonyo-
lultsagi osztalyban van minden G-re. (Bonyolultsagi osztalyokrol részletesebben a [45]
konyvben érdemes tajékozodni.) Dyer és Greenhill [46]-ban bebizonyitottak, hogy ha a
rogzitett G-nek van olyan sszefliggdségi komponense, mely nem egy teljes graf minden
cstcson egy tovabbi hurokéllel, vagy nem egy hurokél-mentes teljes paros graf, akkor
#G # P-teljes, kiillonben P-ben van.
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A fentiek alapjan megallapithato, hogy altalanossagban hom(T, G) értékének meg-
hatarozésa nehéz, és nem varhato ra polinom ideji algoritmus. Ha mégis hasznalni
szeretnénk a N (G, T) (esetleg ex(G, T, H)) érték kiszamitasara, akkor valamilyen spe-
cidlis T', G grafokra érdemes probalkoznunk. Szerencsére néhany esetben létezik haté-
kony algoritmus hom(T, G) meghatarozasara, igy ezek lehet&séget teremtenek szamos
alkalmazasra. Ehhez hasznos segitség a szita-formula egy valtozata, mely altal azon au-
tomorfizmusok szdmat kell megmondanunk, melyeket , konnyebb” meghatarozni. Ennek
a preciz kimondasahoz még sziikségiink van egy roviditésre: jelolje aut(T,T) a V (T')-r6l

V(T')-re mend automorfizmusok (bijektiv homomorfizmusok) szamat.

2.5.8. Tétel (Amini-Fomin-Saurabh [47]). Ha T és G olyan grifok, hogy
V()| = [V(G)], akkor
—DWVI)Nhom(T, GV (G) \ W
iy Sweva() (TGVE\W)
aut(T,T)

Ywevie) (=D OVl hom(T, GIW])
B aut(T,T) ‘

Hamilton-korok szama

Jelolje #HAM(G) a Hamilton-korok szamat az n csticstt G graftban, tovabba T' legyen
C,. Ekkor N (G,T) = #HAM(G). Meggondolhato, hogy aut(C,,, C,) = 2n, illetve mar
lattuk a 2.5.6. Példaban, hogy tetszbleges G grafra hom(C,, G) = tr(A}) = > 1| AL,
ahol Ag a graf adjacencia-métrixa és A, ..., A\, a sajatértékei, igy az el6zd tétel segit-

ségével #HAM(G) értéke 2"n®W idsben és polinomialis tarban meghatérozhato [47].

N(T,G) korlatos favastagsag esetén

A 2.5.8. Tétel egy altalanosabb alakjaval eltér cstucsszamu grafok N (G, T') szaméara
is adhato egy Osszegzés, melybdl kovetkezik az alabbi tétel [47].
2.5.9. Tétel (Amini-Fomin-Saurabh [47]). Adott a T és azn csicsi G grdfok, tovabba
T egy t-vastagsdagu fafelbontdsa. Ekkor N'(G,T) kiszdmithato

O(lvz(T:N (7;) V(T |n'*'t)

=0

idében és O(log |V (T)| - n'*1) tdrban.
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3. fejezet

Néhany jellemz6 modszer

Ebben a fejezetben bemutatjuk a Turan-tételkor és igy az extremalis grafelmélet né-
hany igen fontos és hasznos modszerét. ElGszor az alapvets valoszintiségi modszerekrsl
irunk, majd az ezen alapulé6 Dependent random choice technikat targyaljuk részlete-
sebben, ugyanis a 4. fejezet megfigyeléseihez sziikséges a bizonyitas ismerete. Roviden
Osszefoglaljuk a friss, 2015-6s konténermoédszer lényegét, majd vazoljuk a Szemerédi-féle
regularitasi lemma elvét, és az algebrai, véges geometriai kontrukciok felhasznalhato-

sagat.

3.1. Val6szintiségi modszerek

Egy H graf ex(n, H) extremalis szamara adott g(n, H) also becslés esetében jellemz
modszer, hogy megmutatjuk: egy megfelelGen valasztott valoszintségi térben pozitiv
valoszintiséggel létezik egy olyan H-mentes G graf, melynek legalabb g(n, H) éle van.
Elsfordul, hogy a véletleniil valasztott G graf még nem megfelels tulajdonsagi, azaz
példaul a mi esetiinkben nem H-mentes, de meg tudjuk javitani. Ha a H részgrafok
darabszamanak varhato értékére adott f(p,n, H) fels6 becsléssel csokkentve a grafunk
¢lszaméanak varhato értékét még mindig elegendden sok éliink maradt, azaz E(e(G)) —
f(p,n,H) > g(n,H), akkor pozitiv valoszintiséggel létezik egy olyan graf, mely H-
mentes és legalabb g(n, H) éle van.

A modszer részletesebb lefrasa, és rengeteg kidolgozott példa megtalalhaté Noga
Alon és Joel H. Spencer The Probabilistic Method cimi kényvében [48].
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3.2. Dependent random choice

A Dependent random choice lemma szemléletesen azt allitja, hogy minden stri
graf tartalmaz egy olyan U csiicshalmazt, melynek minden ,kicsi” R részhalmaza nagy
N*(R) kozos szomszédhalmazzal rendelkezik, ahol tehat N*(R) = UQUN (u).

Szamos alkalmazasa ismert, példaul a 2.5.6. részben emlitettiik, hogy [44]-ben bebi-
zonyitottak a modszer segitségével, hogy minden olyan 1" paros grafra igaz a Sidorenko-
sejtés, melynek van teljes foku csticsa, és ebbdl kovetkezett a Sidorenko-sejtés egy app-
roximalt valtozata.

Az alabbiakban részletesebben foglalkozunk a modszerrel, ugyanis a 4. fejezetben
mind a lemmat, mind a bizonyitds modszerét alkalmazni fogjuk néhény j észrevétel

bizonyitasahoz.

3.2.1. Lemma (Dependent random choice [49, 50, 51]|). Legyenek a,d, m,n,r pozitiv
egészek, és G = (V, E) pedig egy n csucsi, d dtlagfokszami grdf. Ha létezik t pozitiv

L)) 2

akkor G-ben létezik egy olyan legalabb a méretd U csicshalmaz, hogy U bdarmely r

egész, hogy

csucsanak legaldbb m kézos szomszédja van.

{

A

Bizonyitds [52] alapjdn. Vélasszuk ki a csticsok egy t elemi T halmazat V-bsl uni-

form véletlen modon ismétléssel. Legyen A = N*(T'), tovabba jelolje X az A halmaz

23



elemszamaéat. Ekkor

v t veV N(v t t
E(X): Z (‘N( )’) — Z |N(U)|t2n1_t<z (G)| ()|> :d_

n n nt—1’
veV(G) veV(Q)

ahol az els6 egyenlGség a varhato érték linearitasa, az egyenlStlenség pedig az f(z) = zf

fiiggvény konvexitdsa miatt teljesiil.
Jelolje az Y valoszintiségi valtozo a ,rossz” részhalmazok szaméat, vagyis azon S C A
részhalmazok szamat, melyek r elemtiek, de m-nél kevesebb kozos szomszédjuk van. Egy
i t
adott S-re (%) a valdszintisége, hogy része A-nak, igy mivel legfeljebb (:) olyan r

méretd S részhalmaza van A-nak, melyre |[N*(S)| < m, igy a varhato érték linearitésa

=2 (5= C)6)

sC
|S|=r

miatt

Igy megint csak a varhato érték linearitasat kihasznalva kapjuk, hogy

EX-v)> & —(")(T)tza.

nt—1 r/\n

Ekkor tehat létezik egy olyan T' halmaz, melyet  kijavitva”, azaz minden olyan r
méretd S C A halmazbol, melynek kevesebb, mint m szomszédja van, kidobva egy
elemet a kapott A’ = N*(1") halmaz elemszama legalabb X —Y > a lesz, és persze

minden r méretti részhalmazanak legaldbb m kozos szomszédja van. n

A fenti lemma felhasznalasaval igazolhato a kovetkezs tétel is, mely a 2.1.10. Sejtés
egy specialis esetét is bizonyitja. Mint latni fogjuk, az altalunk vizsgalt alkalmazasok-

ban érdemes a t = r értéket valasztani, igy innentdl ezzel dolgozunk.

3.2.2. Tétel (Alon-Krivelevich-Sudakov [51]). Ha H = (AU B, E) olyan pdros grdf,

2—1/r

hogy minden B-beli csics foka legfeljebb r, akkor ex(n, H) < cn , ahol ¢ valamilyen

csak H-tol fiiggd konstans.

Bizonyitds. ( [52] alapjan) Legyen ¢ = |A|l, b = |B], m = a+0b, t = r és

¢ = max (a'/", M), tovabba tegyiik fel, hogy G egy n cstcst és legalabb c¢n?~ /"

élt graf. Igy a G-beli d atlagfokszam legalabb 2cn!=1/"

. Megmutatjuk, hogy ekkor H
bedgyazhato G-be, azaz létezik olyan f : AUB — V/(G) injektiv fiiggvény, hogy minden

H-beli él képe G-ben él lesz.
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Ehhez elGszor belatjuk, hogy az a,d,m,n,r,t pozitiv egészek kielégitik a 3.2.1.
Lemma feltételét, igy létezik G-ben egy olyan legalabb a méretd U csticshalmaz, hogy
U béarmely r cstucsanak legalabb m = a + b kozos szomszédja van. Felhasznélva az

r! > (r/e)" dsszefiiggést adodik, hogy

S ()G e () 2 e - () 20 za

nr—1 r n rl n r

Az f megadaséaval zarjuk a bizonyitast. Legyen f : A — U tetszbleges. Jelolje B
csucsait vy, va, . . ., vp, melyeket egyesével agyazunk be G-be. Az aktualisan bedgyazan-
do csucs legyen v;, N; C A pedig azok a H-beli cstcsok, melyek szomszédosak v;-vel,
igy |N;| > r. Mivel f(N;) egy legfeljebb r elemii részhalmaza U-nak, igy létezik leg-
alabb a + b kozos szomszédja f(IV;)-nek. Mivel eddig Osszesen kevesebb, mint a + b
cstcsot agyaztunk be, ezért létezik egy még nem hasznalt w € V(G) csties f(N;) k6zos
szomszédai kozott. Tehat minden v;-hez talalhatunk egy w csicsot, igy az f(v;) = w

valasztas meghatarozza f-et. m

3.3. Konténermodszer

A hipergraf konténermodszert, mely bizonyos részstrukturak megszamolasara al-
kalmas, explicit alakban 2015-ben egymaéstol fiiggetleniil Saxton and Thomason [53],
illetve Balogh, Morris és Samotij [54,55| fedezték fel; legkorabbi megjelenése az 1980-as
években Kleitman és Winston nevéhez kithetd |56, 57).

A konténermodszer f6 gondolata, hogy egy graf, vagy hipergraf fiiggetlen halmazai
,szep” struktirat alkotnak, azaz mindig tudunk talalni a csiicsoknak néhany olyan rész-
halmazat (ezek a konténerek), melyekre teljesiil, hogy minden fliggetlen csicshalmaz
benne van valamelyik konténerben, tovabbé a konténerek szama (t) és mérete (altaluk
feszitett élek szama) is kicsi.

Sok konténerrel konnyt lenne a feladat, hiszen minden fiiggetlen csticshalmazt bevé-
laszthatnénk, hasonl6an a nagy méret esetén, amikor is a teljes csticshalmazt bepakol-
hatnank az egyetlen (vagy néhany) konténerbe. Ezen két paramétert egymas rovasara
valtoztathatjuk, ezzel minél jobb fels§ becslést adva a fiiggetlen csticshalmazok szaméa-
ra. Ugyesen definialva egy grafot, vagy hipergrafot, a megszamlalando strukturaink ép-

pen a fiiggetlen halmazok lesznek, melyek szama tehat legfeljebb 2521 2G| < t.gmaz|Cil
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3.4. Szemerédi-féle regularitasi lemma

Szemerédi Endre 1975-ben igazolta a Regularitasi Lemmaéat [58|, mely lehetGséget
ad nagy cstcsszam esetén annak a kihasznalasara, hogy a graf rendelkezik valamilyen
kvazirandom strukturaval. Azaz nagy grafok esetén a csiicsoknak létezik olyan korlatos
szamu osztalybol allo particidja, hogy az élek az osztalyok kozott kozel véletlenszertien
menjenek.

A modszert vazlatosan a 2.4.1. Tétel élekrd] tetszéleges T' grafokra torténd altalano-
sitdsdnak bizonyitasan keresztiil mutatjuk be, mely a Szemerédi-féle regularitasi lemma
tobb valtozatat [35,58,59], és kovetkezményét (példaul a Bedgyazasi lemmat [60]) is

hasznalja.

3.4.1. Definicié. Ha G = (V, E) egy graf, A, B C V diszjunkt cstcshalmazok és
e(A, B) jeloli az A és B halmazok kozott futo élek szamat, akkor a

e(A, B)

AB) =—~—"~
WA B) = TA11B]

hanyadost az A és B kozotti élstirtiségnek nevezziik.

3.4.2. Definicié. Ha minden A’ C A, B’ C B olyan részhalmazpéarra, melyekre teljesiil
€| Al < |A'| és €|B| < |B’| fennall, hogy |d(A’, B') — d(A, B)| < ¢, akkor az (A, B) part
e-regularisnak nevezziik.

T stz

0 < |Vo| <en,|Vi| = ... = |V, tovabba legfeljebb ek? pér kivételével minden (V;,V;)

par e-regularis, akkor a {V;}¥_, particiot e-regularisnak nevezziik.

3.4.4. Definici6. Adott egy G = (V, F) graf, V-nek egy P = {V;}¥_, partici6ja, to-
vabba € és d pozitiv szamok. Ekkor (e, d)-particios grafnak nevezziik azt a W grafot,
melynek cstcshalmaza {vy, ..., v}, illetve v; és v; k6z6tt pedig pontosan akkor fut él,

ha (V;,V;) eregularis par legalabb d élstirtséggel.

Nagyon nagy vonalakban azon mulik a 2.4.2. Tételben kivant approximécios faktor,
hogy egy d élstirtiséghez és a graf egy P e-regularis particidjahoz definialt W silyozott,
(¢, d)-particios grafnak tudunk olyan F-homomorfizmus-mentes részgrafjat talalni (azaz
olyan W’ részgrafot, melyhez semmilyen F' € F-re nem létezik homomorfizmus F-

rl W'-re), melyben maximaélis a T-vel izomorf részgrafok szama, és a W-re torténd
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sattérés”, illetve a yisszafijas” nem modositja lényegesen a T-vel izomorf részgrafok

szamat.

3.5. Algebrai, véges geometriai konstrukciok

Egy H graf ex(n, H) extremalis szaimanak (vagy nagysagrendjének) meghatarozéasa
altalaban tugy torténik, hogy valamilyen modszerrel adunk egy fels6 becslést ré, majd
mutatunk egy ,éles” példat, azaz talalunk egy grafosztalyt, mely élszama jol megkozeliti
vagy eléri a becslésiinket, ezzel dltalanossdgban meghatarozva ex(n, H) nagysagrendjét
vagy aszimptotikus értékét.

A példak sokszor algebrai, vagy véges geometriai konstrukciokbol jonnek, mint pél-
daul az ex(n, Cy) esetében is: az éles példa a véges sikok polaritasi grafja, nagysagren-
dileg éles példa pedig az illeszkedési grafja volt [11,12]. A 2.1.2. részben latott speciélis
paros grafokra vonatkozo tobbi tétel alsd becslései is algebrai, véges geometriai techni-
kékkal jottek ki, de sokszor az altalanosabb szuperszaturalasi kérdésekben is hatékony
eszkozt adnak alsd korlatok meghatarozasara.

Tovabbi példak [16,61] dsszefoglalokban talalhatok.
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4. fejezet

Néhany eredmény feldolgozasa és 1
tételek

A fejezet els6 részében feldolgozunk néhany eredményt: szamos észrevételt tesziink
a Dependent random choice lemma kapcsédn, majd a szuperszaturalas technikajaval
Osszekapcsolva bizonyitunk par aj allitast. A masodik részben als6 becslést szeretnénk
adni egy graf szdmozott k-hosszi Utjainak a szamara, ezért a véletlen sétakkal fog-
lalkozunk részletesebben: megbecsiilve a sétdk szamat, és azt, hogy egy séta mekkora
valoszintiséggel 1t, konnyen adodik, hogy legalabb mennyi szamozott k-hosszi utat

tartalmaz a graf.

4.1. Szuperszaturalas és a Dependent random choice

Ebben a részben néhany egyszert megfigyelést tesziink a Dependent random choice
modszer kapesan. A szuperszaturélas technikajat hasznélva feltessziik, hogy valamilyen
n csucsu d atlagfokszama G graf (és a sziikséges paraméterek) teljesitik a 3.2.1. Lemma
feltételét, igy ha egy tetszéleges n cstcsu c-d atlagfokszamu G’ gréafot tekintiink, akkor

a lemma altal garantaltnal erésebbet is bizonyithatunk.

Az alabbi két allitas lényegében azt mondja, hogy ¢ - d atlagfokszam esetén, vagy
létezik egy c - a méretd U halmaz, vagy az a méretd U halmaz minden r elemi rész-

halmazanak a kozos szomszédsaga legalabb ¢ - m méret.

4.1.1. Allitas. Legyenek az a,d,m,n,r pozitiv egészek, és a G = (V,E) n csucsi, d
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datlagfokszami graf olyanok, melyek teljesitik a 3.2.1. Lemma feltételét, tovdbbd legyen
¢ egy 1-nél nagyobb valés szam. Ekkor barmely G' = (V' E') n csicsu, cd dtlagfok-
szama grafban létezik eqy olyan legaldabb ¢"a méretd U csiucshalmaz, hogy U bdarmely r

csucsanak legalabb m kozos szomszédja van.

Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy a kivant paraméterek kielégitik a 3.2.1. Lemma felté-
telét. Felhasznalva, hogy G-re teljesiil a feltétel és ¢ > 1, adodik, hogy

(cd)" n\ /m\r d n\ /m\r d’
- —) > — —) +( > r_ > a.
nr—1 r <n> — i r <n> (c 1)n’"*1 Za+ (" —La=ca

Tehat a 3.2.1. Lemma miatt 1étezik egy legalabb ¢"a méretd U csucshalmaz, hogy U

barmely r csticsdnak legalabb m kozos szomszédja van. O

4.1.2. Allitas. Legyenek az a,d,m,n,r pozitiv egészek, és a G = (V,E) n csicsi, d
dtlagfokszama grdf olyanok, melyek teljesitik a 3.2.1. Lemma feltételét, tovdabbd legyen c
egy 1-nél nagyobb valds szam. Ekkor barmely G' = (V', E') n csicsi, cd dtlagfokszdami
grafban létezik egy olyan legalabb a méretd U csiucshalmaz, hogy U bdrmely r csicsdanak

legalabb |em| kozds szomszédja van.

Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy a kivant paraméterek kielégitik a 3.2.1. Lemma felté-

=z (1) ()

Felhasznélva, hogy G-re teljesiil a feltétel és ¢ > 1, adodik, hogy

O e () () (2 -

() -0

Ebbél atrendezés utan kapjuk az egyenlétlenséget. Igy a 3.2.1. Lemma miatt létezik

telét, azaz (atrendezve):

egy legalabb a méretii U csticshalmaz, hogy U barmely r cstucsanak legalabb |cm|

k6z0s szomszédja van. O

A fenti két megfigyelés egyszerd, kozos altalanositasa, hogy ha az atlagfokszam
c1-co-d, akkor létezik egy legaldbb cja méretd U csticshalmaz és U barmely r csicsdnak

legalabb |com| kozos szomszédja van.
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4.1.3. Kovetkezmény. Legyenek az a,d,m,n,r pozitiv egészek, és a G = (V,E) n
csucsu, d dtlagfokszama grdf olyanok, melyek teljesitik a 3.2.1. Lemma feltételét, to-
vdbbd legyenek ci, ca 1-nél nagyobb valds szamok. Ekkor barmely G' = (V', E') n csicsi,
c1cod dtlagfokszdma grdfban létezik egy olyan legaldbb cfa méretd U csicshalmaz, hogy

U barmely r csicsanak legaldbb |com| kozds szomszédja van.
Bizonyitds. Alkalmazzuk tetsz6leges sorrendben a 4.1.1. és a 4.1.2. Allitasokat. O

A 3.2.2. Tétel bizonyitasdban lattuk, hogyan lehet moh6é modon beagyazni egy H
paros grafot egy siiri (a 3.2.1. Lemma feltételeit kielégits) grafba a Dependent random
choice lemma segitségével. Ha a H = (AU B, F) paros grafot egy cjcod atlagfokszamu
grafba agyazzuk be moh6 moédon, akkor az el6z6 kivetkezmény miatt az A csticsosztaly
elemeit a cja méretd U halmazbol valaszthajuk ki, a B cstcsosztaly elemeit pedig a

com méretld kozos szomszédsagbol.

4.1.4. Kovetkezmény. Legyenek az a,d, m,n,r pozitiv egészek, és a G = (V,E) n
csucsi, d dtlagfokszdmi graf olyanok, melyek teljesitik a 3.2.1. Lemma feltételét, to-
vabbd legyenek ci,co 1-nél nagyobb valds szdmok, H = (AU B, F) pedig egy olyan
paros grdf, mely B-beli csicsainak foka legfeljebb r és |A| = a,|B| = b. Ekkor barmely
G' = (V' E') n csicsi, cicad dtlagfokszami grdafban legaldabb (C;“) (chm) -szer eléfordul
H.

Bizonyitds. Rogton kdvetkezik a 3.2.2. Tétel bizonyitasabol és a 4.1.3. Kévetkezmény-
bél. O

A Dependent random choice lemma biztositotta, hogy U-ban minden r elemd hal-
maznak legalabb m ko6z0s szomszédja legyen; ekkor természetesen minden r — 1 elemi
halmaznak is lesz legalabb m koz6s szomszédja. Ennél tobbet szeretnénk mondani, igy
a Dependent random choice lemma bizonyitdsdhoz hasonléan jarunk el, de az r — 1
méretd ,rossz” halmazokbodl is kidobunk egy-egy elemet. Ekkor egy arnyalatnyival eré-
sebb feltételt kell teljesiteniink, de mar nem csak az r elemt halmazok szomszédsaganak
ngazdagsiga”’, hanem az r — 1 elemi halmazok szomszédsaganak még sokkal nagyobb

mérete is megkaphato.
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4.1.5. Allitas. Legyenek az a,d,m,n,r pozitiv egészek, a G = (V,E) n csucsi, d
datlagfokszamu grdf olyanok, melyekre teljesiil, hogy

() -( 1)) =

akkor G-ben létezik eqy olyan legaldabb a méreti U csiucshalmaz, hogy U barmely r

csucsdnak legaldbb m kézds szomszédja van, és U barmely r — 1 csicsdnak legaldbb

e o 1
m._, k6zds szomszédja van, ahol m,_; > mna.

Bizonyitds (vdzlat). A 3.2.1. Lemma bizonyitasat modositjuk az alabbiak szerint.
Valasszuk ki a csticsok egy t elemd T halmazat V-bél uniform véletlen moédon

ismétléssel. Legyen A = N*(T'), tovabba jelolje X az A halmaz elemszamat. Ekkor

Jelolje az Y valoszintségi valtozo azon S C A részhalmazok szamét, melyek r

elemtiek, de m-nél kevesebb kozos szomszédjuk van. Ekkor

o)< (7) (2

Jelolje az Z valoszintiségi valtozo azon S C A részhalmazok szamat, melyek r — 1

elemiiek, de m/_,-nél kevesebb k6zos szomszédjuk van. Ekkor

/

<, (%)

Igy a varhato érték linearitasat kihasznalva kapjuk, hogy

vy nz T () () (1) () e

Ekkor tehat létezik egy olyan T halmaz, melyet  kijavitva”, azaz minden olyan r

méretd S C A halmazbol, melynek kevesebb, mint m szomszédja van és minden olyan
r—1 méretd S” C A halmazbol, melynek kevesebb, mint m/ _, szomszédja van, kidobva
egy elemet a kapott A’ = N*(7”) halmaz elemszama legalabb X — Y — Z > a lesz,
és persze minden r méretd részhalmazanak legalabb m, illetve minden r — 1 méreti

részhalmazanak legalabb m/!. | k6z6s szomszédja van. ]
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Az el6z6 gondolatmenetet kovetve a fenti megfigyelésnek kézenfekvs az altalanosi-
tasa: U barmely r — ¢ csticsdnak kozos szomszédsagarol még tobb is feltehetd, legalabb

i ’ ,r
mna« méretd lesz.

4.1.6. Allitas. Legyenek az a,d,m,n,r pozitiv egészek, | € {1,2,...,r — 1}, a G =
(V,E) n csucsi, d dtlagfokszami grdf olyanok, melyekre teljesil, hogy

()G () =

=1

akkor G-ben létezik eqy olyan legalabb a méretd U csicshalmaz, hogy U barmely r csi-
csdanak legalabb m kézios szomszédja van, és U barmely r—i csicsdnak legalabb m), kézos

szomszédja van, ahol m > mns minden i € {1,2,...,1 — 1} szdmra.

Ezt kihasznélva 4.1.4. Kévetkezményhez hasonléan adodik az alabbi, mely azt mu-
tatja, hogyha a paros graf B-ben nem regularis, akkor nagysagrendileg tobbet lehet
kihozni a Dependent random choice modszerbdl, mint amennyi az eredeti lemmabol
latszik. A 4.1.4. Kovetkezmény logikajat kovetjiik a H-val izomorf részgrafok megszam-
lalasédhoz, de kihasznéljuk, hogy egy r-nél kisebb foku cstics A-beli szomszédainak kzos

szomszédsaga lényegesen nagyobb m-nél.

4.1.7. Allitas. Legyenek az a,d,m,n,r pozitiv egészek, és a G = (V,E) n csucsi, d
dtlagfokszama graf olyanok, melyek teljesitik a 3.2.1. Lemma feltételét, tovdbbd legyenek
1, ¢2 1-nél nagyobb valds szamok, H = (AU B, F') pedig eqy olyan pdros grdf, melyben
|A| = a,|B| = b, és a B-beli csucsok fokszamsorozata di < dy < ... < d, < r. Ha
dy = ...=dj, =t <djy1=...=4dj, =1 < ...<dj, 11 =...=4dj, =
th < dj41 = ... =dp <1, akkor bairmely G' = (V', E') n cstcsu, cicad dtlagfokszamai

(TG

!
1 =ikl = Ji-i
. i
-szer eldfordul H, ahol m!_, > mna.

grdfban legaldabb

A konkrét szameredmény onnan szarmagzik, hogy el6szor az A halmaz beagyazéasat
végezzik el, majd egymas utan a B-beli csticsokat fokszamuk szerint. Ennél a lépésnél

kihasznaljuk, hogy egy t foku cstcs beagyazasara legalabb mn"* lehetSség adodik.
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4.2. Véletlen sétak, utak szama

Ebben a részben néhany egyszert észrevételt tesziink véletlen sétékkal kapcsolato-
san, majd a Blakley-Roy-egyenl6tlenséget hasznalva alsd becslést adunk a szdmozott
k-hosszi utak szaméara. Végig feltessziik, hogy G 0Osszefiiggs, igy ezt kiilon nem is je-

lezzik az allitasoknal.

Egy V = {vy,vs,...,v,) cstucshalmazon felvett 6sszefiiggs G = (V, E) graf egy vélet-
len sétajan itt egy olyan (xg, (zo, z1), 1, (1, 22), 3, (3, 24), . . .) sétat értiink, melynek
csucsai
az xo, T, To, ..., tovabbé ha az 1. 1épésben x; = vi-ban vagyunk, akkor onnan v, egyik
szomszédjaba lépiink 1/d(vy,) valoszintiséggel, azaz uniform, véletlen modon valasztunk
kovetkezd csicsot.

Az aladbbi jol ismert megfigyelés azt allitja, hogy minden v eleme V-re ha

P(zg = v) = zi((vc))’ azaz v-t uniform, véletlen valdszintiséggel valasztjuk kezdGesucs-
d(v)

nak, akkor minden 1épés utan %(0) valoszintiséggel lesziink a v csticsban.

4.2.1. Megfigyelés. Vilasszuk ki a véletlen séta kezddesicsinak o G = (V, E) graf

;é((”G)). Innen inditsunk egy véletlen
d(v)

(xo, (xo, 1), 21, (T1,T2), Xa,...) sétdt. Ekkor minden lépés utdin 50(C) valdsziniiséggel

egy csucsdt: minden v eleme V-re P(zg = v) =

vagyunk a v csicsban (minden v eleme V -re).

Bizonyitds. A séta k csicsszamara mend teljes indukciéval bizonyitunk.

= (-ra az allitas nyilvanvalo.

d(v)
2¢(G) "

Valamely k& > 1-re tegyiik fel, hogy P(z, = v) =
Ekkor

Az utak szamara szeretnénk alsé becslést adni, igy érdemes meghatéroznunk, hogy

egy véletlen séta legaldbb mekkora valoszintséggel lesz tut.
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k+1
26?G)( 2 )
valosziniséggel it.

Bizonyitds. Becsiiljiik feliilr6l annak a valdszintiségét, hogy egy véletlen séta nem t,
ekkor a komplementaritas miatt als6 becslést kapunk a keresett valoszintiségre. Ehhez
nevezziink rossznak egy lépést, ha azzal olyan csiicsba lépiink, melyben mar jartunk a
sétank soran. Ekkor a rossz 1épések eseményének valoszintiségét becsiilhetjiik feliilrsl

az unio-becsléssel.

P(az (x1, (x1,22), xa, . ..) véletlen séta nem tut) < Z P(i. lépés rossz) =
i<k

. .
) kE+1
_ZZ]P’z lépés rossz |z, = v) ng‘/geg : _Qe?G)( 2 )

i=1 veV

]

A kovetkezd matrix-egyenlGtlenség segitségével majd alsd becslést tudunk adni egy

graf szamozott k hosszu sétainak szamara.

4.2.3. Tétel (Blakley-Roy [62]). Legyen S € RLG"™ szimmetrikus mdtriz, u € RZ,
vektor, melyre teljesil, hogy (u;u) = 1, tovdbbd k wvalamilyen pozitiv egész. Ekkor

(u, Su)k < (u, S*u).

4.2.4. Kovetkezmény. Fgy G = (V| E) grdfban legaldbb C49)S * darab szdmozott k-
hosszi séta van.
Bizonyitds. Alkalmazzuk a 4.2.3. Tételt a G graf A adjacenciamatrixara, és az \/Lﬁl

vektorra. Mivel (1, A¥1) éppen a szdmozott k-hosszii sétak szamét adja meg, igy
GG < (1 ab1), g

4.2.5. Koévetkezmény. FEgy G = (V, E) grdfban legaldbb
2ke(GYen! % — 2 2e(G) IRk (k + 1)
darab szamozott k-hosszu it van.

4.2.6. Megjegyzés. Ha 211]%1 > d, akkor a fenti kovetkezmény megjavitja 2.3.3.

Tétel eredményét.

34



5. fejezet
Lezaras

Az el6z6 négy fejezetben bevezettiik a Turan-tételkort, a legfontosabb altaldnosita-
sokat és kapcsolodo véltozatokat, irtunk a jellemz6 technikakrol és azok alkalmazasi te-
riileteirdl, illetve bemutattunk néhany j észrevételt. Lezarasaként itt megfogalmazunk
néhény a szakdolgozat keretein tilmutatd lehetséges iranyt, melyek tovabbi vizsgalata

érdekes lenne szamunkra.

A Dependent random choice lemma

A 3.2. részben részletesebben megvizsgéaltuk a Dependent random choice lemmét
és annak egy egyszerd alkalmazéasat. Ismert a lemma egy valtozata (részletek [52]-ben
talalhatok), mely nem koveteli meg, hogy minden U-beli r elemti halmaznak ,sok” kozos
szomszédja legyen, de a ,rossz” halmazok arédnyat tetszSlegesen kicsire lehet allitani.
Erdemes lenne megvizsgalni, hogy az 4.1. részben megfigyelt allitasok igazak lesznek-e

(esetleg némi modositas utan) az emlitett valtozatra is.

A Dependent random choice és a Sidorenko-sejtés kapcsolata

Mint emlitettiik 2010-ben Conlon, Fox és Sudakov [44]-ben bebizonyitottak a De-
pendent random choice mddszer segitségével, hogy minden olyan T' paros grafra igaz a
Sidorenko-sejtés, melynek van teljes foki csticsa. Erdekes lenne megérteni, hogy pon-
tosan hogyan miikodik a moédszer a homomorfizmus-siirtiséggel kapcsolatos sejtésnél,
hiszen szamos més nyitott kérdés ismert a Sidorenko-sejtés kornyékén, melyekre talan

még nem vizsgaltak meg a technikat.
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Véletlen sétak, utak szama

A 4.2. részben latottakhoz hasonloan, de a véletlen séta helyett a fat egy kanonikus
reprezentacidja szerint felépitve a szamozott fak szamara is adhatnank alsé becslést.
Homomorfizmusok szama

Az 2.5.3. részben t6bb példat is megvizsgaltunk, ahol a homomorfizmusszdm meg-
hatarozasa segitett az N'(G, T) érték kiszamitasaban. Erdemes lenne megnézni tovabbi
specialis grafokat, melyekre nem ismert N (G,T) pontos értéke, hogy a 2.5.8. Tétel

segitségével legalabb a jelenlegi becslésen tudunk-e javitani.

Konténermodszer

Erdekes lenne alkalmazni a konténermodszert a péros graf-beagyazasokhoz olyan
modon, hogy azokat a halmazokat tekintjiik fiiggetlennek, amelyekben minden r elemi

részhalmaz kozos szomszédsiga ,nagy”.
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