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1. Bevezetés

A kromatikus szam a grafelmélet egyik legismertebb fogalma, ami azt mondja meg
egy G grafrél, hogy legalabb hany szint kell hasznalnunk, hogy azt "jol" ki tudjuk szinezni.
Ezt x(G)-vel szokés jelolni.

Ennek a fogalomnak a kiterjesztése a kromatikus polinom, mely azt mondja meg egy
G grafrél, hogy adott szamu szinnel, hanyféleképpen szinezheté ki "jol" a graf. Ezt a
polinomot Mg(A)-val fogjuk jelolni.

Ebbol mér lathatjuk, hogy mi a két fogalom kozotti kapesolat: a kromatikus szam az
a legkisebb pozitiv egész szdm, melyre a kromatikus polinom 0-nal nagyobb értéket vesz
fel egy pozitiv egész helyen. Formélisan: x(G) = min{k € Z|Mg(k) > 0}.

Ezen szakdolgozatban a kromatikus polinomot fogjuk géresé ala venni. A 2. fejezetben
a kromatikus polinommal, annak tulajdonsagaival, meghatarozasaval fogunk foglalkozni.
Bizonyos specialis grafcsalddokra explicit képletet is adunk, hogy mi az 6 kromatikus
polinomjuk (pl. fak, korok). Végil meg fogjuk vizsgalni, hogy mit tudunk mondani a
kromatikus polinom gyokeirdl, illetve azokbdl a graf milyen tulajdonsagaira kovetkeztet-
hetiink.

A tovabbi fejezetekben A. D. Sokal tételét fogjuk bebizonyitani, mely a kovetkezokép-

pen szol:

1.1. Tétel (Sokal [5]). Legyen G véges grdf, melynek maximdlis fokszama legfeljebb D.
Ekkor a G graf kromatikus polinomjanak a gyokeinek abszolit értéke legfeljebb C' - D, ahol

C G-tél és D-tél fiiggetlen konstans, melynek értéke mazximum 8.

Itt egy kisebb kitérét fogunk tenni, hogy a kromatikus polinomon kiviil mas grafpo-
linomokkal is megismerkedjiink.

A 4. fejezetben bebizonyitjuk a Dobrushin-lemmat és annak néhany kévetkezményét.

Az 5. fejezetben definidljuk, hogy mit jelent az, ha egy grafpolinom exponencialis tipu-
si. Megmutatjuk, hogy a szakdolgozatban ismertetett polinomok ilyen tipusiak és muta-
tunk példat, hogy ezen polinomok zérushelyeire milyen korlatot tudunk adni a Dobrushin-
lemmaét hasznalva.

Végiil a 6. fejezetben bebizonyitjuk az el6z6 két fejezet alapjan Sokal tételét.



2. A kromatikus polinom

Az alapvetd kérdéstink az, hogy A kiilonbozé szinnel egy adott G graf csicsait hany-
féleképpen szinezhetiink ki jol. Ezt a mennyiséget Mq(\)-val fogjuk jelolni.
Ebben a fejezetben a [4] cikket dolgoztam fel.

2.1. A szinezés fogalma

2.1. Definicibé. Egy grdf szinezésén eqy M : V(G) — C' leképezést értink, ahol C' szinek
eqy halmazdt jeloli.

Felmertl a kérdés, hogy két szinezést mikor tartunk megegyezonek, vagyis ha két
szinezés atvihetd egymasba a csticsok, és/vagy a szinek egy permutaciojaval, akkor ezeket
kiilonbo6z6 szinezésnek tekintjik-e vagy sem.

Nézziik a kovetkezd példat: C' = {piros, kék, z0ld} és G egyszeriien két csics Ossze-

kotve, akkor az alabbi harom szinezés megegyezik-e vagy sem?

.

masba.

s sz

« /s

Mig az els6 4s harmadik szinezés a cstcsok (a, b) és a szinek (kék 26ld) (az el6z6
J elen szakdolgozat soran ezeket a szinezéseket kiillonbozének fogjuk tekinteni (kivéve,

ha ezt méshogy feltiintetjiik).
2.2. Definicid. Egy grdaf szinezését jonak nevezzik, ha ¥(u,v) € E(G) : M(u) # M(v).

Nézziink meg két egyszeri esetet:

Legyen a G grafunk az n csicsu tres graf (E(G) = 0). Ezt a grafot A szinnel \"-
féleképpen szinezhetjiik ki jol, mivel ha nincsenek élek nincsenek megkotéseink, igy bar-
melyik cstcs barmilyen szinti lehet. Vagyis Mz (M) = A"

Most nézziink egy n csicsu teljes grafot (K,). Ezt a grafot A szinnel csak akkor tud-

juk kiszinezni, ha n < A (mivel minden csticsnak kilénb6zé szintinek kell lennie). Ha

3



ez teljestl akkor a jé szinezések szama A(A — 1)(A — 2)...(A — n + 1). Hogy ne kelljen
ezt a szorzatot mindig igy kifrnunk jelsljiikk ezt A™-nel. Vagyis Mg, (A) = A™. X < n
esetén lesz a szorzatnak 0-s tagja, tehat ebbdl is lathatjuk, hogy ekkor nem lehet a grafot

kiszinezni.

A t6bbszoros éleket most elhagyhatjuk, mivel szinezést tekintve mindegy hogy két
csuces kozott hany él fut. Hurokéleket nem engediink meg, mert ekkor egy cstcshoz leg-
alabb két szint kellene tarsitani, ami nem lehetséges.

Mivel a késobbiekben csak jo szinezésekkel fogunk foglalkozni, ezért a jo jelzét az

egyszeriiség kedvéért nem fogjuk kiirni.

2.2. Az kromatikus polinomok alaptétele

2.3. Definicié. G — e: az a graf amit ugy kapunk, hogy G grafbol elhagyjuk az e élet.
2.4. Definicié. G + e: az a graf amit dgy kapunk, hogy G grdifhoz hozzdadjuk az e élet.

2.5. Definicié. G/e: az a grif amit dgy kapunk, hogy G grdif e élének két végpontjdt
osszehuzzuk. Az uj csicsbol azon csucsokba fut él, ahova legaldbb eredeti csiucsok eqyikébol

ment él.
2.6. Tétel (Alaptétel). Ve € E:

Mea(X)
Mea(X)

Mee(N) + Meye(N) 1)
Mo—e(N) = Maye(N). 2)

Bizonyitas:

Kezdjiik azzal, hogy a tétel masodik alakja, csak az els6 sor atfogalmazasa: ha levonunk
az elsébOl Ma/e(A)-t akkor Mg c(\) = Ma(N) — Mge(A) kapjuk és ha G + e-t jeloljiik
G'-vel, akkor M¢/(\) = Mar—e(X) — Mgr/e(N) megkapjuk a masodik alakot.

Emiatt elég az els6t bizonyitanunk. A szemléletesség kedvéért nézziik a kovetkezo G

grafot:



Vegyiik a graf két olyan csticsat amelyek nem szomszédosak. Barmely szinezésben két eset
lehetséges: a két cstucs vagy azonos, vagy kiillonbo6zo szinti. Ha azonos szinti, akkor a két
csucsot egymasba hiizhatjuk (G/e), a szinezések szamat ez nem befolydsolja. Ha kiilénbo-
z6 szintiek, akkor ezt jelezhetjiik egy él behtizasaval (G +e€), ami szintén nem valtoztatja a
lehetséges szinezések szamat. Vagyis G-t pontosan annyiféleképpen szinezhetjiik ki, mint

G /e és G + e grafokat egytitt. A tétel elsé alakja pont ezt jelenti.
O

Szamoljuk ki a bizonyitasban mutatott graf kromatikus polinomjat a tétel mindkét

alakjaval:

(1)

— AW 2O,

A kromatikus polinom ilyen médon valé felirasat faktorialis alaknak hivjuk.

NN

Ezt a modszert redukcionak fogjuk hivni. Gondoljuk meg, hogy ezt tudjuk addig
folytatni, amig minden agon el nem fogynak az élek, akkor pedig mar csak iires grafoknak
a kromatikus polinomjait kell 6sszeadni.

Ezzel a 1épéssel szét tudtuk bontani a grafot fakra. Azt mar lattuk, hogy a teljes,
illetve iires grafok kromatikus polinomjara van képletiink, vajon a fakra is van? Miel6tt

ezt a kérdést megvalaszolnank nézzik a kovetkezo tételt:



2.7. Tétel. Ha eqy graf nem dsszefiiggd, akkor a grdaf kromatikus polinomja az dsszefiiggo

komponensek kromatikus polinomjainak a szorzata.

Bizonyitas:
Mivel komponensek kozott nincsen él, ezért a komponensek szinezései egymastol fiigget-

lenek. Tehat a graf szinezéseinek szama a komponensek szinezéseinek a szorzata.

2.8. Allitas. Jeldljik T,-nel eqy tetszéleges n cstcsi fat, ekkor
Mz, (A) = A\ — 1)L

Bizonyitas:
Hasznéljuk az alaptételiink mésodik alakjat egy levélbdl indul6 e élre: T,, /e = T,,_1, illetve
T, — e =T, 1 UT;. Azt pedig mar tudjuk, hogy Mp, () = A. Ebbdl kapjuk a kovetkezd
rekurziot:
Mz, (A) = Mz, _,(A) - A= Mg, _,(A) = (A—=1)- Mg, ,(A) =
=A—12 Mg, (N =..=A=1D)""1-Mrp(\) =AXA—1)"".

Vagyis a masodik médon szamolva a példagrafunk kromatikus polinomja
AA=1P2 = AA =12 = XA —=2)(A = 1)~
Mig az elsé modon szamolt kromatikus polinom

AW 1223 = (A

(A

JA—2)A—3) +20A—1)(A —2) =
YA —2)(A—342) = AA—2)(A — 1)%

AN =1
AA—1

Vagyis a ugyanazt a polinomot kaptuk. A szorzatot kifejtve megkapjuk a polinomot

a szokasos alakjaban:
Mg(\) = A —4X3 + 507 — 2.
A fakhoz hasonlbéan a koroknek is ki tudjuk fejezni a kromatikus polinomjat képlettel:
2.9. Allitas. Egy n hosszi kor (C,) kromatikus polinomja
Me, () = (A=1)"+ (=1)"- (A= 1).
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Bizonyitas:

Hasznaljuk az alaptételiink mésodik alakjat: Mc, (A) = Me, —e(X) — Mc,, e(N).

Azt kell észrevenniink, hogy C,, — e egy fa (egy kornek elvessziik egy élét), illetve, hogy
C, /e = C,_1. Ismét kapunk egy rekurziét:

Me,(\) = AMA=1)""! = M, ., ()
Me,(\) = (A =1+ 1A= 1)"" = Mc,_,(A)
Me,(\) = (A=1)" =\ =1)"" =M, ,(A)
Me,(\) = (A=1)" = (=1) - (Mc,_,(\) = (A=1)")
(D)™ (Mc,(\) = (A= 1)") = (=1)" - (M, ,(A) = (A= 1)"7)

Ebbdl azt kapjuk, hogy ez a kifejezés konstans minden n-re. Vagyis n = 2-re ha kisza-

moljuk:
Mo, A) = A=12=2XA-1)—-A=12=A-1DA-(A—-1))=X1—1.
Innen kapjuk, hogy

(=" (Me,(A) =(A=1)") =A~1
Mo, (A) =(A=1)" = (=1)"- (A= 1)
Me,(A) = (A=1"+ (=1)"- (A= 1).

Ez pedig pontosan az amit az allitasban kimondtunk.

2.3. A kromatikus polinom tulajdonsagai

A kovetkezdkben nézziink néhany allitast, amik a kromatikus polinomokat jellemzik.
2.10. Allitas. Mg(\) foka n.

Bizonyitas:
Egy redukcids folyamat soran mindig van egy n csucsu grafunk. A folyamat végén ez

pedig egy n cstcsu tres grafot fog adni, aminek a kromatikus polinomja A™.
OJ

Mivel a folyamat végén ez lesz az egyetlen n cstucs graf, ebbdl azt is megkapjuk, hogy:
2.11. Kovetkezmény. Mg (N) féegyiitthatoja 1.
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2.12. Allitas. Mq(\) polinomnak nincs konstans egyiitthatdja.

Bizonyitas:
Ha lenne konstans egyiitthat6ja, akkor Mg (0) # 0, ami azt jelentené, hogy 0 szinnel

kiszinezhetd a graf. 0 szinnel pedig nem tudunk grafot szinezni.

2.13. Allitas. Mq(\) polinomnak egyiitthatdi alterndld eldjeliiek.

Bizonyitas:

1-3 csticsu grafokra mar tudjuk, hogy ez igaz (az eddigi allitasainkbdl ezek konnyen
adodnak).

Most tegyiik fel, hogy az allitds igaz minden n vagy anndl kevesebb cstcsu grafra. Az
n + 1 cstcsu lires grafra szintén teljesiil az allitas. Most tegyiik fel azt is, hogy minden k
vagy annal kevesebb élt tartalmazé n + 1 cstcsu grafra is igaz az allitas.

Vegyiink egy tetszéleges n + 1 csicsi k + 1 élet tartalmazé G grafot. Hasznaljuk az
alaptételiink méasodik alakjat: Mqg(A) = Mg_e(X) — Mg/e(N). G — e és G /e grafokra igaz

az allitasunk a feltevéseink szerint. Legyen

Ma(A\) = X" — @ A" 4+ ap A" — L (D) aph
Mg o(N) = X" = by A" + 0 A" — L (=)™ b
Mege(N) = N — e N L (=) e A

ahol Vi : a;, b;, ¢; > 0. EbbOI felirhato, hogy
Ma(A) = A" — (by + DA™ + (by + )N — o+ (=1)"(by + 1) A (3)

Vagyis Mg()) is alternalé eléjelii.
k-ra vett indukcidval lathatjuk, hogy minden n + 1 csticst graf kromatikus polinomja al-
ternalo eléjelii, majd n-re vett indukcioval azt is, hogy minden graf kromatikus polinomja

is alterndlé eléjeld.

4

2.14. Allitas ([3]). Ha G édsszefiiggd grif, akkor a kromatikus polinomjanak egyitthatoi

nem 0-k, és az el6z0 bizonyitasban hasznalt jelolést hasznalva a1 < ag < ... < ajz|.



Bizonyitas:

Ismét kétszeres indukciot alkalmazunk a cstcsok, azon beliil pedig az élek szamara. De
mivel most 6sszefiiggd grafokat vizsgalunk, ezért a kiindulépontunk a fak lesznek. A fakra
mdr beldttuk, hogy Mz, (A\) = A(A—1)""1. A binomiélis tétel miatt tudjuk, hogy az allitas
igaz fakra. Legyen G egy egyszerl Osszefiiggd graf ami nem fa. Ekkor van olyan e éle,
amit kitorolve még G — e Osszefiiggé marad. Természetesen G /e is Osszefiiggd. Az el6z6
allitasban mar lattuk, hogy Vi > 2 : a; = b; 4+ ¢;_1, ahol az indukcios feltevésbol b;, ¢; > 0
vagyis a; > b; > 0. Szintén az indukciés feltevésbol tudjuk, hogy

by <by < b3 <..< bL%J

1 <y <...< CL%J—I-
Amit 6sszeadva kapjuk
a1 =b1+1<by+c1 =as <bg—|—C2 =as < ... <bL%J —|—CL%J_1 :CLL%J

g

2.15. Allitas. Mqg(\) polinom mdsodik egyiitthatéjanak abszolit értéke megegyezik G éle-

inek a szdmduval.

Bizonyitas:

A allitas bizonyitasaban felirt alakot fogjuk tovabb-bontani. A —as Osszefliggésben
a mésodik egyiitthato abszolut értéke a; +1. Az ai-t Mg_.(A)-bdl, mig az 1-t Mg/e(A)-bol
kaptuk. Most a;-t kellene kiszamolnunk. Ha G — e grafra is felirunk egy redukciés 1épést,

akkor a kovetkezot kapjuk:
Ma_o(X) =X — A" 4+ b A —

Mig—ey-or(A) =A™ — BA™ 4 0" —
M(G—e)/e’<>\) = A — C/lAn_l + Cé)\n_2 — ...

Amibél azt kapjuk, hogy b; = b} + 1. Vagyis minden egyes redukciés 1épésnél eggyel
kevesebb lesz a masodik egytitthato értéke. Ez addig tart amig az tires grafig el nem
ériink. Mivel minden egyes 1épés egy él elvételét jelenti, ezért élszamnyi egyest adtunk

ossze. Ezzel bizonyitottuk az allitast.

2.16. Allitas. Ha G ésszefiiggd grdf, akkor Mg(X) < M\ —1)*1.
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Bizonyitas:

Vegyiik G-nek egy T feszité fajat. G egy szinezése ekkor T-nek is egy szinezése lesz. De
nem minden szinezése T-nek lesz G-nek is jo szinezése. Ebbol és a[2.8|allitasbol kovetkezik,
hogy Ma()) < Mp(A) = A(A — 1),

g

Megjegyzés: Implicit nem lett kimondva, de az &allitas és a bizonyitas is csak a nemne-
gativ egész helyeken érvényes. Mar Ky-nél is az (1,2) intervallum egy részén nem igaz az

allitas ha minden val6s szdmra mondanank ki.
2.17. Allitas. Ha Mg(\) = M\ — 1), akkor G egy n csticsi fa.

Megjegyzés: Ez a [2.8| allitasunk megforditasa.

Bizonyitas:

Azon, hogy egy polinom rangja k azt értjiik, hogy a polinomnak a k-adfoku tagja a legki-
sebb foku olyan tag, aminek az egyiitthat6ja nem 0. Mashogy fogalmazva: a polinomnak
a 0 k-szoros gyoke.

Legyen G egy olyan graf, aminek a kromatikus polinomja A(A—1)""!. Ekkor G sszefiiggd
kell hogy legyen, mivel ha nem lenne az, akkor a [2.7] tételiink szerint a komponensek kro-
matikus polinomjanak szorzata lenne, amikre a allitas miatt tudjuk, hogy rangjuk
legalabb 1, igy szorzatuk rangja viszont legaldbb 2 lenne, mig A(A — 1)"~! rangja 1.

AA =1t =\ — (n I 1) A4 (-1 (” ; 1) NF =DM ()

Ebbdl a kifejtett alakbdl azt is latjuk, hogy a masodik egyiitthatoé abszolut értéke n — 1,
vagyis a [2.15] allitasbol tudjuk, hogy n — 1 éle van. Egy Gsszefiiggd n csticst és n — 1 éli
egyszeri graf pedig csak fa lehet.

g

2.18. Tétel. Ha G egy osszefiiggd grdf, akkor a kromatikus polinomjdiban az r-edfoki tag
eqyiitthatojanak abszolut értéke legaldbb (::11)

Bizonyitas:
Legyen T' G egy feszito faja. A —as Osszefiiggésbol azt is lathatjuk, hogy egy él hozza-
adésa az egyiitthatok abszolut értékét nem csokkentheti. G-t pedig megkaphatjuk ugy,

hogy T-hez a megfelel6 éleket hozzavessziik.
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Az el6z6 bizonyitasban hasznalt —es Osszefliggést r := n — k 0j valtozd bevezetésével

atirjuk, akkor a kovetkezot kapjuk:

M) = A= 17 = 3 (1 e = Sy (1

r=1

Amibdél mar kovetkezik az allitds.

2.19. Kovetkezmény. Mg (\) rangja megegyezik G dsszefiiggé komponenseinek a szd-

mauval.

Bizonyitas:

Alkalmazzuk az el6z6 tételt Mg () elséfoki tagjara: az elséfoku tag egytitthatdja legaldbb
(371) = 1 minden legaldbb 1 csiiesti Gsszefiiged grafra. Ebbol és a [2.7] tételbol kovetkezik
a mostani allitasunk.

U

2.4. A kromatikus polinom egyiitthatéinak jelentése

Mint a tételben lathattuk a kromatikus polinom masodik egytitthatéjahoz tud-
tunk jelentést tarsitani. Vajon a tobbi egytitthaté is elmond valamit a grafrél?

Mint alabb latni fogjuk a kromatikus polinom egyiitthatéinak a polinom szokésos és
faktorialis alakjaban is van jelentése. Nézziik el0szor a faktorialis alakot.

Jelolje Ig(r) azt, hogy a G grafot hanyféleképpen bonthatjuk r darab fliggetlen hal-
mazra. Ebbdl kifejezhetjiik, hogy hanyféleképpen szinezhet6 ki a graf, ha szinek kozott
kiilonbséget tesziink. Mindegyik halmazhoz hozza kell rendelniink egy, a tobbitol kiilon-
bo6z6 szint. Ezt r! médon tehetjiik meg. Tehat a lehetséges szinezések szama pontosan r
darab szinnel, ha a szinek kozott kiillonbséget teszink r!- Ig(r).

Ebbél pedig mar Mg (A) is rekonstrualhaté. Valasszunk ki a A darab szinb6l r darabot,
ezt (i‘)—féleképpen tehetjiik. Ezzel az r szinnel pedig r!- I (r)-féleképpen szinezhetd a graf.

Osszegezve minden r-re:

M) =3 (j) LRCCEDY T'(A{m' P Ta(r) =
=y e = Y da) A
r=1 (/\ - T)' r=1
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2.20. Tétel. A faktoridlis alakban felirt kromatikus polinom r-edfoki tagjinak egyiitt-
hatojanak értéke megegyezik a graf pontosan r figgetlen halmazra valo bontdsainak a

szamauval.

Ahhoz, hogy a szokasos alakban felirt kromatikus polinom egyiitthatéihoz jelentést

tarsitsunk, el6szor nézziik a kovetkezo allitast:

2.21. Allitas ([1]). A G = (V, E) grdf kromatikus polinomja felirhaté a kévetkezd alak-
ban:
Me(\) = > (=1)FInE,
E'CE(G)

ahol ¢(E") a G' = (V, E') grdf dsszefiiggé komponenseinek a szamdt jeloli.

Bizonyitas:

Mivel az egyenléséget csak pozitiv egészekre kell belatni, ezért hasznalhatunk logikai
szitat a kovetkezoképpen: Legyen S a G graf csticsainak A szinnel valé barmilyen szine-
zéseinek a halmaza (j6 és rossz egyarant). Ez azt jelenti, hogy |S| = \".

Minden e € E élhez rendeljiik hozza egy A. halmazt, mely azon rossz szinezéseket tartal-
mazza, ahol az e él két végpontja azonos szintire van szinezve. Ekkor egy E' = {ey, e, ...€; }

élhalmazra
|4, N Ae, NN Ay | = AED,

mivel G(V, E') graf egy komponensén beliil a csicsok ugyanolyan szintire vannak szinezve,
és nincs arra megkotés, hogy kiilonbo6z6 szintinek kellene lenniiik. Ekkor a logikai szitat
alkalmazva arra, hogy a jo szinezések szamat megkapjuk, pontosan a tételben megfogal-

mazott egyenloséget adja.
O

Jeloljik N(k,r)-rel G graf k komponensii r élii részgrafjainak a szamat. Ezzel a jelo-
léssel egyszeriibben kifejezhetjiik a kromatikus polinom egyiitthatéit. Ha csoportositjuk

az eloz6 tételben az azonos kitevéjli elemeket, akkor

Moy = 3 (-)FENE =3 [ (| k=

E'CE(G) k=1 | B'CE(G)
C
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2.22. Tétel. A szokdsos alakban felirt kromatikus polinom k-adfoki tagjanak egyiittha-

tojanak értéke megegyezik

2 (=1)'N(k,r)

r=0

értékével.

Megjegyzés: Ebbdl a tételbol a korabbi [2.10] [2.11] [2.12] és [2.13] allitasaink egyszertien

kovetkeznek.

2.23. Tétel. Legyen G grif n csicson és E = {eq,...,en} €élekkel. Az élek eqy halmazdt

tordtt kornek nevezzik, ha eqy kor legmagasabb indexii élét tordlve kaphatjuk meg. Ekkor
Ma(A) = A" — et A4 4 (D) e,

ahol ¢; az E olyan n — i elemi részhalmazainak szdma, amik nem tartalmaznak torétt

kort.

Bizonyitas:

A bizonyitast csak c;-re fogjuk leirni, a tobbi indexre hasonléan néz ki a bizonyitas menete
(és nekiink lényegében csak erre az értékre lesz szitkségiink).

Jeloljik T(G)-vel a G graf feszité részfiit, illetve T(G')-vel a G’ graf lexikografikusan
legkisebb feszit6 részfajat (végigmegytink az éleken lexikografikus sorrendben és ha az élt
bevéve nem zarunk be kort az eddig valasztott élekkel, akkor ezt az élt is bevessziik, igy
megkapjuk a lexikografikusan legkisebb feszit6 részfat).

A allitas alapjan, tudjuk, hogy

a= 3 = Yy ()

E'gE TeT(G) E'CE
c(E")= (G’) T

Egy rogzitett T € T (G)-re a belsé szumma értékét vizsgaljuk. Ha T-ben nincs torott kor,
akkor azon részgrafok, amelyeknek ez a lexikografikusan legkisebb feszit6é részfaja csak
T lehet. Ugyanis, ha behtizunk legalabb plusz egy élet (jeloljik e;-vel ezt az élet), akkor
keletkezik egy kor. Mivel T-nek nem volt torott kore, ezért ennek a kornek a legnagyobb
indexti éle i-nél nagyobb (legyen ez az él ey, ahol k > 7). Vagyis T(T+e;) = T+e;—e, # T.
Ekkor tehat a belsd szumma értéke (—1)"1.

Ha T tartalmaz torott koroket, akkor ezeket a koroket bezard éleket még hozzavehetjiik a

részgrafhoz (de méasikakat nem, az eléz6 gondolatmenet itt is érvényes), hogy T(G') =T
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még igaz maradjon. Ha T-hez k darab ilyen él tartozik, akkor a belsé szumma értéke:

= 0¥ =3 (e = ey (e - comas <o

E'CE i—0 \!
T(G=T

Vagyis c; tényleg GG azon feszito részgrafjainak a szdma, amely nem tartalmaz torott kort.

0
2.24. Kovetkezmény. Legyen G grdf kromatikus polinomja
Ma(A) = A" — e N (=D e

Ekkor |c1(G)| < 7(GQ), ahol T(G) a G graf feszitd fainak szamdt jeloli.

2.5. Modbdszerek a kromatikus polinom kiszamitasanak

gyorsitasara

A kromatikus polinom kiszamolasara jelenleg csak az alaptétel all rendelkezéstinkre.
Csak ezt hasznalva csak exponencidlis futdsideji algoritmust készithetiink. A kévetke-
zOkben szeretnénk olyan moédszereket mutatni, amik specidlis esetekben nagy mértékben

gyorsithatjak egy graf kromatikus polinomjanak a kiszamitasat.

2.25. Tétel. Ha G és G’ grafok k ponton dtfedésben vannak eqy teljes griffal, akkor az

dltaluk alkotott graf kromatikus polinomja

Mg(N) - Mg ()
2\(k) '

Szemléltetésképp nézziik a kovetkezo példat:

14



Itt a G és G’ graf egy K4-ben vannak atfedve a felsé grafban (pirossal jelolve).

Bizonyitas:
A kozos részt \F)-féleképpen szinezhetd ki. Ha rogzitjitk ennek a k csiicsnak a szinét,
Mg())
(k)
¢lhozzaadasos formajat futtatva a kozos rész mindegyik leszarmazott grafnak is a része
Mei(N)

A(F)

akkor G maradék csucsait -féleképpen szinezhetjiik ki, mivel ha az alaptételtink

lesz. Ugyanezen ok miatt G’ maradék csucsait -féleképpen szinezhetjik. Ezért az

eredeti graf szinezéseinek szama:

Ma(N) MG,(A) _ Mg(A) - Mar(N)
A O A(F) '

B
0O

2.26. Definicié. G és G’ grif szorzatan azt a grdfot értjik, amit dgy kapunk hogy G

minden csucsdat dsszekotjik G' minden csucsdval. Jeldlése: G © G'.

2.27. Definicié. Vezessiik be a kovetkezd miveletet: X OO = N+ Ezen feliil legyen
a) asszociativ: A © (A®) © \@)) = (A\@ o A®)) o \C
b) kommutativ: \@ © \O) = \aFb) = \b) & \(@)
c) disztributiv az dsszeaddsra nézve: X9 @ (A 4 X©@) = (X0 © X®) - (A @ \()),

d) és legyen P(X\) és Q(N) két tetszdleges polinom, ekkor

P\ ® QW) = (znj ciA@) © (f: djw) = zn: S cid AT, (5)

=1 1=1
Példak erre a muveletre:

AMod=0D £ XN XO = XO LA = XA =1)(A=2)+ XA —1) = A(A — 1)
Ao = A\ £30@ A0y o (A@ £ A1) = X6 14 @ 1 4\@) L \@) =
= AA = 1N =5\ 46X —7)
Modx=(0W 46\ 70 L XDy XV = =) 0\ -1)*

Megjegyzés: A két definiciéban nem véletlen, hogy ugyanazt a miiveleti jelet hasznéaltuk.
Vegyiik példaként a K; és K; teljes grafokat. Azt mar tudjuk, hogy Mg, (\) = AD és
Mg, (A) = A9 A definfciobdl adédik, hogy K; ® K; = K, ;. Ugyanezt felirva ezeknek a
grafoknak a kromatikus polinomjara: My, (A) = A0H) = XD @A) = M, (A) © M, (N).

A kovetkezo tétel ezt az észrevételt fogja altalanositani.
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2.28. Tétel. Ha G és G' kromatikus polinomjai faktoridlis alakban vannak felirva, akkor
G és G' graf szorzatgrdfidnak a kromatikus polinomjdat megkaphatjuk a kovetkezbképpen:
Meoe(A) = Mg(A) © Mar(A).

Bizonyitas:
Az allitas bizonyitasahoz a tételben hasznalt felirasi moédot fogjuk hasznalni, illetve
az osszefiiggést. Ezekbdl kapjuk, hogy:

3 Ia(i) I ()N =

AA
i=1 j=1

Mg(\) © Mg/(\) = (f: Ig(z'))\(i)> o (f: ]G,(j)w) _

= f: (f: I(r) - Ie(k — 7“)) AR = kﬁ: Ieoe (F)AW = Mao (N)

g

2.6. A kromatikus polinom gyokei

A tovabbiakban a kromatikus polinom gyokeivel fogunk foglalkozni. Kezdjiik egy egy-

szerl allitassal.
2.29. Allitas ([3]). Mg()\) legnagyobb valds gycke legfeljebb n — 1.

Bizonyitas:

Legyen P a V(G) egy particidja fuggetlen halmazokra. Ekkor
Ma(\) =Y MNPV =N AN = 1)...(A = |P| +1).
P P

Ha A >n—1 (és |P| < n)akkor A — |[P|+1>n—1—-n+1= 0 vagyis minden tag

pozitiv, tehat ezen az intervallumon nem lehet gyoke a kromatikus polinomnak.

A korabbi allitasunkat atfogalmazva a kovetkezot kapjuk:

2.30. Kovetkezmény ([3]). Mqa(X) 0 gyokének multiplicitisa megegyezik a G kompo-

nenseinek szamaval.

2.31. Allitas ([3]). Mg()\)-nak nincs gyoke a (0,1) intervallumban.
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Bizonyitas:

Legyen G egy 0Osszefiiggd graf, ami nem fa. Ekkor van olyan e éle melyet ha elhagyunk a
graf még Osszefiiggd marad.

Azt fogjuk beldtni, hogy VA € (0,1) : (=1)""'Mg(\) > 0.

Fakra igaz ez az allitas:
YA€ (01): (<1 A= DM = A=A >

A allitasban hasznalt kettés indukciohoz hasonléan fogunk most is eljarni. Tegytik
fel, hogy igaz az allitas minden legfeljebb n — 1 csticsu Osszefiiggd grafra és minden n
csucesu Osszefiiggd grafra aminek legfeljebb |E(G)| — 1 éle van.

Alkalmazzuk G-re az e él szerinti redukcids 1épést: Ma(\) = Mag_c(A) — Mg e(N).

G — e graf n cstcsi és |E(G)| — 1 6l vagyis teljestl ra az allitas.

G /e graf mivel n—1 csticst szintén teljesil 1 az allitas: VA € (0,1) : (=1)""2Mg/e(X) > 0.
Ezekbdl kapjuk, hogy VA € (0,1):

0 < (—=1)" "Mg_e(A) + (=1)"*Mg/(N) =
= (_1)n_1MG—e()‘ - (_1)n_1MG/e(/\) =
= (=1)" Mg_e(X) = Mge(N)] = (=1)" ' Mg(N).

)
)

Ha G nem lenne osszefiiggd, akkor a fentiekbdl és a [2.7] tételbél kovetkezik az &llitas.

g

2.32. Allitas ([3]). Ha Mg(\)-nak az 1 egyszeri gyoke, akkor G grdf 2-szeresen pont-

osszefliggd.

Bizonyitas:

Ha G-nek van legalabb egy éle, akkor az 1 biztos hogy gyoke (legalabb két szin kell, hogy
ki tudjuk szinezni az él két csticsat).

Picit erésebb allitast fogunk bizonyitani, mint amit kimondtunk: ha G kétszeresen pont-
Osszefiiggd, akkor

(-1)”@? > 0.

A=1

Haszndljunk indukciét az élszamra nézve. Ha G 0sszefiiggd, de nem 2-szeresen pontossze-
figgd és G # Ky, akkor az, hogy Mg(A)-nak 1 t6bbszoros gyoke, kovetkezik tételbdl,
ha azt a vagdcsucsra irjuk fel.

Legyen tehat G 2-szeresen pontosszefiiggd, ekkor Ve € E(G) :

>0

A=1
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teljesiil, mivel ha G — e és/vagy G /e 2-szeresen pontosszefiiggd, akkor az indukciés felte-
véstink miatt igaz, kiilonben pedig 1 gyoke a bal oldalon all6 polinomnak vagyis az értéke
0.

A |V(G)| < 3 esetekre igaz az allitas, ezért tegyik fel, hogy |V(G)| > 3. Azt mutatjuk
meg, hogy G — e és G/e grafok koziil legaldabb az egyik 2-szeresen pontosszefiiggd.

Ha G /e nem 2-szeresen pontosszefiiggd, akkor a vagdpont csak az e él Gsszehizdsaval ke-
letkezett pont lehet. Jeloljitk e két végpontjat a-val és b-vel. Legyenek P, P, a G —a—b
két komponensében haladé a — b utak. Ekkor P, U P, egy kor, e pedig ennek egy hurja.

Ebbdl viszont az kovetkezik, hogy G — e 2-szeresen Osszefiiggo.

3. Grafpolinomok
A tovabbiakban az [1] cikk alapjan fogok haladni.

3.1. Definicié. Egy grafpolinom eqy f leképezés, ami minden G grifhoz hozzdrendel eqy
polinomot: f : G — Clz|, G — f(G,x). Azt mondjuk, hogy egy grifpolinom 1-féegyiitthatos,
ha minden G grifra f(G,z) 1-fegyiitthatds |V (G)|-foki polinom.

A kovetkezékben néhany 1-féegyiitthatés grafpolinomot fogok mutatni.

3.1. Tutte-polinom

3.2. Definicié. Egy G = (V, E) grdf Tutte-polinomja a kévetkezéképpen van definidlva:

T(G,z,y) = Z (z — 1>C(A)*C(E) (y — 1)c(A)+|A\7\V|7
ACE

ahol c(A) a (V, A) graf komponenseinek a szamdt jeloli.
Statisztikai fizikdban ettdl eltérd

Za(g,v) = > ¢ Dol
ACE

de tulajdonképpen ekvivalens format hasznéalnak:
T(G,z,y) = (& = 1)y = 1)V Zg((x = 1)(y = 1),y = 1). (6)

Ennek a méasodik forméanak az az elonye, hogy konnyedén tudjuk vele definidlni a

tobbvaltozos Tutte-polinomot:
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3.3. Definicié. Rendeljiink minden élhez eqy v, értéket (az ezekbdl dllo vektort jeldlje v).
Ekkor G graf tobbudltozos Tutte-polinomja v élsiulyokkal:
v)= > ¢ W] v
ACE ceA
A késobbiekben ezt a masodik alakot fogjuk hasznalni, mivel az elsé valtozo szerinti
foka ennek a polinomnak |V(G)| (A = 0 esetén c¢(A) = [V(G)]).
Ha a Tutte-polinom egy valtozojat rogzitjik, akkor megkaphatunk mas nevezetes

grafpolinomokat is.

3.2. Kromatikus polinom

A kromatikus polinomot megkaphatjuk a Tutte-polinombél, ha v-t (—1)-nek valaszt-
juk: az ([6) egyenletet transzforméljuk a kovetkezd médon: legyen A := (z — 1)(y — 1) és
y—1=—1. Ekkor A =1 —z és y = 0. Ekkor a kovetkezot kapjuk:

mlAmAC<>MM%wm
Za(X —1) = ()VHENET(G 1= 2, 0) =
= (- 1)\V|+c ) \e(E Z(_)\)C(A)—C(E)(_1)C(A)+\A\—IV|:

ACE
Z )—c(E)+c( E)( 1)c(A)—c(E)+c(A)+|A|—\V|+|V|+c(E) _
ACE

= S0 (DM = Mo ()
ACE

Itt az utolséd egyenloség a allitasbol szarmazik.

3.3. Tovabbi grafpolinomok

3.4. Definicié. Jeloljik my-val G grdf k €li pdrositdsainak a szamdt. Ekkor G pdrositdsi

polinomja:
z) = mya”.
k=0

Ezt szokds modositani példaul a kovetkezoképpen:

n

ma(r) = 2"mg(—21) = Z_:(—l)kmka:”_k. (7)

3.5. Definicié. Jeldljik hi-val azt, hogy a G grifot hanyféleképpen tudjuk k diszjunkt
klikkre particiondlni. Ekkor G adjoint polinomja:

n

ha(z) = (1) *hya”. (8)



4. Dobrushin-lemma

4.1. Definicié. Legyen w : V(G) — C. Ekkor G tébbudltozds fiiggetlenségi polinomja:

Isw)= > (H wu> )
SCV(QG) u€eS
S fliggetlen

4.2. Tétel (Dobrushin-lemma). Tegyiik fel, hogy az r : V(G) — (0,1) és
w: V(G) — C figgvényekre

wo| <@ =r(v)) [ )
egyenldtlenség teljesil, minden v € V(G). Ekkor
a) Ix(w) # 0 minden A C V(G),

b)

minden B C A C V(G).

Bizonyitas:

Hasznéljunk teljes indukciot |A| szerint. |A| = O-ra [y(w) = 1 # 0, ebbdl pedig kapjuk

1 <1 a b)-re. Tegyiik fel, hogy mindkét &llitast bizonyitottuk | A|-nal kisebb elemszdmu

halmazokra. Bizonyitsuk akkor most be A-ra is.

Jeloljiikk N (v)-vel v szomszédait és legyen N[v] := N(v)+v. Ezekkel a jelolésekkel felirhaté

a kovetkezd Osszefliggés Vo € A (ez abbdl adédik, hogy v a fiiggetlen halmaz eleme-e vagy

sem):

Ip(w) =14 p(w)+ Wol AN (W) = T1_p(w) <1 + %[AN[v](W)> '

Iy_y(w)

Az indukcids feltevésbél tudjuk, hogy 14—, (w) # 0, széval tényleg szabad osztanunk vele,

illetve a tortre felirhaté a b) rész:
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Mivel (A—v)\(A— N[v]) = N(v) = {V'|(v,v") € E(A)}, ha felhasznaljuk |w,|-re teljesiil6
feltételiinket a kovetkezot kapjuk:

< (1 —=r(v)) H r(v') ( H T(U)) =1-r(v).
v)

v €N (v) ueN(

Ezekbdl pedig kovetkezik, hogy

Ta-np(w)
Tay(w)

Vagyis megkaptuk, hogy I4(w) # 0 (és tobbet is I4(w) > 0).
A b) részre pedig, ha B C A, akkor minden v € A\B-re B C A — v, amibdl

S( 11 'r’(u)) r(v)lz( 11 r(u)) )
u€(A—v)\B u€A\B

Ta-np(w)

Wy
IAfv (@)

14(@)] = [Ia(w) |1 o,

> [La—y(w)] (1 -

) > L)l ().

Ip(w)
Iy y(w)

Iy_y(w)
I4(w)

A Dobrushin-lemma kévetkez6 valtozata jobban hasznalhaté lesz a szamunkra:

4.3. Kovetkezmény. Ha az a: V(G) = R* figgvényre teljesil a
> log(1+ |w,[e”™) < a(v)
u€eN[v]
egyenldtlenség minden v € V(G)-re, akkor Ig(w) # 0.
Illetve ha az a : V(G) = RT figguényre teljesiil a

> lwale™™ < a(v)

u€EN[v]

egyenldtlenség minden v € V(G)-re, akkor Ig(w) # 0.

Bizonyitas:

Legyen a Dobrushin-lemméaban szerepld 7(v) := (1 + |w,|e?®) 1. Ekkor az ottani

wo| <@ =r() I r@)=

(v,v")EE(G)

feltétel atirhato

1 1
e 1 _—— _— =
< 14+ |wv]e“(’”)> uelj;[(v) 1+ |wy|ex®

(B T -
L+ |wv|@a(v) u€N (v) 1+ |wu|6a(u)
1

’%|ea(v) S
uel_[N[v} 1+ |wu|ea(u)
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alakba. Ebbol

1

< a(v) - -
ol < leule™ 11 75 e

u€N[v]

1
—a(v) < < )
& = | I P Y
weNT] 1+ |wy|es®

> T (1+ |wile”™)
ueN[v]

log(ea(v)) > log ( H (1 + |wu|ea(u)))
uEN|v]

a(v) > > log(1 + |w,|e*™).
ueN[v]

Vagyis a Dobrushin-lemmaban szerepl¢ feltétel és az itteni feltétel ekvivalensek.

A tétel mésodik fele kovetkezik a log(1 + s) < s Vs > 0 Osszefliggésbél.

5. Exponencialis tipust grafpolinomok

Ebben a részben ki szeretnénk fejezni G kromatikus polinomjat, mint egy annal na-
gyobb graf tobbvaltozoju fiiggetlenségi polinomja. Ehhez sziikségiink lesz a kovetkezo

definiciéra.

5.1. Definicid. Azt mondjuk, hogy eqy f grdfpolinom exponencidlis tipusi, ha f(0,z) =1

és minden G grdfra

> fGISLa)f(GIV(G\S]y) = f(G.z +y).

SCV(G)

Ha G egyértelmii a kontextusbdl, akkor f(G[S], z) és f(G[V(G)\S],y) helyett hasznaljuk
majd a f(S,z) illetve a f(G — S, y) jeloléseket.

5.2. Allitas. A kromatikus polinom exponencidlis tipusi. Vagyis

Z M5<I>MG_5(y) = f(G, x 4+ y)
SCV(G)

Bizonyitas:

Mivel az egyenldség mindkét oldaldn polinom &ll elég pozitiv egész x, y-okra bizonyitani
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az egyenloséget.

Vegytiik G graf egy (z + y) szinnel valé szinezését. Ekkor ha S-t gy vélasztjuk meg,
hogy azok a csticsok keriilnek bele, amiket az elsé = szinnel szineztiink (ekkor természe-
tesen G — S-be az utols6 y szinnel szinezett cstcsok kertilnek), akkor ez pontosan egy
Ms(x)Mg_s(y) tagot fog adni a masik oldalon.

g

5.3. Tétel. Legyen b: G — C figgvény. Definidljuk az f, grdifpolinomot a kovetkezokép-

pen;:
z) = ap(@)a"
k=1

aholn = |V(G)| és

{S1 ..... Sk}ePk(G) i=1

ahol Pp(G) a V(G) halmaz pontosan k elemi nem tires halmazi particicit jeloli. Ekkor
a) minden b figgvényre f,(G,x) exponencidlis tipusi,

b) minden exponencidlis tipusi f grdfpolinomhoz létezik olyan b griffiggvény, hogy
f(G,z) = fo(G,x). Konkrétabban: ha f(G,x) elséfoki tagjinak egyitthatdjanak
értéke megegyezik b(G) értékével, akkor f = fi,

Bizonyitas:

a) Egyszeriien végigszamoljuk, hogy tényleg exponencidlis tipust:

> MSDAE Sy = Y (z ak(S)wk> (; (G s>yl> _

SCV(G) SCV(G) \k=1
n k l
k=1 {Rl ..... Rk}EPk(S) i=1 =1 {T1 ..... TZ}E'PZ(G—S) =1

SCV(G)
Eij ( > ﬁb(Qz’)) (i (:) ) iar )z +y)" = fo(G,z+y)

{Q1.,.QrePH(@) i=1 i=1 r=1

M=

b) Haszndljunk teljes indukciét a graf csticsainak szdma szerint. Ures grafokra igaz az

allitas.
f(G,z+y) — f(G,x) — = Y f(Sa)f(G-Sy) =
SCV(G)
S¢{0,G}
Z Jo(S,2) fo(G = S,y) = fi(G, 2 +y) — fo(G,7) — f1(G,y)
SE0e)

23



Az utolsé 1épésben felhasznaltuk, hogy f, exponencidlis tipust (ezt az a) részben bizo-

nyitottuk).
A g(z) = f(G,x) — f(G,z) jeloléssel ebbdl azt kapjuk, hogy g(z + y) = g(z) + g(y).
Vagyis g lineéris (g(x) = cx). f, definici6jabdl tudjuk, hogy az elséfoki tagjanak az

egyitthatdja a1 (G) = b(G). Vagyis ha f els6foku tagjanak az egyttthatéja szintén b(G),
akkor g(z) = 0, amibél kovetkezik, hogy f = fi.

g

A kromatikus polinomon kiviil a korabban definialt grafpolinomok jelent6s része is

exponencialis tipusi. Nézziik meg, hogy milyen b fiiggvények tartoznak ezekhez.

a) Az parositasi polinomhoz tartozé b,, fiiggvény a kovetkezo:
b (K1) = 1, by (o) = —1, kitlsnben b, (H) = 0.

b) Az |he(z)|adjoint polinomhoz tartozo by, fiiggvény a kovetkezé:
bh(Kz) = (—1)i_1 Vi € Z+, kiilébnben bh(H) =0.

Bizonyitas:
a) A G graf egy M parositdashoz rendeljiik hozza a kovetkezd particiét: a parositott csticsok
kételemli halmazok lesznek a particioban, mig a nem parositott csicsok onmagukban
fognak alkotni egy halmazt a particiéban. Vagyis egy k elemil parositdshoz egy (n — k)
elemt particiét rendeliink hozza. f;, (G, x)-nél az (n — k) elemi particiékat az (n — k)-
adfoku tagnél vizsgaljuk. Ennek a tagnak az egytitthatéja a,_x(G). Mivel b,,(H) = 0 ha
H # K, K, ezért csak azoknak a particioknak az értéke lesz nem 0, amiket parositasbol
szarmaztatunk:
n—k
an-n(G) = > T on(s) = 5 T[bn(K) = (—1)m
{S1,esSn 1k }EPn_k(G) i=1 M| M|=k i=1
Ez pedig pontosan a mg(x) parositasi polinom (n — k)-adfoki tagjahoz tartozé egytitt-
hato.
b) Itt még konnyebb dolgunk van: itt alapbdl particidkat jeldlnek az egytutthatok, csak
azt kell megmutatni, hogy az eldjel valéban jé lesz-e. Jelolje K = {K;|i € ZT} a teljes

grafok halmazat.

ar(G) = > II(s) = > H bn(Kjs,|) =

{51,.-,Sk YEPR(G) =1 {S1,--,Sk }YEPL(G) i=
Vi:S; €K
— Z H |S.|71 _ Z (_1)nfk _ (_1)n7khk.
{517 ,Sk}epk( ) {Sl,...,sk}E'Pk(G)
Vi:S; €K Vi:S; e
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Most megmutatjuk, hogy barmely exponencidlis tipust grafpolinomot ki tudunk fejez-
ni egy masik (anndl nagyobb) graf tobbvaltozds fliggetlenségi polinomjaként. Az egysze-
riiség kedvéért tegytk fel, hogy b(K) = 1. Emiatt a kovetkezOk csak az 1-féegyiitthatos
grafpolinomokra lesznek igazak (de az eddigiek amiket emlitettiink mind azok voltak).

Legyen G = (V, €) az a graf, melyeknek a csticsai a G = (V, E) graf cstcshalmazanak
legalabb kételemti részhalmazai: V = {U C V : |U| > 2}, az éleket pedig azon részhalma-
zok kozott hizzuk be, amelyeknek van kozos eleme: € = {(U,U’) : U,U" € V,UNU’ # 0}.
Ekkor Uy, Us, ...,Uy € V fiiggetlen G-ben, ha U; N U; = () minden 1 < i < j < k-ra. Egy
ilyen {Uy, Uy, ..., Uy} figgetlen csticshalmazt G-ben részparticiénak fogunk hivni, és ezek
halmazat P’(G)-vel fogjuk jeldlni.

Ha vesziink egy {Uy, Us, ..., Uy} részparticiét és a V(G)\ UL, U; halmazt egyelemfi
halmazokra bontjuk, akkor kapunk G-nek egy

k

k
n= YU+ k=n— (U] - 1)
=1 =1

Most definidljunk egy sulyfiiggvényt G cstcsaira:

b(U)
wU) = ST

Ezzel a sulyfiggvénnyel szamolva:

ko(Uy)

Lw = > [Tw.)= > 11 vil-1 | —
SCV(G) \ues (U1, Us,....UpyeP!(G) \i=1 4
S fuggetlen

k k
=q" 2 (H b(Ui)> g 2= = g7 (G g)

{U1,U2,...Ux }EP'(G) \i=1

////////

médon. [1F, b(U;) = ax(G), mivel egyelemii halmazokkal egészitettiik ki a részparticiét
és b(K7) =1 a feltevésiink miatt.

Tehét az Ig(w) figgvény zérushelymentes része az f,(G, q) fiiggvény zérushelymentes
része is lesz.

A kovetkezményt szeretnénk haszndlni egy ilyen zérushelymentes rész megtalala-

sahoz. Ezt a kévetkezd lemmaval fogjuk tudni megtenni.

5.4. Lemma. Ha az a € RY szamra teljesiil a

N
> b)) () < ae™
Uey lq]

velU

egyenldtlenség minden v € V(G)-re, akkor fo(G,q) # 0.
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Bizonyitas:

Ellenérizziik a masodik feltételt a kovetkezményben a korabban definidlt w(U) =
b(U)

T stulyfuggvényre, és a a(U) = a|U| fiiggvényre. Ekkor az ottani feltétel (ami a
q

tobbvaltozds fliggetlenségi polinomra van kimondva) a mostani jeloléseinkkel igy néz ki:
> w@)]e! <alS|
U:(S,U)e&

minden S € V-re. Ha (S,U) € &, akkor SNU # (). Tehat

> WO < ¥ X @)t = 3 5[ 2 oo
U:(S,U)eE veS vel vesveu |4
N
=> "> |b(U)] () <) e"ae™® =alS|.
veS wvel q veS

Az el6z6 meggondoldsunk miatt kész vagyunk.
O

Alkalmazzuk most ezt a lemmat a parositasi és az adjoint polinomra, és szamoljuk ki

a zérushelyeiknek egy korlatjat.

a) Az mg(z) G graf parositasi polinomjanak nincsen 2e D-nél nagyobb abszolit értéki

gyoke, ahol D a G graf maximalis fokat jeloli.

b) A hg(x) G graf adjoint polinomjénak nincsen Kj,(a)D-nél nagyobb abszolut értékii
gyoke, ahol D a G graf maximalis fokat jeloli, és

ea

K@) = gl ae ™)

Bizonyitas:
a) Mint mar kordbban lattuk |b,,(H)| = 1, ha H K; vagy K, kiilonben b,,(H) = 0. Tehat

amit vizsgalnunk kell, az

a\ |UI-1 a
> b (U)] <6> <D< <qee

Uey lq lq|
velU
62&
D— <|q
a

Mely g¢-kra igaz ez? Ha a-t %-nek valasztjuk akkor pontosan a tételben szereplo feltételt
kapjuk: 2eD < |q|.
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b) Itt is lattuk mar, hogy |by(H)| = 1, ha H teljes graf, kiilonben by (H) = 0. Igy kapjuk,

hogy
> (V)] <6a>w—1 = an ( 3 \bh(U)|) (;)k_l <

Uev [ k=2 \weU,|U|=k
velU

A v-t tartalmazé k elemi klikkek szama legfeljebb (kl_) 1), ezért

D+1 D el k-1 e? D De
< —) =(1+—] —1<ePm—1
kZ::Q (’f—1> (M) ( IQI>

Tehat azt kell vizsgalnunk, hogy mikor teljestil

a
D _
el —1<ge™®
a

D|€| < log(1+ ae™®)
q

log(1 4 ae=2) — la

a

Ez pont a tételben szerepldé Kj(a)D < |q| feltétel.

6. Sokal tételének bizonyitasa

Jeloljiik b.(G)-vel a kromatikus polinomhoz tartozo fuggvényt. A kovetkezmény-
bél tudjuk, hogy

be(G)| = |1 (G)] < 7(G).

A lemmaval egytitt ebbdl azt kapjuk a |A| > K(a)D feltétellel, hogy ha

i Dil UX_: 7(U) <K€<“a)> _ < ae™*, 9)

akkor Mq(\) # 0.

Vezessiik be a kovetkezo jelolést:

(G,v) = Y T(G[U]).
{7
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Ezzel a jeloléssel a @ egyenlotlenség a kovetkezoképpen irhato fel:

2 () (i) =

n=2

A tovabbiakban 7,,(G,v) értékét prébéaljuk megbecsiilni.

6.1. Allitas. Legyen Tp a végtelen D-requldris fa, melynek v* a gyokere. Ha G grdf

mazimalis foka D, akkor
To(G,v) < 7, (Tp,v").

Bizonyitas:

Legyen U = (V, E) graf a G graf univerzélis fedéféja. Bz azt jelenti, hogy V egy csticsa
megfelel a G graf egy v € G cstcsabdl induld olyan sétaknak, amiben nincs visszalépés
(ha az utolsé 1épés (u,u) volt, akkor a kévetkez6 1épés nem lehet (v, u)). Jeloljuk o-vel
az egyelemii v-t tartalmazo6 sétat. (3,%) € E. ha az egyik séta a mésiknak egy lépéssel
valé meghosszabbitasa.

Mivel G maximalis foka D, ezért U maximalis foka is csak D lehet. Mivel U fa is, ezért

biztos, hogy Tp részfija, vagyis
To(U,0) < 7,(Tp, v").
Tehat most mar csak azt kellene belatni, hogy
(G, v) < 7, (U, D).

Ez koénnyen latszik: G-ben egy v-t tartalmazd részfa minden csticsdhoz egyértelmiien
tartozik egy v-bol indulé ut. Ezen utak U-beli képe egy U-beli részfa. Illetve egy U-beli
részfahoz is legfeljebb egy G-beli részfa tartozhat.

g

Most mér csak 7,(Tp,v*) értékét kellene kiszdmolnunk. Ehhez sziikségiink lesz a

Lagrange-Biirmann formulara.

6.2. Tétel (Lagrange-Biirmann formula [6]). Legyen f(w) = alaki figguény,

w
o(w)
ahol ¢p(w) analitikus figguény és ¢(0) # 0. Ekkor az inverz g fiigguényére (vagyis az a figg-
vény, ami teljesiti f(g(2)) = z ekvivalencidt) és eqy tetszdleges H analitikus figgvényre a
kévetkezo teljesiil:
n 1 n— n
[z"JH(9(2)) = ~[w"I(H'(@)¢(w)"),

ahol a [2"] operdtor a figguény Taylor-polinomjinak a 2 tagjinak az egyitthatdjat adja

meg.
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6.3. Tétel.

(D) — (T, 07) = —2 <(D - 1)”>

n—1 n—2

Bizonyitas:
Jelolje Up a végtelen v* gyokerti D-aris fat (binaris, tendris... ) és u(P) = 7, (Up,v*).

2

Vegyiik t(7) és ulP) generatorfiiggvényét:

Mivel ha Up barmely cstuicsat kivalasztjuk, az és annak a leszarmazottai szintén Up gréafot

alkotnak, ezért felirhatjuk a kovetkezd egyenloséget:
Up(z) = 2(1+Up(2))"~".

Hasonléan, mivel a T fa gyokerének gyermekei Up-k, erre a kdvetkezo Osszefliggés irhato
fel:

Tp(2) = 2(1+ Up(2))".

Most szeretnénk hasznalni a Lagrange-Biirmann formulat. A fiiggvények, amelyekre hasz-

nalni fogjuk:

amib6l azt kapjuk, hogy g(z) = 2¢(g(2)) = 2(1 + ¢(2))P~* = Up(2) (f(9(z)) = z miatt),

valamint H(g(z)) = H(Up(2)) = (1 + Up(2))” = TD;Z). Ekkor teljesiilni fog, hogy
#1To(z) = [ H(g(2)) = — " 2} (H (@)o()" ) =
= DA+ )P 1+ w)PI) =
D "2 D1)n D ((D-1)n
:m[“ ]((1+w)( )):n—1< n—2 )

Tp(z) definiciéjabol pedig tudjuk, hogy [2"]Tp(z) = t(P), vagyis bebizonyitottuk, amit

n

szerettiink volna.
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6.4. Kovetkezmény.
(Dn)nfl

tP) <
- n!

n
Bizonyitas:
Egyszertien kovetkezik a binomialis egytitthatok trivialis fels6 becslésébol:

D <(D - 1)n> . D (-1

n—1\ n—-2 -1 (n —2)!

D neg _ (Dn)"!
) A

n
< =
n n!

A allitast és kovetkezményt Osszerakva, kapjuk, hogy

(Dn)n1 |

(G, v) < tP) <
n!

Ebbél és a (9) egyenlétlenséghbdl kapjuk, hogy a K(a) konstansra

e ) ne® n—1
K(a) =inf{ K — <1 -
s S 4 () < ]

a {\: |\ > K(a)D} részen egy D maximadlis foki G graf kromatikus polinomja gyok-

mentes. Ahhoz, hogy ebbdl megkapjuk Sokal tételét, mar csak azt kell belatnunk, hogy
egy a-ra K(a) < 8.

Sokal bebizonyitotta, hogy K < 7.963907 (a =~ 0.403774 vélasztassal), de itt csak egy
ehhez kozeli becslést fogok kozolni. Legyen a = 0.4 és K = 8, ekkor

00 1 0.4\ n—1
> (e ) <1404.70
n=1

8

32 n-1 0.4\ "1 0 o n—1 0.4\ "1
n e n e
Z < <0.4-e %4,

| |
n—2 T n=33 T

e
n!

A szumma els6 tagja 1, igy ezt levonhatjuk mindkét oldalrél. A szummat kettévessziik
egy véges tagra, és egy végtelen hosszu tagra. A végtelen hosszu tag becsléséhez sziiksé-

glink lesz a kovetkezo allitasra.

6.5. Allitas.

Bizonyitas:

Az els6 egyenl6tlenség trividlis. A masodikhoz fel kell hasznalnunk, hogy

1 k
VkeN:(lJrk) <e.
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Ebbdl feliratd, hogy

n—1 1 k n—1 k 4 1 k nn—l .
1+ > = () = <e".
11 < k i\ k (n—1)!

A produktum teleszkopikus jellegli: a szamlalokat mindig tudjuk egyszeriisiteni a kovet-

kezé tag nevezbjével, de onnan visszamarad egy elséfokt tag (ebbdl lesz a faktoridlis

nevezd), a szamlalo pedig megegyezik az utolso tag szamlaldjaval.

Ezt felhasznalva a végtelen szumma becslésére:

00 =1 (04 n—1 00 . 04 n—1 0o elA\ ™ eld 31 1
e n-1 & — — ) =] ——— a~144-107°.
2 ( 8 ) <2 5 23 8 ) 14t !

|
n=33 v n—33 n—32

8

A véges szumma értéke:

32 n—1 0.4\ "1
y (“”8) ~ 0.26636

|
n—29 n.

A jobb oldalé pedig: 0.4 - e7%4 ~ 0.2681. Ebbdl lathato, hogy ezek az értékek kielégitik
az egyenl6tlenséget melybol kovetkezik, hogy K(0.4) < 8.
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