
Eötvös Loránd Tudományegyetem

Természettudományi Kar

Tamási Tímea

Online útvonaltervezés agv-flotta
irányítására

Szakdolgozat

Alkalmazott Matematikus Msc

Témavezet®:

Kis Tamás

Operációkutatási tanszék

Budapest, 2020



Köszönetnyilvánítás

Szeretnék köszönetet mondani témavezet®mnek, Kis Tamásnak, a sok útmuta-
tásért, ötletért és tanácsért, amivel az önálló projektjeim, TDK kutatásom, és
szakdolgozatom elkészültét segítette.

Köszönöm Virág Fausztin Asztriknak a rengeteg segítséget a program implementá-
lásában, és hogy bármikor megoszthattam vele, ha valami új gondolatom támadt.

Hálával tartozom minden tanáromnak és hallgatótársamnak, akik az elmúlt két
évben motiválóan és inspirálóan hatottak rám, és élvezetessé tették az egyetemen
töltött perceket.

2



Tartalomjegyzék

1. Bevezetés 5

2. Járm¶irányítási problémák 7

2.1. O�ine járm¶irányítás . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2.1.1. A �Truck Dispatching� probléma . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2.1.2. Járm¶útvonal tervezés felvétellel és lerakással . . . . . . . . 8

2.2. Online járm¶irányítás . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2.2.1. Zóna-kontrollált, decentralizált rendszerek . . . . . . . . . . 10

2.2.2. Dinamikus útvonaltervezés rácsgráfokon . . . . . . . . . . . 12

2.2.3. Kooperatív priorizáló heurisztika . . . . . . . . . . . . . . . 13

3. A modell felépítése, alapfogalmak 15

4. Az algoritmus 19

4.1. Priorizáló algoritmus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

4.1.1. Tervezési fázis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

4.1.2. Szinkronizáció . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

4.1.3. Helyesség . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

4.1.4. Deadlock-ok kialakulása . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

4.1.5. Livelock-ok kialakulása . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

4.1.6. Hatékonyság . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

4.2. O�ine útvonaltervez® szubrutin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

3



4.2.1. A feladat nehézsége . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

4.2.2. Megvalósítás . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

4.2.3. Hatékonyság . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

5. Összefoglalás 38

4



1. fejezet

Bevezetés

A járm¶irányítási problémák (vehicle routing problem - VRP) vizsgálata és kuta-
tása több, mint hatvan éves múltra tekint vissza. El®ször a �Truck Dispatching
Problem� cím¶, Dantzig and Ramser által 1959-ben publikált cikkben jelenik meg,
mint az utazó ügynök probléma általánosítása [1]. Adott egy kezd®állomás, vala-
mint kiszolgálandó pontok különböz® igényekkel. A feladat olyen körutakat találni,
melyek kielégítik az igényeket, és az összköltség minimális.

Azóta számos különbz® megközelítés született a járm¶irányítási problémák osz-
tályán belül, hiszen a probléma alapjául szolgáló ipari alkalmazások is sokféle
igényt támasztanak. A klasszikus VRP variációi közé tartozik például a kapaci-
tásos VRP (CVRP), ahol az autó rendelkezik egy Q kapacitással, az id®ablakos
VRP (VRPTW), ahol az igényekhez adott egy id®intervallum, ami alatt ki kell
szolgálni ®ket, vagy a VRP felvétellel és lerakással (VRPPD), ahol adott helyen
adott az árumennyiség, ami fel kell venni, illetve le kell pakolni. Beszélhetünk
egy vagy több járm¶vet használó feladatokról, valamint fontos kategória az online
járm¶irányítási problémák, ahol nem tudjuk el®re az elvégzend® feladatok listáját,
hanem folyamatosan érkeznek a különböz® igények.

Szakdolgozatomban a több járm¶vet használó, online járm¶irányítás felvétellel és
lerakással (VRPPD) problémakörrel foglalkozom részletesen, amelyet önvezet® au-
tók, azaz AGV-k (Automated Guided Vehicle) irányítására szeretnék használni.
Célom egy modell illetve egy algoritmus megalkotása a problémára, mely minél
egyszer¶bb eszközökkel dolgozik. Fontos, hogy a feladatot decentralizálva szeret-
ném megoldani, vagyis nem egy központi rendszer irányítja a járm¶veket, hanem
minden autó egy saját algoritmust követ, közben kommunikálva a többivel.

A második fejezetben röviden áttekintem a járm¶irányítási problémák néhány tí-
pusát, melyek relevánsak lehetnek a saját modell megalkotásában, valamint bemu-
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tatok néhány korábbi eredményt a szakirodalomból. A harmadik fejezetben ismer-
tetem a modellt, aminek keretein belül a problémát vizsgálom, pontosan de�niálom
a feladatot, amit megoldok. A negyedik fejezetben bemutatok egy egyszer¶, prio-
rizáláson alapuló algoritmust, vizsgálom a helyességét valamint az hatékonyságot
különböz® hálózatokra, majd egy szubrutin segítsével egy javított algoritmust is
elemzek. Az ötödik fejezetben összefoglalom az eredményeket.
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2. fejezet

Járm¶irányítási problémák

2.1. O�ine járm¶irányítás

A járm¶irányítási problémák klasszikus eredményeit f®ként az o�ine problémakör-
ben találhatjuk meg. Itt el®re adott egy feladathalmaz, melyeket ki kell szolgálni.

2.1.1. A �Truck Dispatching� probléma

Az alapfeladat termékek kiszállítása különböz® helyszínekre egy központi raktárból
[1]. Adott n kiszolgálási pont, minden Pi (i = 1, . . . , n) csúcs rendelkezik egy
qi ≥ 0 igénnyel, valamint egy P0 kiindulási pont, ahol egy C kapacitású autó áll
rendelkezésre. Adott továbbá egy D = (dij) távolsági mátrix, ahol dij a Pi és Pj
közötti távolságot jelenti.

Célunk olyan körutak találása, amelyekkel ki tudjuk szolgálni a pontok igényeit
(az autó kapacitását �gyelembe véve), és az összesen megtett távolság a lehet®
legkisebb. Ha több járm¶ áll rendelkezésre azonos kapacitással, illetve ha azonos
súlyú, de különböz® tárgyak kiszállítása a cél, akkor ezek az általánosabb feladatok
is visszavezethet®ek az egy autós egy tárgyas esetre.

Jelölje az xij = xji bináris változó azt, hogy a Pi pontot párosítjuk-e a Pj-vel
(de�níció szerint xii = 0 ∀ i ∈ {0, . . . , n}). A feladat így a következ®képp formali-
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zálható:

max
n∑

i,j=0

dijxij

n∑
j=0

xij = 1 ∀ i ∈ {1, . . . , n},

xij ∈ {0, 1}.

A feladat nyilván NP-nehéz, hiszen C ≥
∑n

i=1 qi esetén az utazó ügynök feladatot
kapjuk vissza. A feladat matematikai formalizálása óta eltelt években számos
egzakt algoritmus, heurisztika és metaheurisztika jelent meg a szakirodalomban
[3].

Az egzakt módszerek pontosan meghatározzák az optimum értékét, ugyanakkor
nem futnak polinomiális id®ben. Ezek közé tartozik a korlátozás-és-szétválasztás
(branch and bound) algoritmus, dinamikus programozás, vagy a probléma átfo-
galmazása (például halmaz partíciós feladatra).

A heurisztikák olyan gyors algoritmusok, melyek közelít® megoldást adnak az op-
timumra, klasszikusnak nevezzük azokat, amelyekben nem változtatják a célfügg-
vényt az egyes iterációkban. Clarke és Wright algoritmusa egy kezdeti megengedett
megoldásból indul ki, amely oda-vissza utakból áll minden kiszolgálandó pontra),
ezután minden iterációban összevon két olyan utat (az egyik Pi-vel végz®dik, a
másik pedig Pj-vel kezd®dik), ahol az sij = di0 +d0j−dij megtakarítás maximális.
Másik híres módszer az általánosított telephely-elhelyezési probléma megoldása,
amely megadja, melyik járm¶höz mely pontok tartozzanak (vagy adott körben
mely helyekre menjen a járm¶), és ezután egy utazó ügynök heurisztika alkalma-
zása.

Az utóbbi években számos metaheurisztika is született a probléma megoldására.
Ide tartoznak a lokális keresési eljárások, genetikus algoritmusok, tanuló mecha-
nizmusok, vagy ezek gyakori keverése.

2.1.2. Járm¶útvonal tervezés felvétellel és lerakással

Egy fontos kategóriája a járm¶irányítási feladatoknak az úgynevezett felvételi és
lerakási problémák (VRPPD, TSPPD), melyek a modellünk szempontjából rele-
vánsak lehetnek [2]. A cél itt nem csupán termékek kiszállítása a különböz® igény-
pontokra, hanem a minden kiszolgálandó helyhez adott qi igény negatív értéket
is felvehet, azaz oda nem eljuttatni kell az árucikkeket, hanem onnan elvinni más
csúcsokba (ezeket felvételi pontoknak nevezzük).
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A probléma formalizása ez esetben bonyolultabb, hiszen számításba kell venni a
fel- és lepakolásnál az autó kapacitását. A gráfhoz jelölje E az irányítatlan éleket,
melyeket két irányított éllel is reprezentálhatunk, ezek halmaza A.

Legyen q0 = −
∑n

i=1 qi, és K =
∑

i:qi>0 qi = −
∑

i:qi<0 qi. Egy adott S ⊂ V hal-
mazra jelölje δ(S) = {(vi, vj) ∈ E : vi ∈ S, vj 6∈ S} az S-b®l kilép® élek halmazát,
az irányított élek halmazára hasonlóan de�niálható δ+(S) az S-b®l belép®, δ−(S)
S-b®l kilép® élek halmaza is.

A bináris változókat ezúttal is az élekre értelmezzük, legyen xa = 1, ha az a = (i, j)
élet használjuk a körútban. Jelölje továbbá az fa folytonos változó a szállított
rakomány mennyiségét az a élen. Az egészérték¶ program így a következ® lesz:

min
∑
a∈A

daxa∑
a∈δ−({vi})

xa = 1 ∀ vi ∈ V,∑
e∈δ+({vi})

xa = 1 ∀ vi ∈ V,∑
e∈δ+({S})

xa ≥ 1 ∀ S ⊂ V,

∑
a∈δ+({vi})

fa −
∑

a∈δ−({vi})

fa = qi ∀ vi ∈ V,

xa ∈ {0, 1}, 0 ≤ fa ≤ Qxa.

A problémára [2]-ben egy korlátozás és szétválasztást algoritmust adnak, a felgyor-
sításához heurisztikus megoldásokat is alkalmaznak, valamint a különböz® kiter-
jesztéseket is vizsgálják.

2.2. Online járm¶irányítás

Bár az o�ine járm¶irányítási problémák is szerteágazóak lehetnek (fent csak két
lehetséges modellt mutattam be), az online tulajdonsággal további lehet®ségeket
viszünk be a rendszerbe. Számos alkalmazásban a feladatokat gyakran nem tud-
hatjuk el®re, ezek jelent®s részét képezi az önvezet® járm¶vek (Automated Guided
Vehicle - AGV) irányítása, melyek mozgását gyári hálózatokon szeretnénk optima-
lizálni. A kés®bbiekben egy ilyen problémát modellezek és adok rá algoritmust.

Mivel a valós szállítási feladatok is sokfélék, így a modellezési lehet®ségek is szám-
talan variációban fordulhatnak el®. A rendszer él®, valós idej¶, ezért új igényként
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felmerül, hogy a járm¶vek ütközésmentességét, szabad közlekedését is garantál-
juk. Emiatt két új fogalmat is szükséges bevezetnünk: deadlock-nak nevezzük azt
az állapotot, amikor a járm¶vek nem képesek tovább folytatni az útjukat, mert
egymást akadályozzák a haladásban; ha a járm¶vek mozognak ugyan, de nem kö-
zelednek a céljukhoz, nem tudják kiszolgálni a feladatokat, akkor ezt livelock-nak
nevezzük. Célunk ezek kiküszöbölése a hatékony feladatkiszolgálás mellett. Eb-
ben a fejezetben a f®bb irányvonalakat, és ezeknek megfelel® néhány eredményt
mutatok be.

Látszólag nem szorosan köt®dik a problémakörhöz, mégis jelent®s hatással van a
több járm¶vet mozgató feladatok vizsgálatára az úgynevezett tili-toli (pebble mo-
tion) játék általánosításának megoldhatósága [7]. Magasabb szinten nézve mindkét
feladatban közös, hogy egy gráfon egy járm¶/kavics kon�gurációból az éleken való
haladással egy másik kon�gurációba kell eljutni. Ezzel kapcsolatban a legfontosabb
eredmény a követlez® tétel (ahol n a gráf pontjainak száma, k pedig a járm¶vek
száma):

Tétel. Ha G 2-összefügg® és k ≤ n− 1, akkor a probléma megoldható.

A dolgozatban használt rácsgráfok nagy részére teljesül a fenti tulajdonság, eset-
leges elvágó pontok vagy élek hozzávételével ugyan sérül a feltétel, de ennek meg-
felel®en az autószámot is csökkenthetjük, így abban biztosak lehetünk, hogy a
járm¶veket lehetséges ütközésmentesen irányítani, a kérdés ennek mikéntje lesz.

2.2.1. Zóna-kontrollált, decentralizált rendszerek

A járm¶irányítási feladatot általában egy gráfon szokták értelmezni, amely meg-
felel az úthálózatnak, amin az árucikkeket szállítani kell. Másik megközelítés az
úgynevezet zóna-kontrollált rendszer, ahol az élek zónákat reprezentálnak, és a
járm¶vek ezen zónák között közlekednek egy részben irányított gráfon ([4]). A
decentralizált tulajdonság arra utal, hogy a járm¶vek önállóan mozognak, nincs
központi irányítórendszer.

Az irányítási rendszert egy G = (V, Z,D) részben irányított grá�al jellemezhetjük,
ahol V a zónák közötti átjárók halmaza, Z az élek halmaza, amelyek a zónákat
reprezentálják, és D egy Z-n értelmezett, id®ben változó függvény, ami az élek
irányítását adja meg, az irányított élek azt reprezentálják, hogy egy járm¶ halad
át rajtuk. D(z) = v, ha a z él a v csúcsra mutat. H-val jelöljük a járm¶vek
halmazát.

A rendszer egy állapotát s-sel jelöljük, az e = (z, z′, h) esemény pedig a h járm¶
z zónából z′-be való áthaladását jellemzi. Rendelkezésünkre áll továbbá egy ls(z)
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címkézési függvény ami megadja, hogy az s állapotban a z zónában melyik járm¶
található. Az s állapotnak megfelel® részben irányított gráfot G(s)-sel jelöljük.
R(s) az s-b®l elérhet® állapotok halmaza, amib®l egy gráfot készíthetünk, ahol
a csúcsok az állapotoknak felelnek meg, a közöttül futó élek pedig az állapotok
közötti megengedett eseményeket jelölik. Ezt RG(s)-sel jelöljük, és az s elérési
gráfjának nevezzük. Egy s állapotot él®nek nevezzük, ha a bel®le elérhet® állapotok
RG(s) gráfjának van olyan er®sen összefügg®K komponense, hogy ∀ h ∈ H, z ∈ Z-
hez ∃ s′ ∈ K : ls′(z) = h. Ennek a tulajdonságnak az elvesztése okozhat deadlock-
okat és livelock-okat.

A G gráfra de�niálhatjuk a lánc fogalmát ami alatt körök és utak egymást kö-
vet® sorozatát értjük. Két zóna láncolt, ha van egy lánc ami mindkett®jüket
tartalmazza. A G gráfot láncoltnak nevezzük, ha ∀ z 6= z′ ∈ Z láncolt. A gráf
kondenzációján azt a C(G) gráfot értjük, ami G-b®l úgy kapható meg, hogy min-
den láncolt komponenst egyetlen csúccsal helyettesítünk. Ez egy aciklikus gráf, és
minden útja tartalmaz irányított élet. Egy s állapotot láncoltnak nevezünk, ha a
G(s) C(s) kondenzációja egyetlen pontból áll.

Ezután a hálózat él® jellegét a következ®képpen karakterizálhatjuk:

Tétel. Az s ∈ S állapot él® akkor és csak akkor, ha R(s) tartalmaz egy él® láncolt
s állapotot.

Tétel. Ha |H| < |Z|−b−1 (ahol b a G irányítatlan értelemben vett gráfon található
hidak száma), akkor s ∈ S él® akkor és csak akkor, ha R(s) tartalmaz egy láncolt
s állapotot.

A fenti állítások még semmit nem mondanak a feladatok kiszolgálásáról, csupán a
járm¶vek szabad mozgásának lehet®ségére koncentrálnak. A [5]-ben adott a jár-
m¶vek A halmaza, és feladatokat rendelünk az AGV-khez, melyek egy adott ρ su-
gáron belül képesek kommunikálni egymással. Jelölje Nn(t) ⊂ A a t id®pillanatban
saját AGV-nkel kommunikálni képes járm¶vek halmazát, valamint Gc = (A,E)-
vel a kommunikációs gráfot, ahol két csúcs között vezet él, ha a két járm¶ képes
kommunikálni egymással.

A költségeket a zónák közötti átjutás távolságával de�niálhatjuk. A cél a teljesíté-
si id® minimalizálása, melyet egy lokális egészérték¶ programmal de�niálnak. Az
algoritmus els® fázisában (hozzárendelési fázis) ennek segítségével [5]-ben felada-
tokat rendelnek a járm¶vekhez. A második, koordinációs fázisban irányítjuk az
autókat, összeütközéseket és deadlock-okat elkerülve, melyet most bonyolultsága
miatt nem részletezem. Az algoritmus ütközésmentes, és ha a rendszer él®, akkor
a deadlock-mentességet is garantálni tudja.
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2.2.2. Dinamikus útvonaltervezés rácsgráfokon

Stenzel doktori disszertációjának központi kérdése az online járm¶irányítás, azon
belül az úgynevezett mikroszkópikus modell vizsgálata, melyben a járm¶vek vi-
szonylag nagy kiterjedés¶ek a hálózathoz képest [11]. A cél id®ben változó, azaz
dinamikus útvonalak keresése, melyek mindemellett diszjunktak egymástól.

AG(V,E) gráfon dinamikus útnak nevezünk egy olyan P = (θ0, (v1, θ1), . . . , (vn, θn))
sorozatot, ahol vivi+1 ∈ E (i ∈ 0, . . . , n − 1), és θi (i ∈ 0, . . . n) id®bélyegek.
RP (e)-vel jelöljük a P út e éle által elfoglalt id®intervallumokat, ezt hasonlóan de-
�niálhatjuk csúcsokra is. Kétféle probléma írható fel ezekkel kapcsolatban: adott
G = (V,E) gráfhoz, és ri = (si, ti, θi) (i ∈ 1, . . . , k) igényekhez olyan P1, . . . , Pk
dinamikus utak keresése, hogy az összes elvégzési id®, illetve a maximum teljesítési
id® minimális legyen.

A problémát rácsgráfokra de�niáljuk, egy idealizált modellben a járm¶vek egy él
hosszúságúak, az úgynevezett poligon modellben a járm¶vek több rácspontot is
elfoglalhatnak, két dimenzióban kiterjedve, ebben confl(e)-vel jelöljük az e-vel
kon�iktusba kerül® éleket. Két élet (melyeken a járm¶vek tartózkodnak) konf-
liktusosnak nevezünk, ha a hozzájuk tartozó poligonok metszik egymást. Két
dinamikus út diszjunkt, ha

RP (e)∩RP ′(e) = ∅ ∀ e ∈ E és RP (v)∩RP ′(v) = ∅ ∀ v ∈ V az idealizált modellben,
vagy

RP (e)∩ (∪f∈confl(e)RP (f)) = ∅ ∀ e ∈ E és RP (u)∩ (∪v∈confl(u)RP (v)) = ∅ ∀ v ∈ V
a poligon modellben.

A dinamikus úttervez® algoritmus mohó módon keresi meg a diszjunk dinamikus
utakat. Sorrendbe véve a feladatokat minden rj-re kiszámoljuk azt a Pj dinami-
kus utat, ami �gyelembe veszi a már korábban elfoglalt id®ablakokat, majd az út
meghatározása után lefoglalja a neki megfelel® id®ablakokat. Az algoritmus poli-
nomiális, ugyanakkor nem tud minden esetben minden feladathoz utat rendelni,
így nem alkalmazható hatékonyan.

Malopolski [14] is hasonló megközelítést alkalmaz, pickup és delivery feladatok ki-
szolgálásához. A hálózaton minden járm¶nek megtervezi a a legrövidebb útját,
és ehhez lefoglalja a megfelel® rácselemeket (a rács négyzetei). Ezeket a foglalá-
sokat egy sorba helyezi, és ebben a legels® járm¶ mozoghat a következ® helyre.
Mindeközben azt is vizsgálja, hogy az út végs® pontján jelent-e meg új igény, vagy
elérkezett-e a célhelyre ahol fel- és le lehet rakodni. Ez kon�iktusmentes m¶ködést
eredményez, ugyanakkor minden járm¶ a saját depo-jából indul és érkezik meg
oda, így sok felesleges utat tesznek meg a feladatok kiszolgálása közben.
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2.2.3. Kooperatív priorizáló heurisztika

Az önvezet® járm¶vek decentralizált irányításához a robotoknak mindenképp ko-
operálniuk kell, hogy elkerülhessék az ütközéseket. A [7]-ben egy priorizáláson
alapuló heurisztikus algorimust használnak a hatékony koordinációra. Az útháló-
zat, (melyet itt térképnek nevezünk) ezúttal is rácsos szerkezet¶, de nem a rácsok
csúcsaiban és éleiben, hanem a rácsok mez®iben történik a robotok mozgatása. A
rács lehet hiányos is, ha �zikai akadályok állhatnak a járm¶vek útjába. A kommu-
nikáció (a mi modellünkhöz hasonlóan) periodikusan történik, minden robot csak
egy bizonyos távolságon belül képes a többi járm¶vel kommunikálni, amit lokális
térképnek nevezünk.

Egy tervezési körben minden robot összegy¶jti a térképadatokat, és frissíti a saját
lokális térképét. Ezután megtervezi az útját, azaz lefoglal néhány mez®t a lokális
térképen. Ezt ezután kiküldi a többi járm¶nek, majd egy új kör kezd®dik. Ha
bármilyen akadály hárul elé, akkor a következ® tervezési körben gyorsan tud erre
reagálni.

Ha a tervezett utat egy másik járm¶ blokkolja, akkor a robot el®ször megpróbál
egy alternatív útvonalat találni, ha pedig ez nem lehetséges, akkor a következ®
körig várakozni fog (PrioBlock). Ha várakozni sem tud, akkor FullPrioBlock álla-
potba kerül. Hogy melyik járm¶nek van els®bbsége a haladásban, azt priorizálással
döntik el. Ha egy autó blokkolva van, akkor automatikusan növeljük a prioritását,
míg a szabadon haladó járm¶vekét csökkentjük.

Ez az egyszer¶ megközelítés kevés autónál jól m¶ködik, bonyolultabb kon�iktus-
helyzeteket viszont nem tud megoldani. Ezért azokat a speciális deadlock-okat,
ahol a prioritások végtelenül tudnak növekedni, nem engedélyezik, egy adott érté-
ket elérve folyamatosan csökkentik a prioritásokat.

Ugyan ez a megoldás semmilyen matematikai eredménnyel nem szolgál, azaz deadlock-
ok még így is el®fordulhatnak, a gyakorlatban jól m¶ködik még magasabb járm¶-
számra is. Az algoritmus el®nye, hogy a tervezési körök rövidek és gyakoriak, a
váratlan helyzeteket így könnyen tudják kezelni. Hátránya viszont, hogy sok jár-
m¶ és kevés hely esetén sok id®be telik, vagy egyáltalán nem sikerül feloldani a
kon�iktusokat. Kés®bb látni fogjuk, hogy ez a mi megközelítésünkben is okozhat
problémát.

A fenti példákon kívül még számos különböz® megoldást alkalmazhatunk önvezet®
járm¶vek irányítására, illetve online szállítási problémákra. Az ipari alkalmazá-
sokhoz leginkább alkalmazkodni próbáló modellek �gyelembe veszik a járm¶vek
kiterjedését és mozgási sajátosságait, például a megfordulás során leírt útjukat,
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amely általában íves alakú [9], [13]. Az AGV-k ilyenkor nem kötöttpályán mozog-
nak, adott pillanatban meghatározható több pálya is, amelyet a járm¶ követhet.
Ezek a pályák ugyanakkor beágyazhatók szintén egy rácsos, diszkretizált térképre.
Ezen területek diszjunktságát kell fenntartani a járm¶vek irányítása során. Az is
lehetséges, hogy el®re de�niáljuk azokat a mozgási tereket, amikben a járm¶vek
közlekdni fognak (roadmap), és a kés®bbiekban ezeken mozgatjuk az autókat.

Az említett cikkeken keresztül kapcsolódási pontokat találhatunk a saját model-
lünkre. A decentralizáltság, a rácsos szerkezet¶ hálózat, id®ben diszjunk utak,
valaminta priorizálási módszer a saját modellben is megjelenik. Ugyanakkor látni
fogjuk, hogy ezeknek egy újfajta ötvözetéb®l fog el®állni az az algoritmus, amellyel
reményeink szerint hatékonyan tudjuk irányítani az önvezet® járm¶veket.
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3. fejezet

A modell felépítése, alapfogalmak

A dolgozatban egy járm¶�otta kon�iktusmentes irányítását megvalósító decent-
ralizált megoldást mutatok be. A szállítási feladatok nem ismertek el®re, hanem
folyamatosan érkeznek. Minden szállítási feladatot egy felvételi és egy lerakási pont
de�niál. A javasolt megoldásban nem készül el®re terv, amit a járm¶vek végre-
hajtanak, hanem a járm¶vek folymatosan újraszámolják az útvonalukat a forgalmi
helyzetnek megfelel®en, ezzel próbálva elkerülni a deadlock és livelock helyzeteket.

Hálózat

A hálózat, melyen a járm¶vek mozognak, egy G(V,E) összefügg® rácsos szerkezet¶
gráf, azaz egy szabályos rács részgráfja. Az autók csak a gráf csúcsain állhatnak
meg, egy élen egységnyi id® alatt haladhatnak át. Ennek megfelel®en egy síkgráfról
beszélünk, amelyben a csúcsok lehetséges fokszámai 1-4. Egy v csúcs fokszámát
d(v)-vel, a bel®le kiinduló élek halmazát δ(v)-vel jelöljük.

Állomások

De�níció. A hálózat néhány kiemelt csúcsában állomások vannak. Ezek kétfélék
lehetnek:

• startállomás: itt találhatóak az elszállítandó munkadarabok,

• célállomás: ide kell szállítani az árukat.

A kiegyensúlyozottság kedvéért a vizsgált gráfokon megegyeznek a be- és ki-állomások
száma, de a modell és az algoritmus megenged különböz® állomásszámokat is.
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blokk hiányos blokk 1 fokú állomásokkal

csillag blokkok folyósóval

3.1. ábra. Különböz® hálózattípusok és autószámok

Feladatok

De�níció. Egy feladat két elemb®l áll:

• startállomás: a szállítandó áru kiindulási pontja,

• célállomása: a szállítandó áru célhelye.

A feladatok online érkeznek, vagyis adott id®pillanatban csak a rendszerben aktu-
álisan jelenlév® igényekr®l tudunk, a jöv®ben megjelen® feladatok ismeretlenek.

Fontos �gyelnünk arra, hogy egy feladathoz elindult-e már autó. Ebben az esetben
más járm¶vet nem akarunk már oda küldeni.

De�níció. A rendszerben jelen lev® feladatoknak két állapota lehet:

• szabad: a feladatot még nem kezdték el kiszolgálni, és még nem indult el
autó felé,

• folyamatban: a feladat épp kiszolgálás alatt van, vagy indult el érte autó.

A szabad feladatok halmazát F -fel jelöljük. Ez természetesen id®vel változik.
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Járm¶vek, költségek

Az autók a gráfok csúcsain és élein mozognak. A mozgás illetve a várakozás is
okozhat költséget, ugyanakkor ezekre kevésbé helyezzük a hangsúlyt, egy id®pilla-
natban a várakozás 0 vagy 1, egy élen való végighaladás pedig 1 költség¶.

De�níció. Adott id®pillanatban az AGV-nek három állapota lehet:

• szabad: az autónak nincs elvégzend® feladata, tulajdonképpen a rendszerben
újonnan megjelen® feladatra vár. Ekkor a várakozásának nincs költsége,
ugyanakkor ha mozognia kell, akkor egy élen való végighaladás 1 költséggel
jár.

• összeszed: az autó már kapott feladatot, és épp felé tart. Ekkor már számít
a várakozás is, ugyanakkora költséggel, mint a mozgás.

• kiszolgál: a járm¶ felvette a feladatot a startállomásán, és a célállomás felé
halad. A költségek ekkor megegyeznek a feladat felé haladás költségeivel.

A költségek utóbbi két esetben a késést jelentik. Ilyenkor mindegy, hogy várakoz-
nunk kell vagy haladnunk, ez esetlegesen meghosszabbítja a feladat kiszolgálási
idejét. Amikor nincs feladat, akkor a várakozás, azaz parkolás nem kerül pénzbe,
azonban ha mozogni kell egy kon�iktus elkerülése érdekében, az már költséggel jár.

Utak, élek, várakozás

Az algoritmus során a járm¶vek mindig a tervezett útjukat követik, ami egy éllistát
jelent, ezt P -vel jelöljük. Az AGV egy id®egység alatt egy él egyik végpontjáról egy
másikra halad. Az út els® élének kezd®pontja mindig a járm¶ aktuális helyzete, a
t-edik él pedig az az él lesz, amin a t-edik id®egységben fog végighaladni.

A várakozást hurokélekkel tudjuk megvalósítani. Ha egy autónak várakoznia kell,
az útja elejére beszúrunk egy hurokélet. Mivel az él kezd®pontja és végpontja
megegyezik, az élen való végighaladás egy id®egység várakozásnak felel meg.

Kommunikáció

Az autók az összeütközések elkerülésének érdekében kommunikálniuk kell egymás-
sal. Ezt egy központi rendszeren keresztül teszik meg: minden autó kiküldni
az adott üzenetet a központnak, ami összegy¶jti az összes járm¶ üzenetét, majd
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visszaküldi ezeket az autóknak. Ezzel adott id®pillanatban minden járm¶nek tudo-
mása lehet a többi járm¶ helyzetér®l, elkerülhet® az id®beli információhiány, hiszen
a járm¶vek teljesen függetlenül közlekednek, de egy döntési helyzetben minden au-
tónak szüksége van információra a többi autóról.

De�níció. Az autók kétféle üzenetet küldenek:

• prioritást tartalmazó üzenet: pozitív egész szám, amit a járm¶ hálózaton
elfoglalt helyzete és az állapota alapján számolunk ki,

• az aktuális utat tartalmazó üzenet: éllista a járm¶ tervezett útjáról.

Kon�iktusok

Célunk olyan algoritmus készítése, ami ütközés-, deadlock- és livelock-mentes. Néz-
zük, mit jelentenek pontosan ezek a fogalmak.

De�níció. A járm¶vek irányításánál a következ®ket szeretnénk elkerülni:

• ütközés: két járm¶ egy t id®pillanatban egyazon csúcsba érkezik, vagy egy
élen szembe indul el,

• deadlock: egy adott helyzetben egy autó már nem tud egyik irányban sem
mozogni, nem képes feloldani a kon�iktust,

• livelock: minden id®pillanatban tudunk ütközés- és deadlock-mentesen mó-
dosítani a járm¶vek útvonalán, viszont a mozgás ciklizál (például egy sz¶k
folyosón két autó oda-vissza lépeget), akkor az autók sosem fogják elvégezni
a kijelölt feladatukat.

Az ütközések során a járm¶vekben kár keletkezhet, ennek elkerülése képezi a legna-
gyobb prioritást. A deadlock-okat emberi beavatkozással tudjuk csak megoldani,
így ezt is szeretnénk kiküszöbölni. Livelock-ok esetén a szállítási költségek a vég-
telenbe szöknek, így a rendszer újraindítására vagy szintén emberi beavatkozásra
lehet szükség.
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4. fejezet

Az algoritmus

4.1. Priorizáló algoritmus

A fenti alapfogalmak ismeretében már bemutatható az algoritmus, amivel az au-
tókat irányítani fogjuk. Minden járm¶ ezt az algoritmust követi, egymástól füg-
getlenül, de közben kommunikálva egymással.

Algoritmus 1 F® algoritmus

Els® lépés
Amíg van elvégzetlen feladat

Mozgás
Tervezési fázis
Szinkronizáció

Az els® lépésben az aktuális szabad feladatok közül keresünk feladatot. Lehetséges,
hogy nem találunk szabad feladatot, ekkor várakozni fogunk. Így már kezdetben is
rendelkeznek az autók tervezett úttal, melynek legalább egy éle van (ha várakozik
az autó, akkor ez egy hurokél lesz).

Algoritmus 2 Feladat keresés

ha F 6= ∅ akkor
Legyen f ∈ F , vc := az f startállomása
P := LegrövidebbÚt(vc)
F := F − f

Az algoritmus ezután minden járm¶ és minden kör esetén ugyanazokból a lépé-
sekb®l áll. Az autók a tervezett útjuknak megfelel®en mozognak egy élet (vagy
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Algoritmus 3 Els® lépés

állapot := szabad
Feladatkeresés

várakoznak). Ezután a tervezési fázisban azok az autók, amelyek elértek egy állo-
mást, fel- illetve lerakodják az árut, új feladatot keresnek, egyszóval megtervezik
következ® lépéseiket.

A szinkronizációs körben az autókat a gráfon elfoglalt helyük és az állapotuk alap-
ján priorizáljuk. Ezután mindegyik autó a nála magasabb járm¶vek útját �gye-
lembe véve frissíti az útját, ha szükséges. Ha az autó nem tud úgy utat tervezni,
hogy elkerülje a többi autót, akkor beszélünk deadlockról. Ilyenkor minden autó
megáll.

A feladatkeresés során a rendszerben szabadon lév® feladatok közül véletlenszer¶en
választunk egyet, és amennyiben találunk a startállomásához tervezünk legrövi-
debb utat. Az itt használt LegrövidebbÚt(v) egy egyszer¶ Dijkstra-algoritmussal
meghatározza az AGV aktuális helyzete és a v pont között.

Algoritmus 4 Mozgás

Mozogjunk a P út els® éle mentén.

Fontos megjegyezni még, hogy egy elkerül® man®ver következtében lehetséges,
hogy egy autó egy másik el®l veszi fel a csomagot. Ezt a szinkronizációs kör végén
ellen®rizzük, ha a feladatot elvitték, akkor az autót szabad állapotra állítjuk, hogy
a következ® körben új feladatot tudjon keresni.

4.1.1. Tervezési fázis

A tervezési fázisban történik a csomagok le- és felrakodása, valamint az ezek-
hez tartózó feladat- és útkeresési tevékenységek. Amikor egy járm¶ elvégzett egy
feladatot, azonban újat még nem talált, nem akarjuk, hogy a célállomáson vára-
kozzon, hiszen oda potenciálisan érkezni fognak még autók újabb csomagokkal.
Ezért ilyenkor egyszer¶en elküldjük valamelyik szomszédos csúcsba a felszabadult
AGV-t.
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Algoritmus 5 Tervezési fázis

e := P (1)
P := P − e
ha állapot = szabad akkor

Feladat keresés
ha (állapot = szabad vagy állapot = összeszed) és
fel tudunk venni csomagot akkor

Vegyük fel a csomagot.
Legyen vc a célállomás.
P := LegrövidebbÚt(vc)
állapot := kiszolgál

ha állapot = kiszolgál és P = ∅ akkor
Tegyük le a csomagot.
állapot := szabad
Feladat keresés
ha nem találtunk feladatot akkor

Legyen f ∈ δ(v), ahol v az aktuális csúcs.
P := f

4.1.2. Szinkronizáció

Miel®tt az algoritmus szinkronizációs részére térnénk, két részprogramra van szük-
ségünk.

Priorizálás

Az algoritmus egyik kulcsfontosságú kérdése, hogy mi alapján priorizáljuk az autó-
kat, kinek legyen els®bbsége a kon�iktusok feloldásánál. Két szempontot veszünk
�gyelembe: a tartózkodási csúcs fokszámát, valamint az autó állapotát. Minél
kisebb fokú a csúcs, annál kevesebb lehet®sége van az elkerülésre, ezért ekkor
a prioritását növelni kell. Ha pedig az autó hasznos tevékenységet végez (azaz
összeszed vagy kiszolgál állapotban van), akkor szintén szeretnénk, ha els®bbséget
élvezne.

Ezek alapján kétféle priorizálást használunk. Az els® megoldásban az állapot ke-
vésbé hangsúlyos, csak az azonos fokszámú csúcsokon lev® autóknál szeretnénk ez
alapján dönteni. A másik módszer már nagyobb hangsúlyt fektet az autó álla-
potára, és a fokszám csak másodlagos szempont. Ez alól kivételt képeznek az 1

21



fokú csúcsokon tartózkodó járm¶vek, nekik mindenképp nagy prioritást kell adni,
hiszen csak egy lehetséges kijárat van a tartózkodási pontjukból.

Algoritmus 6 Priorizálás, A módszer

prio ∈ (0, 1) (kezdetben egy tetsz®leges számot választunk 0 és 1 között)
ha állapot = összeszed vagy állapot = kiszolgál akkor

prio := prio+ 3

Legyen v az aktuális csúcs
ha d(v) = 1 akkor

prio := prio+ 6

ha d(v) = 2 akkor
prio := prio+ 2

ha d(v) = 3 akkor
prio := prio+ 1

Algoritmus 7 Priorizálás, B módszer

prio ∈ (0, 1)
ha állapot = összeszed vagy állapot = kiszolgál akkor

prio := prio+ 1

Legyen v az aktuális csúcs
ha d(v) = 1 akkor

prio := prio+ 6

ha d(v) = 2 akkor
prio := prio+ 4

ha d(v) = 3 akkor
prio := prio+ 2

Legrövidebb út keresés tiltott élekkel

A szinkronizáció rendelkezik egy T paraméterrel. Ez mondja meg, hogy az utak
els® hány éle számítson az újratervezésnél (nem szeretnénk teljesen el®renézni, csak
a következ® néhány lépést). Így készítünk egy TiltottÉlek éllistákat tartalmazó
listát, a lista t ≤ T -edik eleme adja meg, hogy a t-edik lépésben melyik éleket
nem használhatjuk, mert azt már egy másik, nagyobb rangú autó fogja elfoglalni
(természetesen ha az adott autó útjának hossza kisebb T -nél, akkor csak odáig
lesznek az élek letiltva).
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A szinkronizáció során egy, az aktuális cél felé vezet® legrövidebb utat kell meg-
keresnünk, ami ugyanakkor elkerüli a TiltottÉlek lista éleit a megfelel® id®egy-
ségben. A LegrövidebbÚt(v, T iltottÉlek) egy egyszer¶ mohó algoritmust használ,
ami minden t id®egységre megmondja, hogy abban az id®egységben melyik csúcsok
milyen úton érhet®ek el.

Tulajdonképpen egy szélességi keresést használunk, ahol a csúcsoknak egy id®bé-
lyege is van, és addig terjeszkedünk a gráfon és id®ben, amíg el nem fogynak a
tiltott élek. Ezután az elért pontok mindegyikéb®l futtatunk egy Dijkstra algorit-
must, és ezek közül a legrövidebbet választjuk a kezdeti néhány éllel együtt.

Algoritmus 8 Szinkronizáció

Priorizálás
Küldjük el a prioritást a központi rendszernek, és gy¶jtsük be a többi autó
prioritását.
Számoljuk ki a rangunkat az autók között: rang
T iltottÉlek := ∅
Minden r ∈ {1, . . . , rang − 1} esetén

Pr := az r rangú autó útja
Minden j ∈ {1, . . . ,max{i, |Pr|}} esetén

e = (u, v) := Pr(j)
TiltottÉlek(j) := TiltottÉlek(j) ∪ {e}

Nézzük meg, hogy kon�iktusba kerülünk-e az aktuális utunkkal
ha igen akkor

ha állapot = szabad akkor
Legyen f ∈ δ(v)− TiltottÉlek(1), ahol v az aktuális csúcs.
P ′ := f

ha állapot = összeszed vagy állapot = kiszolgál akkor
Legyen vc a P utolsó élének végpontja.
P ′ := LegrövidebbÚt(vc, T iltottÉlek)

ha P ′ 6= ∅ akkor
P := P ′

különben (nem találtunk alternatív elkerül® útvonalat)
ha az aktuális v csúcs szabad akkor

P (1) := hurokél(v)
különben

STOP, nem sikerült feloldani a kon�iktust

A (v, t) csúcs-id® páros le lesz tiltva, ha valamelyik autó használni fog egy v-
b®l kiinduló élet a t pillanatban (t ∈ {1, · · · , T}). Ez exponenciális lenne, ha nem
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ismernénk a TiltottÉlek méretében, viszont ez esetünkben konstans T hosszú lesz,
azaz bátran alkalmazhatjuk ezt az algoritmust is.

A szinkronizációs algoritmusban az autók el®ször kiszámolják a prioritásukat, majd
ez alapján a sorrendjüket (rang) a listában. Az i-edik autónak így a nála maga-
sabb rangú i− 1 autó útját �gyelembe véve kell újraterveznie az útját a kon�ikus
elkerülésének érdekében.

4.1.3. Helyesség

A már rendelkezésünkre álló algoritmust szeretnénk vizsgálni, detektálni az ütkö-
zések, deadlock-ok és a livelock-ok el®fordulási feltételeit. Célunk olyan gráfokat
és hozzájuk tartozó autószámot találni, amik mellett bizonyítható, hogy az algo-
ritmust használva az autók maradéktalanul ki tudják szolgálni az igényeket.

Els® állítás tulajdonképp egy trivialitás:

Állítás. Az algoritmus minden kon�gurációja ütközésmentes.

Bizonyítás. Az autók minden lépésben ellen®rzik, hogy a következ® lépésükkel
kerülhetnek-e ütközésbe. Ha a kon�iktust nem sikerül feloldani, akkor deadlockba
kerülünk, de ütközés nem fordulhat el®.

Most néhány egyszer¶ elégséges feltételt mutatunk, ezek mindegyike mindkét pri-
orizálási módszer esetén m¶ködik.

Állítás. Ha G k-élösszefügg®, akkor k autó tud deadlock- és livelock-mentesen
közlekedni, ráadásul várakozás nélkül.

Bizonyítás. Azt kell látnunk, hogy egy tetsz®leges helyzetben az i-edik rangú
autó mindig tud elkerül® lépést tenni, ahol i = 1, . . . k.

Legyen v az i− edik autó tartózkodási csúcsa. Mivel G k-élösszefügg®, így d(v) ≥
k, s®t, ha vc-vel jelöljük az autó célját, akkor v és vc között van k élidegen út.
Tekintsünk egy minimális vvc vágást. Ebben a vágásban legfeljebb i − 1 < k
tiltott él szerepel, azaz biztosan tudunk ezeket kikerül® utat választani akár a
k-adik autóra is (ekkor legfeljebb k − 1 < k tiltott élünk lesz a vágásban).

Mivel a modellünkbenG egy rácsos síkgráf, mely legfeljebb 2-élösszefügg® lehet, így
csupán két autó zavartalan mozgatását biztosítja a fenti állítás. S®t, egy maximális
síkgráf is csupán 3-élösszefügg®, így azon is legfeljebb 3 autót tudnánk mozgatni.

Gyengítsük egy kicsit a feltételt:
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Állítás. Ha G-ben minden v ∈ V csúcsra d(v) ≥ k, akkor k autó tud deadlock- és
várakozás-mentesen közlekedni.

Bizonyítás. Az i-edik rangú autó v csúcsára d(v) ≥ k. Ebb®l legfeljebb i− 1 élet
foglalnak el a magasabb prioritású autók, így biztosan lesz él, amit a következ®
lépésében használhat (a k-adik járm¶nél is legfeljebb k − 1-et tiltunk le, így az
utolsó szabadon marad).

Ez az állítás még mindig nem ad okot a bizakodásra. Egy teljes blokk esetén is
van 2-fokú pont, így még mindig csak két járm¶vet tudunk teljes bizonyossággal
mozgatni.

Állítás. Ha G-ben minden v ∈ V csúcsra d(v) ≥ k vagy d(v) = 1, valamint az
1-fokú csúcsoknak nincs közös szomszédja, akkor k autó tud deadlock- és várakozás-
mentesen közlekedni.

Bizonyítás. Az 1-fokú pontok rendelkeznek a legnagyobb prioritással, így az ilyen
pontokon álló AGV-k mindig els®ként rögzíthetik le az útjukat. Mivel két 1-fokú
pontnak nincs közös szomszédja, az ilyen csúcsokban állomásozó autók biztosan
meg tudják tenni a következ® lépésüket. A többi járm¶ az el®z® tétel alapján
szintén tud megfelel® élet találni.

Ilyen módon, ha a kétfokú pontokhoz bekötünk plusz éleket, akkor három autó
is tud biztosan mozogni, amit még mindig kevésnek érezhetünk, f®leg, hogy egy
tetsz®leges nagy gráfon is ezt tudnánk csak állítani.

A továbbiakban nézzük az egy lépést el®renéz® algoritmust. Nemcsak a telje-
sen deadlock- és livelock-mentes m¶ködésre keresünk feltételeket, hanem azokat a
helyzeteket is fel szeretnénk derítani, ahol ezek el®fordulhatnak. Ezkre a helyze-
tekre a kés®bbiekben kifejlesztünk olyan algoritmusokat, amikkel ezek az esetek is
feloldhatóak.

4.1.4. Deadlock-ok kialakulása

Miel®tt a következ® állításra térnénk, egy de�nícióra van szükségünk, amivel az au-
tók közötti kon�iktust jellemezhetjük. Tekintsük adott id®pillanatban a járm¶vek
helyzetét, valamint az útjuk els® élét irányított értelemben.

De�níció. Az autók kon�iktusban vannak, ha a pontok és élek által feszített rész-
gráfban van olyan v csúcs, melyre ρ(v) ≥ 2.

Állítás. Ha k kon�iktusban lev® autót prioritás szerint nem csökken® sorrendbe
rendezve az i-edik járm¶ tartózkodási csúcsának foka legalább i, akkor a deadlock
elkerülhet®.
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Bizonyítás. A korábbi bizonyításokhoz hasonlóan az i-edik autó tud alternatív
élet választani, így feloldható a kon�iktus.

Ezt a B priorizálás esetén át is fogalmazhatjuk.

Állítás. Ha k kon�iktusban lev® autó tartózkodási csúcsait fokszám szerint nem
csökken® sorrendbe rendezve az i-edik csúcs foka legalább i, akkor a deadlock elke-
rülhet®.

Kérdés, hogy tudjuk-e garantálni, hogy ilyen soha ne fordulhasson el® a háló-
zatban. Ehhez az kell, hogy bárhogy választva k csúcsot, melyek potenciálisan
kon�iktusba kerülhetnek, ezekre teljesül a fokszám követelmény. Két csúcs pedig
akkor kerülhet kon�iktusba, ha szomszédosak, vagy van közös szomszédjuk. Így
ezekre kell megkövetelnünk a kell® fokszámmennyiséget.

Egy teljes blokkot vizsgálva kapjuk, hogy a blokk közepén négy vagy kevesebb autó
kon�iktusa feloldható, de a sarokban, ahol két illetve három fokú pontok vannak,
csak három autóra biztosítható a deadlock-mentesség. Ez persze nem azt jelenti,
hogy minden esetben deadlock-ba kerülünk, hiszen az utak határozzák meg, hogy
melyik járm¶vel merre akarunk menni.

4.1.5. Livelock-ok kialakulása

A livelock-ok detektálásánál már nehezebb dolgunk van. Ekkor ugyanis úgy t¶nik,
hogy a kon�iktust feloldva egy jó lépést tettünk, viszont az információhiány mi-
att a következ® lépésben visszakerülünk ugyanabba a helyzetbe, és így ciklizálva
tulajdonképp soha nem fogjuk feloldani a kon�iktust és elvégezni a feladatokat.

Livelock-ba olyan szimmetrikus struktúrájú gráfrészleten kerülhetünk, amelyen két
járm¶ egymással szemben szeretne haladni:

Tekintsünk a gráfban három csúcsot, u1, u2, u3, melyekre e = u1u2, f = u2u3 ∈ G
és d(u1) = d(u3) < d(u2). Legyen A és B két, összeszed vagy kiszolgál állapotban
lév® AGV, és tegyük fel a következ®ket:

• A u1-en B pedig u2-n tartózkodik

• A és B soron következ® éle e

• u2 többi szomszédja a következ® néhány körben már lefoglalásra került más
járm¶vek által
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Ebben a helyzetben d(u1) < d(u2) miatt A-nak lesz el®nye, így B-nek félre kell
állnia az útjából, ezt pedig egyetlen élen, az f -en teheti meg. A következ® kör
elején így A u2-n B pedig u3-on fog tartózkodni, az útjuk következ® éle pedig f .
Ekkor azonban már B-nek lesz el®nye d(u3) < d(u2) miatt, ® az f élen keresztül
u2-be megy, A pedig az e élet használva u1-be. Vagyis visszakerültünk a kiindulási
helyzetbe, ugyanazokkal a feltételekkel, a járm¶vek ugyanazokat a lépéseket teszik
meg a következ® körökben is, így livelock alakul ki.

A fentiekb®l láthatjuk, hogy az algoritmusunk koránt sem hibamentes, hiszen
deadlock-ok és livelock-ok is el®fordulhatnak. Ugyanakkor, mivel az online érke-
z® feladatok miatt magas az algoritmus randomizáltsága, ezért sok helyen ugyan
matematikailag el®fordulhat kon�iktus, az el®fordulás valószín¶sége elég kicsi, így
sikeresen kikerülhetjük a kon�iktusokat. Ha mégis belefutunk egy - az algoritmus
által feloldhatatlannak érzékelt - helyzetbe, akkor egy o�ine úttervezéssel még van
lehet®ségünk folytatni a feladatok kiszolgálását.

Ennek az az el®nye, hogy az eredeti algoritmus nagyon egyszer¶ elveken alapul, és a
számításigénye minimális (a Dijstra-algoritmus nagyságrendje a legnagyobb, min-
den más lineáris id® alatt lefut). Ha néha o�ine úttervezést kell használnunk, ami
egy NP-nehéz probléma megoldását jelenti, még mindig egy hatékony algoritmust
mutathatunk fel.

4.1.6. Hatékonyság

Az el®z® részben nem esett szó az algoritmus hatékonyságáról. Online érkez® fel-
adatok és folyamatosan változó utak esetén kicsi az esély rá, hogy bármilyen haté-
konyságbeli állítást megfogalmazhassunk. A hatékonyságvizsgálatot ezért futtatási
eredmények alapján végezzük.

Az algoritmust 103 különböz® tesztfájlra futtatjuk, melyekben különböz® gráfszer-
kezetek (blokk, blokkok 1-fokú állomásokkal, blokkok folyosókkal, csillag, illetve
ezek hiányos változatai) és autószámok (legtöbb példára 2 és 8 között) fordulnak
el®.

A feladatok halmazát el®re rögzítettük, meg®rizve az online jelleget: 1 és 100
között minden harmadik id®egységben érkezik egy random feladat (tetsz®legesen
választunk start- és célállomást). Így egységesen 33 feladatot kell kiszolgálniuk a
járm¶veknek.

Összességében az algoritmusunk minden kon�gurációban jól teljesített, az esetek
70 százalékában ki tudtuk szolgálni az összes feladatot. A két lépést el®renéz®
kon�gurációkban el®fordult 2 illetve 1 livelock, de ezeken kívül az egy lépést el®re-
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név csúcsok élek állomások autók
3x3-as blokk 9 12 2 2-4
4x3-as blokk 12 17 4 2-6
5x4-es blokk 20 31 8 2-8
6x4-es blokk 24 38 8 2-8
10x10-es blokk 100 180 50 10,20
3x3-as blokk 1-fokú állomásokkal 13 16 4 2-4
4x3-as blokk 1-fokú állomásokkal 20 17 8 2-8
5x4-es blokk 1-fokú állomásokkal 28 31 8 2-8
hiányos 3x3-as blokk 9 10 2 2-4
hiányos 4x3-as blokk 12 14 4 2-6
hiányos 5x4-es blokk 20 28 8 2-8
hiányos 6x4-es blokk 24 32 8 2-8
hiányos 6x4-es blokk(2) 32 8 2 2-8
hiányos 3x3-as blokk 1-fokú állomásokkal 13 13 4 2-4
hiányos 4x3-as blokk 1-fokú állomásokkal 20 19 8 2-8
hiányos 5x4-es blokk 1-fokú állomásokkal 27 33 8 2-8
3x3-as és 4x3-as blokk 1 hosszú folyósóval 29 38 8 2-8
3x3-as és 4x3-as blokk 2 hosszú folyósóval 29 39 8 2-8
csillag 6 5 2-4 2
csillag(2) 7 6 2,4 2

4.1. táblázat. A tesztelt gráfok paraméterei

néz® és két lépést el®renéz® kon�guráció között nincs szigni�káns különbség. Más
szempontokat vizsgálva is látszani fog, hogy nem sokban térnek el a két mód-
szer eredményei. Sikeresség szempontjából a priorizálási módszer sem mutatott
érezhet® di�erenciát az eredményekben.
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Az algoritmus sikeressége az összes tesztfájlra

A legfontosabb dolog, amit elemezni szeretnénk, hogy, hogyan változik az algorit-
mus teljesítménye az autószám függvényében. A következ® dolgokat vizsgáltuk 10
gráfra és ezen 2-t®l 8-ig terjed® autószámra:

• Mekkora arányban fordultak el® deadlockok?

• Hány feladatot végeztek el átlagosan az autók?

• Mennyi id® alatt fejez®dtek be a feladatok (vagy kerültek az autók deadlock-
ba)?

• Mekkora az eltérés a kezdetben betervezett (legrövidebb) út, és a végül tény-
legesen megtett út hossza között? (Ha az autó összeszed vagy kiszolgál álla-
potban van)

• Mennyi az összesen hasznosan megtett út? (Ha az autó összeszed vagy ki-
szolgál állapotban van)

• Mennyi az összesen fölöslegesen megtett út? (Ha az autó el®l elvitték a
csomagot, vagy ha szabad állapotban kon�iktusfeloldás céljából random lé-
péseket kell megtennie)
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A deadlock-ok el®fordulásának aránya Az elvégzett feladatok száma

Befejezési id® Tervezett és ténylegesen megtett út aránya

Összesen megtett hasznos lépések száma Összesen megtett fölösleges lépések száma

4.1. ábra. Hatékonyság az autók számának függvényében
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Az autószám növekedéssel a deadlock-ok el®fordulása növekedni fog. Két autónál
még minden tesztfájlra be tudtuk fejezni a feladatok kiszolgálását, nyolc járm¶
esetén már 80%-os a deadlockok el®fordulása. Ugyanakkor viszonylag kis méret¶
gráfokon futtatuk az algoritmust, így nem meglep®, hogy 8 járm¶ már sok olyan
helyzetbe kerülhetett, ahol nem volt lehet®ség alternatív útvonalak megtalálására.

Érdemes meg�gyelni, hogy annak ellenére, hogy egyre gyakrabban fordulnak el®
deadlock-ok az autószám növelésével, a kiszolgált feladatok száma nem csökken
drasztikusan. Hat autó esetén még közel az összes feladatot, nyolc autóra átlagosan
a feladatok felét tudtuk teljesíteni.

A befejezési id® értelemszer¶en csökken, ahogy egyre több autóra kerül ki ugyanaz
a feladathalmaz kiosztásra. Ugyanakkor látjuk, hogy id®vel 100 alá csökken, ami
éppen azt jelenti, hogy az algoritmus sikertelenül, deadlock-kal végz®dött.

A ténylegesen megtett és tervezett út aránya n® az autószám függvényében, de
még 8 autó esetén sem emelkedik 1.7 fölé. Az A priorizálás ebb®l a szempontból
jobban teljesít, hiszen a feladatot kiszolgáló autóknak van el®nye, így azok nem
kell sokszor újratervezzenek.

A fölösleges lépések számára ugyanakkor minden kon�gurációban n®ni fog kezdet-
ben, majd ahogy a deadlockok gyakrabban fordulnak el®, drasztikusan lecsökken.

Összességében elmondható, hogy kezdetben az autószám növelés hatékonyabbá
teszi az algoritmust, ahogy azonban a gráf egyre inkább telít®dik, úgy n® a konf-
liktusok kialakulásának esélye, és a pluszban megtett út mértéke is. Bár nyolc
autó viszonylag kevésnek t¶nhet, ugyanakkor a cél itt pontosan annak vizsgálata
volt, hogy mennyire érdemes járm¶vekkel telített gráfokat használni. Egy, szintén
tesztként használt 10x10-es blokkban például 20 autó is teljes sikerességgel tudott
mozogni, ami persze csak 20%-os telítettséget jelent, szemben az általunk készített
példákkal, ahol már inkább 30-40% volt ez az arány.

4.2. O�ine útvonaltervez® szubrutin

Habár az egyszer¶, priorizáláson alapuló algoritmus is sok esetben sikeresen m¶kö-
dik, néhány esetben a deadlock-ok nem teszik lehet®vé a feladatok elvégzését. Eb-
ben az esetben o�ine, centralizált módon próbáljuk feloldani a kon�iktust. Adott
tehát az autók aktuálisan betervezett útja a célállomásuk felé, (ez lehet egy random
él vagy hurokél is), amik az adott pillanatban átfedésben vannak egymással.

Az o�ine szubrutin alapötlete az, hogy új, az el®z®ekt®l (id®ben) diszjunkt új
utakat generálunk minden autóhoz, és ezek közül próbálunk úgy k utat kiválasz-
tani, hogy ne fedjék egymást. A járm¶vek ezen az úton zavartalanul haladhatnak
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tovább, és a következ® lépésnél már ismét az egyszer¶ priorizálást követik. Va-
lahányszor nem sikerült feloldani a kon�iktust priorizálással, az o�ine szubrutint
fogjuk használni.

A feladat tulajdonképpen két részb®l áll. Az új utak generálása a korábban hasz-
nált tiltott éles algoritmussal könnyedén megvalósítható, ha az eredeti út éleit
adjuk meg tiltott élekként, akkor az új út diszjunk lesz az eredetit®l, így potenci-
álisan könnyebben tudunk közülük választani.

Így tehát a második rész jelenti az igazi kihívást. Adott k autó, minden autónak
ni darab útja (i = 1, . . . k): Pi. Jelöljük P (t)-vel a P út t-edik. De�niáljuk a
diszjunkt utak fogalmát erre a speciális esetre.

De�níció. e = uv él esetén start(e) = u és end(e) = v.

De�níció. P1∩P2 = ∅, ha P1(t) 6= P2(t), start(P1(t)) 6= start(P2(t)), end(P1(t)) 6=
end(P2(t)), ∀ t = 1, 2, . . . ,min(|P1|, |P2|, L), ahol L az el®renézés mértéke az algo-
ritmusban.

A diszjunktság tehát tulajdonképp azt jelenti, hogy az autók nem kerülnek konf-
liktusba addig, amennyire el®retekintünk az algoritmusban. Természetesen ett®l
még használhatják például ugyanazt az élet különböz® id®pontokban.

A célunk minden autóhoz egy Pi ∈ Pi út kiválasztása, hogy ∀ i, j : Pi ∩ Pj = ∅.

4.2.1. A feladat nehézsége

Állítás. A feladat átfogalmazható egy független ponthalmaz feladattá gráfon.

Bizonyítás. Tekintsünk egy n =
∑k

i=1 ni pontú G gráfot, ahol minden pont meg-
felel egy útnak az eredeti problémában. Az élek halmazát a követez®képp de�ni-
áljuk: (p1, p2) ∈ E ⇔ P1 ∩ P2 6= ∅.

Ebben a gráfban keressünk k méret¶ független ponthalmazt. Értelemszer¶en az
ugyanahoz az autóhoz tartozó utak metszik egymást az autó aktuális tartózkodási
pontjában, így ezek G-ben klikkeket formálnak. Azaz egy autóhoz legfeljebb egy
utat választhatunk, és így k független pontot választva éppen minden autó kap
egy utat, amelyek a de�níció szerint diszjunktak lesznek egymástól.

Állítás. A feladat NP-nehéz probléma.

Bizonyítás. Tekintsük a G síkgráfot. Tudjuk, hogy erre a független halmaz fel-
adat NP-nehéz. G csúcsait feleltessük meg az autóknak, az élekhez pedig de�niál-
junk olyan csillagtúrákat, melyek a megfelel® helyeken metszik egymást (azaz ha
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A kiindulási gráf A metszéspontok meghatározása

A csillagtúrák de�niálása Az utak rácsba ágyazása

(pi, pj) ∈ E, akkor a Pi és Pj utak metsszék egymást). Ilyeneket mindig tudunk
de�niálni, hiszen bármely két járm¶ mozgása alatt, ha szükséges, a többi AGV
várakozhat, de ha az élek függetlenek, akkor a nekik megfelel® járm¶vek is tudnak
egyid®ben mozogni (az ábrán például a piros-zöld illetve sárga-kék találkozások
egyid®ben megvalósíthatóak).

A találkozások id®pontjait meghatározhatjuk a gráf egy élszínezésével (tetsz®leges
színezést választva). A gráfban a független csúcshalmaz megfelel azoknak a jár-
m¶veknek, amelyek az így de�niált utakkal kon�iktusmentesen tudnak közlekedni.

4.2.2. Megvalósítás

Az o�ine feladatmegoldó szubrutin tehát egy nehéz probléma, ezért nem tudunk
gyors algoritmust adni rá, ha P 6= NP . Egy megoldás, amit használhatunk, a füg-
getlen csúcshalmaz problémát megoldó algoritmusok. Ugyan számos polinomiális
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id®ben futó approximációs algoritmus létezik a problémára, nekünk mindenképpen
egzakt megoldásra van szükségünk, hiszen minden autónak találnunk kell megfelel®
utat.

A legegyszer¶bb, mindent esetet végignéz® algoritmus n csúcs esetén O(n22n). A
legjobb eredmény O(1.1996n) id®ben tudja pontosan meghatározni a maximális
független halmazt [12]. Ugyanakkor mivel az o�ine problémát várhatóan ritkán
szükséges használnunk, és az input potenciálisan nem fog nagyra n®ni, így nem
törekszünk a leghatékonyabb megoldásra, a megvalósításhoz a mohó algoritmus
javított változatát, backtracking-et használunk.

Azt is érdemes meggondolnunk, hogy mikor akarjuk az o�ine solvert használni, és
legf®képp hogyan valósul meg a kommunikáció a solver és az autók között, illetve
a többszálúság miatt az autók közötti kommunikációjára is �gyelnünk kell.

Az autókat prioritás szerint vesszük sorba. Ha az i-edik autónak sikerül garantálni
a kon�iktusmentességet az egyszer¶ algoritmussal, akkor küld egy OK státuszt a
központi rendszernek. Ezután folyamatosan le kell kérdeznie az aktuális állapotot,
hiszen ha egy nála kisebb prioritású járm¶ elakad, akkor majd szükség lesz arra,
hogy az i-edik autó utakat generáljon az o�ine megoldóhoz. Ha ugyanakkor a
legkisebb prioritású autó is sikeresen feloldotta a kon�iktusokat, akkor minden
magasabb prioritású, várakozó AGV-nek jelezni kell, hogy az útjuk biztonságosan
folytatható.

Ha a k-adik autónak nem sikerül az egyszer¶ algoritmussal feloldani a kon�iktuso-
kat, akkor szükségünk van az o�ine solver-re. Ekkor az AGV beküldi a központi
rendszernek a offline solver needed státuszt, ami ezután kiküldi a magasabb
prioritású autóknak az üzenetet, hogy generált utakra van szüksége. Az eköz-
ben várakozó AGV-k ezt megkapva az eredeti útjuk mellé generálnak egy ett®l
diszjunkt utat, és ezeket beküldik a központi rendszernek, majd újra várakozó
állapotba lépnek.

Az o�ine solver a kapott utakból kiválasztja a diszjunktakat, amelyeket követve
már garantálható a kon�iktusmentesség. Természetesen az is el®fordulhat, hogy
az adott utakból nem válaszható ki k diszjunkt, ez azt jelenti, hogy az o�ine fel-
oldásban résztvev® autóknak újabb kérést kell küldeni az útgeneráláshoz. Ezután
ugyanúgy folytatjuk az o�ine feloldást.

Állítás. Az o�ine solver kell®en sok iteráció után talál k diszjunkt utat.

Bizonyítás. Tudjuk, hogy biztosan létezik k diszjunkt út. Minden iterációban
növeljük minden autó lehetséges útjainak halmazát, így véges sok lépésben eljutunk
oda, ahol már minden halmaz tartalmaz minden lehetséges utat, amelyek között
már biztosan megtaláljuk a diszjunkt utakat.
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Amennyiben sikerült k diszjunkt utat találni az AGV-knek, akkor a központi rend-
szer állapotát in progress-re állíthatjuk, majd ugyanezt folytathatjuk a prioritási
listán a k + 1-ik járm¶vel. Ha az n-ik autó is sikeresen feloldotta (az egyszer¶ al-
goritmussal, vagy az o�ine szubrutinnal együtt)a kon�iktusokat, akkor a központi
rendszer success-re állítja az állapotát, és kiküldi az összes várakozó járm¶nek,
hogy folytathatják az útjukat, így a szinkronizációs kör véget ér.

Állítás. Az algoritmus az o�ine szubrutinnal garantálja a deadlock-mentességet.

Bizonyítás. Ahol a szubrutin nélküli algoritmusban deadlock-ba kerültünk, ott
most a szubrutint használjuk, ami véges lépésben megtalálja a megfelel® kon�ik-
tusfeloldást, így a deadlock-ot elkerüljük minden szinkronizációs körben.

A fentiekb®l látható, hogy egy szinkronizációs kör során akár többször is szüksé-
günk lehet az o�ine szubrutin használatára. Lehetséges, hogy az els® k autóra
használtuk, de mondjuk egy kés®bbi l > k prioritású járm¶nél is szükségünk van
rá és ilyenkor a nagyobb inputra újra kell számolnunk. Emiatt érdemes lehet letá-
rolni minden o�ine megoldásnál az autók már korábbiakban generált útjait arra
az esetre, ha újra használni kellene.

4.2.3. Hatékonyság

Az o�ine szubrutin használatával tehát sikerült elérni a deadlock-mentességet, és
a livelock-ok száma sem növekedett tovább, minden kon�gurációban csak néhány
esetben fordult el®.

A livelock-okat az esetek túlnyomó többségében ugyanaz a probléma okozza, ami-
kor egy hasonló struktúrájú gráfrészen két autó egymással szemben próbál haladni,
és a priorizálás így oda-vissza mozgást eredményez. Egy esetben viszont az o�ine
szubrutin az eltárolt utak közül azokat válaszotta, amik várakozással kezd®dtek,
így a következ® körben ugyanazzal a problémával szembesültünk, és így az autók
ezután már nem tudnak továbbhaladni az útjukon.
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Az algoritmus sikeressége a tesztfájlrokra

A korábbiakhoz képest kicsit változtattunk a részletes elemzésen. A deadlock-ok
el®fordulásának aránya és az elvégzett feldatok száma helyett az o�ine feloldások
arányát illetve átlagos számát vizsgáljuk.

Értelemszer¶en az o�ine solver szügségességének aránya az autószám-növeléssel
növekszik, s®t, nyolc autó esetén egy futás során többször is, átlagosan négy alka-
lommal kellett igénybevenni a központi megoldót.

A befejezési id® az autók növelésével kezdetben csökkent, majd stagnált, és csupán
minimális mértékbn n®tt. A hasznos megtett lépések száma és a fölösleges lépések
száma lineárisan n®tt, utóbbi nagyobb mértékben, nyolc autó esetén átlagosan 400
hasznos lépéshez 150 körüli fölösleges lépés tartozott.
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Az o�ine solver használatának aránya Az o�ine feloldások átlagos száma

Befejezési id® Tervezett és ténylegesen megtett út aránya

Összesen megtett hasznos lépések száma Összesen megtett fölösleges lépések száma

4.3. ábra. Hatékonyság az autók számának függvényében
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5. fejezet

Összefoglalás

Szakdolgozatomban a szállítási feladatok, ezen belül az AGV-�otta irányításának
vizsgálata, valamint egy egyszer¶ modell és algoritmus kidolgozása volt a cél. A
robusztus és bonyolult modellek sem feltétlenül szolgálnak hatékony megoldással,
ezért meg szerettük volna vizsgálni, hogy lehetséges-e minél elemibb ötleteket al-
kalmazva több járm¶vet egyidej¶leg irányítani.

Az els® megközelítésben használt priorizálás viszonylag jól teljesített, hiszen a
szimulációban futtatott tesztfájlok kétharmadára sikeresen elvégezte a feladato-
kat. Ugyanakkor matematikailag szigorú feltételek mellett garantálható csak a
deadlock-mentesség, és így el®fordulhat, hogy több járm¶ esetén nem sikerül felol-
dani a kon�iktust.

Ezen esetek kiküszöbölésére készítettük el az o�ine útvonaltervez® szubrutint. Ez
ugyan centralizált megoldást használ, és nem polinomiális a futásideje, viszont
viszonylag ritkán és kis inputon használva nem csökkentette észrevehet®en az al-
goritmus hatékonyságát. Segítségével a deadlock-mentességet garantálni tudtuk.

A livelock-ok detektálása és kiküszöbölése nehezebb feladat, de ezek el®fordulása
is rendkívül ritka az egyszer¶ algoritmus futtatásakor. A legegyszer¶bb megoldás
vizsgálni, hogy ugyanaz az autó-elhelyezkedés és útvonal-hozzárendelés el®fordul-e
többször egymásután. Ha igen, akkor feltételezhetjük, hogy a járm¶vek livelock-
ban vannak, és ilyenkor újra használható az o�ine szubrutin az utak frissítésére.

Összességében elmondható, hogy az elkészített algoritmus az online pickup és deli-
very modellre egy jó megoldást kínál, és ugyan matematikailag kevés dolgot lehet
belátni a hatékonyságról a feladatok online jellege miatt, a szimuláción elvégzett
tesztek azt mutatják, hogy a feladatokat szinte minden esetben sikerül teljes mér-
tékben kiszolgálni, viszonylag kevés pluszban megtett lépéssel, ami a költségek
csökkentésének szempontjából kulcsfontosságú lehet.
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