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Bevezetés

A szakdolgozatban két rendezést fogunk megvizsgélni. Az els6 a Hilbert-terek korlatos
pozitiv operatorainak Lowner-rendezése, a méasodik a korlatos operatorok *-rendezése.

Mindkét esetben két természetes kérdést fogunk koriljérni:

I. elére megadott operatorok és alterek esetén létezik-e kitlintetett operator, amely

teljesit bizonyos képtérre és rendezésre vonatkozo feltételeket
II. héloszertiek-e a vizsgalt rendezések.

Az 1. kérdéskor motivaciojat egy elektronikai probléma adja, ezért az elsd fejezetben
egy-egy alkalmazott matematikai kérdést fogunk ismertetni. Bemutatjuk az n-port halézat
fogalméat, és megvizsgalunk két operaciot: n-port hélozatok rovidre zarasat, és n-port
halézatok parhuzamos kapcsolasat.

A maésodik fejezetben a Lowner-rendezést vizsgaljuk. Ez a rendezés alkalmas az elsé
fejezeben leirt problémak modellezésére. Az 1. kérdést megvalaszolando, bevezetjik egy
operator zart altérre vonatkozo zérlatanak és két operator parhuzamos sszegének fo-
galmét, majd megvizsgaljuk ezek tulajdonsagait. Ezek utéan ratériink a II. kérdésre. A
parhuzamos 6sszegzés segitségével be lehet vezetni az operator képtérre vonatkozo altala-
nositott zarlat. fogalmat, amelynek segitségével sziikséges és elégséges feltételt lehet adni
arra, hogy mikor létezik két operatornak legnagyobb alsé korlatja.

A harmadik fejezetet a x-rendezés vizsgilatanak szenteljiik. Ez a rendezés sokkal bo-
nyolultabb a Léwner-rendezésnél, ezért kiilon bekezdést szanunk a legfontosabb tulajdon-
sagok bemutatasanak. Ezek utan bemutatjuk a x-rendezésre vonatkozo infimum és szup-
rémum problémékat. Latni fogjuk, hogy (a Lowner rendezéssel ellentétben) barmely két

operatornak van x-infimuma. A szakdolgozatot a x-zéarlat operacié bemutataséaval zarjuk.



1. fejezet

Motivacio: kérdések az n-port

halozatok elméletébdl

Ezen és a kovetkezs fejezet alapjat az Erinté cimi elektronikus matematikai lapban meg-

jelent [6], [7], [8] cikkek szolgaltatjak, azonban a felépités attol eltérd.

1.1. Port elmélet

A mult szézadban az elektronika rohamos fejlédése 1j problémékat nyitott meg, melyek
kezeléséhez 0j eszkozokre is volt sziikség. Az dramkorok egyre komplexebbé valtak, mellyel
egyidejtileg a hibak kezelése, valamint a teljes rendszer egyiittes elemzése nehézkessé valt.
Az 1j kihivasok 1j szemléletmodot is igényeltek, mely képes a komplex rendszerekre —
tavolrol ranézve — altaldnos megallapitasokat tenni. Ezen motivacioktol vezérelve — az
aramkor analizis komplexitasdnak csokkentésére — jott 1étre a port elmélet.

A port elmélet alapotlete, hogy az aramkor belsé miikodését nem veszi figyelembe,
ugynevezett fekete dobozként tekint ra, csupan a ki- és bemeneteken megjelend jeleket:
fesziiltséget, aramerGsséget, stb vizsgalja. Egy ki- és bemenet part portnak neveznek,
ha a rajta ki- és befoly6 aram azonos nagysagu és ellentétes iranyi. Ezt nevezik port
feltételnek. Az olyan rendszereket, melyeken n ilyen par talalhato, n-port héldézatoknak
nevezik. Konnyen lathato, hogy 1-port héalézatok esetén a port feltétel éppen az elsé

Kirchhoff-térvénynek felel meg.
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1.1. dbra. Egy 2-port halozat sematikus rajza.

Egy n-port héalézatban minden porthoz tartozik egy fesziiltség és egy aramerdsség
érték, igy ezek n-dimenzios, valés vektorokként reprezentdlhatoak. Jeldlje Sket rendre
U,I € R". Ohm-torvényéhez hasonloan, itt is a fesziiltség és adramerdsség kapcsolatat
U = Z- I alakban lehet felirni, ahol Z € C"*" métrix, az agynevezett impedancia matrix.
Ha a rendszert mint idében valtozoé folyamatot szeretnénk vizsgalni, akkor n-dimenzios
valos vektorok helyett R — R™ fiiggvényekként reprezentilhatjuk a fesziiltséget és az
aramerdsséget. Késébb a definiciot kiterjesztették végtelen portszamu esetre is, ezt neve-
zik Hilbert-portnak [10]. A gyakorlatban az U és I vektorok mérésekkel elGallithatoak,
melyekbdl Z kiszamithato.

A kovetkezokben tekintsiink két konkrét problémat, melynek altalanos megvalaszolasa

egy-egy dnmagaban is nagyon érdekes fogalomhoz vezet el minket.

1.2. Rovidzarlat n-port halézatokban

Tekintsiink egy tetszéleges n-port halozatot. Tegyiik fel, hogy k € NT portjan rovidzarlat
lép fel, ami alatt azt értjiik, hogy ezeken a portokon a ki- és bemeneteket 0sszekotjiik, itt

aram nem folyik.
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1.2. dbra. Zarlat egy 2-port halézaton.



A kérdés, ami els6 korben foglalkoztat minket; meg tudjuk-e kimélni magunkat a sok
méréstsl és szamolastol, ha az igy keletkezett n — k-port halézat impedancia méatrixét
szeretnénk meghatéarozni?

Els¢ korben vegyiink egy egyszertd 2-port halézatot és jelolje ennek impedancia mét-

rixat z.
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1.3. abra. Példa egy 2-port halozatra.
Az 1.3. édbran lathaté héalézat impedancia maéatrixanak meghatarozasahoz irjuk fel
Kirchhoff els6 és mésodik torvényét, melybdl az
Ul :611+412
Uy=4-1,+10- I,

egyenletrendszer adodik, ahonnan kénnyen leolvashato, hogy a rendszer impedancia méat-

6 4
Z = .
4 10

Zarjuk most rovidre a halézat masodik portjat.

rixa:
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1.4. 4bra. A fenti halézat rovidre zarasa.

Nyilvanvalo, hogy ezzel egy 1-port hal6zathoz jutottunk, a kérdés pedig az, hogy mi ennek

az j héalozatnak az impedancia matrixa (jelen esetben egy 1 X 1-es matrixrol van szol) és

7



ami még fontosabb, miként allithatjuk ezt el Z ismeretében?

Idézziik fel azt a fizikabol jol ismert tényt, hogy ha egy Ry és R, értéki ellenallast

1
parhuzamosan kapcsolunk, akkor a kapott 0j ellenallas eredé ellenallasa ———-. Tartsuk

R Ro
ezt észben, ugyanis ez a formula a késGbbiekben még vissza fog kdszonni!

Az 1.4. abrara ranézve azt latjuk, hogy a 62-os és 4Q-o0s ellenéllasok parhuzamos kap-

csolasba kertiltek, igy ezek egy ———— = 2.4() ered¢ ellenallasi ellenallassal helyettesit-

Q
het6ek. Kihasznalva, hogy ez az 1j 2.42-0s ellenéllas egy 2€2-os ellenallassal keriilt soros
kapcsolasba, megkapjuk, hogy az 4j eredd 4, 4€).

Erre tekinthetiink tgy is, mint

7' =
0 0

4,4 o]

Ezen jol latszik, hogy a zéarlatos aramkor matrixa olyan, amely az aram folyasat bekény-
szeriti egy alacsonyabb dimenzié altérbe, a zarlatos portokon pedig nem lehet fesziiltség.
Késébb latni fogjuk, hogy az igy kapott impedancia valamilyen értelemben csokkent az
eredetihez képest. S6t, ez a feliras lehet&séget ad arra is, hogy az eredeti Z matrix fiigg-
vényében, matrixmiivelet segitségével kifejezziik Z’-t. Ha kis ideig figyelmesen nézzik a
két matrixot, akkor észrevehetjiik, hogy

% - 21,222_72122,1 0

)

0 0

Z/

azaz tényleg el¢ tudtuk allitani Z’-t kozvetleniil Z-bdl. Az itt lathato formula viszont
nem csak 2-port hélozatok esetén érvényes. Ha Z € R™ " egy csak ohmos ellenallasokat
tartalmazo n-port halozat impedancia matrixa, melyen s € Nt darab port zarédik rovid-
re, akkor a fenti formula tgy alkalmazhat6, hogy R™*"-t felbontjuk a zarlatos portokat
tartalmazo s dimenzios S altér és ortokomplementerének direkt 0sszegére, amely megadja

a 4 részbdl allo
ZHI S — S, Zgli S — Sl, Zlgi SJ_ — S, ZQQZ SJ_ — SJ_

blokkmétrixos felbontést. Ezekkel a blokkmatrixokkal a Z’ meghatarozasara hasznalt for-
mula ismét hasznalhato. Ez a formula igazolhaté fizikai megfontolasokat hasznalva is, de
a kovetkez§ fejezetben latni fogjuk, hogy valdjaban itt egy sokkal altalanosabb fogalom

egy specialis esetével allunk szemben.



1.3. n-port halézatok parhuzamos kapcsolasa

A kovetkezokben azt vizsgaljuk meg, hogy ha adott két n-port hélozat (jelolje cket A és
B), akkor azokat Gsszekapcsolva, miként tudjuk a kapesolt hélozat impedancia matrixat
meghatarozni, ha csak Z, és Zp ismert. Két klasszikus kapcsolasi modszer az n-portok
korében is a soros és parhuzamos kapcsolas. Soros kapcsolas alatt azt értjiik, hogy az egyik
héalézat bemenetére a masik halozat kimenetét kotjiik. Soros kapcsolas esetén — csakigy
mint 1-portoknél — az impedancidk egyszertien 6sszeadédnak. A parhuzamos kapcsolas itt

azt jelenti, hogy a két halozatban a bemenetet bemenettel, a kimenetet kimenettel kotjiik

ossze.

11 i Iy, IA,Q‘ i ) I, <2>
Uy i Uan A Uap i Us
[1 ! ]A71 [A72 : [2
17 : | 27
| Iga Ipo 3
| —— —— |
| Usa B Upz |
! Ip1 Ipy |
B S — 1

1.5. dbra. 2-port halézatok parhuzamos kapcsolasa.

Példaként tekintsiik ismét az iménti, az 1.3. abran lathato héalozatot és vegyiik mellé

az alabbit:



Jelolje 6ket A és B, impedancia méatrixaikat pedig rendre Z,, Zg. Az el6bbiekhez hason-

4 3
3 8|’

6 4
4 10|

l6an adodik, hogy

Zp =

azt pedig méar lattuk, hogy
Zy=

Ekkor ezek parhuzamos kapcsolasa:

11 2

RN L2

U1 U2
Il 4 N I2

o ¢ ) o

1 2’

Ha szeretnénk meghatérozni ennek az 0j 2-port halézatnak az impedancia matrixat,
akkor a fizika eszkozeihez nytulva a kovetkezs egy lehetséges érvelés: mindkét halozatban
egy-egy csillag kapcsolas talalhato. Alkalmazzuk ezekre a csillag-delta atalakitast, ekkor

két parhuzamosan kapcsolt delta kapcsolasunk lesz. Ez azonos azzal a delta kapcsolassal,
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melynek minden eleme a két delta megfelel elemeinek parhuzamos kapcsoltja. Ezekre
rendre alkalmazva a két ellenallas parhuzamos kapcsolaséara ismert képletet, majd az eredd
ellenallasokbol allo delta kapcsolésra hasznélva a delta-csillag atalakitast, a kovetkezs, az

eredetivel ekvivalens 2-port halézathoz jutunk:

90 358
1, %0) 838 ()

1 131 131 T 2
o 4 2 ¢ 0
’ L L A

224
U, 3182 U,
I I
o} < 1 2 > 0O
Iy 2’

1.6. abra. A kapott ekvivalens 2-port halozat.

Erre a héalozatra alkalmazva a Kirchhoff-torvényeket, mar kénnyen kapjuk, hogy a parhu-

314 224
g/ |BL B
224 582

131 131

zamos hélozat eredd impedanciaja

Lathatjuk, hogy a kiszamitas elég koriilményes volt. Konnyen elképzelhets, hogy bo-
nyolultabb rendszerek esetén a kiszamitas még nehézkesebbé valik. Latszolag nem elég
tudni, a két rendszer impedancidjat, de ismerniink kell a rendszerek belsé szerkezetét is,
ami a fekete doboz tulajdonsag feltételezése esetén nem lehetséges. Viszont erre az isme-
retre csak latszolag van sziikségiink, ha a fentitél egy eltéré megkozelitést alkalmazunk,

akkor igazolhato, hogy

Z'=(Z;'+Zg"H)

A formula levezetésétdl eltekintiink, ugyanis til mély matematikai megfontolédsokat nem
igényel, fizikai érvelésekkel belathatd. Azonban a formula altal a problémét egy algoritmi-
kusan kiszamithato feladatra vezettiik vissza. A kiévetkez§ fejezetben latni fogjuk, hogy
a zérlatos esethez hasonléan, itt is egy sokkal altalanosabb fogalom egy szép speciélis

esetével allunk csak szemben.
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2. fejezet

Infimum probléma és zarlat operator a

Lowner-rendezésben

Az el6z6 fejezetben lattuk, hogy sok nehézségtsl kimélhetjiilk meg magunkat, ha az ott
prezentalt problémakra egy-egy métrixmiveleteket alkalmazo altalanos formulat szarmaz-
tatunk. Az ott adott formulék igazolhatoak fizikai okoskodasokkal, de ahhoz, hogy mé-
lyebb értelmet adjunk nekik, hogy igazan ra tudjunk vilagitani, hogy a formuldk miért
pont ilyen alakiak, ahhoz joval tavolabbrol kell inditanunk a vizsgélodasainkat.

Eddig csak méatrixokkal dolgoztunk, most azonban attériink altalanos esetre: Hilbert-
terek operédtoraira, igy egyiitt kezelhetjiik a véges és végtelen dimenziés eseteket. Legyen
(A, (- | -)) komplex Hilbert-tér. A tovabbiakban jelolje B(.7) a J#-bol J¢-ba képezs
korlatos linearis operatorok halmazat, B, () pedig ennek a csak pozitiv szemidefinit
operéatorokat tartalmazo részhalmazat. A dolgozatban a kovetkezd terminologiat kovetjiik:
B () elemeit pozitiv, B, (%) invertalhato elemeit szigortian pozitiv operatoroknak
nevezziikk. A B(J#) operatoralgebra kiilonb6z6 részhalmazain tébb részbenrendezés is

létezik. El6szor egy jol ismerttel, a csak B, (2)-n értelmezett Lowner-rendezéssel kezdjiik.

2.0.1. Definicidé: Legyenck A, B € B, () operdtorok. Azt mondjuk, hogy A < B a
Lowner-rendezésben, ha
Vo e 5 (Ax | x) < (Bx | x).

2.0.2. Megjegyzés: Konnyen belathato, hogy az igy definialt relacié valoban részben-
rendezés. Fontos azonban, hogy ez nem teljes rendezés, ugyanis nem teljesiil a trichotémia.

Koénnyt talalni olyan A, B méatrixokat és hozzajuk z,y vektorokat, melyekre (Az | x) <

12



(Bx | x) viszont (Ay | y) > (By | y). Példaul

A A b

vélasztéssal ez 4all fenn.

A=

2.1. Az operator zarlat

A fejezet tovabbi részében Anderson és szerzétarsainak eredményeit dolgozzuk fel [2, 1]. A
leirt allitasok bizonyitasat nem részletezziik, ezek megtaldlhatok a BSc szakdolgozatban
[11].

Most visszatériink az el6z6 fejezetben latott zarlatos n-port halézatok problémaja-
hoz, immar absztrakt matematikai iranybol kozelitve. Eddig az dramokat R™-bél vettiik,
tekintsiink most helyettiik x € J# vektorokat. Legyen C' € B (). Ekkor a véges dimen-
zi0s analogia alapjan Cxz € 72 elemek reprezentéljak a fesziiltségeket. Vegyiik észre, hogy
ezek épp ran(C)-t adjak. Emiatt az a tulajdonsag, hogy a zarlat utan fesziiltség csak a
nem zarlatos részben lehet, az formalizalhato gy, hogy ran(C') C S, ahol az S C JZ zart
altér jatssza a nem zarlatos portok szerepét. Ha A € B (J¢) az eredeti impedanciaval
analog, akkor az impedancia csokkenése gy formalizalhato, hogy C' < A. Ezek alapjan
értelmes otlet a zarlatos héalozat halozat marixat (vagy altalanosan ebben a kontextusban

azzal analog operatort) az alabbi halmaz elemeként keresni:

2.1.1. Definicié: Legyen A € B () és S C I zart altér.
M(A,S) ={C B ()| C€|0,A]; ran(C) C S}.

Némi gondolkodassal az is lathato, hogy az impedancia a "sziikségesnél" tovabb nem
csokken, igy az M(A,S) elemei koziil a legnagyobbat kellene vegytik. Viszont egy ilyen
bonyolult szerkezetd halmaznak korantsem trividlis, hogy 1étezik legnagyobb eleme. Erre
ad pozitiv valaszt a kdvetkezs tétel. Itt a bizonyitasnak csak a vazat adjuk meg, a részletek

megtalalhatok [11]-ben.

2.1.2. Tétel: Ho A € B () és S C I zart altér, akkor az M(A,S) halmaznak létezik
legnagyobb eleme és ez egyértelmi. Ezt az egyértelmien legnagyobb elemet 3(A,S)-sel

jeléljiik és az A operdtor S altérre vett zarlatanak nevezziik.

13



Bizonyitas: A tételt csak vazlatosan igazoljuk, a részletes bizonyitas megtalalhato a [11]
szakdolgozatban. Az egyértelmiiség azonnal kovetkezik abbol, hogy a zérlat operator az
M(A,S) halmaz legnagyobb eleme. A létezés igazolasahoz elszor feltessziik, hogy az A
operétor invertalhato. Az S altér zart, igy alkalmazhatjuk a Riesz-féle ortogonalis felbon-
tast, melyben 7 = S ® S*. Ekkor az A operator is felbonthaté aszerint, hogy a tér

melyik részébdsl melyikbe képez, ezaltal az
AHZ S — S, A213 S — SJ_, Algi SL — S, AQQI SL — SJ_
operatorokhoz jutunk. Definidljuk a

An — A12A2_21A21 0

$(A,S) =
(4,8) . .

operatort, melyrdl elég technikas szémolasok aran ugyan, de igazolhato, hogy eleme az
M(A,S) halmaznak. Ezutan igazolnunk kell még, hogy (A, S) tényleg legnagyobb elem.
Ehhez tekintsiink egy tetszéleges D € M(A,S) elemet, megmutatjuk, hogy D < (A, S).
Mivel ran(D) C S, ezért D a felbontés szerint

Dy 0
0 O

D =

alakban irhato fel. Emiatt tetsz6leges [y ] € 2 esetén (D[y] | [y]) = (Dnx | z), igy D
kvadratikus alakja fliggetlen y valasztéasatol. Felhasznalva, hogy D < A, kapjuk hogy
x x

R ) E
] | Lataae]) =0 [ 1)

tehét valoban D < X(A,S). Azaz valoban (A, S) az M(A, S) halmaz legnagyobb eleme,

mellyel az allitast invertalhatd operdtorok esetére igazoltuk. Nem invertalhato esetben

X

-1

T
-1

T

Yy

az a bizonyitas otlete, hogy vesziink egy, a nulla operatorhoz erésen konvergéld pozitiv
operator sorozatot, melyet A-hoz hozzdadva egy invertalhato, A-hoz erdsen konvergalo

operatorsorozatot kapunk. A nem invertalhato eset innen mar hataratmenettel adodik. l

Lényeges megemliteni, hogy a fenti tétel nagyon erds dolgot allit, nem maximalis elem-

r6l beszél, hanem legnagyobb elemet garantal. Tekintve, hogy a Lowner-rendezés csak
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részbenrendezés, emiatt a kettd lényegesen eltérs fogalom. Ha egy elem legnagyobb, az
joval erésebb tulajdonsag, ugyanis legnagyobb elembdl csak egy 1étezhet és a legnagyobb
elem minden més elemmel 6ssze is hasonlithato.

Kiilon kiemeljiik az invertalhato operatorok esetét, mert az el6z6 tételben megkaptuk

a 2(A,S) operatornak egy blokkméatrix elGaallitasat.

2.1.3. Kovetkezmény: Legyen A € B, (77) invertalhato operator és S C 7 zart altér.
Tekintsiik a tér 27 = S @ S+ alaku felbontasat és az operator ezaltali

AHI S — S, Agll S — SL, A123 gS‘L — S, AQQI gS‘L — gS‘L

particionalasat. Ekkor
A — Ap Ay Aoy 0

$(A,S) =
(4,8) . .

A nem invertalhato esetben is van mihez nytilnunk, ugyanis a zarlat operator kvadra-
tikus alakja formulaval megadhato, ez pedig komplex Hilbert-terekben egyértelmtien meg-
hatérozza magat az operéatort is. A kvadratikus alak altal generalt sesquilineéris forma

ugyanis a Riesz-reprezentaci6 altal egyértelmiien megad egy korlatos linearis operatort.

2.1.4. Tétel: Legyen A € B, (F) operdtor és S C H zdrt altér, x € S pedig tetszdleges.
Ekkor
(2(A,S)z | 2) =mf{(A(z —y) |z —y) [y € S}

Bizonyitas: Nyilvanvalo, hogy a formula ekvivalens azzal, ha y helyére —y-t helyettesi-

ket

Az (X(A,S)x | z) also korlatja a halmaznak, ugyanis ¥(A4,S) < A. Ha A invertalhato
operétor, akkor y = — Ay Ay x € St vélasztassal az adodik, hogy

L)

igy (X(A,S)x | x) a halmaz legkisebb eleme, mellyel a formulat invertalhat6 esetben

tiink. Ekkor az igazolandé, hogy

X

Y

(X(A,S)z | ) = inf {<A

T

(3(A,S)x | z) = <A
)

igazoltuk. A nem invertalhato eset bizonyitasahoz tekintsiink a halmaznak egy tetszéleges
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« also korlatjat, tovabba legyen € > 0 szintén tetszdleges. Ekkor felhasznalva, hogy A <
A+ €l és o also korlat, adodik, hogy minden o € S és y € S* esetén

(Bl

Ekkor viszont A 4 eI mar invertalhaté operétor, igy az el6z6 esetben latottak szerint y

X

Y

valaszthato tgy, hogy A + el kvadratikus alakja megegyezzen (A + eI, S) kvadratikus

alakjaval. Ebbdl viszont adodik, hogy minden pozitiv € esetén
o < (S(A+<L,8)x | 7),

melybdl nyilvan adodik, hogy a < (3(A,S)z | z). Ezzel igazoltuk, hogy (X(A,S)z | x)
nemcsak also korlat, de minden mas als6 korlatnal nagyobb is, igy valoban 6 az infimum.

Igy a formula valéban teljesiil tetszéleges A € B, () operatorra. [

2.1.5. Tétel: Legyen A € B (J) operdtor és S C F zart altér, tovdbbd
N(A,S) = {PAP* | P> = P, ran(P) = S}.
Ekkor (A, S) = inf N (A4, S).

Bizonyitas: El6szor invertalhatd operatorokra bizonyitunk. Ha A invertalhato, akkor a

I Q- ApAy
0 0

P =

definicié értelmes tetszdleges (@ esetén. Ekkor ezzel a P operatorral

(A, S) 4+ QARQ* 0
0 0l

PAP* =

Mivel @ tetszbleges, igy () = 0 valasztéassal PAP* a halmaz minimuma, igy ebben az
esetben az allitas teljesiil. Nem invertalhatd esetben tekintsiink egy tetszdleges € > 0

szamot. Ekkor barmely P esetén
Y(A,S) <XE(A+¢el,S) < P(A+el)P* = PAP* + PP,

igy 3(A, S) also korlatja az N (A, S) halmaznak. Vegyiink egy tetszleges B also korlatot,
megmutatjuk, hogy B < ¥(A,S). Mivel B also korlat, igy minden P-re

B < PAP* < P(A+el)P".
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Ekkor A + el mér invertalhato, igy
P(A+cel)P* =%(A+¢l,S),

tehat B < (A + €l,S) minden € > 0 esetén. Ebbdl pedig kovetkezik, hogy B < (A, S),
azaz %(A,S) olyan also korlat, mely nagyobb tetsz6leges masik also korlatnal, igy legna-
gyobb also korlat. [ |

Most megvizsgaljuk, hogy mi torténik akkor, ha egy pozitiv operatornak egymas utan

két zart altérre nézve is vessziik a zarlatat.

2.1.6. Allitas: Legyen A € B (J€) operdtor és S, T C S zdrt alterek. Ekkor ¥.(X(A,T),S) =
YX(A,SNT).

Bizonyitas: Tekintsiik az

My = M(A,SNT)={D € B.(#)| D<A, ran(D) C SN T}
My = M(S(A, T),S) = {D € B, ()| D <2(A,T), ran(D) C S}

halmazokat. A bizonyitéas Otlete, hogy megmutatjuk, hogy M; = M., igy sziikségszertien
a legnagyobb elemeik is megegyeznek. Tegyiik fel, hogy D € M, igy ekkor D < A és
ran(D) C SN T, melybdl nyilvan ran(D) C T is kovetkezik. Ez épp azt jelenti, hogy
D € M(A,T), melynek viszont (A, T) a legnagyobb eleme, igy D < ¥(A, T). Mésrészt
ran(D) C T, igy D € M,.

Most tegyiik fel, hogy D € My, megmutatjuk hogy D € M; is fennall. A D € M,
feltételezés miatt ran(D) C S és D < (A, T) definicié szerint, ez utobbi miatt pedig
ran(D) C T is fennall. Osszességében tehat ran(D) C SNT. Tovabba (A, T) < A miatt
D < A is teljesiil, igy valoban D € M. Ezzel igazoltuk a halmazokra nézve a kélcsonos

tartalmazast, ezzel pedig az allitast belattuk. |

Az allitasnak van két nyilvanvald kovetkezménye, ha az S és T altereket specialisan

valasztjuk meg. Ezeket szemlélteti a kdvetkezd két allitas.

2.1.7. Kovetkezmény: Legyen A € B, (J) operator és S C  zart altért. Ekkor
Y(X(A,8),8)=%(A,S).
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2.1.8. Kovetkezmény: Tekintsiink egy A € B, () operatort és S, T C S zart alte-
reket és tegyiik fel, hogy S C T. Ekkor X(X(A,7T),S) = X(A, 7).

Nem csak az alterek megfelel6 megvalasztasaval, de specidlis operdtorok esetén is
konnyebben kiszamithatjuk az operator zéarlatot. Kordbban lattuk ezt az invertalhato
operatorok esetére. Most megmutatjuk, hogy mi a helyzet, ha az operatorunk ortogonalis

projekcio.

2.1.9. Kovetkezmény: Tegyiik fel, hogy S,7 C 7 zart alterek és A ortogonalis pro-
jekcié T-re. Ekkor (A, S) ortogonalis projekcio S N T-re.

Bizonyitas: Jelolje Q) az S N T-re vett ortogonalis projekciot. Mivel SNT C T, ezért
() < A és hasonloan ran(Q) C S. Ez azt jelenti, hogy @ € M(A,S), most megmutatjuk,
hogy @ a legnagyobb elem. Legyen D € M(A,S) tetszSleges. Mivel Q = A az S altéren,
igy D < Q. Ekkor viszont @) legnagyobb elem, azaz ) = ¥(A,S) valoban fennall. |

Altalanossagban elmondhatd, hogy ha két operator Gsszegének vesszilk a zéarlatat egy
zart altérre, akkor az nem egyezik meg a zarlatok Gsszegével. Erre ad magyarazatot a

kovetkezg allitas.

2.1.10. Allitas: Legyenck A, B € B () operdtorok és S C € zirt altér. Ekkor a
Y(A,S)+X(B,S) <X(A+ B,S)
egyenldtlenség dll fenn.
Bizonyitas: Definici6 szerint ¥(A,S) < A és ¥(B,S) < B, melybdl
(A, S)+X(B,S) <A+ B

kovetkezik. Masrészt ran(3(A,S)) C S ésran(X(B,S)) C S, igyran(X(A,S) + X(B,S)) C
S. Ezek épp azt jelentik, hogy ¥(A,S) + X(B,S) € M(A+ B,S). Ennek a halmaznak
viszont X(A + B, S) a legnagyobb eleme, igy valoban X(A,S) + X(B,S) < (A + B, S)
teljesiil. [

Végezetiil igazoljuk, hogy az operator zéarlat egy monoton operatorfiiggvény.
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2.1.11. Allitas: Legyenck A, B € B (J¢) operdtorok és tegyiik fel, hogy A < B, tovdbbd
S C I zart altér. Ekkor ¥(A,S) < ¥(B,S).

Bizonyitas: Mivel A < B,igy M(A,S) C M(B,S). Ekkor (A, S),%(B,S) € M(B,S),
azonban mivel 3(B,S) ennnek a legnagyobb eleme, igy & biztos Gsszehasonlithato a
Y (A, S) operatorral és (A, S) < X(B,S) fennall. |

2.2. Parhuzamos 0sszeg

Most ismét visszatériink az n-port halézatok parhuzamos kapcsolasanak kérdésére, azon-
ban ismét az absztrakt megkozelitést valasztjuk a fizikai okoskodéssal szemben. Ahogy két
héalézat méatrixabol a hélozatok parhuzamos kapcsolasaval kaptunk egy j matrixot, agy
szeretnénk ezt a miveletet két tetszéleges B, (.7)-beli operatorra is definialni. Ezutan
latni fogjuk, hogy a kapott fogalom specialis eseténk visszakapjuk az n-port halézatok

kapcsolasanal latott formulat.

2.2.1. Definicié: Legyenck A, B € B () operdtorok és S = H# & @ C H & H

altér. Ekkor az A és B operdtorok parhuzamos osszegének nevezziik és A . B-vel jeldlyiik
a kovetkezd formula dltal definidlt operdtort:

::2( ,s>.

Azaz azt lathatjuk, hogy operatorok parhuzamos Gsszege egy zarlat operatorként értel-

A A
A A+ B

A:B 0
0 0

mezhetd, amely a végesdimenzios esetre nézve azt is jelenti, hogy képezhets olyan 2n-port
héalézat, aminek a zarlata ekvivalens a halézatok parhuzamos kapcsoltjaval. Ha erre al-
kalmazzuk a 2.1.4 tételt, akkor kapunk egy formulat a parhuzamos Osszeg kvadratikus

alakjara is.
2.2.2. Tétel: Legyenek A, B € B, () operdtorok és x € 7. Ekkor
(A: Bz | z) =inf{{A(z —y) |z —y) + (By | y) [y € A}

Ez a formula sokkal szemléletesebb mint maga a definicio, ha a portelméletre szeretnénk

vonatkoztatni. Lattuk, hogy ha a Hilbert-tér elemeit &ramoknak feleltetjiik meg, akkor az
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Az alaki kifejezések fesziiltségeket reprezentalnak, ha z € 2 és A € B (7). gy ezek
skalarszorzata a halozat altal felvett teljesitményt adja meg. Ha példaul egyszerdi ohmos
ellenallasokbdl allo rendszereket néziink, akkor az ellenallasokon hé forméajaban veszteség
keletkezik. Ez a veszteség négyzetesen aranyos az dram nagysagaval. A fenti formulaban
az infimumom beliil azt latjuk, hogy a bemené x aramot két részre osztja, egy része, x —y
megy az A hélozat felé, a maradék y pedig a B felé. Azzal, hogy y befutja J#-t, azzal
az r dram Osszes lehetséges két részre bontasat tekintjiik. Az infimum tehat azt csinélja,
hogy az aramnak azt a felbontésat veszi, melyben a két haldzaton ess egyiittes veszteség a
lehetd legkisebb. Azaz a parhuzamos kapcsolés egy olyan héalozat, amelyben tgy folynak
az aramok a két alhalozat felé, hogy ez teljesiiljon. Ez az analogia nagyon jol ravilagit
arra, hogy miért olyan szemléletes és szép ez a formula.

Ha az operatoraink invertalhatoak, akkor ismét van egy kozvetlen moédunk a parhuza-
mos Osszeg meghatarozasara. Ahogy az el6z6 fejezetben lattuk specidlisan matrixokra, ugy
altalanosan is igaz, hogy ebben az esetben kifejezhets a parhuzamos 0sszeg az operatorok

inverzeinek segitségével.

2.2.3. Allitas: Tegyiik fel, hogy A, B € B () invertdlhaté operdtorok. A pdrhuzamos
osszeqiik ilyenkor eldall

A:B=(A"+B""!
alakban.

Bizonyitas: Definici6 alapjan az A : B egy operator zéarlat formajaban all el6. Az inver-
talhatosdgra vonatkozo feltételeink miatt alkalmazhato az invertalhato operator zarlatara

vonatkozo6 2.1.3 formula. Ez alapjan kapjuk, hogy
A:B=A—-AA+B) A
Azt kell igazolnunk, hogy
A—AA+B) A=A+ B H L

. Ehhez ezt az egyenléséget fogjuk érvényes algebrai atalakitasok segitségével nullara ren-

dezni. Elgszor mindkeét oldalt A~1 + B~1-zel jobbrél megszorozzuk:

A—AA+B)"A=A"+B ) !
AAT'+B Y —AA+B) "AA ' +B ) =1
I+ AB ' — A(A+B) ' —AA+B)'AB ' =1
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Majd egyszertisités utan A~!-zel balrél szorzunk:

AB™' — A(A+B) ' -~ AA+B)'AB ' =0
AB™' — A(A+B) M1+ AB '] =0
B —(A+B)'MI+AB =0
B =(A+B) '+ AB™Y

Mindkét oldalt invertalva, majd B~!-zel balrél szorozva kapjuk, hogy:

B=[I+AB (A + B)
I =B+ AB Y (A+ B)
I=[(A+B)*(I+AB H)B]™!

Végezetiil ismét mindkét oldalt invertalva, adodik az egyenléség:

I=(A+B)'(I+AB™ "B
I=(A+B)YB+A)

Sikeresen nullara rendeztiik az egyenl&séget, ezzel a formulat igazoltuk. [ |

2.2.4. Tétel: Legyenek A, B,C, D € B () operdtorok. Ekkor a pirhuzamos dsszegre a

kévetkezd tulajdonsdgok teljesiilnek:
1. A: Be B, (%)
2.A:B=B:A
3. A:(B:C)=(A:B):C
4. AtB<AésA:B<B
5. (A+B): (C+D)>A:C+B:D
6. ha A< B, akkor A:C < B:C

7. Vo, 8> 0: (ad): (BA) = 25 A
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8 ha A< B ésC<D,akkorA:C<B:D

Bizonyitas: Az elsé allitds csupan annyin miulik, hogy a parhuzamos 6sszeg egy operator
zarlatként van definialva, pozitiv operatorok zérlata pedig mindig pozitiv.

Most tegyiik fel, hogy A, B, C invertalhato operatorok. Ekkor a 2.2.3 miatt A : B =
(A=t + B71) 1 es

A:(B:C)=(A:B):C=(A""+B 1+ H L

Ha az operatorok nem invertalhatoak, akkor tekintsiink egy szigoriian monoton csokkend
modon nulldhoz konvergélo (e,,),en sorozatot és vegytk az A+¢e,1, B+¢e,I, C+¢,1 ope-
ratorsorozatokat, melyek ekkor mar pozitiv operatorok, igy alkalmazhaté rajuk a formula.
Ekkor n — oo hataratmenettel kapjuk az allitast a nem invertalhato esetben, mellyel a
mésodik és harmadik allitasokat igazoltuk.

A negyedik allitas igazolasa ismét a parhuzamos Gsszeg operétor zarlatként valo defi-
nidlasan mulik. Nyilvan A : B < A teljesiil az operator zéarlat tulajdonsagai alapjan. A
masik egyenlGség igazolasahoz cseréljiik fel A és B szerepét, ekkor az els§ egyenlGséget

felhasznalva B : A < B, amely pedig a masodik allitas felhasznélasaval épp azt jelenti,
hogy A: B < B.

“ .0,

és alkalmazzuk az operator zéarlat azon tulajdonsagat, miszerint Osszeg zarlata nagyobb

mint a zéarlatok 6sszege. Nevezetesen:

A+ B): D A+ B A+ B
(+)(C+)0:E + + Hoo) =
0 0 A+B A+B+C+D
A A B B
=Y DD | >
A A+C B B+D
A A B
>y LA DD | +2 oo | =
A A+C B B+ D
B A:C 0 B:D 0
0 0 0 0|

A hatodik allitas igazolasahoz vegyiik észre, hogy ha A, B € B, (J¢), akkor B — A €
B, (), majd hasznaljuk az 6t6dik allitast:

B:C=(A+(B—-A4):(C+0)>A:C+(B—-A):0.
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A hetedik allitas bizonyitdsahoz tegyiik fel el6szor, hogy A invertélhaté operator és
a, B > 0, majd irjuk fel az (aA) : (BA) parhuzamos Gsszeget definici6 szerint:

A A
“ “ ,%@@).

aA oA+ BB
Az invertalhatosag miatt a 2.1.3 allitas felhasznélaséaval kapjuk, hogy az operator zarlat
felirhato

(ad) : (BA) = E(

aA — aAl(a+ B)A] " ad

alakban. A konstansok kiemelésével, egyszertsitéssel és kozos nevezdre hozassal az kdvet-

kez6hoz jutunk:

a? a? af
A— AATA = — A= A.
“ a+ (Oé oz—l—ﬁ) a+p

Igy az azonossag invertalhatosag esetén tényleg fennall. Altalanos esetben vegyiink egy
(€n)neny € R nulldhoz szigortan monoton médon konvergdld sorozatot, melyet A-hoz
hozzdadva egy A + €, operatorsorozatot kapunk, mely immér invertdlhato és erdsen
tart A-hoz. Erre alkalmazva az el6z6 esetet és hataratmenetet véve, az allitast altalanos

esetben is igazoltuk.
Végezetiil tegyiik fel, hogy A < B és C' < D. Ekkor

A A B B
A A+C B B+D

teljesiil, melyre ha kihasznaljuk, hogy az operator zarlat monoton operétorfiiggvény akkor

A A B B
Z( ,%@@)32( ,%@@)

A A+C B B+D

egyenlGtlenség adodik. Ez a parhuzamos Osszeg definicidja szerint pontosan azt jelenti,

hogy A : C' < B : D, mellyel az utolsé allitast is igazoltuk.
[

2.3. Infimum probléma

Ezzel elérkeztiink a fejezet f6 kérdéséhez, ahol is a Lowner-rendezés hald tulajdonsagait
fogjuk megvizsgalni. Korabban mar részleteztiik, hogy a Lowner-rendezés csak részben-

rendezés. Azaz léteznek olyan elemek melyek 6ssze nem hasonlithatoak. Ahogy az operator
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zarlatnal lattuk, hogy milyen specidlis és nem nyilvanvaloé dolog az, hogy operatorok egy
halmazanak létezik legnagyobb eleme, tigy itt azt fogjuk latni, hogy milyen bonyolult kér-

dés is az, hogy két operatornak létezik-e infimuma, azaz legnagyobb kozos also korlatja.

2.3.1. Definicio: Legyenek A, B € B () operdtorok. Az A és B infimumdnak nevezzik
és AN B-vel jeldljik a

{CeB ()| 0<C<A 0<C<B}
halmaz legnagyobb elemét.

2.3.2. Megjegyzés: Az egyszeriiség kedvéért az ilyen halmazokat, az operator interval-
lum jelolés bevezetésével irhatjuk [0, A] N [0, B] alakban.

Annak szemléltetésére, hogy ez mennyire nem trivialis kérdés, tekintsiink egy egyszert

példat véges dimenzidban, 2 x 2-es matrixokra. Legyenek

1 0 20
és B = )

0 2
Els6 ranézésre nehéz lenne kézenfekvbb jeloltet talalni, mint az identitas méatrix. Konnyen
lathato, hogy I < A és I < B, tehat benne van a [0, A] N [0, B] halmazban. Vegyiik a

kovetkezd matrixot:
0.8 0.3
C = .
0.3 0.8

Egyszert szamolassal igazolhato, hogy A — C, B — C € B, () fennall, tehat

A=

C e [0,Aln]o,B].

Azaz C egy tjabb jelolt lehet az infimum szerepére. Azonban I — C' sajatértékeit nézve
azt latjuk, hogy ellenkez§ elGjeliiek, igy a két matrix nem &ll egymaéssal relacioban.

Tehat I és C' hidba vannak benne a metszetben, egymassal nem Osszehasonlithatoak, te-
hat egyik sem legnagyobb elem, igy pedig infimum sem lehet egyik sem. Persze ez még
nem jelenti azt, hogy ne lehetne egy mas, bonyolultabb szerkezetd matrix az infimum.

Késébb azonban latni fogjuk, hogy valojaban A A B nem is létezik.

Latjuk tehét, hogy az infimum létezése nem magatol értetds. Jo volna tehat sziikséges
és elégséges feltételt talalni erre. A kérdéslinkre a vélaszt ismét az operator zarlat fogja

megadni, vagy legaldbbis annak egy altalanositasa.
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Az operator zarlat definidlasanal lattuk, hogy az altér, amelyre nézve a zarlatot vessziik,
annak zartnak kell lennie. Ez viszont elég erds korlatozas, ugyanis végtelen dimenzios
Hilbert-terek alterei tipikusan nem zartak, igy lényegében nagyon sok esetben nem tu-
dunk zérlatot képezni. A kiévetkezSkben a parhuzamos Gsszeg —és ezéltal a hagyomanyos

zarlat— segitségével definidlunk egy operatormiiveletet.

2.3.3. Definicid: Legyenek A, B tetszdleges pozitiv operdtorok a 7 Hilbert-téren. Az A

operdtor ran(B)-re vett dltaldnositott zarlatinak nevezzik az

[BJA = lim A: (nB)

n—oo

hatdrértéket, ahol a limesz a pontonkénti konvergencidban értendd.

Lehet, hogy elsére nem latszik, hogy ez a fogalom miért egy altalanositasa a korab-
binak. Azonban ha vesziink egy S C JZ zéart alteret és Ps jeloli az S-re valé projekcios

operatort, akkor igazolhatd, hogy
[Ps]A = X(A,S).

Igy tehat joggal tekinthetjiik az operator zarlat altalanositasanak. Mitobb, ezzel tovabb

bévitettiik az operator zéarlat kiszamitasédra vonatkozoé modszereink listajat.

2.3.4. Allitas: Legyenck A, B,C,D € B () operdtorok. Ekkor a kivetkezd tulajdon-

sagok teljestilnek az dltalanositott zdrlatra:
1. minden n € N esetén A : (nB) < [BJA
2. ha létezik R 5 ¢ > 0, melyre A < ¢B, akkor [B]JA = B
3. ha A< B és C <D, akkor [C]A < [D]B
4. [CIA+[C]B < [C](A+ B)

Bizonyitas: A masodik allitasban leirtak kivételével mindegyik tulajdonsag trivialisan
igazolhatd a parhuzamos 6sszeg korabban bemutatott tulajdonsagainak segitségével, igy
csak a mésodikat bizonyitjuk. A parhuzamos sszegre latottak alapjan A > A : (nB). Az
A < ¢B feltétel miatt B-t alulrol becsiilhetjiik é—vel, az alsd becslés pedig a parhuzamos

Osszeg monotonitdsa miatt megdérzédik az iménti egyenlGtlenségben is:
n
A>A:(nB)>A:-B.
c
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Erre alkalmazva az onmagaval vett parhuzamos Gsszegre latott formulat, kapjuk, hogy

A>A:-mB)>A:"B=""_4
c n—+c
Végiil n-nel végtelenhez tartva =~ A — A adddik, igy valéban [B]A = A. [

Na de mi koze is van mindennek az infimum problémahoz? — kérdezhetnénk jogosan. A
probléma hosszi ideig megoldhatatlannak tiint, csupan 1999-ben sikeriilt Tsuyoshi Ando
japan matematikusnak megadnia a valaszt [3]. A megoldashoz felhasznalt eszkozt pedig

az altalanositott zérlat jelentette.

2.3.5. Tétel: (Ando-tétel) Legyenek A, B tetszdleges operdatorok a & Hilbert-téren. Az

A és B operdtoroknak pontosan akkor létezik infimuma, ha az
[BJA<[A]B, [A]B<[BJA
egyenldtlenségek kizil az egyik teljesil. Ekkor AN B éppen [B|A és [A|B kozil a kisebbik.

Ezzel a probléma feloldasra talalt és azt is szemléltettiik, hogy az operator zarlat egy
mennyire erds eszkoz. A tovabbiakban még taldlkozni fogunk az operator zarlat fogalma-
val, de mar nem a Lowner-rendezésben.

A fejezet lezarasaként megmutatjuk az Ando-tétel segitségével, hogy a nemrég latott

2 X 2-es méatrixokra vonatkozé példankban tényleg nem létezik az infimum. Emlékeztetés-

1 0 20
és B = )

0 2
voltak. Nyilvan A < 2B és B < 2A. Ekkor viszont a 2.3.4 alapjan [A]B = B, valamint
[B]JA = A. De A és B nem 0sszehasonlithatoak a Lowner-rendezésben, igy nem teljestil
az Ando-tétel feltétele. Azaz A A B valéban nem létezik.

képp a matrixaink

A=
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3. fejezet

Infimum probléma és zarlat operator a

x-rendezésben

Ebben a fejezetben bevezetiink egy 0j részbenrendezést B(#)-n és megvizsgaljuk ben-
ne az operator zarlat és az infimum probléma kérdéskorét. A fejezet alapjaul a [4] cikk

szolgalt.

3.1. A x-rendezés és tulajdonsagai

Az ebben a fejezetben vizsgalt részbenrendezésiink az tigynevezett x-rendezés lesz.

3.1.1. Definicié: Legyenck A, B € B(J¢) operdtorok. Azt mondjuk, hogy A kisebb vagy
egyenld mint B a x-rendezés szerint és az A < B szimbolummal jelélyik, ha teljesiilnek az
aldbbiak:
A*A=A"B=B"A (3.1)
AA* = BA* = AB* (3.2)

Bizonyitani fogjuk, hogy <B(<%” ), S) egy részbenrendezett struktura. A reflexivitas és az
antiszimmetria kozvetleniil a definiciobol kénnyen igazolhatoak, a tranzitivitast viszont

csak a x-rendezésnek egy ekvivalens jellemzését ado 3.1.6 allitas utéan latjuk be.

3.1.2. Allitas: A ; reldcio valoban részbenrendezést definidl B(.)-n.

Bizonyitas: Ahhoz, hogy igazoljuk, hogy < egy részbenrendezés, meg kell mutassuk,
hogy reflexiv, ansztiszimmetrikus és tranzitiv. Legyenek A, B,C' € B(J) operatorok.

27



A reflexivitas igazolasa a legkonnyebb, ehhez csak annyi kell, hogy A % A, ami pedig
trividlisan teljesiil, ha a definicioba B helyére A-t helyettesitiink. Az antiszimmetria azt
jelenti, hogy ha egyszerre teljesiil A % B é B % A, akkor A = B, azaz kiilonb6z§
elemek mindkét iranyban nem allhatnak egymaéssal relacioban. Tegyiik fel, hogy mindkét

egyenlGtlenség igaz, ekkor definicié alapjan az alabbi egyenlGségeket kapjuk:

A"A=A"B=B"A
AA* = BA* = AB*
B*B=B*"A=A"B
BB* = AB* = BA*
A masodik és negyedik alapjéan adodik, hogy AA*— AB* =0 és BB* — BA*, igy pedig

persze
AA* — AB*+ BB*— BA* =0

is teljesiil. Azonban az (A — B)(A* — B*) szorzatot kifejtve éppen ezzel egyenls, azaz
(A— B)(A* — B*) = 0 szintén fennall. Ekkor viszont ennek kvadratikus alakja is azonosan
nulla, azaz

Vo e #: ((A—B)(A—B)'z|z) =0,
mely az adjungélt definicioja alapjan azt jelenti, hogy
Vees#: 0= ((A—B)r|(A—-B)x)=||(A—- B)z|]?

azaz A — B = 0, mellyel az antiszimmetriat igazoltuk.

A tranzitivitast csak a 3.1.6 allitas utan fogjuk igazolni. |

Erdekes tulajdonsaga a -rendezésnek, hogy az operatorok és adjungéltjaik rendezett-

sége ekvivalens egymaéssal.
3.1.3. Allitas: Legyenek A, B € B(J¢) operdtorok. Ekkor
A< B A" < B".
Bizonyitas: Irjuk fel az A* % B* egyenlétlenségre a definiciot:
A A* — A B* — B A*
A A — B*A™ — A*B**

28



Azt kell igazoljuk, hogy ezek az egyenlGségek pontosan akkor teljesiilnek, amikor az
A < B-t definialo egyenlGségek. A kétszeres adjungélasokkal egyszertisitve viszont épp
azt kapjuk, hogy a két egyenldség rendszer ugyanaz. Igy az operatorok és adjungaltjaik

rendezettsége valoban ekvivalens. |

3.1.4. Allitas: Legyenck A, B € B(#) operdtorok és tegyiik fel, hogy A % B. Ekkor
AA*<BB* é A'A< BB
szintén teljesiilnek.

Bizonyitas: Csak az els§ egyenléStlenséget igazoljuk, a masik teljesen analég modon, sze-
repcserével belathato. Ha mindkét definialo egyenletbe behelyettesitjiik AA*-t és BB*-t
és kihasznaljuk, hogy mindketten egyarant onadjungaltak, akkor mindkét egyenlet az
AA*AA* = AA*BB* alakot 6lti. Ezt kellene elGallitanunk a két ismert egyenletiink segit-
ségével. Ha (3.2)-t onmagaval megszorozzuk, akkor az AA*AA* = AB*AB* egyenlethez
jutunk, melynek a bal oldala mar rendben is van. Ha a jobb oldalon B*A-t (3.1) alap-
jan A*B-re cseréljiik, akkor az AA*AA* = AA*BB* alakra jutunk, mellyel az allitast
igazoltuk is. [

Ha a valos szamok rendezésére gondolunk, akkor nyilvinvaléan igaz, hogy ha egy
szam kisebb egy masik szamnél, azaz a < b, akkor a kiilénbségiik b — a szintén kisebb
a nagyobb szdmnal, b-nél. Kordntsem biztos azonban egy akarmilyen részbenrendezés
esetén, hogy ez a tulajdonsag fennéll. Ugyanis konnyen el6fordulhat, hogy a kiilénbség nem
is Osszehasonlithaté a nagyobb elemmel. A x-rendezés esetén azonban ez a tulajdonsag

fennall.

3.1.5. Allitas: Tegyiik fel, hogy A, B € B(J¢) olyanok, hogy A % B. Ekkor B— A % B

18 teljestiil.
Bizonyitas: Az allitas bizonyitasahoz a
B—-A*(B—-A)=B*"(B-A)

(B— A)B— A* = (B — A)B*
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egyenlGségeket kell igazolnunk. Az els6 egyenlet kifejtése, egyszertisitése, atrendezése utan

kapjuk, hogy

B'B—A"B—B*A+ A*"A=B'B— B*A
—A*B+ A*A=0
A*A = A*B,

amely épp az A < B-t definialo els6 egyenlet, igy teljesiil. A masodik egyenlettel hasonloan
eljarva adodik, hogy

BB*— AB* — BA*+ AA* = BB* — AB*

—BA" + AA* =0
AA* = BA".

Ezzel az allitast bizonyitottuk. [ |

A kovetkezdkben arra fogunk réavilagitani, hogy a *-rendezés erds kapcsolatban van
bizonyos projekciokkal, s6t még a Lowner-rendezéssel is kapcsolatba hozhaté. Jeldlje a
tovabbiakban

P(H) ={PcB(H)|P=P =P}
az ortogonalis projekciok halmazat B(7#)-ban, valamint A € B(.%) esetén Py jelenti az
A képének lezartjara vett projekciot és az adjungalt képének lezartjara vett projekciora

vezessiik be a ()4 = Py~ jelolést.

A most kiévetkezd éallitasban a 3.1 és a 3.2 egyenlségeket vessziik kozelebbrdl szem-

iigyre a definicibban.

3.1.6. Allitas: Legyenck A,B € B(J¢). Ekkor a %-rendezést definidld egyenléségek a

kovetkezd ekvivalens alakban fogalmazhatok meg:
BA* = AA* <= A = BQ <= A = BQ, aholQ € P(5)
€s

B*A = A"A < A= P,B < A= PB, ahol P € P(J).
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Bizonyitas: Csak az els6 ekvivalencia lancot igazoljuk, a masodik teljesen hasonlé tech-
nikaval belathato, vagy kozvetleniil az els6bdl is bizonyithatd. Legyen x € ran(—A*) tet-
sz6leges. Ekkor létezik (uy,)neny C ran(—A*) sorozat, mely normaban tart x-hez. Tegytik fel,
hogy BA* = AA*, azaz

Bz = lim Bu, = lim Au, = Ax.

n—0o0 n—oo

Emiatt ha = € ran(A*), akkor A = BQ 4 teljesiil, hiszen Qax = x és Ar = Bz a fenti

alapjan igaz. Most megmutatjuk = € ran(A*)* esetén is. Ha z € ran(A*)*, akkor Q42 = 0,

fgy BQaz = 0. Masrészt ran(A*)L = ker(A), emiatt Az = 0. Tehdt Ax = BQ 4z teljesiil

ilyen z-ekre is, azaz Osszefoglalva,
Vo € 7 Axr = BQax,

igy valoban A = BQ) 4.
Most tegytik fel, hogy A = BQ valamely Q) € P(s) esetén. Felhasznalva, hogy Q
projekci6 igy teljesiti a Q% = Q = Q* egyenldségeket, kapjuk hogy

BA* = B(BQ)" = BQ*B* = BQQB* =
= (BQ)(@B") = (BQ)(Q"B") = (BQ)(BQ)" = AA™.

Mivel az els6 egyenléségbdl belattuk a mésodikat, a harmadik pedig a méasodikbol
nyilvanvaléan kovetkezik, majd végiil igazoltuk, hogy a harmadik implikalja az els6t, ezzel

a teljes ekvivalencia lancolatot bebizonyitottuk. [ |

A fejezet soran tébbszor fogunk hivatkozni a Douglas faktorizacios lemméra, amelyet

most bizonyitas nélkiil kimondunk [5].

3.1.7. Lemma: (Douglas) Legyenck A, B € B(J) operdtorok. Ekkor a kévetkezd dlli-

tasok ekvivalensek:
o [étezik C € B() operdtor, hogy A = BC
o [étezik olyan A > 0 konstans, melyre
Ve e . ||A%z| < M| B*z||
e ran(A) C ran(B)
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A 3.1.6 allitas tobb tovabbi fontos eredmény kiinduld alapja, amelyek jobban ravilagi-
tanak a *-rendezés természetére. Most megmutatjuk a segitségével, hogy ha A < B, akkor

a két operator a képtereken keresztiil nagyon szoros kapcsolatban all egymaéssal.

3.1.8. Kovetkezmény: Legyenek A, B € B() operatorok olyanok, melyekre A % B
teljesiil. Ekkor sziikszégszertien ran(A) C ran(B) és ran(A*) C ran(B*) fennall.

Bizonyitas: Az el6z6 allitas alapjan A = BQ, ahol Q € P(). Ez a Douglas-féle
faktorizacios lemma alapjan éppen azt jelenti, hogy ran(A) C ran(B).
Hasonléan A = PB teljesiil, melyet adjungalva A* = B* P* adédik, melybdl az iménti

érvelés szerint ran(A*) C ran(B*). [

3.1.9. Kovetkezmény: A 3.1.6 allitas segitségével immar konnyen igazolhatjuk az eddig
elmaradt tranzitivitasat a x-rendezésnek. Tegyiik fel, hogy A % Bé B ; C, ekkor meg
kell mutatni, hogy A % C. Az el6z6 allitas segitségével atfogalmazva, azt kell bizonyitani,
hogy az A = PyB és B = PgC' egyenlGségekbdl kovetkezik A = P4C.

Az els6 két egyenlStlenség kombinalasaval A = P, PgC adodik, igy elég latni, hogy

ran ran

P, = P,Pg. Viszont P,Pg nem mas, mint épp Pﬂﬂm’ ami pedig pontosan Pﬁ,

hiszen ran(A) C ran(B) a 3.1.8 alapjan, és igy a ran(A) C ran(B) tartalmazas ugyancsak

fennall. Ezzel a tranzitivitast igazoltuk.

Szintén egy érdekes kdvetkezménye a fenti allitasnak az alabbi, az operatorok idempo-

tencidjara vonatkozo allitas.

3.1.10. Kovetkezmény: Legyenek A, B € B(¢) operatorok és tegyiik fel, hogy A % B
és B? = B. Ekkor teljesiil A? = A is.

Bizonyitas: Az allitds azonnal latszik, csupan a fenti allitast, a B idempotenciajara
vonatkozo feltevést és azt az egyszeri tényt kell felhasznalnunk, hogy P4A = A. Ez utébbi
azért teljestil, mert Az € ran(A), P4 pedig épp ran(A) lezartjara vetit, igy Pa(Az) = Azxde

lévén hogy Ax mér épp ebben az altérben van. Ezek alapjan:

A2 = P,BBQ, = PxBQs = P4A = A.
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A 3.1.6 tételben lattuk, hogy az A < B jelentése legjobban a projekciok nyelvén
foghato meg. Osszefoglalva azt kaptuk, hogy

A< B A= P,B=BQ.,.

Az A operatornak ez a fajta kapcsolata a B operatorral azt sugallja, hogy A valamilyen
modon "része" B-nek. Azt viszont ebbdl még egyaltalan nem latjuk, hogy mely P,Q
projekciok azok, melyekkel PB = B(Q) teljesiti, hogy kisebb mint B a x-rendezésben. A

kovetkezSkben ezeket a projekciokat igyeksziink karakterizalni.
3.1.11. Lemma: Legyen B € B(J2) operdtor.

1. Ha P € P(#) és ran(P) C ran(B), akkor PB < B <= PBB* = BB*P

2. Ha Q € P(H) ésran(Q) C ran(B*), akkor BQ ; B <= QB*B = B*BQ
Bizonyitas: Csak az elsg allitast igazoljuk, a masodik teljesen hasonlé. Legyen A := PB.
Tegyiik fel, hogy A % B, megmutatjuk, hogy ekkor PBB* = BB*P. A 3.2 felhasznélaséaval

adodik, hogy
PBB* = AB* = BA* = BB*P.

A visszafelé iranyhoz tegytik fel, hogy PBB* = BB*P. A 3.1.6 allitas szerint A = PB-bdl
kovetkezik, hogy B*A = A*A. A feltevésiinkbdl pedig kapjuk, hogy

BA* = BB*P = PBB*P = AA".

Azaz a két definiald egyenléség teljesiil, igy A ; B valéban fennall, mellyel a lemmat

igazoltuk. [

Erdemes megjegyezni, hogy a %-rendezés tulajdonsagaibol fakadoan minden operator
nagyobb a nulla operatornal és nem létezik olyan I-t6l kiilonb6z6 B operator, melyre
1 % B teljesiilne. Ezek kénnyen adédnak a definicioba vald behelyettesitéssel. ElGszor
tegytik fel, hogy A = 0 és legyen B € B(.%) tetsz6leges. Ekkor

33



A*A = A*B = B*A
0=0B=B0=0
AA* = BA* = AB¥
0= B0=0B"=0,

azaz valoban B valasztasatol fiiggetleniil az egyenl&ségek teljesiilnek, igy 0 % B. Most
tegyiik fel, hogy A = I. Ebbdl

A*"A=A"B=B"A

I=B=D"
AA* = BA* = AB”
I=B=D0B"

adodik, tehat valoban I < B = B = [. Fontos azonban, hogy ez nem jelenti azt, hogy

minden operator kisebb lenne az identitasnal!

A kovetkezd tételben megadjuk a x-rendezésnek egy olyan karakterizaciojat, mely az
imént latott kommutécios tulajdonsag és a projekciok Lowner-rendezésének segitségével

fogja meg a rendezés lényegét.

3.1.12. Tétel: Legyenck A, B € B(J) operdtorok. Ekkor a kovetkezd dllitasok ekviva-

lensek:
1. A<B
9. A= P,B, Py<Ps  PyBB — BB'P,
5. A= BQa, Qs < Qp, QaB*B = B"BQa

Bizonyitas: ElGszor az 1. = 2. és 1. = 3. implikaciokat igazoljuk. Tegyiik fel, hogy
A < B. A 3.1.6 allitas alapjan

A=PsBés A= BQa.

34



Hasonléan 3.1.8 garantalja nekiink, hogy a megfelel§ képterek tartalmazzak egymas, igy

emiatt
Py < PpésQa<(Qp
is teljesiil. Végiil pedig

PABB* = BB*PA és QAB*B = B*BQA

az elézd lemma miatt igazak. Ezzel az implikacid ezen irdnyat igazoltuk. A visszafelé

iranyu implikaciok pedig azonnal kovetkeznek az el6z6 lemméabol. Egyediil a lemma

ran(P) C ran(B) és ran(Q) C ran(B*)

feltételeit kell biztositanunk. Viszont 3.1.8 miatt ran(A) C ran(B) és ran(A*) C ran(B*)
fennallnak. Masrészt ran(P4) C ran(A) ésran(Q4) C ran(A*), igy nyilvan ezek a feltételek
is teljesiilnek. Ezzel igazoltuk, hogy 1. <= 2. és 1. <= 3., igy a tételben szerepls allitasok

valéban ekvivalensek. [ |

Ebben a tételben lényegében Osszesitettiik minden ismeretiinket, amelyet eddig a -
rendezés projekciokkal valo kapcsolatarol tudtunk. Miel6tt tovabb mennénk, még meg-

vizsgaljuk, hogy mi torténik akkor akkor, ha egy operator két masik kozos felsé korlatja.

3.1.13. Tétel: Legyenek A, B,C € B(J) operdtorok és tegyiik fel, hogy A ; BésC % B

egyardnt teljesiilnek. Ekkor a kévetkezdk ekvivalensek:
1. A<C
2. Py < Pe
3. Qa < Qo
4. ran(A) C ran(C)
5. ker(C') C ker(A)

Bizonyitas: A feltevésiink miatt 3.1.6 alapjan A = P4B és C = PoB. Ha A ; C, akkor
a 3.1.8 felhasznélasaval kapjuk, hogy ran(A) C ran(C) és ran(A*) C ran(C*), valamint
a 3.1.12 miatt Py < Pp és Qa4 < Q¢ is teljesiil, azaz az els§ allitds implikdlja az Osszes
tobbit.
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Most tegyiik fel, hogy P, % Pe, belatjuk, hogy A % C. A 3.1.12 miatt elég megmu-
tatnunk, hogy A = PAC' és P,CC* = CC*Py. A Py ; P egyenl6tlenséghdl kovetkezik,
hogy Py = Pmpc = P4oPs. Mivel A ; B a feltevés miatt, igy A = P4B. Helyettesit-
sitk P4 helyére az iménti szamités eredményét, igy adodik, hogy P4P-B = A. A C ; B
feltételezés révén pedig C' = Po B fennéll. Ezt PyPoB = A-ba helyettesitve kapjuk, hogy
P,C = A, mellyel az egyik sziikséges részt igazoltuk is. Most igazoljuk, hogy P4 € {CC*} .
AC % B feltevésbdl definicié szerint kovetkezik, hogy C'C* = C'B*. Ha ennek mindkét
oldalat Py-val szorozzuk, akkor az el6bb belatott P,C' = P, B egyenlGség alapjan kapjuk,
hogy P,CC* = P4BB*. Ennek mindkét oldalat adjungalva a C'C*P, = BB* P, azonos-
sdghoz jutunk, melyet az el6z6 egyenlettel az A % B miatt fenédllo PABB* = BB*P,
segitségével Osszekapcsolhatunk. Ekkor teljesiil a P4C'C* = C'C* P4, mellyel az implikacio
ezen részét igazoltuk.

Teljesen hasonl6 logika mentén igazolhat6 az is, hogy a harmadik allitasbol kovetkezik
az elsé. A teljes ekvivalencialanc igazolasdhoz még sziikséges megmutatnunk, hogy a ne-
gyedik és 6todik allitasok is implikaljak a tobbit. Ehhez elég azt belatni, hogy ran(A) C
ran(C) = Py % Po és ker(C) C ker(A) = Qa % Qc. A Py ; P¢ relaciora ha felirjuk
a definiciot, akkor a projekciok tulajdonsagai alapjan az oda redukalodik, hogy csupan
mar a Py = PoPy egyenldség is ekvivelens vele. Ez viszont a ran(A) C ran(C) miatt
nyilvanvaloan teljesiil. Hasonl6 gondolatmenettel latszik, hogy a masik implikaci6 is igaz,
mellyel az allitast igazoltuk.

[ |

3.1.14. Allitas: Legyenek A € B(J#) és B € B () operditorok. Ha A ; B, akkor
AeB. ().

Bizonyitas: Mivel feltételezésiink szerint B pozitiv operator, igy 6nadjungalt is, emiatt
BB* = B?. Vegyiik észre, hogy ekkor { BB*}' = { B}’. Ugyanis nyilvan ha C' felcserélhets
B-vel, akkor

CBB = BCB = BBC,

igy C € {BB*}' is teljesiil. Masrészt ha C' € {BB*}', akkor C' € {B} is teljesiil, mely
azon a tényen alapul, hogy ha C' és D felcserélhetGek, akkor CD? = D3 szintén fennall.

Az A % B feltevés miatt a 3.1.12 alapjan PyBB* = BB*P4, melyre az el6z6 észre-
vételt alkalmazva kapjuk, hogy P4+B = BP4. Most tekintjiik az A kvadratikus alakjat
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és megmutatjuk, hogy (Ax | ) > 0 minden =z € J esetén. Mivel P4 projekcio, igy
P% = Py = P4*, ezt a 3.1.12 tételbdl adodo A = Py B azonosséggal kombinalva az

(Az | x) = (PaBx | x) = (PiBx | ) = (P4Bx | Pax)
egyenlgségekhez jutunk. Kihasznélva, hogy P4 € {B} és B porzitiv, az éllitast
<PABQZ | PA.CIZ> = <BPAx | PA$> Z 0

altal igazoltuk is.

3.2. Infimum probléma

Ebben a szakaszban ismét az infimum probléma felé forditjuk a figyelmiinket, most a -
rendezésben fogjuk megvizsgalni, hogy mikor létezhet két operatornak legnagyobb k6zos
also korlatja. A x-rendezésben A és B infimumat az A A B szimbolummal fogjuk jelolni.

Formalisan tehat, keresendd a
{CEB(%HC%A, 0%3}

halmaz legnagyobb eleme.
Latni fogjuk, hogy az infimum probléma megoldésa joval egyszertibbnek fog bizonyulni,
mint a Lowner-rendezés esetében. A vizsgalatunk alapjat a kovetkezd tétel fogja adni,

amely lényegében a 3.1.12 tétel egy atfogalmazasa.
3.2.1. Tétel: Legyen B € B(J) operdtor. Definidljuk az
EB::{AeB(%)\A;B}

€s
Pp ={P € P(J) | ran(P) Cran(B), PBB* = BB*P}

halmazokat. Ekkor létezik rendezéstarto bijekcid az (Lp, <) és (Pp, <) rendezett struktirdk
kézott. A bijekciot az Lg D A Py és Pg 2 P+ PB hozzdrendelések hatdrozzik meg.
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A Pg elemeire felirva a x-rendezettség feltételeit, azonnal latszik, hogy ezen a halmazon
a *-rendezés és a Lowner-rendezés egybeesik. A tételben szerepld (Pg, <) struktiura halo,

ugyanis P nem més, mint az

Mgy ={AeB(#) | A= PyCPg, C e {BB*))

von Neumann algebra projektorhaloja.

3.2.2. Tétel: Minden B € B() operdtor esetén (Lp, %) hdld, tovabbd a (B(H), ;)
stuktira also félhadld, azaz minden A, B € B(J¢) esetén az
L(AB) =LiNLy= {C’E B(#)|C <A C< B}

halmaznak létezik a x-rendezés szerinti legnagyobb eleme.

Bizonyitas: Az az allitas, hogy (L, %) halo, az azonnal kovetkezik abbol, hogy Pg halo

és a két halmaz kozott létezik rendezéstartd bijekcio. Ezutén tekintsiik a

P(A, B) = {Q € P(A#) N {A*A, B*BY | ran(Q) C ran(A) N ran(B) N ker(A* — B*)}

halmazt, ahol {A*A, B*B}' jeloli az {A*A, B* B} kommutatorat, azaz az A*A-val és B*B-
vel is feleserélhets operatorok halmazat. Konnyen latszik, hogy P(A, B) C P4NPg, hiszen
egyrészt

Q € P(A#)N{A*A, B BY

lévs
QAA" = AA*QQ és (QBB* = BB*Q

egyenlGségek teljesiilnek, hiszen ), AA* és BB* egyarant onadjungaltak. Masrészt nyil-

vanvalo, hogy

ran(Q) C ran(A) Nran(B) Nker(A* — B*)

miatt ran(Q) C ran(A) és ran(Q) C ran(B) kiilon-kiilon is teljesiilnek, igy a
P(A,B) CPsNPp

tartalmazas valoban fennall, tehat P(A, B) szintén halo. Ezek alapjan viszont a 3.1.11

lemma feltételei is teljesiilnek, igy A-ra és B-re alkalmazva adodik, hogy
QA< A 6 OQB<B.
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Ha Q € P(A, B), akkor a ran(Q) C ker(A* — B*) feltétel azzal ekvivalens, hogy (A* —
B*)@Q = 0, mely pedig ekvivalens QA = QB egyenldséggel () 6nadjungaltsaga miatt. Ez
viszont épp azt jelenti, hogy QA = QB € L(A, B), azaz kozos also korlatot talaltunk
A-nak és B-nek. Masrészt ha vesziink egy tetszéleges C' € L(A, B) elemet, akkor a 3.1.6
tétel alapjan
C = PcA = F¢B.
Ez viszont épp azt jelenti, hogy Po € P(A, B), ugyanis a PocA = PoB egyenl6ség miatt
Po € ker(A* — B*), masrészt a 3.1.12 implikalja, hogy P € {AA*, BB*} és ran(P¢) C
ran(A), tovabba ran(P¢) C ran(B), igy valoban Po € P(A, B).
Osszefoglalva tehat, ha @ € P(A, B), akkor

QA =QB € L(A,B)

és ha C' € L(A, B), akkor Po € P(A, B). Ezaltal viszont a 3.1.12 tétel értelmében egy
rendezéstart6 bijekcionk van L(A, B) és P(A, B) kozott. gy sziikségszertien az L(A, B)
legnagyobb eleme PA = PB alakban all elg, ahol P € P(A, B). Ez épp azt is jelenti,
hogy

A/\B:PA/*\BA:PA/*\BB’

ahol a rendezéstartas miatt ez a projekcié éppen

P

AAB

= max P(A, B)

alakban kaphaté meg. Az pedig nyilvanvalo, hogy P(A, B)-nek létezik legnagyobb eleme,
igy az allitast igazoltuk. |

Ezzel azt lattuk tehat, hogy a x-rendezés nagyon érdekesen viselkedik az infimum
probléma tekintetében, ugyanis tetszéleges A, B € B() esetén A A B minden tovibbi
feltétel nélkiil létezik. A kovetkezd allitdsban ismertetjik a x-rendezésben vett infimum

néhany tulajdonsagéat.

3.2.3. Allitas: Legyenck A, B,C € B(J¢) operdtorok. Ekkor az infimumra az aldbbi tu-
lajdonsagok teljestilnek:

1. ANB=BAA
2. (AANBYAC=AAMA(BAC)
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3. (AAB) = A* A B
4. Ha A, B € B, (), akkor A A B € B..(#).

Bizonyitas: A tulajdonsagok bizonyitasai magatol értetéddek, igy csak utalunk ra, hogy
melyik mibdl kovetkezik.

Az els6 kettd tulajdonsag rendezéstdl fiiggetleniil teljesiil az infimumra. A harmadik
allitas azonnali kovetkezménye az A % B — A* % B* ekvivalencidnak, amit mar
igazoltunk.

Mivel A A B % B, igy a 3.1.14 miatt A A B pozitiv operator, igy a négyes allitas

szintén teljestil. [ |

3.3. Szuprémum probléma

Az el6z6 szakaszban az infimum probléma vizsgélata soran nagyon kedvezé eredményre
jutottunk. Ennek apropéjan joggal kérdezi az ember, hogy vajon a szuprémum problémaéara

is ilyen szép eredményt kapunk-e? Formalisan tehat keressiik a
{OGB(%HA%O, B%(J}

halmaz legkisebb elemét. Mar most az elején el6revetitjiik, hogy a vizsgalodasunk ezuttal
nem lesz ilyen kedvezd kimeneteld. A cafolat alapjat a x-rendezésre vonatkozd alabbi

ckvivalancia lanc adja [9].

3.3.1. Allitas: Legyenek A, B € B(J¢) operdtorok és tekintsiik a Hilbert-tér

H =ran(A) @ ker(A*) = ran(A*) @ ker(A)

ortogondlis dekompozicioit. Tegyiik fel, hogy az operdtorokra teljesiil, hogy

A, B € B(ran(A*) @ ker(A),ran(A) @ ker(A*)) és

AHO
0 0

Bll B12
BQI BQQ

A=

)

alakiak. Ekkor a kovetkezd dllitdsok ekvivalensek:
1. A<B
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2. A*(B—A) =0, (B—A)A*=0
3. P,(B—A) =0, (B—A)Qa=0
4. A fenti térfelbontdsban B alakja

A11 0
0 By

B =

Bizonyitas: Az elsé allitasbol trivialisan kdvetkezik a masodik, hiszen az csak a definicio
atrendezése. Tegytik fel, hogy A*(B — A) =0és (B — A)A* = 0. Ekkor (B — A)A* =0
miatt nyilvan (B — A)Q4 = 0 teljesiil. A A*(B — A) = 0 feltevés miatt pedig

ran(B — A) C ker(A4"),

igy tehat Pa(B — A) = 0 fennall. Ezzel belattuk, hogy a masodik allitas implikalja a
harmadikat. Most tegyiik fel, hogy a harmadik allitas teljesiil. Ekkor Po(B — A) = 0
miatt P4BQa = P4AQ 4 és hasonléan

PyBPyer(a) = PAAPera) = 0.

Az els6 épp azt jelenti, hogy A;; = B, a méasodikbdl pedig kovetkezik, hogy Bis =
Byy = 0, igy a B operator tényleg sziikségszertien olyan alakt, mint a negyedik allitas
altal megfogalmazott. Végezetiil konnyen latszik, hogy a negyedik allitasbol kovetkezik,
hogy A % B, ugyanis csak az operatorok megadott alakjat felhasznalva kell az A*A = A*B

és AA* = BA* egyenlGségeket ellendrizniink, ami direkt szamolassal azonnal adodik. W

Ebbdl az allitasbol konnyen latszik, hogy mar egészen egyszeri esetekben sem feltét-

leniil létezik a szuprémum. Ennek szemléltetésére tekintsiik a kdvetkezé matrixokat:
2 0 1 3

, B = V3 :
00

A=
V3 3
: * * : * . 20
Vilagos, hogy A < A V B, igy az allitds miatt A V B sziikségszeriien [0 ] alakd.
x

Maésrészt viszont szintén az allitds miatt

2 0 1 V3 1 V3| 0
0 z| [vV3 3 V3 3
kellene hogy teljesiiljon, ami viszont nyilvanvaléan nem &ll fenn, igy A V B nem létezhet.
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3.4. A x-zarlat operator

A korébbiakban lattuk, hogy az operator zarlat milyen fontos szerepet jatszott mind fizi-
kai, mind pedig héldéelméleti szinten. Az el6zGekhez hasonldoan, most ismét megvizsgéaljuk
ezt a fogalmat, immar a *x-rendezésben. Korabban — a Lowner-rendezés esetén— a zérlat
operatort a legnagyobb olyan B pozitiv operator formajaban kaptuk, melyre igaz volt,
hogy B < A és ran(B) C S. Hasonl6 modon szeretnénk a fogalmat a x-rendezésre is
altalanositani.

Viladgos azonban, hogy itt nem elég egy altérrel operalni, ugyanis az A % B relacio
teljestiléséhez nemcsak az operatorokrol, de az adjungaltjukrol is feltételeziink valamit.
Igy nem megleps, hogy a fogalom megfelels definialasahoz nem csak azt kell megkovetel-
niink, hogy az A-nal kisebb operatorok képtere egy altérbe essen, hanem azt is, hogy ezen
operatorok adjungéltjanak képe szintén benne legyen egy altérben. Mindezt formalizalva,

keressiik a kovetkez6 halmaz legnagyobb elemét:

3.4.1. Definicio: Legyenck S, T C S zdrt altereket és A € B(J€) operdtor.

M (A,S,T)={DeB(#)| D<A, ran(D) C T, ran(D*) C S}

A halmaz legnagyobb elemét az 2*] (A, S,T) szimbolummal fogjuk jelolni. Ha S = T, akkor
a 2*] (A,S) roviditést haszndljuk.

A legnagyobb elem létezésének igazolasdhoz sziikségiink lesz a kévetkezd, dnmagaban

is érdekes lemmaéara.

3.4.2. Lemma: Legyenek A, B € B(J) operdtorok olyanok, hogy A % B. Tovdbbd vd-
lasszunk olyan S, T C F zart altereket, melyekre fenndll, hogy

ran(A) CT és ran(4A") CS.
Ekkor A < Py BPs.

Bizonyitas: A ran(A) C T feltételezés miatt Py Pr = Py, igy Pa(PrBPs) = P4BPs.
Felhasznélva hogy A < B miatt P,B = A, adodik, hogy

P4(PrBPs) = PABPs = APs,
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ami pedig ran(A*) C S miatt éppen A-val egyenld. Igy tehét Py(PrBPs) = A. Teljesen
analog érveléssel adodik az is, hogy (PrBPs)Q4 = A. Ez a két egyenlGség viszont a 3.1.12
miatt pont azt jelenti, hogy A < PyrBPs, mellyel az allitast igazoltuk. |

A lemma a segitségével most ratérhetiink a legnagyobb elem létezésének igazolésara.

3.4.3. Tétel: Legyenek S, T C S zdrt altereket és eqy A € B(I) operdtor. Ekkor az

_/\*/l (A, S, T) halmaznak létezik a *-rendezés szerinti legnagyobb eleme és
(A, S8, T) = A A (PrAPs).

Bizonyitas: Meg kell mutatnunk, hogy
S (A,8,T) = A A (PrAPs)

valoban a halmaz legnagyobb eleme. Ez két részbdl all, igazolnunk kell hogy i (A, S, T) € ,/{k/l
(A,S8,T) és minden D E/{k/l (A, S8, T) esetén D ;i (A, S, 7). A masodik résszel kezdiink,
ehhez vegyiink egy D E,/\*/l (A,S,T) operatort. Ekkor /\*/l (A,S,T) definicioja miatt
D % A és a képterekre

ran(D) C T és ran(D*) C S
teljesiil. Emiatt alkalmazhat6 az el6z6 lemma, amelybdl kévetkezéen D % PrAPs. Ez épp
azt jelenti, hogy D kozos also korlatja A-nak és PrAPs-nek, viszont i (A, 8, T)=A A
(PrAPs) a legnagyobb kozos also korlat, igy D %Z*] (A, S, T), azaz i (A, 8, 7T)=A A
(PrAPs) tényleg minden més ,/(F/l (A, S, T)-beli operatornal nagyobb. Végiil igazolnunk
kell még, hogy 33 (A, S, T) €M (A, S, T). Mivel ¥ (A, S, T) < PrAPs, igy a

ran(i (A,S,T)) Cran(PrAPs) C T és ran(ﬁ*] (A,S,’T)*> Cran(PsAPr)C S

tartalmazasok fennalnak. Masrészt Z*] (A, S8, 7) % A, igy valoban f} (A, S, 7) E,/\*/l (A, S, 7),
ezzel pedig az allitast igazoltuk. [ |

A kovetkezd allitasban Osszegezziik a zarlat operator néhany alapvetd tulajdonsigét.

3.4.4. Allitas: Legyenck A, B € B(J) operdtorok és S, T, U,V € S zirt alterck. Ekkor

a kovetkezd tulajdonsdgok teljesitilnek.
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S (2 (A,S,T),S,T> =% (A4,8,T)

2% (A,8,T) =% (A,SNran(47), T N ran(4))

*

3. % (A,8,T) =% (4", T,S)

4. Ha A onadjungdlt, akkor > (A,S) is onadjungdlt.

5. Ha A€ B, (), akkor ¥ (A, S,T) € B, ().

6. HoA< B, S CU ésT CV, akkor ¥ (B,U,V) <3 (A, S, 7).
Bizonyitas: Az elsg éllitas bizonyitasahoz vizsgaljuk meg, hogy mit jelent definici6
szerint a i <2*] (A,S8,7T),S, T> operator. Ez egy olyan operator, melyre teljesiil

i (X*] (A,S,T),S,T) %i (A,S,T) és fennallnak a definicioban szerepls, képterekre

vonatkozo tartalmazasok. Az ¥ (A,S,7T) definicja miatt viszont ¥ (A, S, T)-ra nyilvan
fennallnak a tartalmazéasok, masrészt a x-rendezés reflexivitdsa miatt teljesiil a

i (A,8,7) ;i (A, S, T) egyenlStlenség is, igy biztosan
5 (4,8,T) eM (£(A,ST).T.S).

Azonban nyilvanvald, ha egy adott operéator also korlatai koziil az egyik egyenls az ope-

ratorral, akkor ¢ a legnagyobb alsé korlat. Igy valoban
5 (2 (A8,T),8,T) =% (A4,8,7).

A masodik egyenlGség igazolasahoz vessiik Ossze, hogy mit jelent a két oldal definicio
szerint. A bal oldal a

{DeB()|D % A, ran(D) C T, ran(D*) C S}

halmaz legnagyobb eleme, mig a jobb oldal a

(D eB(A#)| D<A, ran(D) C T Nran(A), ran(D*) C S N ran(A*)}

halmaz legnagyobb eleme. Vegyiik azonban észre, hogy az els6 halmazban 1évé D < A ele-
mek 3.1.8 miatt implikaljak, hogy ran(D) C ran(A) és ran(D*) C ran(A*), azaz a méasodik
halmazdefinicié semmilyen megszoritast nem jelent az els6hoz képest, igy ugyanazok az

elemeik, kovetkezésképp a legnagyobb elemiik is ugyanaz.

44



A harmadik allitas igazolasdhoz felhasznaljuk az el6zd tetelben kapott formulat és
az infimum korabban megismert tulajdonsagait. A formula szerint E (A, S, ’T) éppen az
(A A (PTAPS)) operatorral egyenlé. Erre alkalmazva az infimum adjungéltjara vonatkozo
allitast, adodik, hogy

5 (A,S8,T) = A* A (PrAPs)".

Az adjungalés tulajdonsagai és a projekciok énadjungaltsaga miatt kapjuk, hogy
A* A (PrAPs)* = A* A (PsA*Py),

mely az el6z6 tétel miatt igazolja, hogy i (A, S, T) :f*j (A" T,S).

Ha A 6nadjungalt, akkor ismét a tételt hasznalva, a kdvetkezs szamolas adodik:
% (A,S) = (AA (PsAPs)) = A* A (PsAPs)" = A* A (PsA*Ps) = A A (PsAPs).

Ezzel pedig az allitast bebizonyitottuk.

Az 6todik allitas igazolasdhoz tegyiik fel, hogy A pozitiv operator. Mivel a 3.1.14 miatt
minden A-nél kisebb D operator pozitiv, igy a zéarlat operator is, hiszen nyilvanvaléan
Y (4,8, T) < A.

Az utolsé allitasban szerepld egyenlGtlenség igazolasahoz tegyiik fel, hogy A ; B,
S CU és T C V. Ezeket felhasznalva a kovetkezd tartalmazasok adodnak:

M (A,8,T) CM (B,S,T) CM (B,U,V).
Mivel bévebb halmaz infimuma kisebb, igy ebbdl azonnal kévetkezik, hogy
S (BUY) <8 (A,8.7),

azaz az utolso allitast is igazoltuk. [

A kovetkezs allitasban arra adunk vélaszt, hogy mi torténik, ha egymés utan két

altérpérra vessziik egy operator zarlatat.

3.4.5. Allitas: Legyenck A, B € B(J) operdtorok és S, T, U,V C H zdrt alterek. Ekkor
5 (S (A8, T).U V) =% (A,§ U T V).
Bizonyitas: Az allitas igazolasahoz megmutatjuk, hogy az
M, =M (z (A,S,T),u,v) s Mo =M (A,SNUTNV)

45



halmazok egyenlGek, igy a legnagyobb elemeik is azonosak. Tegyiik fel, hogy D € My,
ekkor definici6 szerint D Sf) (A,S,T). Emiatt viszont ran(D) C T teljestil, hiszen a 3.1.8
miatt

ran(D) C ran(i (A,S,T)) cT.

Hasonloan ran(D*) C §. Méasrészt, ha D benne van M;-ben, akkor
ran(D) CV és ran(D*) CU.

Osszesitve tehat ran( ) C TNV ésran(D*) C SNU. Kihasznalva hogy 5 (A, S, T) < A és
Osszevetve a D <§j (A, S, T) egyenlétlenséggel, kapjuk hogy D < A, mely a metszetekre
vonatkozo tartalmazéssal egyiitt pont azt jelenti, hogy D € M.

Most tegyiik fel azt, hogy D € Ms. Emiatt D % A teljesiil és fennallnak a

ran(D) C T NV és ran(D*) CSNU

tartalmazasok, mely nyilvan maga utan vonja, hogy a metszet elemeire egyenként is fenn-
all. Azaz nyilvan ran(D) C T ésran(D*) C S is teljesiil, emiatt D eM (A,S,T), melynek
viszont i (A,S,T) a legnagyobb eleme, igy D %2*3 (A, S8, 7). A metszetekre vonatkozo
tartalmazasok masik felét kihasznalva kapjuk, hogy ran(D) C V és ran(D*) C U. Ez az
iménti egyenlStlenséggel egyiitt maga utan vonja, hogy D € M. Ezzel belattuk, hogy
My = Ms, mellyel az allitast igazoltuk. [ |

Végezetill megmutatjuk, hogy ha A pozitiv operator, akkor a zarlata masképp is ki-

szamolhato.

3.4.6. Kovetkezmény: Legyen A € B, () operator és S, T C J zart alterek. Ekkor
> (4,8,T) =% (4,8NT).

Bizonyitas: Mivel A pozitiv, igy B ::X*] (A,S,T) szintén pozitiv operator, igy tehat
A= A* és B = B*. Az el6z6 allitas miatt B :i (B,S,T), hiszen

S (B,S,T) =% (A,8NS, TNT) =% (A,8,T).
A B operator énadjungaltsiga miatt adodik, hogy

B = (B,S,T)=x(B*S,T),
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melyre a zarlat adjungéltjara vonatkozo formulat alkalmazva kapjuk a
S (B8,T) =% (8 (A T,8),8.7)

egyenlGséget. Végezetiil az A dnadjungaltsdgat és a zarlat zéarlatara vonatkozo allitast

kihasznalva a kdvetkezd egyenlGségeket kapjuk:

» (z (4", T.,8),8,T) =% (2 (A,7,8),8,T) =2 (4,80 T,SNT).

47



Irodalom

1]

2l

3]

4]

5]

(6]

17l

8]

W. N. Anderson Jr. és G. E. Trapp. ,,Shorted operators. I1". STAM J. Appl. Math.
28 (1975), 60-71. old. 1sSN: 0036-1399. DOI: 10.1137/0128007. URL: https://doi.
org/10.1137/0128007.

William N. Anderson Jr. ,Shorted operators”. SIAM J. Appl. Math. 20 (1971), 520—
525. old. 1SSN: 0036-1399. DOI: 10.1137/0120053. URL: https://doi.org/10.
1137/0120053.

Tsuyoshi Ando. ,,Problem of Infimum in the Positive Cone”. Analytic and Geometric
Inequalities and Applications (1999), 1-12. old. DOI: 10.1007/978-94-011-4577-
0_1.

J. Antezana és tsai. ,,A note on the star order in Hilbert spaces”. Linear and Multi-

linear Algebra 58.8 (2010), 1037-1051. old. DOI: 10.1080/03081080903227104.

R. G. Douglas. ,,On majorization, factorization, and range inclusion of operators on
Hilbert space”. Proceedings of the American Mathematical Society 17.2 (1966. jan.),
413-413. old. DOI: 10.1090/s0002-9939-1966-0203464-1.

Zoltan Ujszaszi és Tamés Titkos. Egyszerd kérdések, bonyolult valaszok — I. Modelle-
zés. 2019. marc. URL: http://www.ematlap.hu/index.php/tudomany-tortenet-
2019-03/853-ujszaszi-titkos-egyszeru-take-1.

Zoltan Ujszaszi és Tamés Titkos. Fgyszeri kérdések, bonyolult vdlaszok — II. Az
infimum-probléma. 2019. jin. URL: http://www.ematlap.hu/index.php/tudomany-
tortenet-2019-6/869-ujszaszi-titkos-egyszeru-take-2.

Zoltan Ujszaszi és Tamaéas Titkos. Egyszerd kérdések, bonyolult vdlaszok — III. A
Lebesgue-felbontds. 2019. szept. URL: http ://www . ematlap . hu/index . php/
tudomany-tortenet-2019-7/900-ujszaszi-titkos-iii-take-3.

48


https://doi.org/10.1137/0128007
https://doi.org/10.1137/0128007
https://doi.org/10.1137/0128007
https://doi.org/10.1137/0120053
https://doi.org/10.1137/0120053
https://doi.org/10.1137/0120053
https://doi.org/10.1007/978-94-011-4577-0_1
https://doi.org/10.1007/978-94-011-4577-0_1
https://doi.org/10.1080/03081080903227104
https://doi.org/10.1090/s0002-9939-1966-0203464-1
http://www.ematlap.hu/index.php/tudomany-tortenet-2019-03/853-ujszaszi-titkos-egyszeru-take-1
http://www.ematlap.hu/index.php/tudomany-tortenet-2019-03/853-ujszaszi-titkos-egyszeru-take-1
http://www.ematlap.hu/index.php/tudomany-tortenet-2019-6/869-ujszaszi-titkos-egyszeru-take-2
http://www.ematlap.hu/index.php/tudomany-tortenet-2019-6/869-ujszaszi-titkos-egyszeru-take-2
http://www.ematlap.hu/index.php/tudomany-tortenet-2019-7/900-ujszaszi-titkos-iii-take-3
http://www.ematlap.hu/index.php/tudomany-tortenet-2019-7/900-ujszaszi-titkos-iii-take-3

[9] Xiao-Ming Xu és tsai. ,,The supremum of linear operators for the x-order”. Linear
Algebra and its Applications 433.11-12 (2010), 2198-2207. old. DOI: 10.1016/j .
1laa.2010.07.026.

[10] A. Zemanian. ,,The Hilbert Port-An Extension of the Concept of the n-Port”. IEEE
Transactions on Circuit Theory 16.3 (1969), 381-382. old. DOI: 10.1109/TCT. 1969.
1082976.

[11] Ujszaszi Zoltan. ,A Lebesgue-felbontéas egy operatorelméleti megkozelitése”. Dipl.
Eotvos Lorand Tudoméanyegyetem, 2018.

49


https://doi.org/10.1016/j.laa.2010.07.026
https://doi.org/10.1016/j.laa.2010.07.026
https://doi.org/10.1109/TCT.1969.1082976
https://doi.org/10.1109/TCT.1969.1082976

	Motiváció: kérdések az n-port hálózatok elméletébol
	Port elmélet
	Rövidzárlat n-port hálózatokban
	n-port hálózatok párhuzamos kapcsolása

	Infimum probléma és zárlat operátor a Löwner-rendezésben
	Az operátor zárlat
	Párhuzamos összeg
	Infimum probléma

	Infimum probléma és zárlat operátor a csillag rendezésben
	A csillag rendezés és tulajdonságai
	Infimum probléma
	Szuprémum probléma
	A csillag zárlat operátor


