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Bevezetés

Az utobbi idében egyre jobban elterjedté valt a mesterséges intelligencia, azon beliill a gépi ta-
nulds hasznalata mind ipari, mind tudomanyos célb6l. A mesterséges neurdlis halézatok szamos
probléma esetén joval hatékonyabb szamolédsra képesek a hagyomanyos algoritmikus szamitasi
rendszereknél. Az idegrendszer miikodésének megismerése és a bioldgiai neuronhalézatok felépi-
tése motivalta megalkotasukat. Nagy elonyiik, hogy parhuzamos miikédésre, valamint tanulésra
is képesek. A visszacsatolt, mas néven rekurrens neuralis hal6zatok hatékonyan alkalmazhatok
autoasszociativ memoriaként, melyet kép-, illetve hangfelismerésre, valamint ezek feldolgozaséra
hasznélnak leginkabb.

A dolgozat soran az egyik legegyszeriibb autoasszociativ memoériat megvalésitéd haloézat vizs-
galataval, a Hopfield-modellel foglalkozunk. Célunk egy valasztott specidlis esetben a modell
dinamikajanak meghatarozdsa analitikus és numerikus eszkozoket egyarant felhasznalva. El6-
szor attekintjik a biol6giai neuronhaldzatok felépitését és miikodését, majd attériink a mester-
séges neuralis halok jellemzoire és memoriaként vald alkalmazhatésdgukra. Ezutdn bemutatjuk
a Hopfield-modell altalanos alakjat, valamint a munkankhoz legkodzelebb 4all6, az irodalombol
mar ismert eredményeket. Kivalasztjuk az altalunk vizsgalni kivant specidlis esetet, majd is-
mertetjik a vizsgalat soran sziikséges bifurkaciéelméleti fogalmakat és eszkozoket. A modellt
ezutan visszavezetjiik alacsonyabb dimenziés rendszerre, melynek dinamikéja méar egyszeriibben
meghatarozhaté. Analitikus eszkozokkel megadjuk a nyereg-csomd, illetve az Andronov-Hopf-
bifurkaciés gorbéket, melyek az egyensiilyi pontok szaménak, valamint stabilitdsanak valtozasat
adjak. Periodikus megoldasok sziiletésére sziikséges feltételt bizonyitunk, majd az analitikus
vizsgalatot kiegészitjilk numerikus eszkézokkel is. Ehhez MATCONT bifurkéacidkeresé program-
illetve a hatarciklusok Osszeolvadasat is. A bifurkiciés gorbék altal felosztott paramétersikon

ismertetjiik a modell lehetséges viselkedéseit.



1. fejezet

Neuralis halozatok

Ebben a fejezetben eloszor roviden attekintjiik az idegsejtek miikodését és tulajdonsigait, majd
attériink a bioldgiai neuronhélézatokbdl szarmaztathatd mesterséges neuralis haldkra, azok jel-

lemzéire és felhasznalasara.

1.1. Biolégiai attekintés

Az idegrendszer legkisebb 6nélléan miikodo egységei az idegsejtek, mas néven neuronok. Ezek
olyan specidlis sejtek, melyek ingerfelvételre és idegimpulzusok vezetésére képesek. Ezen ingerii-
leteket a tobbi idegsejt, valamint az izmok, és més bels6 szervek szamara szallitjak. Az idegsejtek
méretiiket és alakjukat tekintve igen valtozatosak, de tobb kozos jellegzetességiik is van. Mind-
egyikiik rendelkezik egy sejttesttel, melynek felszinérol indul ki az axon, ami egy hosszabb,
cs6 alaku nyulvany. Az axon felel6s az ingeriiletek sejttesttdl tavolodé iranyba vald vezetéséért,
vagyis az lizeneteket mas idegsejteknek, illetve mirigyeknek tovabbitja. Azon révidebb nytulva-
nyokat, melyek az informaciéfelvételt végzik, és az ingeriiletet a sejttest felé vezetik, dendritek-
nek nevezzik. Az idegsejtet nyulvanyaival egyiitt egybefliggd sejtmembran hatarolja, mely olyan
féligatereszté-képességgel rendelkezik, ami lehetévé teszi, hogy bizonyos ionok atdiffundaljanak,
mig masok atjutdsat megakadalyozza. A sejtmembranon beliil taldlhato a citoplazma, amelyben
sok, csoportokba rendez6dott endoplazmatikus retikulum van. Az axon végzdédésénél talalhato az
axondomb, mely nem érintkezik az ingerelt idegsejt dendritjével és sejttestével, van kozottiik egy
sziik rés, melyet szinaptikus résnek neveziink. A membrannal boritott axon koériil rendszerint az
idegszovet tamasztdsejtjei alakitanak ki tovabbi réteget, a velGshiivelyt. Az egyes tdmasztdsejtek
talalkozasanal egy kis részen, a befliz0dés helyén, az axon velGshiively nélkiili szakasza talalhato.
Ezeken a réseken keresztiil érintkezik az axon az idegszovet sejtkozi dllomanyaval [1, 2].

A neuronok nyulvanyaik segitségével kapcsolatban lehetnek egymadssal, 1étrehozva ezzel egy
hélézatot. Kommunikéciéjuk sordn az impulzusok az egyik idegsejtrol a mésikra tevodnek at.
Azokat a kapcsolddasi helyeket, melyeken keresztiil az ingeriilet atterjed, szinapszisnak nevezzik.

Mivel a membran ateresztOképessége iononként valtozo, igy az ingeriilet vezetése és tovabbadésa
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1.1. dbra. Neuron felépitése.

soran a sejt belseje és kiilseje kozott fesziiltségkiilonbség keletkezik, melyet nyugalmi poten-
cidlnak neveziink. Ennek sordn a sejtmembran polarizalt allapotba keril, azaz kiils6 felszinén
pozitiv, mig belso felszinén negativ toltéstivé valik. Inger hatasidra azonban 16késszeri fesziiltség-
valtozas jon létre, melynek kévetkeztében a membran ateresztOképessége jelentésen megvaltozik,
az ingerlés helyén depolarizacié megy végbe, vagyis a polaritas ellenkez6 elGjelivé valik. Ezt a
gyors potencialvaltozast, mely a membran két oldala kozott torténik, akcids potencidlnak hivjuk.
Ezutan elkezdddik a repolarizacios folyamat, melyben az idegsejt visszadll a nyugalmi potencial
allapotaba. A depolarizicié azonban atterjed az ingeriilet keletkezési helyével szomszédos memb-
ranteriiletekre is, igy a sorra kivaltott elektromos impulzusok hullamszertien terjednek a sejttest
fel6l az axonvég felé. A sejtek kozti ardnylag nagy tavolsidg miatt azonban a potencidlkiilénbség
kozvetleniil nem tud egyik sejtrél a masikra terjedni, igy az ingeriilet atadasara a szinapszis szol-
gal. Az informéciét ingeriiletatvivo anyagok szallitjak egyik sejtrél a masikra a szinaptikus résen
keresztiil, melyek hatdsa alapjan a szinaptikus kapcsolatokat két csoportra oszthatjuk. Az egyik
a serkent6 szinapszis, melyben az ingeriiletatvivé anyag molekulai depolarizaljak a szinapszist
koveté neuron membranjat, ami tovabb vezeti a keletkezé elektromos impulzust. A maésik tipus
a gatld szinapszis, melyben a molekuldk hatdsara megné a sejten beliili negativ toltések ardnya.
Ekkor az idegsejt membranpotencialja a nyugalmi szinthez kozeli értéken marad, igy nem ala-
kul ki akcids potencidl. A gatld szinapszisok tehat a neuronokhoz kapcsolodva csdkkentik vagy

k6zombositik az oda érkezé serkentd ingertiletet [3].

1.2. Mesterséges neuralis halok

Az idegsejtek, valamint az altaluk alkotott haldézatok miikodésének modellezése altal sziilettek
meg a mesterséges neuralis halok, melyek szintén informéciéfeldolgozd egységekbol, neuronokbol

épiilnek fel. A koztilk 1év6 kapcsolédasokat, vagyis a szinapszisok mindegyikét egy-egy sily



jellemzi. A mesterséges neuronok tobb bemeneti jelet is kapnak, viszont csak egyetlen kimenetiik
van. A bemeneti jelek a hozzdjuk tartozé szinapszissal silyozva egy csomdpontban 6sszegzédnek,
bels6 potencidlként. Az aktivaciés fliggvény ezt a belsd potencialt alakitja tiizelési ratava, tehat a
neuron kimenetévé. Leggyakrabban a (0, 1) intervallumba képez6 1épcsds, szakaszonként linedris,
vagy logisztikus fliggvényt szokds aktivacios fiiggvényként hasznalni, de talalhatunk példat ezek
(—1,1) intervallumba képezé valtozatdnak alkalmazisira is. A neuront érheti kiilsé hatds is,
mely szintén modositja a annak belsé potencialjat. A mesterséges neuron ezen felépitését, mely

az 1.2. abran is 1lathat6, McCulloch-Pitts modellnek szokas nevezni [4, 5].

bemeneti szinapszisok
jelek sulyai

( ) @ 0sszegz0 aktivacios
( \/\ @ csomépont figgvény

kimenet

< > kiils6
hatas
1.2. abra. Mesterséges neuron felépitése a McCulloch-Pitts modell alapjan.

Neuralis halézatnak nevezziik azon parhuzamos és elosztott miikodésre képes informéaciéfel-
dolgoz6 eszkozt, mely neuronok nagymértékben osszekapcsolt rendszerébdl épiil fel, valamint
rendelkezik tanuldsi és el0hivasi algoritmussal. A tanulési fazis sordn jon létre a halézat, mely-
ben eltarolodik a rendelkezésre all6 mintakbdl ismert informacié. Az elohivasi fazisban keriil sor
a kapott rendszer hasznalatara, mely dltalaban jelentOsen gyorsabb folyamat a tanuldsnal. A
neuralis halékat két f6 csoportba sorolhatjuk a neuronok koézti kapcsoldodési rendszer alapjan.
Beszélhetiink elérecsatolt halézatokrél, melyek esetében az egyes neuronokbdél indulé jelek nem
juthatnak vissza, tehat a halézatot reprezentald irdanyitott grafban nincs kor. Ellenkez6 esetben
visszacsatolt, vagyis rekurrens halézatrél beszélink [6].

Neuralis halézatok hasznalata igen elterjedt tudomdanyos, miiszaki és gazdasagi feladatok
megoldasara egyarant. Hatékonyan alkalmazhaték olyan Gsszetett problémék esetében, amelyek
visszavezethetok két alapvetd feladatra, a szeparalasra és a fliggvénykozelitésre. Legismertebb
felhasznalasukra példék az autdiparban az 6nvezeté autok, az orvostudomanyban a rakos sejtek
vizsgalata és a transzplantaciés id6 optimalizalasa, telekommunikaciéban az automatizalt infor-
macibds szolgaltatasok, valamint a beszélt nyelv forditasa valds idoben. Pénziigyi dgazatokban is

egyre gyakrabban hasznalnak neuralis halékat, igy ingatlanok értékbecslésére, hiteltandcsadasra,



csalasok felderitésére és tézsdei elérejelzésekre egyarant [6, 7).

Specialis memoériaként is felfoghatok a neuronhaldk, melyekbe a tanulds soran informaéciot
irunk be, majd ezt az el6hivas sordn visszaolvassuk. Az egyik ilyen memoériatipus az adattal
cimezheté memoria, amikor a hilézat bemenetére a tanitasi adathalmaz elemeit kapcsoljuk. Ek-
kor a neuronhdl6 az Gsszetartozé adatokat igyekszik azonos cimhez rendelni. Az el6hivasi fazis
soran szintén adatokat adunk bemenetként, majd eredményként kapjuk, hogy a megtanult cimek
kozil melyiket adja vissza a halézat. Osztélyozasi feladat sordn tehat eredményes tanulas esetén
azonos osztalyba tartozé bemenetre egyezo, vagy egymashoz kozeli cimeket kapunk, mig kiilon-
b6z6 osztilyba tartozdé mintak tavoli cimeket eredményeznek. A masik elterjedt memoriafajta
az asszociativ memoéria, melynél osszetartozé adatparokat hasznalunk, és a halézatot arra tanit-
juk, hogy az adott bemeneti adathoz a megfelel§ kimeneti adatot rendelje hozza. Az el6hivasi
fazisban bemenetként szintén adatokat hasznalunk, és valaszként megkapjuk, amit a halézat a
bemenethez kapcsolt. Megemlithetjiik itt a képfeldolgozasi feladatokat, ahol a bemenet lehet
hibés vagy hidnyos, és kimenetként a korrigalt vagy kiegészitett képet varjuk [6].

Megkiilonboztetiink az asszocidciénak két tipusat, az autoasszocidcidt és a heteroasszocia-
ciét. Utébbi esetében a bemeneti mintdkhoz tetszéleges kimeneti vektor kapcsolhatd. A hald
Osszetartozd parokat tarol, majd egy megadott bemenetre a hozzd parositott kimenetet kell
eldallitania, vagyis egy bemeneti mintat egy tetszéleges, de ahhoz kapcsolt mintaval asszocial.
Autoasszociativ halonal a tanulasi fazisban a bemenetként adott jelvektorok tarolédnak abbdl a
célbdl, hogy az el6hivas soran a halé a megtanult mintak részleges vagy torzitott valtozatai ese-
tén az eredeti, teljes mintat adja vissza valaszként. Ez esetben tehat a halé a bemeneti mintakat

onmagukkal asszocialja [6].



2. fejezet

A Hopfield-modell

Az egyik legegyszeriibb, asszociativ memériat megvaldsité halézat a Hopfield-halézat, melyet
leggyakrabban képalkotdsra, képfelismerésre haszndlnak. A modell leirdsa utan attekintjiik an-
nak viselkedésével kapcsolatos, eddig ismert eredményeket, majd feltevéseket tesziink az dltalunk

végzett vizsgilathoz.

2.1. Az altalanos modell

A Hopfield-hélézat olyan teljes grafként reprezentalhatd, ahol a csicsok az egyes neuronokat
jelolik, az élek, és az azokon értelmezett silyok pedig a neuronok kozti kapcsolodést és annak
erdsségét jelentik. Az eredeti Hopfield-féle hal6zatban minden neuron énmagahoz nulla sillyal
kapcsolodik, mig az egymas kozotti szinapszisaik szimmetrikus silyozastak. Az egyes neuro-
nok allapotvaltozasanak, és a koztilk 1évé kommunikaciénak leirdsara J. J. Hopfield el6szor egy
diszkrét idejii, sztochasztikus algoritmus alapjan miikodé modellt alkotott meg [8], melyben
McCullough és Pitts modelljéhez [4] hasonléan a neuronoknak két allapota lehet. Az i. neu-
ron x; = 0 esetén nem tiizel, mig az x; = 1 allapotban maximélis a tiizelési rataja. Minden
neuron véletlenszertien valtoztatja a belsé potencialjat, valamint mindegyikhez tartozik egy T;

kiiszobszdm, mely alapjan eld6l, hogy az egyes neuronok melyik dllapotba kertilnek [8].

r; — 1, ha Zwijxj > T; (21)
j#i
x; — 0, ha Zwijxj <T;
j#i
Kiindulva a (2.1) modellbél, valamint megdrizve annak f6bb tulajdonsigait, J. J. Hopfield
megalkotta a kovetkezo folytonos idejii, determinisztikus modellt is a neuronok kommunikacié-
janak lefrdsara [9]:
t=—-Dx+Wy+1, yi = f(zi), (2.2)

10



ahol z(t), y(t),I € R", D, W € R™*" D diagonalis. Az f fliggvény monoton névekedd, valamint
véges hatarértékii. A modellben x a membranpotencialt, y pedig a neuron tiizelési ratajat, vagyis
annak kimenetét jelenti. A W matrix tartalmazza a neuronok silyozasat, I pedig az egyes
neuronokat ér6 kiilsé hatast jeloli. Az f fiiggvényt aktiviciés fiiggvénynek nevezziik, mely a
belsé potencialt alakitja tiizelési ratava. A tovabbiakban ezen folytonos idejli, determinisztikus
modell vizsgalataval foglalkozunk.

A (2.2) Hopfield-modell dinamikéjéval kapcsolatban tobb kérdés is megfogalmazhaté. Mivel
rekurrens neuralis halérél van szé, tehat egy adott csiicsbdl induld jelek mas csticsokon keresztiil
visszajuthatnak, igy nem egyértelmii, hogy a neuronok allapota egyenstlyi helyzethez tart-e.
Felmeriil az is, hogy létezhet-e tobb egyensiilyi helyzet, melyek kiilonb6z6 memériadllapotot
jelentenének az alkalmazas szempontjabdl. Fontos kérdés az is, hogy megjelenhet-e periodikussag

a modellben, illetve, hogy ezeken kiviil el6fordulhat-e més viselkedés.

2.2. Irodalmi attekintés

A Hopfield-modellt kiilonb6z6 feltevések mellett tobb szempontbdl is vizsgaltdk mar. A mo-
dell megalkotdja, J. J. Hopfield szimmetrikus silyméatrix esetén egy alkalmas energiafiiggvény
megkonstrudlasanak segitségével elészor a (2.1) diszkrét és sztochasztikus esetben mutatta meg,
hogy a neuronok allapota mindig egyensilyhoz tart, majd ezt kiterjesztette a (2.2) folytonos és
determinisztikus modellre is [9].

R. D. Beer 1995-ben y; = f(x; + 6;)-ként mddositva a (2.2) rendszert, egy és két neuronbdl
4ll6 halézatban keresett lokalis bifurkacidkat, f(z) = (1 + exp (—x))~! alaki aktivécios fiigg-
vényt alkalmazva. Egy neuron esetén a (w,I) paramétersikon analitikusan és numerikusan is
meghatarozta a differencidlegyenlet lehetséges viselkedéseit. Két neuron esetén az I és I kiils6
hatasok, 01 és 69 paraméterek, valamint a neuronok énmagukhoz kapcsolédd w1 és wog stlyaik
fiiggvényében vizsgalta a modellt. Az egyméshoz valé kapcsolédasok (wiz, wor) stlyait rogzitett-
nek tekintette, de értékeik alapjan két esetet kiilonboztetett meg. Megmutatta, hogy (1, 1)-nek
valasztva a paraméterpart a modell egyszeriibb viselkedést, mig (1,—1)-nek véve jéval komp-
lexebb dinamikat mutat. Tébb esetben is igazolta periodikus megoldas 1étezését, illetve harom
neuronbdl all6 hélézatra mar példat tudott adni kaotikus viselkedésre is [10]. A kés6bbiekben V
i-re a 0;-t tekintette bifurkaciés paraméternek, majd n dimenziéban hipersikokkal kozelitette a
bifurkacios gorbéket. Az igy keletkezett tartomanyok térfogatdt meghatarozta, majd a paramé-
tertérben vizsgalta az egyes tartomdnyokba esés valdsziniiségét [11].

G. B. Ermentrout szintén egy és két neuronbdl allé halozat esetén vizsgalta a modellt.
R. D. Beerhez hasonléan az f(x) = (1 + exp (—x))~! aktivaciés fiiggvényt alkalmazta, vala-
mint a modellhez hozzavette a neuronok 6nmagukra gyakorolt hatasat, melyet J. J. Hopfield
nulldnak tekintett. Nullklindk, valamint stabil és instabil sokasigok meghatarozasaval tovabbi

lehetséges viselkedéseit mutatta meg a (2.2) rendszernek, kiegészitve ezzel R. D. Beer 1995-ben
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publikalt munkajat. Példat adott két stabil és egy instabil hatarciklus egyiittes 1étezésére, vala-
mint bizonyitotta, hogy két neuron esetén nem létezhet a rendszernek periodikus megoldésa, ha
az egymassal valé kapcsolédasuk silya azonos eléjeld [12, 13, 14].

A modell viselkedésének megismerésére D. Fasoli, A. Cattani és S. Panzeri altal olyan megko-
zelités is sziiletett, melyben a neuronokat két populédciéra osztottdk stulyozasuk el6jele alapjan,
gatlora és gerjesztére. Az egyes populdcidkon beliil teljesen Osszekapcsolt halézatot tekintettek,
ahol az egyes neuronok tulajdonsagai megegyeznek. A két populécié lélekszama tetszéleges vé-
ges, az Oket 0sszekoto élek sulyozasa nem szimmetrikus. Numerikus eszkozok segitségével teljes
leirdst adtak a modellviselkedésére a két populdciét ért kiilsé hatdsok fiiggvényében (Ig, I7),
meghatarozva globdlis bifurkacidkat is. A gatlé neuronpopulécié énmagahoz vett kapcsoléda-
sdnak sulyat valtoztatva is talaltak lényegi eltérést a fazisképeken. Aktivaciés fliggvénynek az

alabbi fiiggvényt valasztottak

, (2.3)

ahol M a maximdlis tiizelési rata, T a kiiszobérték, S pedig a meredekséget meghatarozé para-
méter [15]. Egy szintén &ltaluk vizsgalt specidlis eset, mikor a nyolc neuronbdl allé halézat egy
kockaként reprezentalhatd, ahol a neuronok a kocka cstcsai, a koztiik 1év6 kapcsolédas pedig a
kocka élei. A szinapszisok stlyat azonosnak tekintették, aktivacids fiiggvénynek szintén a (2.3)
fuggvényt valasztottak. A kiils6 hatds és a neuronok sulydnak fliiggvényében vizsgdltak a modellt
analitikus és numerikus eszkozoket hasznalva [16].

Az altalunk végzett modellvizsgdlathoz a fent emlitett eredmények allnak legkézelebb, azon-
ban jelentds szamu publikaci6 olvashaté a Hopfield-modell késleltetett [17, 18], illetve sztochasz-

tikus valtozatarol [19, 20], valamint a halézat alkalmazasardl egyarant [21, 22].

2.3. Az altalunk vizsgalt specialis eset

A Hopfield-modell vizsgalatat mi is specidlis esetben végezziik. Tegyiik fel, hogy egy adott ne-
uron azonos sulyu szinapszissal kapcsolédik az Gsszes tObbihez, azaz egyforma sillyal tovabbit
ingeriiletet a tobbi neuron felé, tehat w;; = w; V i # j-re. Minden neuron énmagéhoz kapcsol6d-
jon nulla sullyal, vagyis legyen w;; = 0V i-re. Ekkor a stulyokat tartalmazé W matrix a kévetkezo

alakban irhaté:

0 wy ... w,

w1 0 cee Wy
W =

w; w2 ... 0

A (2.2) differencidlegyenlet-rendszerben véalasszuk D-nek az egységmatrixot, az I, azaz a

neuronokat éré kiilsé hatds legyen 0, és az aktivacios fiiggvény pedig f(z) = (1 +exp(a —bx))~!
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alaki, ahol a tetszOleges, b pedig pozitiv paraméter. Ezen feltevések mellett a (2.2) rendszer a

kovetkezGképpen irhatd ¢ = 1,...,n esetén

Ty = —x; + En: wi f(zk) — wi f (). (2.4)

k=1

2.1. dbra. Az altalunk vizsgalt specialis stulyozasi halézat 4 neuron esetén.

Mivel az altalunk hasznalt silyozas nem szimmetrikus, igy a modell egy olyan grafon ér-
telmezhets, melyben barmely két cstcs k6zott mindkét irdnyban vezet iranyitott, silyozassal
ellatott él. A specidlisan vélasztott sulyozas kovetkeztében az egy csicsbdl induld élek stlya
azonos, és a graf nem tartalmaz hurokélt. Ezen a halézaton tehat torténhet visszacsatolas, egy
csucsbdl a jelek mas csticsokon keresztiil visszajuthatnak. A vizsgalt halozat grafon valé repre-

zentacidjara lathatunk példat négy neuron esetén a 2.1. dbran.
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3. fejezet

Bifurkaciéelméleti eszkozok

Ebben a fejezetben attekintjiik a modell vizsgalatdhoz sziikséges bifurkacidelméleti fogalmakat

és eszkozoket a [23] és [24] konyvek, valamint a [25] jegyzet alapjan.

3.1. Nyereg-csomo (fold) bifurkacié

3.1.1. Definicié. Tekintsik az ©(t) = F(x,\) egyenletet, ahol F : R x R — R folytonosan
differencidlhatd figguény, a X € R szdm pedig paraméter. Azt mondjuk, hogy az (xo, Ao) pontban
nyereg-csomo bifurkdcio van, ha az xg pontnak van olyan U C R kornyezete, valamint létezik
0 >0, hogy ha Ag — 0 < A < Ao, akkor U-ban nincs egyensulyi pont, ha A = Ao, akkor 1 darab
egyensulyi pont van, valamint \g < A < Ao + 0 esetén 2 darab egyensilyi pont van.

<
<«

05¢

N,
>

<
<«

-1 -0.5 0 0.5 1
A

3.1. abra. Nyereg-csom6 bifurkacié xg = 0, Ag = 0 esetén.

Nyereg-csom6 bifurkacié esetén tehat két egyensilyi pont olvad Gssze, majd eltlinik, ahogy
a 3.1. 4bran A = 0 esetén is lathatjuk. A bifurkdcié megtalaldsara a kovetkezd tétel ad eszkozt,

mely magasabb dimenzids fazistérben is megfogalmazhaté és alkalmazhaté [24].
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3.1.2. Tétel. Legyen F : R x R — R, F € C?, és tekintsiik az i(t) = F(z,\) egyenletet.
Tegyiik fel, hogy teljesiilnek a lokdlis bifurkdcio feltételei, azaz F(xg, o) = 0 és O, F(xg, Ag) = 0.
Ha ezen kivil még az is igaz, hogy O\F (xg,vg) # 0 és Oy F'(x0, Ao) # 0, akkor az (xg, Ag) pontban

nyereg-csomé bifurkdcio van.

3.2. Andronov-Hopf-bifurkaci6

Andronov-Hopf-bifurkaci6 esetén valamely egyensulyi pont stabilitdsa megvaltozik, és korilotte

hatarciklus sziiletik, vagy tinik el. Erre lathatunk példat a 3.2. abran az

& = —y+a(p—a®-y?) (3.1)
y = z4yp—2>—y?)

kétdimenziés rendszer esetén, ahol p € IR paraméter.

3.2.1. Definicié. Az xg pontban Ao paraméterértéknél szuperkritikus Andronov-Hopf-bifurkdcio
van, ha létezik xo-nak olyan U kornyezete, és 6 > 0, hogy Ao—0 < A < Ao (vagy Ao < A < Ag+9)
esetén U-ban egy stabil egyensilyi pont van és nincs hatdrciklus, és Ao < A < Ao + & (vagy
Ao — 0 <A< N\g) esetén U-ban eqy instabil egyensilyi pont van és egy stabil hatdrciklus.

3.2.2. Definicié. Az xg pontban Ao paraméterértéknél szubkritikus Andronov-Hopf-bifurkdcio
van, ha létezik xo-nak olyan U kornyezete, és 6 > 0, hogy Ao—0 < A < Ay (vagy Ao < A < Ag+9)
esetén U-ban eqy stabil egyensilyi pont van és egy instabil hatdrciklus, és \g < X < Ao+ (vagy
Ao — 0 < A< Ng) esetén U-ban egy instabil egyensilyi pont van és nincs hatdrciklus.

0.15 067
0.4r

0.1r
0.2¢

0.05
O L

0r °
-0.2
-0.05 ] o4l
01— : ‘ : : : : 0.6 : : : : : :
-0.1 -0.05 0 005 01 015 0.2 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6
(a) Stabil egyensulyi pont. (b) Stabil periodikus pélya és instabil egyensu-
lyi pont.

3.2. dbra. Szuperkritikus Andronov-Hopf-bifurkaci6 a (3.1) rendszerben, az origd elvesziti stabi-
litasat, stabil periodikus palya sziiletik.
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Az Andronov-Hopf-bifurkacié létezésére az igynevezett Ljapunov-egyiitthaté segitségével ad-
haté elégséges feltétel, mely megtaldlhaté a [25] jegyzetben. Ennek kiszdmoldsa helyett azonban
érdemesebb egy egyszeriibb modszert alkalmazni. A bifurkacié 1étezésére kétdimenzids rend-
szer esetén sziikséges feltétel adhatd a Jacobi-matrix nyoméanak és determinansanak segitségé-
vel. Annak ellenére, hogy ez a feltétel nem elégséges, mégis az igy kapott gérbét nevezik az

Andronov-Hopf-bifurkacié gorbéjének.

3.2.3. Allitas. Kétdimenzids rendszer esetén azon paraméterértékekre, melyekre Andronov-Hopf-

bifurkdcio torténik, a rendszer Jacobi-mdtrizdra teljesil, hogy trJ = 0 és det J > 0.

3.3. Takens-Bogdanov-bifurkacio

3.3.1. Definicié. Tekintsiik az #(t) = F(x,\) egyenletet, ahol x € R? és A € R?, valamint F
kelléen sima fiigguény. Tegyiik fel, hogy A = 0 esetén xo = 0 egyensilyi pontja a rendszernek,
illetve a Jacobi-mdtrizdnak sajdtértékei xo-ban pio = 0. Ekkor azt mondjuk, hogy az (zo,\)

pontban Takens-Bogdanov-bifurkdcio torténik.

Ty = by +boxy + 7 — 2172
A 3.3. dbrén a Takens-Bogdanov-bifurkécié (3.2) normélforméja esetén lathatjuk a bifurkacios

pontot csillaggal jelolve, valamint a hozzd kapcsolédé nyereg-csomé (piros), Andronov-Hopf-

(kék), és homoklinikus (z6ld) bifurkacids gorbéket. Takens-Bogdanov-bifurkaciés ponthoz kozeli

5

25}

A
B

N ot B

25+

D c
-5 . .
-5 25 0 25 5
bl

3.3. abra. Takens-Bogdanov-bifurkaciés pont és a hozza csatlakozé bifurkéciés gorbék a (3.2)
rendszerben: pirossal a nyereg-csomd, kékkel az Andrnov-Hopf-, zélddel a homoklinikus bifurka-
cids gorbe.
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paraméterértékek esetén a rendszernek van két olyan egyensiilyi pontja, melyek egybeolvadnak
és eltlinnek nyereg-csomé bifurkécié kovetkeztében. Ennek megfelelden a 3.3. dbréan az A tar-
toménybdl valasztott paraméterértékekre a (3.2) rendszernek két egyensilyi pontja van, melyek
koziil az egyik nyereg, mig a mésik nem. Atlépve a B tartomanyba a két egyensilyi pont Gssze-
olvad és eltlinik, a rendszernek nincs egyensulyi pontja. Azonban ismét atlépve a nyereg-csomd
gbrbét, a C' tartomanyban tjra két egyensulyi pontot talalunk. Egyikiik stabilitdsa megvaltozik
Andronov-Hopf-bifurkaci6 altal, valamint periodikus péalya is sziiletik, ahogy atlépiink a C tarto-
manyba. Ez a hatarciklus homoklinikus palyava alakul, majd eltiinik a homoklinikus bifurkacios
gorbén. Lathaté tehat, hogy Takens-Bogdanov-bifurkécié a nyereg-csomé és az Andronov-Hopf-
bifurkacids gorbék talalkozasi pontjaban lehet, melybol egy homoklinikus bifurkiaciés gorbe is
kiindul.

3.4. Homoklinikus palya bifurkaciéja

3.4.1. Definicié. Legyen © = f(z), ahol x € R? és f sima fiiggvény, valamint xo a rendszer
egyensilyi pontja. Ekkor a p € R? pontbdl indulé ¢(t,p) megolddst az xo egyensilyi ponthoz
tartozé homoklinikus palyanak nevezzik, ha ¢(t,p) — zg, ha t — £oo.

0.4r

0.3r

0.2

0.1r

O L L L L L L
-0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1
3.4. dbra. Homoklinikus pélya.

A homoklinikus pélya része az xg nyeregponthoz tartozé stabil és instabil sokasignak egyarant,
azok egy-egy aga valik zart gorbévé. Homoklinikus bifurkaci6 torténésekor egy periodikus palya
érintkezik egy nyeregponttal, igy homoklinikussa valik, majd eltiinik. A 3.4. dbran egy stabil
hatérciklusbél lett homoklinikus palyat lathatunk. Ahogy a 3.3. részben méar lattuk, a Takens-
Bogdanov-bifurkdciés pontban egy periodikus palya homoklinikussd valik, {gy innen minden

esetben egy homoklinikus bifurkaciés gorbének kell kiindulnia.
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3.5. Periodikus palyak fold bifurkacidja

Lathattuk, hogy homoklinikus, valamint Andronov-Hopf-bifurkécié torténésekor is sziilethetnek

vagy eltlinhetnek hatarciklusok. A periodikus palydk egy masik lehetséges bifurkaciéja a fold

bifurkacié. Ennek kornyezetében egy stabil és egy instabil hatarciklus talalhaté egymas koriil,

melyek a \g € R? bifurkéciés paraméterértéknél dsszeolvadnak és elttinnek. A 3.5a. dbran lat-

hatjuk, hogy A < Ag esetén a stabil egyensulyi pont koriil taldlunk egy instabil hatarciklust,

melyet egy stabil periodikus palya vesz koriil. Kozeledve Ag-hoz a hatérciklusok egyre koze-

lebb vannak egymadshoz, mig Ag-nal 6sszeolvadnak. Ennek megfeleléen a 3.5b. abran A > Ag

paraméterértéknél mar csak egy stabil egyensilyi pontot taldlunk a fazisképen.

0.5

0.4r

03¢

0.2

0.1r
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-0.1

(a)

-0.2 -0.1 0 0.1 0.2

A < Mg, stabil egyensilyi pont, instabil és
stabil hatarciklus.

0.5

0.4r
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(b) A > ), stabil egyensiilyi pont.

3.5. abra. Periodikus palyak fold bifurkacidja Ay paraméterértéknél. A stabil és instabil hatar-

ciklus

ok Osszeolvadnak és eltiinnek.
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4. fejezet

A Hopfield-modell azonos stilyokkal

A Hopfield-modell vizsgdlatdt a 2.3. részben mér ismertetett feltevések mellett végezziik. To-
vabbi feltételek bevezetésével alacsonyabb dimenzids rendszerre vezetjilk vissza a modellt, majd

megvizsgaljuk az azonos silyozassal rendelkez6 halézat esetét.

4.1. A modell visszavezetése alacsonyabb dimenziés rendszerre

Megmutatjuk, hogy azonos sulyt neuronok jelenlétekor a (2.4) rendszer aszimptotikus viselke-
désének leirasdhoz elegendo egy joval egyszeriibb, a feltételeknek megfelel6en valasztott egyen-

letrendszert vizsgalnunk.

4.1.1. Allitas. Hai ésj indexekre teljesiil, hogy w; = w; > 0, akkort — |x;(t)—x;(t)| szigorian

csokken, és tligrn |zi(t) — x;(t)] = 0, azaz egyensilyi pontban és periodikus megolddson x; = x;.
—+00

Bizonyitas. A kezdeti feltétel alapjan két esetet kiilonboztethetiink meg. Tekintsiik eldszor
azt, amikor minden w > 0 sulyd neuron kezdeti feltétele azonos. Ekkor a hozzajuk tartozd
megoldasok is megegyeznek. Ha viszont a kezdeti feltételek kiilonboznek, akkor belatjuk, hogy
két megoldas kiilonbsége 0-hoz tart ¢ — 400 esetén.

Tekintsiik tehat a (2.4) rendszer két egyenletét

& = —x; +wjf(z) + Z wi f (), (4.1)
k=1
k#i,j

n
Tj;=—x;+ w; f(x;) + Z w f(zk).
5

A (4.1) mésodik egyenletét kivonva az elséb6l kapjuk, hogy

G — & = —x; + x5 — wif(x;) + w; fa;).
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Legyen u(t) = (z:(t) — 2;(t))?, ekkor
= 2(2; — @) (& — d5) = —2(2i — 23)° + 2w — 25) (i f () — wif (21)). (4.2)
A feltétel szerint w := w; = w; > 0, tehat
U= —=2u+ 2w(x; — ;) (f(x) = f(2:)). (4.3)

Mivel az f fiiggvény szigortian monoton névekedd, ezért az (x; — x;)(f(xj) — f(x;)) szorzat
negativ, ha i # j. Tovabba w pozitivitdsa miatt u(t) < —2u(t), igy a Gronwall-lemma szerint
u(t) < e~ u(0), vagyis t — +oo esetén u(t) — 0. Ekkor tlgrolo |z;(t) —x;(t)| = 0, tehat egyenstlyi
pontban és periodikus palyan z;(t) = z;(t) Vt-re. O

4.2. A modell vizsgalata egyforma pozitiv siilyok esetén

Vizsgaljuk el6szor azt a specialis esetet, mikor a neuronok azonos pozitiv stllyal kapcsolédnak
egymashoz, vagyis legyen w; = w > 0V j-re. A W stlymdtrix minden f6atlébeli eleme legyen
tovabbra is 0, tehat a neuronok énmagukhoz ne kapcsolédjanak direkt médon. Ekkor a 4.1. rész
alapjan a (2.4) modell helyett vizsgdlhatunk egy egyszer(ibb rendszert.

Ha létezik w = w; > 0V i-re, akkor a 4.1.1. Allitds szerint két megoldds kiilonbségének
hatarértéke t — +o00 esetén 0, azaz a megoldasok aszimptotikusan egyenlové valnak. Ekkor
az x; = = minden i-re teljesiti a (2.4) egyenletet, és az azonos stlyok miatt > 7 wif(xg)

egyszeriibb alakban nw f(z)-ként irhat6 fel.

4.2.1. Allitas. Ha van olyan w > 0, melyre w = w; minden i esetén, akkor a (2.4) rendszer
aszimptotikus viselkedését az
t=—-x+ (n—1Nwf(x) (4.4)

egyenlet meghatdrozza.

R. D. Beer hasonlé halézat vizsgalatat irta le a [10] cikkben. Az altala vilasztott bifurkacios
paraméterekkel ellentétben mi a w sily mellett az aktivacios fiiggvény a paraméterét valtoztat-
juk, az I kiils6é hatast pedig O-nak tekintjiik. Ez egyrészt nehezebb, mert a nemlinearisan van

benne az egyenletben, mésrészt fontos, mert meghatarozza, hogy az f fiiggvény hol konvex.

4.2.1. Nyereg-csomo6 bifurkacio

Rogzitsiik a neuronok szamét (n), és az aktiviciés fiiggvény b paraméterét, majd a valasztott
(w,a) paraméterpar fuggvényében vizsgaljuk meg, hogy a (4.4) differencidlegyenletnek hany
egyensilyi pontja lehet. Ahhoz, hogy egyenstlyi pontot kapjunk, tegyiik a (4.4) egyenlet jobbol-
dalat 0-val egyenl6vé. Vegylik ehhez hozza a kapott egyenlet x szerinti derivaltjat is az egyenstlyi

pontok szamanak megvaltozasahoz, azaz a 3.1.2. Tételt alkalmazzuk
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F(z,w) = —z+4+ (n—Dwf(x),

Fl(z,w) = 1+ (n—-1wf'(x)
esetén, melybdl
—z+ (n—-Nwf(z) = 0, (4.5)
1+ (n—-Nwf(z) = 0

adédik. Ekkor a (4.5) egyenletrendszerbe az &ltalunk hasznalt f(z) = (1 + exp(a — bx))~?
aktivaciés fliggvényt behelyettesitve, az els6 egyenletbdl w-t kifejezve, majd a masodikba beirva

a kovetkezot kapjuk:

x (1 + ea_xb)
= —— 4.
v n—1 (4.6)
1
a = xb—In(zb—-1), ahol T>

A (w,a) paramétersikon (4.6) alapjan a 4.1. abran lathaté bifurkéciés gorbe rajzolhaté meg
x-szel paraméterezve, mely két tartoméanyra osztja fel a sikot. Az dbran a szamok az egyensulyi
pontok szadmat jelolik az egyes tartomanyokban. Ezek alapjan a (4.4) egyenletnek egy vagy ha-
rom egyensulyi pontja lehet. Stabilitasuk eldontéséhez tekintsiik a (4.4) egyenlet jobboldaldnak

derivaltjat, és vizsgdljuk meg annak eldjelét, mely egyensilyi pont egy kornyezetében megadja a

0.4 0.6 0.8 1 1.2
w

4.1. dbra. A (4.4) egyenlethez tartoz6 nyereg-csomé bifurkacids gorbe és az egyensilyi pontok
szdma (4.6) alapjan b =1 és n = 10 esetén.
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trajektoridk irdnyat, igy a stabilitast is. Egyetlen egyensulyi pont esetén a derivalt negativ, igy
az globalisan stabil, mig harom egyensilyi pont koziil a kézépsOre pozitiv a derivalt, az elsére
és harmadikra viszont negativ. Ez esetben tehat két stabil és egy instabil egyenstlyi pont van,

melyeket a 4.2. abran lathatunk.

0 5 10
X

4.2. dbra. A (4.4) egyenlet jobboldala és az egyensilyi pontok stabilitdsa a = 4, b =1, n = 10
és w = 1 paraméterértékek esetén.
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5. fejezet

A Hopfield-modell analitikus

vizsgalata kétféle sillyal

A kovetkezdkben vizsgaljuk meg azt az esetet, mikor n darab neuronbdl megengediink egyetlen,
a t6bbitdl eltérd sulyut. Ez mar negativ értéket is felvehet, vagyis a halézatban megjelenhet egy
gatlé neuron. R. D. Beer a [10] cikkben hasonld esetben vizsgélta a modellt, azonban épp az dlta-
lunk valtoztatott sulyok értékét rogzitette, melyek a neuronok egymashoz valé kapcsolédasanak
erésségét jelzik, valamint a rendszer leirdsat két neuronbdl all6 halézatra végezte. G. B. Er-
mentrout ugyanebben az esetben tovabbi viselkedéseit mutatta meg a rendszernek fazisképek és
nullklindk segitségével, a silyok &altal kifeszitett paramétersikon azonban a bifurkacids goérbéket

6 sem hatarozta meg.

5.1. Visszavezetés kétdimenzids rendszerre

Tegytik fel most, hogy (n — 1) darab neuron w > 0 stllyal kapcsolédik a tobbihez, és van egy
eltérd, wy silyd neuron, ahol w; negativ is lehet. A vizsgalat soran tekintsiik bifurkaciés para-
méternek a w és w; stlyokat, a tdbbi paraméter értékét pedig rogzitsiik. Ekkor a 4.1.1. Allitst
felhasznalva megmutatjuk, hogy a (2.4) modell dinamikéjanak leirdsdhoz elég egy kétdimenzids
differencidlegyenlet-rendszert vizsgalnunk.

Ha létezik w = w; > 0 Vi = 2,...,n, akkor a 4.1.1. Allitds szerint a megoldésok aszimpto-
tikusan egyenl6ek lesznek, tehdt a w > 0 silyhoz tartozé oszlopok sszevonhatbéak W-ben. Az
(1, x2) szintén megoldédsa a (2.4) egyenletnek, ahol o = x; V i = 2,...,n és az x1-hez tartozé

wy sily pedig tetszoleges.

5.1.1. Allitas. Ha van olyan w > 0, melyre w = w; bdrmely ¢ = 2,...,n esetén, és wy tetszo-

leges, akkor a (2.4) rendszer aszimptotikus viselkedésének leirdsihoz elég a kovetkezd rendszer
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megolddsait vizsgalnunk
1 = —x1+ (n—1wf(za), (5.1)
2o = —zo+wif(z1)+ (n—2)wf(za).

5.2. Nyereg-csomé bifurkacié

Hatarozzuk meg elOszor, hogy w és w; értékeitdl fliggben a modellnek hany egyensilyi pontja
lehet. Ehhez el6szor is az (5.1) rendszer mindkét egyenletének jobboldalét tegyiik 0-val egyenlévé,

majd az els6 egyenletbdl fejezziik ki x1-et
1 = (n—1Dwf(xe). (5.2)

A maésodik egyenletbe ezt beirva a rendszer egy egyenletre redukalhatd, mely a paraméterektdl

fiigg6en mar megadja az (5.1) rendszer egyensulyi pontjait
—zo+wif((n—1wf(x2))+ (n—2)wf (z2) = 0. (5.3)

Az egyensiilyi pontok szaménak megvaltozdsahoz hasznaljuk az egyvaltozos esethez hasonléan

a 3.1.2. Tételt, vagyis derivaljuk x szerint a kapott (5.3) egyenletet
—L+wif (n—1Dwf(z2)) (n = Dwf (z2) + (n—2)wf’ (x2) = 0. (5.4)

Az (5.3) egyenletbdl fejezziik ki w-et

w ::L‘g—(n—Z)wf(ajg)
(= Dwf (22)

(5.5)

majd a wi-re kapott értéket helyettesitsiik az (5.4) egyenletbe

xo— (n—2)wf (x2)

- Dwf (@)

flln=1Nwf(z2)) (n—wf (w2) + (n —2) wf' (v2) = 0. (5.6)

A korébbiakhoz hasonléan az f(x) = (1+ exp(a — bx)) "t aktiviciés fiiggvényt alkalmazzuk.
Azon pontok halmazat a (w,w;) sikon, melyek esetén az egyensilyi pontok szdma megvaltozik,
azaz a nyereg-csomé bifurkédciés gorbét, az (5.6) egyenlet w-re vett megoldasa adja tetszéleges
a € R, b>0és n > 1 paraméterekkel. Azonban w nem fejezhetd ki explicit képlettel ebbdl az
egyenletbdl, igy a megoldasokat numerikusan, MATLAB-ban irt program segitségével kozelitjik.
El6fordulhat, hogy az egyenletnek t6bb w megoldasa is van egy rogzitett xo esetén, vagy egyal-
taldn nincs gyoke, igy el0szor megkeressiik azt az intervallumot, melybdl xo-t valasztva 1étezik
legaldabb egy megoldas. Ezutan zs-vel bejarva a kapott intervallumot, minden egyes rogzitett xo

értékhez w értékeit mint az (5.6) egyenlet zérushelyeit keressiik. Ehhez a w-re vett felosztdsboél
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el6szor kivalasztjuk azon osztopontokat, melyek kozott elGjelvaltas torténik, majd ezeket véve az
intervallumok végpontjainak, intervallumfelezést alkalmazva pontositjuk w értékeit. A kapott w
megoldasokhoz w; értéke az (5.5) képlet alapjan szdmolhaté. Ekkor a kivilasztott intervallumon
x9 értékét valtoztatva, és a (w,wq) sikon dbrézolva kapjuk a nyereg-csomé bifurkéciés gorbét,
melyre példat a = 4, b = 1, és n = 10 rogzitett paraméterértékek mellett lathatunk az 5.1. dbran.
Jelen esetben ez 3 részre osztja fel a paramétersikot. Jobb oldalon a gorbe tgynevezett fecske-
farok részének kinagyitasa taldlhatd, az abrakon a szamok pedig az egyensilyi pontok szamat
jelolik az egyes tartomanyokban. Mivel a paramétersikon a bifurkacids gorbét atlépve valtozhat
csak meg az egyensilyi pontok szama, igy egy-egy tartomanybeli értékpar esetén meghatarozva
azt, az egész tartomanyban igaz lesz. Ehhez MATLAB programot készitettem, ami tetszéleges
(w,wn) értékpar esetén intervallumfelezéssel hatdrozza meg az egyensulyi pontok szamét és azok
helyzetét is a fazisképen. Ezek alapjan az (5.1) rendszernek 1, 3 vagy 5 egyensilyi pontja lehet

a fenti paraméterértékek mellett.
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(a) Nyereg-csomé bifurkédcids gorbe. A téglalap (b) Nyereg-csomo6 bifurkécids gorbe fecskefarok
a (b) dbran kinagyitott részt jeldli. része nagyitva.

5.1. dbra. Az (5.1) rendszerhez tartozé nyereg-csomé bifurkacids gorbe és egyenstlyi pontok
szama a = 4, b =1 és n = 10 esetén.

5.3. Andronov-Hopf-bifurkacié

Az egyensulyi pontok szamanak meghatarozasa utan vizsgaljuk meg azok stabilitasat is. Ke-
resstink olyan (w,w;) értékparokat, melyekre valamely egyensilyi pont stabilitdsa megvaltozik,
azaz vizsgaljuk meg, milyen paraméterek esetén torténik Andronov-Hopf-bifurkacié. Kordbban

mar lattuk, hogy az (5.1) rendszert egyenstlyi pontban egy egyenletre redukalhatjuk, ezt az (5.3)
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egyenletben irtuk fel. Jeloljikk most az (5.1) rendszer Jacobi-métrixat J-vel

(5.7)

J_< -1 (n = Dwf(z:) )
wif (0= Dwf(e2) —1+ (0= 2w (z2)

Az (5.3) egyenlethez vegyiik még hozzd, hogy tr J = 0, ami a bifurkacié megjelenésének sziikséges
feltétele a 3.2.3. Allitas alapjan

—2+4 (n—2)wf'(z2) = 0. (5.8)

Ekkor az (5.3) egyenletb6l wi-et, majd (5.8)-bdl w-t kifejezve, és felhasznélva, hogy az aktivicios
figgvényre teljesiil az f/ = bf(1 — f) Osszefiiggés kapjuk, hogy
—(n—2
w = == 2wflzs) (5.9)
flln=1)wf (x2))
2

(n=2) f(22) (1 - f(22)) b

Ezzel explicit képletet kaptunk, mely a (w,w;) sikon mér zo-vel paraméterezve megad egy
gbrbét, azonban ahhoz, hogy valéban Andronov-Hopf-bifurkacié torténjen, tovabbi feltételek-
nek is teljestilnie kell, igy a keresett bifurkdciés gorbe az (5.9) altal meghatdrozott gérbének
csak egy része lesz. A 3.2.3. Allitas alapjan meg kell nézniink azt is, hogy mikor lesz a Jacobi-
matrix determinansa pozitiv, hogy a sajatértékei tisztan képzetesek legyenek. Ellenkez6 esetben
eléfordulhat, hogy a tr J = 0 feltétel éppen egy nyeregpontra teljesiil, ekkor viszont nem beszél-
hetiink stabilitdsvaltozasrol. Ennek ellendrzését numerikusan, MATLAB segitségével végeztem,
miutdn az 5.2. dbran lathaté Hopf-bifurkacios gérbét kaptam a = 4, b = 1, és n = 10 rogzitett

paraméterértékek mellett.
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5.2. dbra. Andronov-Hopf-bifurkéciés gorbe az (5.1) rendszerben a = 4, b =1 és n = 10 esetén.
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Valamely egyensulyi pont stabilitisa tehat megvaltozik, ha a paramétersikon atlépjiik ezt
a gorbét, valamint periodikus palya is sziilethet. Mivel azonban ez a gbérbe énmagaban nem
osztja tartoméanyokra a (w,w,) sikot, igy a nyereg-csomé bifurkacios gorbével egyiitt létrehozott

tartomanyokon vizsgéljuk majd az (5.1) rendszer fazisképeit.

5.4. Takens-Bogdanov-bifurkacié

Az 5.3. dbran a nyereg-csomo, illetve az Andronov-Hopf-bifurkacié gérbéit egyszerre dbrazolva
a=4,b=1és n =10 esetén lathatd, hogy a két gérbe egy pontban talalkozik. Ekkor egyszerre
teljesiilnek a nyereg-csomo és az Andronov-Hopf-bifurkécié feltételei, a taldlkozéasi pont pedig a
Takens-Bogdanov-bifurkacios pont, ahogy ezt a 3.3. részben mar ismertettiikk. Ennek meghata-
rozasahoz az Andronov-Hopf-bifurkaciés gorbe megtalaldséhoz felirt (5.3) és (5.8) egyenletekhez
vegyiik hozza, hogy az (5.1) differencidlegyenlet-rendszer Jacobi-métrixdnak determindnsa le-
gyen 0. Ez éppen a 3.3.1. Definici6 feltételének felel meg, ezzel pedig xo-re megkapjuk a Takens-

Bogdanov-bifurkaciés pontot.
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(a) Pirossal a nyereg-csomé, kékkel —az (b) A fecskefarok kinagyitdsa, csillaggal jelolve
Andronov-Hopf-bifurkéicié gorbéi. a Takens-Bogdanov-bifurkaciés pont.

5.3. abra. Nyereg-csomé és Andronov-Hopf-bifurkicié gorbéi, valamint a Takens-Bogdanov-
bifurkéciés pont az (5.1) rendszerben a =4, b =1 és n = 10 esetén.

5.5. Periodikus palya létezésének sziikséges feltétele

Az eléz6 részben lattuk, hogy bizonyos paraméterértékekre az (5.1) rendszerben Andronov-
Hopf-bifurkacié torténik, aminek kovetkeztében periodikus palya sziiletik. Ebben a részben azt
vizsgaljuk, hogy mely paraméterértékek esetén jelenhet meg hatarciklus, azaz milyen sziikséges

feltétel mondhaté periodikus megoldas sziiletésére Andronov-Hopf-bifurkacié altal.
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Az 5.2. abrat alaposabban megnézve észrevehetd, hogy wi végig negativ értéket vesz fel az
Andronov-Hopf-bifurkaci6é gérbéje mentén. Ez azt jelenti, hogy periodikus péalya megjelenéséhez
sziikséges, hogy a halézatban legyen negativ sulyd, azaz gitlé neuron is. Ezt a megfigyelést a

kovetkez6kben altaldnosan is megfogalmazzuk, és igazoljuk.

5.5.1. Tétel. Amennyiben a hdlézat n—1 darab pozitiv w silyd, és eqy tetszbleges wy siulyd neu-
ronbol all, akkor a (2.4) differencidlegyenlet-rendszerben csak wy < 0 esetén johet létre periodikus

palya Andronov-Hopf-bifurkdcidval.

Bizonyitas. A tételt eldszor az (5.1) rendszerre igazoljuk, majd megmutatjuk, hogy a (2.4)
modellre is altaldnosithato.

Az 5.3. részben mar meghataroztuk az Andronov-Hopf-bifurkaciés gorbét a kovetkezékép-
pen. Megadtuk az (5.1) rendszer egyensilyi pontjait az (5.3) egyenlettel, ehhez hozzavettiik a
trJ = 0 feltételt az (5.8) egyenletben, és a tisztan képzetes sajatértékekhez numerikusan azt is
ellendriztiik, hogy a Jacobi-métrix determindnsa pozitiv legyen. Irjuk most fel ez utébbi feltételt

expliciten is

-1 (n— Dwf'(x2)

> 0.
wif/(n—Dwf(z2)) —1+(n—2)wf(z2)

A determindnst kifejtve kapjuk, hogy

(=1)(=1+ (n = 2)wf'(z2)) — (n — Dwf'(z2)wi f'(n — Dwf(22)) > 0.

Az altalunk alkalmazott f(z) = (1 + exp(a — bx))~! alakt aktivacits fiiggvényre teljesiil az
[/ =0bf(1 — f) Osszefiiggés, ezt felhasznéljuk, és egyszertisitiink

1= (n=2)wbf(z2)(1 = f(z2)) —
(n — Dwwib?f(22)(1 = f(w2)) f((n — Dwf(w2))(1 = f((n — Dwf(z2))) > 0.

Behelyettesitjiikk az f(x) aktivacids fuggvényt, majd tovabbi egyszeriisités utan a kovetkezot

kapjuk:
1— (n —2)wbexp (a — l’;b) _(n-1) ww1b? exp (a —2:152b) _ (5.10)
(14 exp (a — x2b)) (1 + exp (a — x2b))
exp (a—b(n—l)w(1+exp (a—xgb))_1> .
(1 + exp (a —b(n—1)w(l+exp(a— ang))fl))z
A baloldal kozbs nevezdje
(14 exp (a — z2b))? (1 + exp (a —b(n—1)w(l+exp(a— mgb))_l))2 . (5.11)
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Errél elmondhaté, hogy mindig pozitiv, igy az (5.10) egyenlétlenség pontosan akkor teljesiil, ha

a kozos nevezore hozas utan a szamlalo pozitiv, azaz

(1 + exp (a — 2b))? (1 + exp (a —b(n—1)w(1+exp(a— ang))*l))2 - (5.12)
(n —2) wbexp (a — x2b) (1 + exp (a —b(n—1)w(l+exp(a— xgb))_l))2

(n — 1) wwib* exp (a — z9b) exp (a —b(n—1)w(l+exp(a— xgb))fl) > 0.

Ekkor (5.12) egyenl6tlenségbe behelyettesitve (5.9) alapjan w = (n72)f(12)2(17f( 775t majd egy-

2
szerlsitve

2
2(n—1) —  (5.13
(n=2)(1- (1 +exp (a—mb))l))) o

— (1 + exp (a — x2b))? (1 + exp (a -

2wib(n — 1)(1 + exp (a — z9b))? N 2(n—1) 0
n—2 p( (n—2)(1—(1+exp(a—x2b))_1>) g

adédik. Ebbél kiemelhetd — (1 4 exp (a — 22b))?, ami mindig negativ el8jelti, igy (5.13) azzal

ekvivalens, hogy a maradék tag negativ, azaz

2
2(n—1)
l+exp|a— + 5.14
( P ( (n—2) (1—(lexp(a—$2b))1))) ( )
2= Dbur 2n= ) 0
n—2 p( (n—2) (1—(1+exp(a—wzb))l)) )

Atrendezés utdn wi-re a kovetkezd felsé korlatot kapjuk

2
2(n—1)
l+exp|la-—
n— 2 ( p( (n2)(1(1exp(ax2b))1)>)

_Qb(n—l) ( 2(’0*1) )
exp | a — —
(n—2) (1— (1+exp(a—a5) ")

Mivel az f fliggvény definicidja szerint b > 0, és az exponencidlis fliggvény szintén mindig

wy < (5.15)

pozitiv, igy (5.15) jobboldala barmely n > 2, a € R és b > 0 paraméterértékek esetén negativ
lesz. Igy wy értéke is biztosan negativ, tehat beldttuk, hogy ahhoz, hogy az (5.1) rendszerben
Andronov-Hopf-bifurkaci6 térténhessen, sziikséges a haldzatban egy gatldé neuron jelenléte.

Ez azonban a (2.4) differencidlegyenlet-rendszerben is kizdrja a periodikus megoldas létre-

jottét Andronov-Hopf-bifurkaciéval w; > 0 esetén, hiszen ha lenne periodikus megoldésa, akkor
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az egyes koordinaték kiilonbsége abban is nulldhoz tartana t — oo esetén a 4.1.1. Allitds szerint,
vagyis az (5.1) rendszernek is periodikus megolddsa lenne. O

Ezzel specidlis silyozas esetén sziikséges feltételt adtunk legaldbb harom neuronbdl all6 ha-
l6zatban periodikus megoldéas sziiletésére Andronov-Hopf-bifurkécié altal. Korabban G. B. Er-
mentrout két neuron esetén mér bizonyitotta, hogy w; > 0 mellett nem létezhet periodikus

megoldas [12].
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6. fejezet

A modell numerikus vizsgalata
kétféle sillyal

Az eddigiek sordn olyan valtozdsokat hatdroztunk meg a fazisképen, melyek egy egyensilyi pont
kornyezetében torténtek, ezeket lokdlis bifurkaciéknak nevezziik. Ebben a fejezetben attériink
az analitikus eszkozok segitségével mar kevésbé meghatarozhaté, globdlis bifurkacidok detektala-
sara is, amihez a MATCONT numerikus bifurkaciékeres6é programcsomagot hasznaljuk. Eloszor
roviden attekintjiik az altala alkalmazott numerikus moédszereket, majd a lokalis és globalis

bifurkacidk meghatarozasanak lépéseit mutatjuk meg.

6.1. MatCont

A MATCONT programcsomag paraméteres dinamikai rendszerek vizsgdlatara szolgalé numerikus
eszkoz. Grafikus feliilettel is rendelkezik, de a kiilonallo metédusokat MATLAB parancssorbdl
is futtathatjuk. Szamitasai a prediktor-korrektor médszeren alapulnak, mely két f6 1épésbdl all.
El6szor altalaban egy explicit mddszerrel jésolja meg a keresett gorbe egy, mar ismert pontjabol
a kovetkezét, majd egy magasabb konvergenciarendil implicit médszerrel javit rajta. A gorbék
megkereséséhez a feltételeket F'(x) = 0 alakban fogalmazza meg. Predikcié sordn a mar ismert

x; pontbdl h 1épéskozzel a v; érintévektor irdnyaba 1ép egyet
Xo = x; + hv;,

majd korrekcidként Newton-modszert alkalmaz x; 1 meghatarozasdhoz. Annak érdekében, hogy
az egyenletek és az ismeretlenek szdma megegyezzen, szitkséges egy g(z) = 0 feltételt is hozza-

venni a megoldandé feladathoz

Fz) = 0 (6.1)



A ¢ figgvény megvalasztasanak egyik lehetésége a pszeudo-ivhossz mddszer, mely egy Xp-on

atmend, v;-re meroleges hipersikot ad meg

Az igy kapott (6.1) rendszerre belathatd, hogy megfelel6 1épéskoz mellett a Newton-modszer
Xo-bél indulva a keresett gorbe egy pontjahoz konvergdl [26, 27].

6.2. Lokalis bifurkaciok meghatarozasa

Elsé 1épésként a vizsgalt (5.1) rendszerben egyensilyi pontot kell taldlnunk, hiszen a fazis-
képen ennek kornyezetében torténhet valtozéds. Ehhez a MATCONT feliiletérdl is elérhetéek a
MATLAB kozonséges differencidlegyenlet-rendszer megolddi is, de kiilon elvégzett szamitas ese-
tén az egyensulyi pont koordindtait is megadhatjuk. Ekkor egy paramétert kivalasztva, annak
valtozasa mellett kovethetd az egyensilyi pont helyzete. Ekozben lehet6ség van megadni, hogy
mely bifurkaciok feltételét ellenérizze a program minden 1épésben, igy meghatarozhatéak azok
a paraméterértékek, melyeknél az egyenstlyi pont bifurkacién megy keresztiil. Az (5.1) rendszer
esetén a = 4, b = 1, n = 10 és w = 3,22 mellett, w; sulyt valtoztatva a 6.1. dbran lathatjuk
az egyensulyi pont kovetését, valamint a nyereg-csomé (LP) és Andronov-Hopf-bifurkacié (H)

pontjait.

x1

6.1. abra. Egyensulyi pont kévetése a = 4, b = 1, n = 10 és w = 3,22 esetén. LP jeloli a
nyereg-csomé, H az Andronov-Hopf-bifrukéciot.

A mar ismert bifurkaciés pontokbdl kiindulva két valtozé paraméter mellett kdvethetjiik
a bifurkaciés gorbéket is. Ennek soran lehetGség van tgynevezett két kodimenzids bifurkaciok
megkeresésére is, ilyen példaul a Takens-Bogdanov-bifurkacié. Az (5.1) rendszer esetén bér-

mely ismert bifurkaciés pontbdl inditva a numerikus szdmolast éppen az analitikus eszkozokkel
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meghatéarozott bifurkaciés gorbéket kapjuk, melyek az 5.3. dbran lathaték. A numerikus szamo-
14sbél kapott Andronov-Hopf-bifurkaciés gérbe esetén figyelniink kell arra, hogy annak minden
aga val6di bifurkécios gorbe legyen, ugyanis mig egyensulyi pont kévetése kézben a MATCONT
elkiiloniti az ugynevezett neutral-saddle esetet, mikor a trJ = 0 feltétel épp egy nyeregpont

esetén teljestl, addig a bifurkacids gorbe kévetésekor mar nem tesz koztiik kiillonbséget.

6.3. Globalis bifurkaciék meghatarozasa

A lokalis bifurkaciokkal ellentétben most a valtozds nem egy egyensilyi pontban, hanem egy
globalis alakzaton, példaul periodikus palyan vagy homoklinikus palyan torténik. A MATLAB
beépitett ode megolddi szintén hasznalhatok periodikus palya megkeresésére, melyet kiindulés-
nak valasztva egy valtozd paraméter mentén kévethetiink is. Amennyiben valamely egyensilyi
pontot kovetve talaltunk Andronov-Hopf-bifurkaciés pontot, akkor ez is megadhaté kezdépont-
nak, majd kovethetjiik a bifurkacié altal sziiletett hatarciklust. Ennek soran detektalhatd, ha
a periodikus palya Osszeolvad egy masikkal, ekkor a MATCONT automatikusan attér a masik

hatérciklus kovetésére, igy annak keletkezésérél is kaphatunk informaciét [28].

X2 0 X1

6.2. dbra. Az Andronov-Hopf-bifurkdcién sziileté stabil hatarciklus (kék), és a homoklinikus
bifurkécié altal keletkezd instabil periodikus pélya (piros) kovetése. LPC-vel jelolve a két peri-
odikus palya Osszeolvadasa.

A 6.2. dbrén az (5.1) rendszerben a = 4, b = 1, n = 10 és w = 900 mellett, wy sulyt
valtoztatva az Andronov-Hopf bifurkacios pontbdl indulva kovettiik a sziiletd stabil hatarciklust,

ez lathatd kékkel. LPC felirat és vastag fekete gorbe jelzi a periodikus palyak fold bifurkaci6jat.
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Pirossal az instabil hatarciklus kovetését lathatjuk, melynek sziiletését nem jelzi a MATCONT,
azonban a palya cstucsos alakjabdl arra kévetkeztethetiink, hogy homoklinikus palya bifurkéciéja
soran jon létre. Ezt a kovetkezo 1épésben ellendrizni is tudjuk.

Ha egy periodikus péalya kévetése soran taldltunk fold bifurkaciét, akkor ebbdl indulva ko-
vethetd a bifurkaciés gorbe a kétdimenzidés paramétersikon. Homoklinikus palya bifurkacidja
esetén ez a mdédszer nem miikodik, helyette az egyik lehet6ség, hogy a nyeregpontot hatarozzuk
meg, és a hozzd tartozé stabil vagy instabil sokasigot kozelitjiik, majd ezt kovetjiik egy valtozo
paraméter esetén, mig megtalaljuk a homoklinikus péalyat. Az ehhez tartozd paraméterértékek-
bdl kiindulva pedig meghatarozhaté a bifurkécios gorbe is. Egy masik lehet6ség MATCONT-ban
a homoklinikus bifurkacié gorbéjének megrajzolasara, hogy egy Takens-Bogdanov-bifurkéciés
ponttal inicializaljuk a keresét. A 3.3. rész alapjan tudjuk, hogy innen minden esetben egy
homoklinikus bifurkaciés gorbének kell kiindulnia [29, 30].

A homoklinikus pélya meghatarozasat a 6.3. dbrén ¢ = 4, b = 1, n = 10 és w = 900
mellett végeztitk az (5.1) rendszerben. Egy nyeregbdl indulé pélyat rajzoltunk meg wy = —46
esetén, majd ezt kévettiik wy valtoztatasdval a stabil sokasdg meghatarozasahoz, melyet az SM
felirat jelez. Ezt tovabb kévetve pedig megkaptuk a homoklinikus palyat, melyet Hom felirattal
jeloltiink. Fzzel igazolédott a sejtésiink, miszerint a 6.2. abran az instabil periodikus péalya

homoklinikus bifurkécié altal jon 1étre.

x2 x1

6.3. abra. A homoklinikus palya meghatarozésa (Hom) a stabil sokasig (SM) segitségével a = 4,
b=1,n=10és w = 900 esetén az (5.1) rendszerben.
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7. fejezet

A Hopfield-modell dinamikaja
kétféle sillyal

Tekintsiink tovédbbra is egy m neuronbdl &ll6 halézatot, melyben (n — 1) neuron sulya w >
0, és van egy tetszlleges w; silyd neuron is. Az 5. és 6. fejezetekben ismertettiik a lokalis
és globalis bifurkacidok meghatarozasi mddszereit, valamint analitikus és numerikus eszk6zok
segitségével megadtuk az (5.1) modellben megjelené bifurkacidkat. A (w,w;) paramétersikot a
bifurkaciés gérbék szdmos tartomanyra osztjak fel, melyekben a modell dinamikéja jelentésen
eltér egymastél. Ebben a fejezetben a rendszer lehetséges viselkedéseit irjuk le az aktivacids

fliggvény a paraméterét kétféleképpen megvalasztva.

7.1. A Hopfield-modell a = 4 esetén

A nyereg-csomo, valamint az Andronov-Hopf-bifurkaciés gorbéket a = 4 esetén az 5.3. Abrdn mar
lathattuk. Ezekhez most hozzavessziik a 6. fejezetben leirtak szerint meghatarozott homoklinikus
melynek egy-egy nagyitott részét lathatjuk a 7.2. dbran. T B-vel jelolve a Takens-Bogdanov-
bifurkéciés pont, C'P-vel a nyereg-csomé bifurkaciés gorbe csicspontjai lathaték. A (w,w)
paramétersikot 9 tartoméanyra osztjak fel a bifurkaciés gorbék, melyeket A — I betiikkel jel6liink.

Az (5.1) rendszernek az A tartomanyban egyetlen egyensulyi pontja van, mely globalisan
stabil. A B tartomanyba &atlépve a nyereg-csomé bifurkiacié kévetkeztében mar 3 egyensilyi
pontot taldlunk, melyek koziil az els6 és harmadik stabil, a masodik pedig nyeregpont. A C
tartomanyba attérve a homoklinikus palya bifurkéiciéjakor az elsé egyensilyi pont koril instabil
periodikus palya sziletik. A 3.2.1. Definicié szerint a C' és D tartomanyok hataran szuperkritikus
Andronov-Hopf-bifurkaci6é torténik, melynek kovetkeztében az els§ egyensulyi pont stabilitdsa
megvaltozik, illetve stabil hatarciklus is sziiletik. Ennek megfelel6en a D tartomanyban az elsé
egyensulyi pont instabil, korilotte pedig stabil hatarciklus taldlhatd, melyet koriilvesz az insta-

bil periodikus palya. A homoklinikus, valamint az Andronov-Hopf-bifurkacios gorbe keresztezi
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7.1. dbra. Bifurkacios gorbék az (5.1) rendszerben: pirossal a nyereg-csomd, kékkel az Andronov-
Hopf-, zolddel a homoklinikus, magentaval a periodikus palyak fold bifurkacidja. C'P jeldli a
nyereg-csomo gorbe cstcsait.
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(a) A homoklinikus és az Andronov-Hopf- (b) A fecskefarok egy részének nagyitdsa.
bifurkéaciés gorbék keresztezik egymast.

7.2. abra. Bifurkécids gorbék és az altaluk 1étrehozott tartoményok nagyitva. T'B jeloli a Takens-
Bogdanov-bifurkaciot, C'P a nyereg-csomé gorbe csiicsait.

egymast, igy az E tartomanyban az els6, instabil egyenstlyi pont koriil csak a stabil hatarciklus
figyelhet6 meg. A D tartomédnyban egyszerre 1étezd stabil és instabil hatarciklusok a periodikus
palyék fold bifurkaciéjakor Osszeolvadnak és eltlinnek. Ennek kévetkeztében az F' tartoméany-
ban csak a 3 egyensilyi pontot talaljuk, melyek koziil az elsé tovabbra is instabil, a méasodik
nyereg, a harmadik pedig stabil. A nyereg-csomé bifurkéciés gorbének a = 4 esetén van egy
ugynevezett fecskefarok része, melyben a rendszernek 5 egyensulyi pontja van. Ezek kozil az
els6 és 6tddik minden esetben stabil, a masodik és negyedik pedig nyereg. A G tartoményban a

harmadik egyenstlyi pont stabil, majd az Andronov-Hopf-bifurkécié gorbéjét atlépve a H tar-
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tomanyban mér instabil, valamint korilotte stabil hatarciklus is talalhaté. A 3.3. rész alapjan
tudjuk, hogy a Takens-Bogdanov-bifurkaciés pontbdl egy homoklinikus bifurkéciés gérbének kell
kiindulnia. Ennek koévetkeztében tiinik el a stabil hatarciklus, igy az I tartomanyban méar csak

az b egyensulyi pontot talaljuk, melyek koziil a harmadik tovabbra is instabil.

20

15+
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o
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7.3. dbra. A B tartoméanyhoz tartozo faziskép a stabil sokasiaggal a =4, b =1 és n = 10 esetén.

Nézziink most meg néhany érdekesebb esetet az (5.1) modell lehetséges fazisképei kozil.
A 7.3. dbran a B tartomanybdl valasztott paraméterértékekhez tartozéan a harom egyensilyi
pontot, valamint a nyeregbe befuté palyakat lathatjuk, mely a stabil sokasag. Ez utébbi adja a
két stabil egyensulyi pont vonzasi tartomanyanak hatarat. Ahogy latjuk, a hatar alatti kezdeti

értékekre a megoldés az alsé egyensiilyi pontba jut, mig a hatartdl feljebb induldé megoldasok a

5 2

0r 0

5t 2
-10 - 1 -4
-15 ¢ 1 -6
-20 - 1 -8
-25 — : : : : : : -10 : : :

0 5 10 15 20 25 30 35 0 2 4 6 8

(a) Homoklinikus pélya a nyeregponttal, beliil (b) Instabil egyensilyi pont, koriilotte stabil és
stabil egyensulyi pont w; = —28,55 esetén instabil hatarciklus wy = —26 mellett a D
a B és C tartomanyok hataran. tartomanybdl.

7.4. dbra. Az (5.1) modellhez tartozé fazisképek a =4, b =1, n = 10 és w = 100 esetén.
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fels6ébe. Autoasszociativ memériaként alkalmazva ez a hatar megmutatja, hogy mennyire lehet
zajos vagy hidnyos az input ahhoz, hogy visszakapjuk az egyensilyi allapotot. Lathato, hogy
az alsé egyensulyi helyzet nagyon érzékeny a felfelé valdé elmozduléasra, konnyen hibas véalaszt
kapunk ekkor.

A 7.4a. dbrdn a B és C' tartomany hataran taldlhaté homoklinikus palyat lathatjuk, mely-
bél az instabil periodikus pélya sziiletik. Ez utébbit a D tartomanyhoz tartozé 7.4b. abran
az Andronov-Hopf-bifurkaciéval 1étrejovo stabil hatarciklussal, valamint az instabil egyensilyi
ponttal egyttt figyelhetjik meg. Jelen esetben a stabil hatarciklus vonzési tartomanyanak ha-
tarat az instabil periodikus palya jelenti, a kiviilrél inditott megoldasok a harmadik egyensulyi
pontba futnak.

Ahogy mar emlitettiik, a fecskefarok belsejében a H tartomanyban taldlunk az (5.1) rend-
szernek periodikus megoldasat. Ennek kovetését lathatjuk a 7.5. dbran wy valtozasa mentén az
Andronov-Hopf-bifurkaciobdl indulva. A 7.2b. dbranak megfeleléen a hatarciklus csiicsos alaku

lesz, homoklinikussa valik, és elt{inik.
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7.5. abra. Az Andronov-Hopf-bifurkacién sziilet6 stabil hatarciklus kdvetése wq valtozd paramé-
terrel w = 3,22 esetén a H tartoméanyban.

7.2. A Hopfield-modell a = 2 esetén

R. D. Beer két neuron esetén a [10] cikkében megmutatta, hogy a modell viselkedése fiigg az
aktivaciés fliggvény a paraméterétdl. Ez az altalunk vizsgalt specidlis stilyozasi n neuronos ha-

l6zatban is elmondhaté. Megfigyelhetd, hogy a értékét névelve a nyereg-csomé bifurkacios gérbe
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7.6. abra. Az (5.1) modellhez tartozé bifurkaciés gorbék a =2, b =1 és n = 10 esetén. Pirossal
a nyereg-csomo, zolddel a homoklinikus, kékkel az Andronov-Hopf-bifurkaciés gorbe. T'B jeloli
a Takens-Bogdanov-bifurkaciét, C' P a nyereg-csomé gorbe csicsat.

fecskefarok részének mérete n6, mig a-t csokkentve egyre kisebb lesz, majd eltlinik. Ahogy a 7.6.
abran is lathatd, a = 2 esetén mar nincs fecskefarok, ennek megfeleléen az (5.1) rendszernek csak
1 vagy 3 egyenstlyi pontja lehet. Az a = 4 esethez hasonléan az 5.3. rész alapjan meghataroztuk
az Andronov-Hopf-bifurkécios gorbét is, valamint numerikus eszkézokkel a homoklinikus palya
bifurkacidjat, melyek kozos kiindulépontja a Takens-Bogdanov-bifurkaciés pont. A (w,w1) pa-
ramétersikon igy 4 tartomanyt kapunk, melyeket A — D betiikkel jeloliink, ezek szintén a 7.6.
abran lathatok.
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1t
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-15¢
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(a) Stabil egyenstlyi pont és instabil hatércik- (b) Homoklinikus pélya a nyeregponttal és sta-
lus a C tartomanyban w; = —6, 7 mellett. bil egyensuyli helyzettel wy, = —7,013 ese-
tén.

7.7. dbra. Az (5.1) modellhez tartozé fazisképek a =2, b =1, n = 10 és w = 10 esetén.
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Az A tartomanyban az (5.1) rendszernek egy egyenstlyi pontja van, mely globdlisan stabil.
A B tartomédnyba atlépve a nyereg-csomé bifurkécié kovetkeztében mér 3 egyensilyi pontot
taldlunk, melyek koziil az elsé instabil, a mésodik nyereg, a harmadik pedig stabil. Attérve a
C tartoményba az Andronov-Hopf-bifurkacié hatdsira az elsé egyensiilyi pont stabilla valik,
koriilotte pedig instabil hatarciklus jelenik meg. A 3.2.2. Definicié alapjan tehat jelen esetben
szubkritikus Andronov-Hopf-bifurkécié torténik. Az instabil hatarciklus a C és D tartoményok
hatdrahoz érve homoklinikussd valik, és eltiinik, igy a D tartomanyban mar csak az (5.1) rendszer
3 egyensilyi pontja lathaté a fazisképen, melyek koziil az els6é és harmadik stabil, a masodik
tovabbra is nyereg.

A fazisképek kozil az Andronov-Hopf-bifurkdcién sziiletett instabil hatarciklust, valamint
az ebbdl létrejové homoklinikus palyat mutatjuk meg. A 7.7a. dbran az (5.1) rendszer elsd
egyensilyi pontja lathatd, mely stabil, koriilotte pedig az instabil periodikus palya w = 10,
w1 = —6, 7 stlyok esetén. A homoklinikus palyat a nyeregponttal a 7.7b. dbran lathatjuk w = 10
és wp = —7,013 mellett.
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Osszefoglalas

A dolgozatban a neurdlis halézatok Hopfield-féle modelljével foglalkoztunk. Attekintettiik a bio-
l6giai neuronhalézatok felépitését és miikodését, valamint az altaluk inspirdlt mesterséges ne-
uralis halok altalanos jellemzoit és alkalmazasi tertileteit. Ismertettiik a modell vizsgdlatahoz
szitkséges bifurkacidelméleti eszkézoket, valamint az irodalombdl eddig ismert eredményeket.

A Hopfield-modell vizsgalatat n neuronbdl 4ll6 halézatban, specialis stlyozéas mellett végez-
tiik. Feltettiik, hogy egy adott neuron a tébbihez azonos sullyal, 6nmagidhoz pedig 0 sullyal
kapcsolodik. A neuronokat éré kiilsé hatast 0-nak vettiik, aktivicids fiiggvénynek pedig az
f(x) = (1 + exp(a — bx))~! fiiggvényt vélasztottuk. Megmutattuk, hogy ha két neuron stlya
megegyezik, akkor a hozzajuk tartozé megolddsok kiilonbsége 0-hoz tart, igy a (2.4) modell
aszimptotikus viselkedésének leirasahoz elég egy alacsonyabb dimenzids rendszert vizsgalni. Ezt
felhasznalva a [10] irodalombdl ismert egyneuronos esetet n darab azonos pozitiv stlyd neuron-
bél 4ll6 haldzatra altalanositottuk, melyben expliciten meghataroztuk a nyereg-csomo bifurkacié
gorbéjét. Bifurkacioés paraméternek a w sily mellé az aktiviciés fliggvény a paraméterét valasz-
tottuk az R. D. Beer munkajabdl ismert [ kiilsé hatds helyett. Az igy kapott tartoményokon
meghataroztuk az egyensulyi pontok szdmat és stabilitasat.

A 4.1.1. Allitést felhasznalva a [10, 12, 13] cikkekben is vizsgalt kétneuronos halézatot szintén
altalanositottuk n neuron esetére gy, hogy az azonos pozitiv w silyok mellett megengedtiink egy
tetszéleges wy sulyt is. Ekkor meghataroztuk a nyereg-csomé és az Andronov-Hopf-bifurkécio
gorbéit, valamint az altaluk 1étrehozott tartomanyokon az egyenstlyi pontok szamat és stabilita-
sat a (w,w;) paraméterpartél fiiggben. Az emlitett irodalomban a modell viselkedésére szamos
kiillonboz6 példat latunk, azonban bifurkacids gorbét csak az a és I paraméterek, valamint a
neuronok énmagukhoz valé kapcsolodasanak fiiggvényében talalunk. Fazisképen példat mutat-
tunk periodikus megoldas megjelenésére, majd sziikséges feltételt mondtunk ki és bizonyitottunk
hatarciklus sziiletésére Andronov-Hopf-bifurkécié altal.

A modell analitikus vizsgalatat a globalis bifurkaciék megtalalasa érdekében numerikus esz-
kozokkel egészitettiik ki, melyhez a MATCONT numerikus bifurkaciékeres6 programcsomagot
hasznaltuk. Attekintettiik néhany lokélis és globélis bifurkécié numerikus meghatérozasinak
lépéseit, majd meghataroztuk a homoklinikus palya, valamint a periodikus péalyak fold bifurka-
cibjanak gorbéit. Az aktivaciés fiiggvény a paraméterét kétféleképpen megvalasztva abrazoltuk

a kapott bifurkaciés gorbéket és ismertettik a specidlis silyozasi Hopfield-modell viselkedését
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az egyes tartomanyokhoz tartozdan. Fazisképet mutattunk azon esetekre, melyekre a modell
komplexebb viselkedést mutat.

Tovabbi céljaink kozott szerepel a Hopfield-modell dinamikajanak megértése tobb kiillonb6z6
sulyd neuronok esetén. Egy vagy kétféle sily jelenlétekor a modell visszavezethet volt egy-, illet-
ve kétdimenzids rendszerre, igy a faziskép klasszikus vizsgalati mddszerei alkalmazhatdk voltak.
Autoasszociativ memériaként valé alkalmazas szempontjabdl ennél érdekesebb probléma egy
Osszetettebb stlymatrixszal rendelkez6 halézat dinamikéjanak megértése. Fontos szerepiik van a
negativ silyu, azaz gatléo neuronoknak, melyek jelentésen megvaltoztatjik a modell viselkedését.

Ekkor a Hopfield-modell vizsgdlatat magasabb dimenziés fazistérben kell elvégezni.
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