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1. fejezet

Bevezetés

Diszjunktiv programozés alatt olyan linedris (vagy akar egészértékii nem-
linedris) programozasi feladatokat értiink, ahol a feltételek néhany részhalmaza
kozott diszjunktiv kapcesolat all fenn, azaz egy megoldas akkor megengedett,
ha ezen feltétel-halmazok koziil legalabb az egyiket teljesiti. Ez tipikusan
egy nem-konvex programozasi feladatot ad, amelyet nem tudunk a linearis
optimalizalas hagyomanyos eszkozeivel megoldani. Azonban lehetséges az
igy kapott feladatot konvexifikdlni, mely mivelet sordn nem veszitiink op-
timalis megoldést, és az igy kapott relaxalt, mar linedris optimalizaldsi
feladatnak minden optimalis bazismegoldasa az eredeti feladatnak is op-
timalis megoldasa. Az emlitett konvexifikalast dltalaban nehéz elvégezni, a
dolgozat célja mutatni egy kordbbi eredményekre épitkez6, kombinatorikus
megkozelitést, amely segitségével diszjunktiv programozasi feladat-csaladok
esetében a konvexifikdlds megtehetd.

1.1. Motivacid

A diszjunktiv programozds segitségével a linedris programozasban megszo-
kott logikai konjunkcié és negacié mellett modellezhet6 a diszjunkcié is, és
ezek segitségével példaul feltételek kozotti implikacidt is le tudunk irni, mi-
vel az implikédcié ekvivalens egy diszjunkciéval. Legyen A és B két logikai
véltozé, ekkor

A=B = -AVB. (1.1)
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fgy természetesen le tudunk irni logikai ekvivalenciat is:

A& B (mAVB)A(AV-B)

(AANB)V (mAAN-B).

(1.2)

Tovabba minden egészértékli program is tekinthetd diszjunktiv program-
nak. Legyen A € R™*™ b € R™ az egyenl6tlenség-rendszert leiré matrix és
korlatozé vektor, ¢ € R™ célfliggvény. Ekkor a kovetkezé 0 — 1 program

minimize czx

subjectto Axr < b
: > 0 (1.3)
z € {0,1}"

egészértékiiségi feltétele atirhatd az aldbbi diszjunkcidkra

vagy masként az aldbbiakra:
(x1=0,...,2p, =0)V(x1 = 1,29 =0,...,2, =0)V---V(z1 = 1,...,2, = 1).

Ebben az esetben 2" tagja van a diszjunkcionak. Hasonléan barmely olyan
egészértékll program, amelyben minden egészértékii valtozora explicit adott
egy alsd, és egy fels6 korlat, atirhatd diszjunktiv programma.

1.2. Attekintés

Egy altalanos alaku diszjunktiv program (DP) [Balas, 1979] alapjan az alabbi

formdban 4all eld:
minimize cx

subject to Ax < b
: > 0 (1.4)
x € L,

ahol L logikai feltételek egy halmaza. A logikai feltételekrdl azt mondjuk,
hogy diszjunktiv normdlformdjiak (DNF), ha olyanok, hogy a diszjunkcié
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tagjai nem tartalmaznak tovabbi diszjunkcidkat. Példaul az alabbi DP disz-
junktiv normalforméju

minimize cT
subject to Ax

(Djx < dj)) (1.5)

IA
>

8
Y
o

Abban az esetben, amikor olyan konjunkciék hatdrozzék meg a DP-t, amik
nem tartalmaznak tovabbi konjunkcidkat, konjunktiv normdiformdji a prog-
ram.

1. Definicié (Diszjunktiv halmaz). Azon x € R™ pontok halmazdt, amelyek
a diszjunkciot teljesitik, diszjunktiv halmaznak fogjuk hivni.

Jelen dolgozatban csak olyan diszjunktiv halmazokkal foglalkozunk, ame-
lyeket leiré diszjunkcidk csak linedris feltételeket tartalmaznak.

1.2.1. Poliéderes megkozelités

Egy geometriai szemléletii atfogalmazasa a diszjunktiv programnak az, hogy
poliéderek unidja felett keressiik az adott célfiiggvényre nézve optimalis meg-
oldést. Legyen a diszjunkciét kielégito halmaz az alabbi:

{H/(Dixgdi),xEO}.

D = {:J:ER"
i=1

Ekkor barmely linearis célfiiggvény felveszi az optimuméat D valamely csicséan
(feltéve, hogy nincs mas feltételiink z-re). Igy ha vessziik a halmaz konvex
burkat, azzal nem veszitiink el optimélis megoldast, ugyanis a csucsai az
uniéban szerepl6 poliéderek csticsai koziil kertilnek ki.

Legyen P! az a poliéder, melynek elemei azok a pontok, amelyek a disz-
junkcié i. tagjat kielégitik,

Pi:{meRn\Didei, xZO}.

Ekkor a diszjunktiv halmaz atirhaté arra ezen poliéderek segitségével, hogy

m
D:UH
=1
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fgy a konvex burok ezen poliéderek uniéjanak a konvex burka,

conv (D) = conv <U R) .
i=1

A dolgozat célja ezen konvex burok lapjainak meghatarozasa bizonyos po-
liéder (politop) csalddoknal. Jelen dolgozatban kizérdlag korlétos poliédereket
fogunk tekinteni.

1.2.2. Diszjunktiv vagasok

Ebben a szakaszban egy, [Balas, 1979] dltal megallapitott eredmény szerepel
a diszjunktiv vagdsok egy alapvet6 fogalmardl, az implikalt egyenlotlenségekrol.
Azt mondjuk, hogy az A feltétel implikalja a B feltételt, ha minden olyan
megoldas, ami A-t kielégiti, az B-t is. Azokat a linedris egyenldtlenségeket
hivjuk diszjunktiv vagasoknak, amelyeket implikdl a diszjunktiv feltétel. Az
Osszes diszjunktiv vagast kielégité pontok halmaza pedig pontosan a disz-
junkciét kielégité pontok halmazanak a konvex burka.

A kovetkezé eredmény a diszjunktiv vagasok karakterizaciéjarol szol.
Legyen z € R",a € R, by € R, A € R™ X" b' ¢ R™i (Vi =1,...,k). Jeldlje

i az A' métrix j. oszlopét.

aj

1. Tétel ([Balas, 1979]). Az ax > by egyenlétienséget pontosan akkor imp-
likdlja a

(Ai:c > bi, T > 0)

—-

=1

diszjunkcid, ha létezik 01 € R, ... LOF € R™, amelyekre
a>0'A' by <0 (Vie ),

ahol C C {1,...,k} azon indexek halmaza, amelyekre az A'z > b konzisz-
tens.



2. fejezet

Kiterjesztett probléma és
halézati folyam reprezentacio

A diszjunktiv halmaz konvex burkdanak meghatéarozasa jellemzéen bonyolult
feladat, ha az eredeti valtozdk terében szeretnénk maradni. Azonban ha
ehhez nem ragaszkodunk, segithet 1j valtozok bevezetésével kapott kiter-
jesztett problémafeliras, kiterjesztett formulacié vagy felemelés, beagyazas.
Legyen ¢; az i-edik m-dimenzids egységvektor, és legyen P** = P; x ¢; az i-
edik kiterjesztett poliéder, ez a poliéderek Cayley-bedgyazasa. Ettol eltéréen
a [Vielma, 2018] cikkben a szerzé nem egységvektorokkal, hanem linedrisan
fiiggetlen {0,1} vektorokkal végzi el a bedgyazast. Ekkor conv (U Pf"t)
konvex poliéder, és [Balas, 1998] alapjin 0j véltozdk bevezetésével konnyen
adhaté ra egy kiterjesztett linedris rendszer.

2.1. Felemelés és vetités

Legyen a diszjunktiv halmazunk D a P, = {z € R" | A;x < b;} politopokkal
adott, a diszjunktiv halmaz elemei azon = € R"-ek, melyekre igaz

-

s
I
—

x € P). (2.1)
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Ennek Gj, A € R™, z!,..., 2™ € R" valtozék bevezetésével kapott kiterjesz-
tett problémafelirdsa [Balas, 1998] alapjén az alabbi:
€ NP Vi€ |m)
m
p= Y
. i=1
2.2
Sa = .
i=1
2 >0 Vi € [m]
N >0 Vi € [m]

Legyen (Q azon (:1;, Nzt :I:m) vektorok halmaza, melyek kielégitik a (2.2).
rendszert. Ahhoz, hogy a kiterjesztett poliéderek konvex burkat illetve az
eredeti P; poliéderek konvex burkat megkapjuk, a @ poliédert (A, z) illetve

(x) valtozdk terére kell vetitentink.

Legyen a @ poliéder azon (l’,)\,:(}l, . ,xm) vektorok halmaza, melyek

kielégitik a (2.2) rendszert.

conv < Pi> = proj, (Q)

=1

1. Allitas. Ekkor

és
m

conv((_J Pf™) = projs 2 (Q)-

=1

Bizonyitdas. Tudjuk, hogy

illetve

m

proj,(Q) = {in

i=1

m
gy A 20,32t 2™ >0 ) N
i=1

m m
A Am >0, N =1,32 € Bi: x_Zmi}
=1 i=1

=1,A%" < b%}
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Konnyt észrevenni, hogy

zeconv (UL, B) & A, ., A >0,2"  Ni=1,2,>0
Alz; <OV € Im),z = Y10 wi\
i
E])\l,...,)\m 2 0,2211%‘ = 1,IL’Z' Z 0
i

“TEprij(Q) ~ EI)\lva)‘mZO’Z:zl)"L:lvxlzo
Azt < bV € [m],z =Y o

(2.3)

ami pontosan az, amit akartunk. A (A, x) véaltozok terére vonatkozo vetiilet-
hez tartozé azonossagot megkaphatjuk ebbdl igy, hogy a konvex kombinacidoban
az egyes x'-khez tartozé ); egyiitthatékat hozzdvessziik az z € proj, (Q)
vektorhoz. O

Egy masik megfigyelés a @) poliéder csiicsairdl az alabbi.
2. Allitas. A Q poliéder csicsai olyanok, hogy A; = 1 valamely i-re, minden
J # 1 -re pedig \j = 0.

Bizonyitds. Ha valamelyik \; = 1, akkor a tobbinek 0-nak kell lennie, ezt
tudjuk. Ekkor A7z7 < b/ \; = 0 teljesiil minden j # i-re. Mivel P; politép,
a recessziés kupja, azaz azon z vektorok halmaza, melyekre Az < 0 teljestl,
csak a 0 vektor lehet. Ekkor

m
T = E =1
Jj=1

Legyen o' a A\ = e;-hez tartozé megoldéds. Az allitas szerint ekkor minden
s = (s, As, L, .. 2™) elBall YT, 9;0%-ként, ahol ¥; > 0 és Yt 09 = 1.

Ekkor ¥; = A, véalasztas jo lesz. Tudjuk, hogy

)\s = Z )\siei.
=1

Ekkor o' = (f—?,ei,o,...,(),f—f,(),...,0), feltéve, hogy A, > 0, tehat

s

egyébként o’ tetszéleges megoldas lehet.
m
Z 19@0’ i = S
i=1

teljestil. fgy minden megoldast el6 tudunk &allitani olyan megoldasok konvex
kombinaciéibdl, melyekben A = e;, tehdt pont ezek lesznek a csicsok. O
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2.1.1. Kulonbozo korlatozévektorok esete

Egy specialis esete a diszjunktiv programoknak, amikor a diszjunkciéban
szereplo egyenlétlenség-rendszerek A egyiitthatémétrixa azonos, azonban a b
korlatozo-vektorok kiilonbozék. Legyen P; = {w | Az < b, x> 0} és legyen
P ezek unidja,

Legyen tovabba

Q = proj, {(% A)

Ax S i)\ibi, $,)\ Z 0 i)\z = 1}
i=1 =1

Azt a kérdést vizsgalja [Jeroslow, 1988], hogy milyen feltételek mellett lesz
biztosan P = (). Ezen alapulnak a [Blair, 1990] altal adott, egyszeriibb
elégséges feltételek. Azonban egy bonyolultsdgi eredmény sugallja, hogy
nem lehetséges erre egyszeriien ellenérizhetd, elégséges feltételt adni.

2. Tétel ([Blair, 1990]). Annak eldontése, hogy P = QQ, NP-nehéz.

2.2. Halozati folyam reprezentacio

A kiterjesztett formuldcié egyik hatranya, hogy nagyon sok 1j valtozét vezet
be a modellbe, m poliéder esetén egy n valtozos modellbol egy n + m + nm
valtozés modellt kapunk. Azzal, ha az A, x valtozok terére vetitjik a ki-
terjesztett formulaciot kielégité pontokat, azzal az nm valtozot elimindljuk.
Ennek a vetitésnek az elvégzésére szolgdl a halézati folyam reprezentacio,
amennyiben létezik.

2. Definicié (Hal6zati folyam reprezentacio). Egy diszjunktiv halmaz kon-
vex burkdnak a hdlozati folyam reprezentdacidja egy olyan (G, cy 4, s,t) hdlozat,
amelyben az s,t € V (G) a forrds és a nyeld, cx: A(G) — RT olyan kapa-
citdsfligguény, amely a A és x vdltozoknak is a linedris fligguénye, és amely
hdlézatra igaz, hogy pontosan akkor van benne Y\ | &; értéki folyam a kapa-
citasfiigguény eqy 5\, T paraméterezése mellett, ha 5\, Z benne van a diszjunktiv
halmaz konvex burkdban.
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Ebben a dolgozatban csak olyan specidlis alaki halézati folyam rep-
rezentacidval foglalkozunk, amelyben a nyeld be-élein a kapacitds-fliggvény
csak az x valtozoktol fiigg, olyan médon, hogy minden be-¢él kapacitasa pon-
tosan az egyik x; véaltozé. Minden egyéb él kapacitisa pedig pontosan egy
A; valtozénak egy nem-negativ linearis fiiggvénye.

A megfigyelések csak erre az esetre vonatkoznak, azonban relevans kérdés,
hogy milyen egyéb hélézati reprezentaciokat volna érdemes szamitasba ven-
ni, illetve hogy az altalunk vizsgalt reprezentacié kifejezderejének mik a
hatdrai, mik azok a problémadak, amiknek 1étezik ilyen fajta hélézati repre-
zentacidja.

A héloézat egyik tovabbi tulajdonsaga, hogy hany szintes, azaz hogy az s
és t csucsok kozott a leghosszabb irdanyitott iton héany s-tol és ¢-t0l kiillonbo6zé
csucs fekszik.

A halézati reprezentacié egyik kulcs tulajdonsdga, hogy ha felirnank az
Osszes, csucsaira és éleire vonatkozé folyamfeltételt, akkor megkapnéank a ka-
pacitas-fiiggvény azon paraméterezéseit, amely mellett van az z-ek 6sszegével
egyenértékil folyam a halézatban. Ezzel az az egy probléma volna, hogy min-
den élre kellene egy folyam-valtozd, amivel potencidlisan visszakaphatjuk azt
az nm valtozét, amelyet elimindlni akartunk.

Ennek kikiiszobolése érdekében felhasznaljuk a folyamok és s —t-vagasok
kapcsolatarodl szolo egyik alapvetd tételt.

3. Tétel (Maximaélis folyam, minimélis vigds (MFMC), Ford & Fulker-
son, 1962). Egy hdldzatban a mazimdlisan elérhetd folyamérték egyenld a
minimdlis kapacitdsi s — t-vdgds értékével.

Ez alapjan ahhoz, hogy egy A, x paraméterezés mellett a halézatban
legyen az x-ek Osszegével egyenértékii folyam, az kell, hogy a minimalis s —t-
vagas értéke legaldbb ennyi legyen, azaz pontosan az x-ek Gsszege legyen.

Masik kulcs-megfigyelés, hogy ha veszink egy tetszdleges s — t-vagast,
és felirjuk azt az egyenlGtlenséget, hogy az elvagott éleken a kapacitdasok
Osszege legyen legalabb annyi, mint az x-ek 6sszege, akkor az konvex burokra
érvényes egyenl6tlenséget kapunk. Tovabba ezt a megfigyelést szeparacidhoz
is fel tudjuk hasznalni.



3. fejezet

A valtozdokra vonatkozod felso
korlatok modellezése

Ebben a fejezetben a diszjunktiv programoknak azt az egyszerii esetét targyaljuk,
amikor a diszjunkci6 tagjai a nem-negativ valtozdkra vonatkozé, kiillonb6z6

fels6 korlatok. Ezt olyan egyenlotlenség-rendszerekkel fogjuk kifejezni, ame-

lyek egylitthatématrixai elemenként pozitiv diagondlis matrixok, korlatozdvektora
pedig elemenként nem-negativ valés vektor. A diszjunkciéban m € Z. da-

rab kiilénb6z0, fent definidlt alakd egyenlétlenség-rendszer szerepel:

max cx
st \/ (A2 < b)) (3.1)
i=1
r > 0
Ezzel ekvivalens az alabbi:
max cx
s.t. \/( <xj < a;)) (3.2)
i=1 \j=1 7
r > 0

Ez specialis esete az olyan diszjunktiv programoknak, amikor csak a korlatozé
vektort valtoztatjuk, az egyenlotlenség-rendszer egyilitthaté matrixa a disz-
junkcié minden agan azonos.

13
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3.1. Halozati folyam reprezentacio

Ennek a halézati reprezentacidjat felirhatjuk a kovetkezoféleképpen. Legyen
M olyan, hogy
M > ma L
>t | )

=1 ?

=1 %
Legyenek az s ki-élein a kapacitdsok M - \; értéktiek, u;,...,u,, az s ki-

szomszédai, vy, ..., v, a t be-szomszédai. Legyen tovabba
b
J
M=~ Xai >0
4
Az u;-bdl v;-be mutaté él kapacitdsa legyen 775-)%. Az alabbi dbran lathato
az igy el6allitott halozati folyam reprezentacio.

U1
MM
n3 A1
Uy : (%]
w& L v U3
s _dr o V4
w‘
u2

Azokat az éleket, amelyeken 77; = 0, nem sziikséges behtuznunk, az abran
ezek a pontozott élek. Azok az élek, amelyeken M - \; a kapacités, gyakorla-
tilag végtelen kapacitasinak is tekinthetjiik, néha igy fogunk hivatkozni ra
a dolgozatban.
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3.2. Indukalt egyenl6tlenségek

A konvex burok egy minimalis felirdsat szeretnénk megkapni, amin mar tu-
dunk a hagyomanyos mddszerekkel optimumot keresni. Ehhez a kordabban
leirt hélézati folyamot hasznaljuk fel, annak is az s — t vagasait. Ilyen
vagasokbdl a csiicsok szamaban exponencialisan sok lehet, amik k6zott azon-
ban lehetnek olyanok, amik domindlnak més vagasokat, erGsebbek més
vagasoknal, igy erésebb felsé korlatot adnak a minimadlis vagasra. Az ilyen
vagasokra van sziikségiink, és ezek meg is talalhatok.

A dominéns vagasok koziil is els6sorban azokra a vagasokra van sziikségiink,
amik lapot indukdlnak, azaz ha egyenlOséggel teljesiilnek, akkor minden
egyéb feltétel szigoru egyenlStlenséggel teljestil. Ezeknek az egyenl6tlenségeknek
a megtaldldsa, jellemzése a cél az s — t vagasokon keresztiil.

Felmeriil a kérdés, hogy mi torténik, ha van egy oo kapacitasu éliink.
Ebben az esetben nem érdemes azokat a vagdsokat szamitdasba venni, ame-
lyek tartalmazzdk ezt az élt, ugyanis az Ossz-kapacitasa minden ilyennek oo
lesz.

Mivel jelen esetben minden Vi : ¢(s, u;) = 0o, a kérdés arra egyszeriisodik,
hogy mely v;-k keriiljenek S-be, ahol [S, 5’} 1 s € Segy s—tvagas. Azilyen
vagasok szerkezete tehat az alabbi:

S ={s} U{uili € [m]} U{v;lj € J C [n]}.

Jelolje S az osszes ilyen S halmazok halmazdt, tovdbbd jeldlje ¢(S) egy
[S, S] vagas értékét:

e€d(S)

Ekkor az S altal indukalt egyenlétlenség az alabbi:

n

é(S) > Zn:c(vit) = le VS eS. (3.3)

i=1 =1

3.3. Dominans vagasok

Mivel |S| = 2", nem akarjuk leellendrizni az Gsszes feltétel teljesiilését, ha-
nem csak a dominansokét, vagy még inkdbb a lap-indukélékét. Egy vagas
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kapacitasat megkaphatjuk az alabbi médon: legyen
Syes,Jen],S;= {s,ul,...,um,(vj)jeJ}.

Ekkor az [Sy, S;] vagés értéke:

m
Sy = Yoy + Y cluivy)
jeJ i=1
j%{] bi i
= S o+ DY I (3.4)
jed i=1 jgs i
= Dow D
jed i=1 j¢J

Megfigyelhet&, hogy ha j ¢ J

2; <Y omih = &Ss) > &S ug)-
=1

fgy kiszlirhetjiik az olyan j indexeket, amikhez tartozé v; semmiképp nem
keriilhet domindns végéasba. Legyen J* C [n],

. {j . gzn;xz}
=1

ekkor ¢(Sy+) < é(Sy) VJ # J*. Az is latszik, hogy a minimélis vagas értéke

m n
é(S*) = Zmin{:ﬂi, 277;)‘1} = ¢(Sy+).
i=1 j=1
Tehét a (3.3) alapjan

é(Sy) = Zw%—Zan\i

jeJ* i=1 jgJ*

iznp‘i ixj—ij

i=1 j¢.J* j=1 JEJ*

3

i

A\

n
D ai
i=1

(3.5)
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Kovetkezésképpen, egy megoldas akkor érvényes, ha a hozza tartozé mi-
nimélis vagast reprezentald J*-ra teljesiil, hogy

DD mA- Y w =) ( i —x;-) > 0. (3.6)
i=1jgJ= J¢J* jege Ni=1

Azonban tudjuk, hogy

Vi€ > min —a; >0, (3.7)
=1

Vig Y ik —a; <0 (3.8)
=1

tehdt ahhoz, hogy (3.6) teljesiiljon, az kell, hogy J* = [n] legyen. Ez pedig
pontosan azt jelenti, hogy

D ondi=w; Vjen]
=1

kell, hogy teljesiiljon.

3.4. Lap-indukal6 vagasok

A fenti gondolatmenet alapjan mér meg tudjuk mondani, hogy milyen a
lap-indukélé vagasok szerkezete.

3. Allitas. A lap-indukadlo vigdsok

m

Zn})\i >x; Vje|[nl.

i=1
Bizonyitas. Ez pontosan azt jelenti, hogy a lapot indukélé J* halmazok az
egyelemii halmazok komplementerei, azaz csak egyetlen v; van rajtuk kiviil.
Indirekt tegyiik fel, hogy van olyan J C [n], hogy |J| < n — 2. Legyen
[S7,S;] a hozzd tartozé vagas. Ekkor

¢(Sy) = Zzn;)\z—i-zwj

j¢J i=1 j€J
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Ha ¢(Sy) =>_"_, ;, akkor

j=1
JEMNT \ \i=l1

Azt tudjuk, hogy (ZZ’;I 77;)\,) —x; > 0 minden j esetén, igy azt kell ldtnunk,
hogy ez csak akkor teljesiilhet, ha Vj € [n] \ J > /*, 77;‘)% = z;. BEazzel

ekvivalens, hogy
m ) n n
DM+ m=) a
i=1 I=1 =1
I#]
Ez pedig pont egy olyan [S j,g 7] végashoz tartozd egyenlStlenségnek az

egyenléséggel teljesiilése, ahol J = [n] \ {j}. Ez pontosan azt jelenti, hogy
ekkor J nem lehet lapja a poliédernek. O

3.5. Alkalmazasok

3.5.1. Nem-negativ diagonalis matrixokkal és nem-negativ korlatozo
vektorral adott politopok unidja

1. Példa. Legyen

és

b =

(@)

1
A% =10
0

o w o
N OO

6

Legyen tovdbba P! = {z|A'z < bl 2 > 0}, P2 = {2|A%2z < bv*,2 > 0}
Keressiik conv (P1 U PQ)—t. Ehhez definidlhatjuk az alabbi halézatot:
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e

Ebben szeretnénk, ha a minimalis vagés értéke legalabb akkora lenne, mint
Zle x;. Felirhatjuk hozzd a @ kiterjesztett poliédert az alabbi médon:

IV IV IV AIAIAIAINININININIA

1

S5A1

A1

I\

22

22

3\ (3.9)
Jc% +x%

x% —i—x%

96% +;1:§

0 Vi e {1,2}, Vj e {1,2,3}

0 Vi e{1,2,3}
0
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ahol l‘; a folyamvaltoz6 az (u;v;) élen. Ekkor ha eliminéljuk az :L'; valtozdkat,

azt kapjuk, hogy

M+ =1
1 < BN+ 2N
To < A1+ 2N
T3 < 9\ +3X (3.10)
;. > 0 Vi€ {1,2,3}
N > 0 Vi e {1,2},

ami a @) poliédernek a (A, z) valtozdk terére vett vetiilete. Ha a lapoknak a
(3) 4llitasban megfogalmazott jellemzését hasznédljuk fel, azt kapjuk, hogy

Zb.l ANi = BN +2N > 7
S FN = M2 > & (3.11)

ZGTSM = 9\ +3X\ > i3
i=1 33

a poliéder lapjai, ez egyezik az xé—k elimindlasaval kapott egyenl6tlenségekkel.
[ ]

3.5.2. Téglik unidja

A kovetkezd példa és megoldésa szerepel [Jeroslow, 1988]-ban, azonban mi
mas uton jutottunk el hozza.

2. Példa. Az el6z6 példdaban leirt politépok olyanok, hogy egyik csicsuk
a 0, és minden oldaluk merdleges a tobbi oldalra, példaul 3 dimenziéban
kanonikus elhelyezkedésti téglatestek. Tobb dimenzidban is téglaknak fogjuk
hivni Oket, vagy tobbdimenziés intervallumnak.

3. Definicié (Tégla). AP ={x e R" | [; <x; <w; Yi=1,...,n} politdpot
az (l,u), (I,u € R™) vektorok dltal hatdrolt téglinak hivjuk.

Az el6z6 Allitasban szerepld tégldkat hatarolé vektorok kozil I = 0
volt mindig. Hogyan tudjuk megadni dltaldnos vektorokkal hatarolt téglak
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unidjanak a konvex burkat? A megoldandé probléma az aldbbi:

max cr
s.t. Az < b
" 3.12)
i=1
r € R”,

ahol P; az (li,ui) vektorok altal hatarolt tégla. A halézati modellt erre
kozvetleniil sajnos nem tudjuk alkalmazni, ezért bevezetiink n darab ]
Y1, - .-, Yn valtozdt. Legyen L = [ll, . ,lm] az alsé hatarolé vektorokbol
készitett matrix. Legyen

ez a P; tégla eltoltja. Ezeknek a politopoknak az unidjanak konvex burkat
mar meg tudjuk hatarozni a halézatra vonatkozé allitas segitségével. Legyen
most

77] = u l’

ekkor a lapjaival definialt conv (UQ1> poliéder az alabbi:

i=1
dDao=1
i=1
m , (3.13)
Z u’ le Ai >y Vi=1,....n
i=1
yj = 0.

Az kellene még, hogy ezt vissza transzformaljuk az eredeti valtozok terébe,
ami lényegében egy eltolast jelent, viszont az eltolasvektor fiigg a A valtozdktol.
Ugy kaphatjuk meg tehat a megoldast, hogy

m
T; =1Yj + Zl;)\’
i=1
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Az igy kapott linearis program az alabbi:
max cr (3.14a)
s.t. Az < b (3.14b)
m
o= 1 (3.14c)
i=1
m .
v o= oyt LN Vi=1,...,n (3.14d)
i=1
m . .
y; < Z(ué—l;) Ai Vi=1,...,n (3.14e)
i=1
y, > 0. (3.14f)

Ezt tovdbb lehet alakitani az y; valtozok elimindldsaval, igy kaphatunk
egy formuldciét, ami csak az eredeti x; valtozdkat és diszjunkcidk lefrdsahoz
sziikséges véltozokat hasznélja. Ezt dgy tudjuk megesindlni, hogy (3.14d)-

bdl kévetkezik, hogy

tovabbd (3.14e)-bdl kovetkezik, hogy

m m
TSNS e
=1 i=1

Ezek utan (3.14d)-bél és (3.16)-bol azt kapjuk, hogy

m
iL‘j S uj)\l-,
=1

illetve (3.15)-b6l és (3.14f)-bol azt kapjuk, hogy

m
%
:rj 2 Z l]>\z
=1

m
i =z — > I\,
=1

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

[gy elimindltuk az Gsszes y; véltozot, és felirhatjuk a modellt csak az x, A
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valtozdk segitségével az aldbbi modon:

max Ccx
s.t. Ax < b
o= 1
= m (3.19)
r; < Zu;)\l Vi=1,...,n
=1
x; > le)\i Vi=1,...,n.
i=1

Ezzel visszakaptuk [Jeroslow, 1988] altal taldlt formuldciot. .



4. fejezet

A valtozdok részhalmazainak
osszegeire vonatkozo felso
korlatok modellezése

Mit tudunk abban az esetben mondani, ha az s — u; éleken nem oo a ka-
pacitas? Altaldnosan ugy irhato fel a feladat, hogy az el6z6 halézatot tgy
modositjuk, hogy az s—u; élekre c; A\; kapacitast irunk. Most jeloljiik tovabba
az u;v; €l kapacitdsdnak egyiitthatdjat B;'-—vel, vagyis c(ujv;) = ﬂ;)\i. Az
esetleges kozbensé szintek szdmozatlan cstcsaihoz legyen ¢ (pg) = f,A;. Ha

minden i-re
¢ = Z le)v
ved(u;)

akkor vehetjiik az Osszes c¢;-t oo-nek, ezzel visszavezetve az el6z0 esetre.
Tovabba feltehetjiik, hogy a halézat a nyel6 és annak be-szomszédai nélkiil
egy s gyOkerii fenyd, azaz minden csicshoz pontosan egy 1t vezet s-bol, és
minden ilyen tton a kapacitasok Gsszege pontosan egy \;-t6l fiigg. Eppen
ezért az s,t és p (t) elhagydsaval olyan u; gyokerti F; feny6kre esik szét, ahol
az F; Osszes élének a kapacitdsa mar csak \;-nek a fiiggvénye. Ez alapjan egy
koztes csicshoz egyetlen be-él vezet, igy ezen az élen az egytitthatét tudjuk
azonositani a koztes csiccsal, tehdt egy v csics be-élén példaul lehet 5, a
v € p(t) csicsok esetében pedig elég tudni, hogy melyik F; feny6bél érkezik
a be-él, igy ezeken az éleken lehet az egyiitthaté 3. Az egységes jelolés
kedvéért a koztes csiicsok egylitthatdin is jelolni fogjuk a tovabbiakban,
hogy melyik F; feny6hoz tartozik.

24
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4.1. Halozat egyszeriisitési szabalyok

Elhetiink néhany feltételezéssel a halézatrol, amelyekkel kizarhatjuk az olyan
kapacitasokat, amelyek esetén problémat okozna megallapitani a domindns
vagasokat. Feltehet6 tehat, hogy minden u € V\p (t) csicsra 8 < D ves(u)

7
v

illetve hogy B! > MaxX,es(u) Be.
Ha ezen két feltételezés koziil nem felel meg valamelyiknek a hélézat,
akkor médosithatjuk az aldbbi médon megoldésok elvesztése nélkiil:

L4 BIZL > ZszS(u) ﬁzz) — B;Lj, = ZUE(S(U,) BIZJ
o B,> B, (ved(u)— B, =B

Az elsé esetben azért nem veszitiink megoldast, mivel a 3% kapacitdsi élt
nem lehetne semmiképp teliteni, mivel a végpontjabdl kimend éleken a ka-
pacitasok Gsszege kevés. A mésodik esetben azért nem veszitiink megoldast,
mert az uv élt nem lehetne teliteni, ugyanis az u-ba bemen6 élen lenne til
kevés a kapacitas.

4. Definicié (Redukélt halézat). A fenti transzformdcidk elvégzése utdan ka-
pott hdlozatot redukdlt halozatnak, a transzformdcickat halozat-eqgyszerisitési
szabdlyoknak hivjuk.

Innentdl az allitasokat kétszintes halézatokra fogalmazzuk meg, konnyen
altalanosithaték tobbszintes haldzatokra, hasonld bizonyitasokkal. Kétszintes
hélézat esetén csak az s, u1, ..., Um,v1, ..., U, t csicsok alkotjak a csicshalmazt,
igy jelolésben attértiink arra, hogy az éleken az egyiitthatékban méar nem
csucsok lesznek megjelolve, csak az indexiik. Legyen az su; él kapacitdsanak
egyiitthatéja «;, az u;v; élnek pedig f;;.

4.2. Dominans vagasok

Egy dominans vagasban ebben az esetben nem feltétleniil van benne az
Osszes wuj csucs, sem az Osszes v; cstics. Tegyiik fel, hogy egy vagasban
benne van valamely J C [n] halmazra minden v;, ha j € J. Ekkor egy u;
csucs nem lehet benne, ha a beldle a J-n kiviili vy csticsokba vezetd éleken
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az Bip\i-k Osszege kisebb, mint «;. Azaz, ha [Sy, Ty| vagas, akkor

m n

E(SJ):ZSL'j—I—Z min ai,ZBij i ZZ.Z‘Z

Jelolje ,uf] a fenti minimumot,

py = min ¢ o, Z/Bij
igd

Az el6z6t atrendezve kapjuk, hogy

m

Z Wi > Z zj.

i=1 j¢J
1. Megfigyelés. Egy pont akkor van rajta a polliédernek egy vagasbdl
kapott oldalan, ha a vagasbdl kapott egyenlotlenséget egyenléséggel teljesiti,
ezzel ekvivalens, hogy a paraméterezés utan van olyan folyam, amit teliti a
vagas éleit.

2. Megfigyelés. Megfigyelhetjiik, hogy egy vagas akkor lap-indukalé, ha a
paraméterezés utan van a poliédernek n 4+ m — 1 affin fiiggetlen pontja, ami
vagas éleit teliti.

4. Allitas. Minden lap-indukdlo vdgds domindns.
Bizonyitds. Legyen J C [n], ', = min {ai, Eﬁj Bl-j}, 7! = max {ai, ngl]ﬁij},

és tegytik fel, hogy létezik olyan ig, amelyre ,u? < W?. Ekkor a J-hez tartozo
dominans vagasbdl szdrmazd egyenlttlenség

m
Sz Yoo
i=1 2
Legyen () # M C [m] olyan, hogy iy € M, ekkor
PRITEIED RS Pt
i¢M icM jeJ
egy J-hez tartozé domindlt vigasbdl szarmazé egyenlétlenség, ugyanis tud-

juk, hogy ' '
Z py < Z e

ieM ieM
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Indirekt tegytik fel, hogy egy dominalt vagas is lap-indukald, azaz létezik

hozzé n +m — 1 affin fiiggetlen pont (A, i‘k’)zzn_l, amire
ZM3X§+ZW?}/_\§—ZSE§:0 Vke[n+m—1].

i¢M ieM j¢J
Ekkor azonban
0> M= "ah <N T i) A=Y 2 =0 Vke[n+m—1].
i=1 j¢J igM ieM j¢J
Itt végig egyenléségnek kell allnia, azonban tudjuk, hogy
Suhe Yo
ieM ieM

tehat csak akkor teljesiilhet egyenléséggel, ha 5\1? = 0 minden ¢ € M indexre.
Ez azt jelentené, hogy n + m — 1 affin fliiggetlen megoldasnak egy n +m —
1 —|M| dimenzids hipersikon kell elhelyezkednie, ami csak akkor lehetséges,
ha |M| = 0, de feltettiik, hogy ig € M. Ezzel ellentmonddsra jutottunk. [J

4.3. Minimalis és maximalis dominans vagasok

Tehat elég a dominans vagasokat vizsgalnunk amikor lap-indukalé egyenlotlenségeket
kerestink. Tartalmazasra nézve dominans vagasnak neveziink egy (S .S )

vagast egy U halmazra nézve, ahol az U a nyel6 (¢) szomszédainak részhalmaza,

ha dominans és S tartalmazza az 6sszes Z halmazt, ahol Z szintén dominans

véagas U-ra nézve. Maximalis dominans vagasrol akkor van értelme beszélni,

ha egy adott U halmazhoz tobb dominans vagas is létezik. Ez pedig akkor
fordulhat elé, ha van olyan csics a hozza tartozé dominans vagasban, amibe

a bemeno élen és beldle kimend éleken a kapacitasosszeg egyenlo, azaz

¢(p(v)) =¢(0(v))

ekkor ugyanis a vagdas értéke nem valtozik ha bevesszik a v csicsot vagy
kihagyjuk.

5. Allitas. A4 vdgas-fuggvény szub-moduldris:

EX)+E(Y)>E(XNY)+E(XUY).
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Bizonyitds. Jelolje ¢ (X,Y) az X-b6l Y-ba mend éleken a kapacitasok dsszegét,
azaz

¢(X,)Y) = Z cle).

e€8(X)Np(Y)

Atirhatjuk az egyenlGtlenség bal oldalat az alabbi mdédon:
CX)+e(Y)=¢e(X\Y)+e(Y\X)+26(XNY),

a jobb oldalat szintén:

cXNY)+e(XUY)=¢(X\Y)+e (Y \ X)+2e(X NY)—¢(X,Y)—¢c(Y, X).

A kapacitasfiiggvény nem-negativitdsabol kovetkezik mar az allités. O

6. Allitas. Létezik tartalmazdsra nézve mazimdlis domindns vdgas.

Bizonyitds. Azt kell beldtnunk, hogy adott U halmazra, ahol U a nyeld
szomszédai, ha van t6bb domindns vagas, akkor ezek unidja is dominans.
Rogzitsiik U-t, és legyen hozzd tartozé domindns vagds X és Y, X # Y,
¢(X)=¢(X). Ekkor U C X NY. Tegyiik fel indirekt, hogy X UY nem
dominans vagas, azaz

c(XUY)>ée(X).

Felhasznalva ezt és a szub-moduléris egyenltlenséget, azt kapjuk, hogy
c(X)+e(Y)ze(XUY)+e(XNnY)>ce(X)+e(XNnY).

Ez azt jelentené, hogy ¢(Y) > ¢(X NY), ami ellentmondana annak, hogy
Y domindns vagés volt.

Ebbol kovetkezik, hogy az 6sszes dominans vagas unidja is dominans, és
ez lesz a maximalis dominans vagas. O

Ez egyben azt is jelenti, hogy domindns vagasok metszete is domindns
vAagas.

5. Definicié (Maximalis (minimélis) domindns végas). Legyen J C [n]
indexhalmaz, Sy az 0sszes, J-hez tartozé domindns vdgds forrds feldli ol-
daldnak halmaza. Ekkor St = ges, S esetén [T,V \ S| mazimdlis do-
mindns s — t-vdgds, ST = [\geg, S mellett [ST,V \ S| pedig a minimdlis
domindns vadgds.
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4.4. Lap-indukalé vagasok karakterizacidja

Ebben a szakaszban megéllapitjuk és bebizonyitjuk annak sziikséges és elégséges
feltételét, hogy egy s—t-vagas lap-indukald legyen. Ezt kétszintes haldzatokra
fogjuk bebizonyitani, hasonldéan lehetne tobbszintesre is. Jelolje mostantdl
egy Vj C p(t) csicshalmazhoz tartozé maximalis dominans vagas forrés
feloli oldalat S}', nyelo feloli oldalat a nyel6 nélkiil Tj', a minim&lis dominans
vagas forrds feldli oldalat S és nyeld feldli oldaldt a nyeld kihagydsdval T} .

4.4.1. Sziikséges feltételek

Ahhoz, hogy egy Vj csicshalmazhoz tartozé tetszoleges domindns végas
lap-indukélé legyen, két, graf-Osszefiiggéséggel kapcesolatos feltételt fogunk
megallapitani, felhaszndlva a maximalis és minimalis dominans vagast.

7. Allitis. Ha a V; halmazhoz tartozé mazimdlis domindns vdgads olyan,
hogy Tjr nem o0sszefiiggd, akkor a vagds nem lap-indukdlo.

Bizonyitds. Legyen I C [m] azon i indexek halmaza, melyekre u; € ¢ (s)
cstcsok Sj—hez tartoznak a vagasban. Ekkor a vagas altal indukalt egyenl6tlenség

ZZBiin"i‘Zai/\i > Z:L'j. (4.1)
el j¢J i¢l jeJ
Tegytik fel, hogy T}“ nem Osszefliggd, legyen két osszefiiggd komponense Cy
és (', és legyen
Ji=(n]\J)n{k v, e Cinp(t)} i=1,2,
hasonléan
Li=(mI\I)n{k|v. €Cind(s)} i=12,

azaz J; a nyel6 azon beszomszédaihoz tartozé indexek halmaza, amelyek
Ci-ben vannak, I; pedig a forrds azon ki-szomszédainak halmaza, amelyek
Cj-ben vannak. Ez alapjan (4.1) dtirhat6 az aldbbi médon:

Z Z Bij)\i + Z Bij)\i +Z ai)\i+Zozi)\i > Z Tj+ Z xj. (4.2)

i€l \jeJ1 jEJ2 i€l i€l jeN jeJ2
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Azt kell itt észrevenniink, hogy a J U Ji-hez tartozd vagasbol szarmazo

egyenlGtlenség
DD Bt Y ik = >, (4.3)

i€l jEJo i€lr JjEJ2

illetve a J U Jo-hoz tartozé egyenlotlenség

Z Z 51‘]‘)\2‘ + Z N > Z xj. (4.4)

i€l jeJp i€l jeN1

Ekkor Osszeadva a (4.3) és (4.4) egyenlétlenségeket megkapjuk (4.2)-t. Ebbél
kovetkezik, hogy azok a pontjai a poliédernek, amelyek egyenldséggel tel-
jesitik (4.2)-t, azok egyenldséggel teljesitik (4.3)-t és (4.4)-et is, tehdt (4.2)
nem lehet lap-vagas. O

A masik sziikséges feltétel a minimdlis domindns végés forras felli ol-
daldnak Osszefiiggéségére vonatkozik.

8. Allitas. Ha a V; C p (t)-hez tartozé minimdlis domindns vdgds olyan,
hogy S nem osszefiiggd, akkor a vagds nem lehet lap-indukdld.

Bizonyitds. Ha S; nem Osszefiiggd, az csak akkor lehet, ha van olyan v; €
p (t) cstics, amelynek az Gsszes be-szomszédja T'; -beli. Ez azt jelenti, hogy
minden be-szomszédjabdl a vagasbeli kimend éleken a kapacitdsok Ossze-
ge nagyobb, mint bemend élen a kapacitdas. Mivel barmely érvényes meg-
oldésbol kapott paraméterezés olyan, hogy a véagéasbeli élek és a nyelobe
bemend élek telithetdk egyszerre, v;t élet csak akkor lehet teliteni, ha 0
kapacitdsu, azaz ha z; = 0. Ez viszont azt jelenti, hogy azok a pontok, ame-
lyek egyenloséggel teljesitik a J-hez tartozé egyenl6tlenséget, egy n+m — 2
dimenziés hipersikon helyezkednek el, igy nem lehet koztiik n + m — 1 affin
fliggetlen, tehat a vagds nem lap-indukald. O

4.4.2. Elégséges feltételek

Megmutatjuk, hogy a megallapitott sziikséges feltételek elégségesek is.

9. Allitds. Ha o J C [n] indezhalmazhoz tartozé minimdlis domindns
vdgdsban S osszefiiggd és a mazimdlis domindns vdgdsban Tj is 0sszefliggd,
akkor a J-hez tartozo tetszéleges domindns vagds lap-indukdlo.



FEJEZET 4. A VALTOZOK RESZHALMAZAINAK OSSZEGEIRE
VONATKOZO FELSO KORLATOK MODELLEZESE 31

Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy ha ez a két feltétel teljestil, akkor tudunk
talalni n+m —1 affin fiiggetlen pontot a poliéderben, amelyek egyenldséggel
teljesitik a vagasbdl kapott egyenlétlenséget.
Jelolje I~,IT C [n] azon ¢ indexeket, melyekre u; € S; N (s) illetve
u; € ST NJ(s), tovabba jeldlje e (X) az X csicshalmaz altal feszitett élek
halmazat, azaz
e(X)={uw € Elu,v € X}

Ekkor I~ C IT, és ha van olyan wu; csics, melyre igaz, hogy c(su;) =
> ves, € (uiv), akkor I~ C I'". Ha az éllitds feltételei teljesiilnek, akkor

e(Sy) = [+,

illetve ~ B
e(TH) = IM|+|J| -1

az Osszefiiggbség miatt.

Elészor azt latjuk be, hogy ekkor tudunk mutatni |I~| + |J| darab, af-
fin fliggetlen pontnak megfelelé6 paraméterézését a halézatnak, amely pa-
raméterezések mellett 1étezik olyan megengedett folyam a halézatban, mely
teliti a vagasbeli éleket és minden v;t élt. Fz azt jelenti, hogy ekkor létezik
az adott paraméterezés mellett olyan folyam, amelynek az értéke > 7" | x;.
Elészor elkészitiink |I~| fliggetlen paraméterezést, és megmutatjuk, hogy
ezek mellett 1étezik megfelel6 értéki folyam. Vegylink egy i € I~ indexet,
és allitsuk 1-re A;-t, minden més A; legyen 0. Tudjuk, hogy a vagasbeli éleket
teliteniink kell, igy hat legyen minden k € [n] \ J-re

zy = ¢ (uvg) = Bi i

(ha u;vg él nincs a grafban, akkor vegyiik ugy hogy van, és 0 a kapacitédsa).
Tovébbé legyen z; = 0 minden j € J-re. Ekkor egy megengedett, > ©" | z;
értékli f folyam olyan, hogy az

Flsus) = Bighi =D a,
1

jeJ 1=

az u;v; és v;t éleken ¢ (u;v;) minden j € J-re, és minden més e élen f(e) = 0.
Ez megengedett folyam, és a paraméterezés egyenléséggel teljesiti a vagasbol
kapott egyenlGtlenséget. Ezt minden i € I~ -ra meg tudjuk csinalni, és ezek
a paraméterezések fiiggetlenek lesznek, mivel mindegyikben masik A; kap
nem-nulla értéket. Jellje az igy kapott |I~| darab paraméterezést Fj .
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Most elkészitjiik a maradék |J| paraméterezést. Legyen 77 egy feszit6fdja
S -nak. Ekkor 77-nak |I7| 4 |J| éle van, melyek koziil [I~| vezet s-bél az
(ui);er csicsokba és |J| vezet az (uj);c;- csicsokbdl a (vj),c ; cstcsokba.
Legyen i € I, és vegyiik alapul azt a paraméterezést F -bol, melyben
Ai = 1. Vegyiik u; egy 77-beli v; szomszédjat, és médositsuk x;-t (eddig O
volt) az aldbbi médon:

T = min Bij)\ia Q; — Z sz . )\i

keJ

Ekkor x; mindenképpen pozitiv értéket kap, ugyanis a;—» ;. 7 Bir nem lehet
nulla amiatt, hogy minimdlis dominans vagast néztiink. Ez a paraméterezés
egyenldséggel teljesiti a J indexhalmazbdl kapott egyenlétlenséget, és 1étezik
hozzd megengedett > " | x; értékii folyam. Ezt végezziik el killon-kiilon
minden olyan w;v; parra, melyek kézt megy él 77-ban. Ez ad djabb |J|
paraméterezést. Jelolje az igy kapott paraméterezések halmazat F| . Az F|
halmaz elemei affin fliggetlenek, mivel mindegyikben mds x; kapott pozitiv
értéket, illetve fiiggetlenek Fj~ elemeitdl is, mert azokban pedig az Osszes
(#5) ;e €rtéke 0. ) )

Meg kell még mutatni, hogy tudunk konstrudlni még [I|+ |J| — 1 affin
fiiggetlen pontot, mely egyenléséggel teljesiti a vagasbol szarmazoé egyenlotlenséget
és fiiggetlen Fj;” és I elemeitd], ha teljesiil az Tj—re vonatkozd Osszefiiggdségi
feltétel. Legyen 771 egy feszitéfdja TF -nek. Ekkor 7-nak |[IT| +[J| — 1 éle
van. Tudjuk tovabbd, hogy egy olyan paraméterezés mellett, mely valame-
lyik g (k‘ el +) valtozén vesz fel 1 értéket, nem tudjuk teliteni az Osszes ugv;
élet ahol | € J és v; szomszédos ug-val, mivel most a maximalis dominans

vagast tekintjik, igy
o > Z 5kl

leJ

Azt viszont megtehetjik, hogy csak az egyik ug-bdl kimené élt telitjik, a
maradék a kapacitast pedig szétosztjuk a tobbi él kozott gy, hogy egyik se
legyen telitett. Valasszunk egy wuiv; élt a 7+ fabdl. Legyen a paraméterezés
olyan, hogy A = 1, x; = Bii, a maradék ap — Zje]\{l} Brj kapacitast pedig
osszuk szét az (:cj)jE Wy valtozé kozott tgy, hogy mindre teljesiil, hogy 0 <
x; < Brj. Végezzik el ezt a 77 fa Gsszes élével, igy kapunk e (77) = |IT| +
|J| —1 olyan paraméterezését a halézatnak, melyek mellett mindig mas fa-élt
telithetiink folyammal. Jelolje ezek halmazit F+. Megfigyelhets, hogy F+
elemei affin fiiggetlenek, illetve fiiggetlenek Fj~ és F| elemeitdl, mivel mas
A valtozdék pozitivak benntik.
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Ekkor mar van |I~| + |J| + |IT| + |J| — 1 affin fiiggetlen pont. Ha
It \ I~ = (), akkor kész vagyunk. Ha nem, akkor hidnyzik még [IT \ I~ |
paraméterezés ahhoz, hogy meglegyen az n+m—1 fiiggetleniink. Vegytik hat
azokat az i indexeket, melyek az I* \ I~ indexhalmazban vannak. Ezekrdl

tudjuk, hogy
a= > By
jEj:vj65(ui)

azaz egyetlen j6 paraméterezés létezik hozzd, ahol \; = 1 és minden j € J-re
ahol w;v; szomszédos, x; = fB;;. Ezt ha megesindljuk az Gsszes i € I\ I~
indexre, kapunk még I \ I~| fliggetlen paraméterezést, és kész vagyunk
az n +m — 1 affin fiiggetlen ponttal, amely illeszkedik a vagasbol kapott
oldalra, tehat a vagasbdl kapott oldal a poliéder lapja. ]

Ennek segitségével tudunk késziteni egy szeparaciés algoritmust, amely
lap-vagasokkal szeparal.

4.5. Alkalmazasok

Ezzel az eszkozzel méar sokkal tobb problémat tudunk modellezni, mint a
végtelen kapacitdsos esetével.

4.5.1. A relaxalt SOS2 politép

1. Alkalmazas. Legyenek x1,x9,...,2, € [0,1] valtozdk, és legyen az i.
poliéder

Pi=Ax1,...,ep | zi+ i1 <1, 2, =0(k#4,i+ 1)} Vi=1...n—1

Legyen P ezen poliéderek unidja,

n—1
P=JP
i=1

Ekkor azt a rendszert keressiik, ami leirja conv (P)-t. Tudunk konstrudlni
egy halézatot ehhez, melyben megtalalhatjuk a lap-indukalé vagasokat az
el6z6 allitas segitségével. Legyen tehat a halézat csicshalmaza Vo = {s,t,u1, ..., up—1,01,...,0,},
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az élei legyenek A = {su; |i=1...n—1}U{uw; |i=1...n—1,j =
i,i+ 1} U{vjt | j = 1...n}. Legyen a kapacitas az éleken ¢ a kovetkezo:
c(su;) = c(uivy) = c(uviyr) = i, c(vit) = x;.

U1
A1

1 vy
AZ I

)
U3
A3 x3

DN
<
[}
\w

A3
Anfl

Unp—1
Anfl

/

Un

Ebben a hélézatban a 9. allitds alapjan azok a részhalmazai t szomszédainak,
melyekhez tartozé dominans vagasok a poliéder lapjait adjak, az aldbbi
modon allnak elé. Legyen J C [n| azon v € N (t) csticsok indexeinek a
halmaza, melyek a vdgasban az s-sel azonos halmazba keriilnek, J = [n]\ J.

10. Allitas. A lap-indukdld vagdsok mind olyanok, hogy J dsszefiiggd abban
az értelemben, hogy a benne szerepld legkisebb és legnagyobb index kozotti
0sszes index benne van.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy J = {i,i +1,...,k—1,...,0+1,...,5— 1,5}
Ekkor S’j nem Osszefiiggl, mivel ug € Sj, igy nincs iranyitatlan értelemben
vett Ut vy, és v; kozott S’j—on beliil (ha lenne, annak érintenie kellene ug, . . ., u;_1-
et). Igy a (7). 4llités szerint nem lehet lap-indukalé vagas. O

11. Allitas. Azon vdgdsok kéziil, ahol J = {i,i+1,...,5— 1,7} dsszefiiggd,
azok nem lehetnek lap-indukdloak, aholi =2 vagy j =n — 1.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy J az allitdsban leirtaknak megfeleld, azaz J =
{2,3,...,7} (szimmetria miatt ugyanigy beldthat6 j = n—1 esetre is). Ekkor
uy ¢ S, viszont vy € S, igy nem megy iranyitatlan Gt S’ -on beliil vq-be.
Azonban ekkor a (8). allitds szerint nem lehet lap-indukélé vagas. O
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12. Allitas. Azok a vdgasok, melyek teljesitik az eléz6 két dllitds feltételét,
lap-indukalo vdagdsok.

Bizonyitds. Azt kell belatnunk, hogy egy ilyen véagas teljesiti a (9). allitas
feltételeit. Legyen tehat J = {i,...,j} olyan Osszefliggé indexhalmaz, hogy
i # 2, j #n—1. Ekkor

S;={u |k<ivVE>j}U{wy |l<i—1VI>j}U{s}

Elég belatni, hogy minden vi-ba megy e (Sj)—beli él. Ez azt jelenti, hogy
minden k € J-hez uy és ug_1 koziil legaldbb az egyik S7 -beli, és S pontosan
ilyen. O

Ezek alapjéan az aldbbi egyenl6tlenség-rendszert kapjuk a conv (P) po-
liéder lefrasara:

n—1
o= 1
i=1

n—1 n
=1 =1
l l
ZAi > ij 1<1<n-—2
5 A (45)
Z N > Zx] 3<i<n
i=l—1 j=1
l l
A = Yy 3<k<i<n-3
i=k—1 =k
N >0 1<i<n-—-1
z; > 0 1<j<n

4.5.2. A relaxalt negativ SOS2 politép

Az €l6z6 alkalmazasban szerepld poliédert kénnyedén tudtuk modellezni a
hélézati folyam reprezentacié segitségével. Ha kicsit médositjuk a feltétel-
rendszert, amelyet a poliéder leir, Gjabb érdekes alkalmazdast kaphatunk,
amelynél van remény arra, hogy eredményesen adhatunk hozza halézati rep-
rezentaciot.
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2. Alkalmazas. Vegyiik az SOS2 politépnak azt a valtozatat, amelyben a
valtozok Osszege legfeljebb 1, a valtozok nem-negativak, legfeljebb 2 valtozé
lehet egyszerre pozitiv, és ha pontosan 2 pozitiv, akkor ellentétben a relaxalt
S0S82-vel, nem lehetnek szomszédosak. Ezzel példaul azt lehet modellezni,
hogy van egy szabadidds tevékenység, amelyet a kovetkezo héten legfeljebb
1 éraban végezhetiink, és legfeljebb két napon szakithatunk rd id6t, azonban
ez a két nap nem lehet egymast kéveto.
Ez felirhaté nem-linearis feltételekkel, az aldbbi formaban:

n
S o<1
=1
Tili+1 = 0 i:1,...,n—1 (4'6)
vixjry = 0 1#j#k
z; > 0 i:1,..‘,n.

Azonban a mi célunk ezt linearis feltételekkel felirni, ezért a halézati repre-
zentdciojat probaljuk meghatdrozni. Legyen a P;; poliéder az aldbbi:

Pij:{l'ERn|a?iZO, 2; 20, zi+x; <1, 11, =0 (k¢ {i,7}}

Amit ekkor keresiink, az azon P;; poliéderek unidja, ahol |i — j| > 2. Ez
formalisan az aldbbi mddon all el6:

n—2 n
Ul U »
i=1 \j=i+2
Ekkor a poliéderek szama %nQ — %n + 1, igy egy lehetséges halézati mo-

dellben a A\ valtozok szama is ennyi. Legyen az a héalézati modell, hogy a
cstcshalmaz

V=_st}U{uy |i=1,....n =2, j=i+2,...,n}U{v; | j=1,...,n},

az ¢élhalmaz pedig olyan, hogy s-bdél minden w;; csticsba megy A;; kapacitdsi
él, u;;-bol v;-be és vj-be megy egy-egy \;; kapacitasui €, és v;-bdl t-be x;
kapacitasi él megy.



FEJEZET 4. A VALTOZOK RESZHALMAZAINAK OSSZEGEIRE
VONATKOZO FELSO KORLATOK MODELLEZESE 37

A3
u13

L1
L2
T3

Iq

Ty

—2n : : n—

Un—2
Un—1
%
U,

13. Allitas. A leirt hdlézatban barmely j-re p(v;) N p (vjg1) = 0.

Un—2.n

Bizonyitds. Figyeljiik meg, hogy v; beszomszédai azon wuj, csucsok, ahol
k > j+ 2 és azon u;; csicsok, ahol i < j — 2. Ez diszjunkt azoktdl az w1 x
csticsoktdl, ahol k > j + 3, illetve azon u; j41 cstucsoktdl, ahol ¢ < j—1. [

14. Alh’tés: FEgy lap-indukdlo vagds nem lehet olyan, hogy valamely j-re j
és 7+ 1 is J-ben van.

Bizonyitds. Ekkor a maximadlis domindns vagasban nyel6 fel6li oldala nem
osszefiiggd, mivel vj,vj41 € T, azonban nincsen kozos be-szomszédjuk, igy
T+ nem lehet Osszefiiggd. O

15. Allitas. Lap-indukdlé vdgdsban ha |J| < n—1, akkor olyannak kell
lennie, hogy minden j € J-hez kell, hogy legyen egy olyan k € J, hogy
k—j| > 2.

Bizonyitas. Kiillonben sériil a minimalis dominédns vagés forras oldaldra vo-
natkozé Osszefiiggdségi feltétel, ekkor ugyanis a v; cstcsnak az Osszes be-
szomszédjanak a masik ki-szomszédja T~ -ban lenne, igy az 6sszes be-szomszédja

is. O
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4.5.3. Altalanositott implikacié

3. Alkalmazas. Egy masik fontos alkalmazdsa lehet, hogy implikacidkat
irhatunk le diszjunkciok segitségével. Emlékeztet6iil, legyen A, B logikai
valtozdk, ekkor igaz, hogy

A= B = -AVB.
3. Példa. Proébéljuk meg leirni azt a rendszert, hogy
xr1 N\ To = I3

Ezzel egyenértékii, hogy
- (331 A LUQ) V x3.

Legyenek y1,y2,y3 € [0, 1] valtozok az x1, xa, x3 valtozéknak megfelel$ egészértékii
valtozdk, y3 = 1 — ys3, és szeretnénk azt a poliédert leirni, aminek a csicsai
pont a logikai kifejezés megoldasai. Legyenek Py, P poliéderek,

Pr={y1,y2,93 | y1 +y2 < 1}

és
Py = {y1,92,93 | 43 < 0}.

Amit keresiink ebben az esetben, az conv ((P; U P») NZ). Ehhez tudunk
konstruélni egy hélézatot, az alabbi médon. Legyen V' = {s, ¢, u, u2, w, v, v2,v3}
csicshalmaz, A = {su; | i = 1, 2}U{ujw, woy, woe, ujvs, ugvy, ugvy fU{v;t | i = 1,2, 3}
iranyitott élhalmaz, és legyen c kapacitasfiiggvény az élhalmazon ugy, hogy
c(sur) = A1, c(suz) = 2Xg, c(wiw) = A\ c(uvy) = N, c(vjt) = y; Vj =
1,2, ¢ (vst) = y3. Figyeljik meg, hogy be kellett hozni a hélézatba egy 1j
szintet a w csiccsal annak érdekében, hogy az y1 +ys < 1 feltételt leirhassuk.
Az aldbbi dbra szemlélteti a haldzatot.

M M
Ul w U1
2 ! Y1
1
Y2
S A V2 t
)\2 )\2 g3

Uz U3
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A lap-indukélé vagdsokat meghatarozé index-halmazok az alabbiak:

J = {{17 2} ’ {1’ 3} ’ {27 3} ) {3}}

El6szor azt latjuk be, hogy ezek valéban lap-indukaléak, azaz teljesitik a
(9). éllitas feltételeit. Az {1,2} indexhalmaz esetén a minimalis dominans
végds szerint ST = {s,u1,w,u2,v1,v2}, ez Osszefliggd, a maximdlis do-
mindns véagés szerint pedig ST = {v3}, ez is Osszefiiggd.

Az {1,3} indexek esetén a minimélis domindns véagas szerint S~ =
{s,u1,us,v1,v3}, ez Osszefiige. A maximdlis domindns végdsban ekkor az
s-et nem tartalmazé rész egyelemi, ve, ami szintén Gsszefiiggo.

A {2, 3} indexhalmaz esetében a minimalis dominans vdgdsban a forrdssal
azonos részbe tartozé csucsok az ST = {s, uy, ug, va, v3}, osszefliggd részgréafot
feszitenek. A nyel&vel azonos komponensbe csak a vg tartozik, ez is 6sszefliggo.

A {3} halmazhoz tartozé minimalis domindns végés szerinti S~ = {s,u1, v3},
Osszefiiggd, a maximélis domindns vagéds nyeld oldali része pedig St =
{ug, w,v1,v9}, ez is Osszefiiggd.

Azt kell még belatni, hogy a maradék két indexhalmaz nem lap-indukalé.
Megfigyelhetd, hogy az {1} és a {2} esetben is a minimalis dominans vagasra
vonatkozé Osszefiiggoségi feltétel teljesiil, azonban a maximadlis dominans
végdsra vonatkozé nem (egyik esetben az S;7 = {w,v2,v3}, a masodikban
pedig S5 = {w,v1,v3}, egyik sem Osszefiiggd).

Az ebbdl kapott egyenlOtlenség-rendszer az alabbi:

M+ =1
o < A+ A2
Y2 < A+ A
l—ys < M (4.7)
y1+y2 < A +2X
N >0 1=1,2
yy = 0 J=123

Tekintsiik ennek a példanak egy dltalanosabb valtozatat. Legyen n darab
folytonos véltozénk a [0, 1] tartomanybdl x4, . . ., x,, és legyen m poliéderiink,

Py =qT1,...,%, ZZE@SC]C (Vke[m])
1€E
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ahol & C [n] és &N E; = 0 ha i # j, tovdbba ¢, nem-negativ egész. Ekkor
a Py poliéderek unidjat agy is felirhatjuk, hogy

A példank ennek valéban specidlis esete, ugyanis legyen m = 2, & =
{1,2}, c1 =1, és legyen & = {3}, co = 0. Legyen tovdbba x; = yj,x9 =
Yo és T3 = y3. Ezeket behelyettesitve visszakapjuk a példaban szerepl6
problémat.

Hogyan néz ki az ehhez tartozé halézat? A példahoz hasonldan itt is
sziikséglink lesz egy kozbiils6 szintre, amely cstcsai sem a forrdsnak, sem a

nyelének nem szomszédai. A héaldézat csicsai tehat s, uq,.. ., uy, ezt koveti
az emlitett kozbilsé szint, wi, ..., wy,, majd vi,...,v,,t. Az su; él kapa-
citasa

c(sui) = (CZ‘ +n — ‘€1|)>\z

minden i-re. Az u; csicsbdl vezet él a w; csicsba, ennek kapacitdsa
& (ulwz) = Ci)\i

illetve minden (Uk)kgé&- cstucsba \; kapacitasu él vezet. A w; csticsbdl az
Osszes (vj)j ce. csticsba \; kapacitasu élt hizunk. A v; csticsbdl x; kapacitdsi
él megy t-be. A példdhoz tartozé hélézatnal megfigyelhetd, hogy az wuo
csticshoz nem tartozik we cstcs, de igazabdl hozzdvehetnénk a leirtaknak
megfeleléen egy 0 = coAg kapacitasu éllel. Ehhez hasonldéan, azokra a w;
csucsokra nincsen sziikség, melyekre ¢; = 0.

Az atlathatdsag kedvéért az alabbi dbra a halézatnak csak egyetlen s-bol
kilépd €lét tartalmazza. Jelolje k1, ..., kg, az &;-beli indexeket, I1, ..., 1, g
az &;-en kiviiliket.
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Jél latszik, hogy az u; csticsoknal a bemend és kilépo éleken a kapacitasossze-
gek egyeznek. Ez azt jelenti, hogy a v ,... 2 UL, g, > Wi cstcsokba eljut-
tathaté akkora folyam, mint ami az s-bdl kilép, viszont a Ukps - -5 Ukig|
csucsokba legfeljebb ¢; értéki folyam folyhat be.

3. Megfigyelés. Feltehetjik, hogy a halézategyszeriisitési szabdlyokat al-
kalmazva minden i € [m]-re ¢; < |&;|, s6t, feltehetjiik hogy az egyenl6tlenség

szigoru, kiilonben a z; < ¢; egyenldtlenség semmitmondo.

JEE:
4. Megfigyelés. TetszOleges domindns vagas olyan, hogy csak w; és v;
cstcsokat tartalmazhat a nyel6 feldli oldala. Eppen ezért a vagas forras fel6li
oldala mindig 0sszefiiggo lesz, elég csak a nyel6 feloli oldalanak 6sszefliggbségét
vizsgalnunk.

Mik lesznek azok az indexhalmazok, amelyekhez tartozoé egyenl6tlenségek
a poliéder lapjat irjék le? Figyeljik meg inkabb a komplementer halmazai-
kat.

16. All_l'tés. Azok a J indexhalmazok, amelyek olyanok, hogy a komplemen-
terik, J valamely E;-nek tobb, mint c; elemi részhalmaza, lap-indukdlok.

Bizonyitds. A (4). megfigyelés alapjan elég az ST\ {J} halmazt vizsgdlnunk.
Ez a részgraf ekkor tartalmazza a w; csicsot, mivel >, yc(wivj) > ¢ és
a (vj)je 7 csucsokat. Ezek Osszefiiggd grafot alkotnak, igy a J-hez tartozé
tetszOleges domindns vagas lap-indukald. O

17. Allitas. Azok a J C [n] indezhalmazok, amelyek gy dllnak eld, hogy
J = [n]\ j valamely j € [n]-re, lap-indukdldk.
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Bizonyitds. Mivel (4). megfigyelés alapjan csak maximélis domindns vagas
nyel6 feléli oldaldval kell torédniink, és ez egyetlen, v; cstcsbdl all, ami
Osszefliggd részgraf, teljesiil (9). allitas feltétel, igy J lap-indukald. O

Ezzel kaptunk két vagas tipust, amely lap-indukalé az adott poliéder
csaladndl. Azt kell belatnunk még, hogy minden lap-indukalé halmaz igy
all elé.

18. Allitas. Minden lap-indukdlo halmaz az el6z6 két allitasban megfogal-
mazott modon dll eld.

Bizonyitds. Eloszor azt fogjuk belatni, hogy lap-indukalé halmaz nem lehet
olyan, hogy a komplementere egynél tobb &; halmazbdl is tartalmaz indexet.
Legyen j € & és k € &, és tegyiik fel, hogy j, k € J, illetve hogy a w; és a
wy csucs is S -ben van. Tudjuk, hogy EN& = 0. Ekkor, a (4). megfigyelés
alapjan, semelylk u csucs nincs S -ben, igy nincs w; és w; kozott irdnyitatlan
ut SJr \ {t}-n belill, azaz ez a reszgraf nem oOsszefliggd, {igy nem lehet lap-
indukélé.

Azt kell még beldtnunk, hogy ha J olyan, hogy a komplementere csak
egy &; indexhalmazbdl tartalmaz indexeket, de nem tobbet, mint ¢;, akkor
sem lehet lap-indukdlé. Mivel ekkor w; nincs S’j—ben, az csak v; csicsokbodl
all, amelyek kozott nem vezet él. Ez nem Osszefiiggd részgraf.

Minden olyan J halmaz, amely az el6z6 allitas feltételeit nem teljesiti,
az itt felsorolt két kategdria valamelyikébe (vagy mindkettébe) sorolhato,
igy nem lehet lap-indukalo. O

Tehat tekintsiink egy olyan J halmazt, ami lap-indukélé. Legyen &; az
a halmaz, melynek legaldbb ¢; eleme van J-ben. Legyen ennek a legaldbb
c; elemnek a halmaza X. Ekkor a J-hez tartozé dominans vagason atmeno
¢lek valamely w; (I # i) csticsb6l mennek minden (vj) ;. - csticsba, ezek Gssz-
kapacitédsa |X| - \;. Mivel minden ilyen u; csticsbdél megy minden (v;)
csucsba, ezért ezeken az Osszkapacitas

Z|X| A= |X]- ZAZ

l;éi l;éi

jex

Ehhez még hozzajon az u;w; él kapacitasa, c;\; mivel ezt az élet is elvagja
tetszOleges dominans vagas, igy a vagasbol kapott egyenldtlenség az alabbi:

cihi + | X - Z)\l > ij

jeX
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Ezek alapjan a poliéder leirhat6 az alabbi egyenlGtlenség-rendszerrel:
m
>N o= 1
i;l
Ci)\i"i"X"z)\j > Zl‘j Vngi:’X’>Ci, Vi=1,...,m
j=1 jex
o (4.8)
)\i > 0 Vi:1,...,m
z; <1 Vi=1,....n
z; > 0 Vi=1,....n
Ezekbdl az egyenl6tlenségekbdl 6sszesen
m |Eil—ci
m
> % () +2mam
i1 j=o “J

darab van.

Tovabbi altalanositas lehet, ha a kordbban leirt diszjunkcidknak a kon-

junkciéjat tekintjiik. Legyen tehat &7, .
[n]-nek, hogy 8;: N & = 0. Legyen a P} poliéder

Ekkor a poliéder, amit kerestink

o EL

my e

k
SHEY

= X1, .., T E zj < ¢,
JeE;
k m; k m,
i i
AUR=AV|2X=u<d
i=1j=1 i=1j=1 \ 1e€}

k

olyan részhalmazai

Ennek leirasahoz k darab hélézatra lesz sziikséglink, a konjunkcié minden
tagjahoz egyre, amely a korabban targyalt médon &all el. A hozza tartozé
egyenlGtlenség-rendszer gy médosul, hogy minden hélézatra fel kell irnunk

az egyenlGtlenség-rendszerét.

PRV
=1

m
cé)\i +1X]- >
j=1

JF

Aj

Y

VA IV

1

jeX

0 Vi=1,...
1 Vi=1,...
0 Vi=1,...
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4.6. Szeparacio

A szepardcié f6 kérdése, hogy egy megoldasrél hogyan dontjik el, hogy
megengedett-e, abban az esetben, ha még nem ismerjiik a poliédert leird
Osszes egyenl6tlenséget. Ha a megoldds nem megengedett, azaz nincs a po-
liéderben, akkor pedig mutatnunk kell egyenl6tlenséget, amelyet sért. Eppen
ezért van sziikségiink a poliéder lapjainak leirdsara, melyek a legerdsebb
ilyen egyenl6tlenségek. A feladat tehat adott megoldésrdl eldonteni, hogy
teljesiil-e ra az Osszes feltétel, és ha nem, akkor talalni egy lap-indukald
egyenlGtlenséget, amit nem teljesit.

Tegyiik fel tehat, hogy mar ismerjik a poliéder néhany lapjat leird
egyenl6tlenséget, és van egy ezekre nézve megengedett p = 5\,:% meg-

oldasunk. Helyettesitsiikk be a hédlézatba az p paraméterezést, legyen c; az
igy kapott kapacitasfiiggvény, ha teljesiil mellette, hogy az [S, S] minimalis
s —t-vagés értéke legaldbb akkora, mint > ;| #;, akkor a poliéderben van p,
kiilénben nincs. Egy J C [n]| halmazt sértének neveziink, ha igaz ré, hogy
a (vjt)j ¢, ¢leket nem tudjuk egyszerre teliteni (a p paraméterezés szerint).
Egy J halmazrdl eldonthetjiik, hogy sérté-e gy, hogy a grafbdl elhagyjuk
a (vj)je ; cstcsokat és hozzdjuk tartozé éleket, és megnézziik, hogy az igy
kapott (G', ¢5) hélézatban vett minimélis s — t-vdgds értéke nagyobb-e mint
> jed Zj. B

Legyen Jy = {j € [n||v; € S}, és legyen Jy a komplementere. Ekkor
sajnos nem biztos, hogy S és 5‘5{0 \ {t} Osszefiiggbk. El6szor tegyiik fel,
hogy S Osszefiiggd, de S'jo \{t} nem az. Ekkor az utébbi szétesik V1,. ..,V
particiora, és legyen (A;),_; , a Jo particiéja,

A, = {jejg\vj EVZ}

5. Megfigyelés. Vegyiik a Jy szerinti maximdlis domindns vagést a (G, c;)
hélézatban. Ez is egy minimalis s — t-vagas.

19. Allitas. Ekkor az Ai,..., A, indezhalmazok kézil legaldbb az eqyik
Sérta.

Bizonyitds. Tegyiik fel indirekt, hogy egyik sem sérts. Jelolje 6™ (X) =
{uwwe Alu¢ X, ve X} az X C V csiicshalmaz be-éleit. Tudjuk, hogy
UleAi sérto, azaz az Vi,...,V, komponenseket a forrastol elvalaszté mi-
nimalis vagas értéke kisebb, mint az Oket a nyel6tdl elvalaszté minimalis
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vagas értéke, tehat

k

2 Z <chﬁ(vjt)‘

m(v) i=1 jeA;

Az egyenlétlenség bal és jobb oldalan is nem-negativ tagokat adunk Ossze,
igy kell lennie legaldbb egynek az ¢ = 1...k indexek koziil, amelyikre

S eple) <D e (ust).

e€din(V;) JEA;

Ez pontosan azt jelenti, hogy a (vj)j ca, €leket nem tudjuk egyszerre teliteni,
azaz A; sértd. O

Azt, hogy pontosan melyik A;-k sértok, megéllapithatjuk tgy, hogy
vessziik a Jp-ra vonatkozé maximélis domindns vagést, majd minden V;
komponensre Osszeadjuk a bele 1épd éleken a c; kapacitdsokat. Amelyikre
ez az Osszeg kisebb, mint jeA, Zj, az sérté. Tovabba mivel feltettiik, hogy
esetiinkben S Osszefliggd, megfigyelhetjiik, hogy S} is Osszefliggd, ahol

k
Ji=Ju| A4
j=1
j#i

Ekkor ugyanis olyan komponenseket csatolunk még S -hoz, amik az S}“O \
{t}-ban Osszefliggdk, ezek a minimalis dominans végds szerint is Osszefiigg6k
maradnak, mivel nem csOkkenhet a szdmossaguk. Tehdat ekkor talaltunk
legalabb egy lap-indukal6 vagést.

4. Példa. Tekintsiik a kovetkezd egyszerti haldzatot.

U1
A

A1

X

L1

T2
Vg ——— ¢

P
e

/“’\/

U3



FEJEZET 4. A VALTOZOK RESZHALMAZAINAK OSSZEGEIRE
VONATKOZO FELSO KORLATOK MODELLEZESE 46

Legyen Ay = 1,09 = 0,21 = 1,29 = 3,23 = 0. Ezen paraméterezés
mellett egy [S,T] minimdlis s — t-vdgds olyan, hogy S = {s,u1,us,v3},T =
V \ S, egy sért6 halmaz pedig J = {1,2}. A J-hez tartozé maximélis
domindns vagasban az ST \ {t} nem Osszefiiggs, Vi = {v1},Va = {v2}.
Ekkor Al = {1},A2 = {2}

4.1. dbra. Sérté Ao halmaz

Ezek koziil A1 nem sértd, ugyanis a Va-be belépd élen a kapacitas leg-
alabb akkora, mint a kilép6 élen, viszont Ag sértd, mivel a Vo-be belépd élen
a kapacitas 1, mig a kilép6 élen 3. °

Maisik fontos eset, amikor Sjo \ {t} Gsszefiiggd, de S, nem az. Ekkor van
az S -nak olyan komponense, amely a forrdssal nem szomszédos, ¢s minden
be-szomszédja S; -ban van. Legyenek Wy, Wi,..., W az S komponensei,
ugy, hogy s € Wy, B; a Jy indexhalmaznak azon része, mely indexekhez
tartozo csicsok W;-ben vannak.

20. Allitas. Ekkor tetszéleges i € {1,...,1}-re J; = Jo U B; sérté halmaz.

Bizonyitas. Tudjuk, hogy W; minden be-szomszédja S’jo—beli. Ha hozzavessziik
Bi-t Jo-hoz, akkor azt kapjuk, hogy

E T; = E xj+g T 2 E Zj,
j€d; j€Jo JEB; jedo

mivel minden j € Bj-re £; > 0. Legyen J; = Jy \ B;. Tekintsiik a J;-hez
tartozé minimalis domindns vagast. Ennek nyel6 feldli oldal 5”;0 U W;-bol
all. Ahhoz, hogy ezt belassuk, elég a W; be-szomszédairdl megmutatni, hogy
nem keriilhetnek a J;-hez tartozé minimélis dominéns vagasnak a forras fel6li
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oldaléra. Fz azért igaz, mert a Jy-hoz tartozé minimalis domindns vagasban
a W; Osszes be-szomszédja a nyeld fel6li oldalon volt, azaz

Yo € p(W;) : Z c(uv) < Z ¢ (vw),

uEp(v)ﬂS}O wE&(v)ﬁS‘}O

és W; minden be-szomszédjanak a vagds nyel6 fel6li oldalan 1évo ki-szomszédainak
a halmaza nétt, tehat

Yo € p(W;) : Z c(vw) < Z ¢ (vw),

wed(w)nsy, wes(w)n (55, U )

ebbdl kovetkezik, hogy W; minden be-szomszédja a J;-hez tartozé minimaélis
dominans vagasban is a nyel6 oldalan van.
Es végiil, mivel Jy sért6 volt, tudjuk, hogy

YDIDIEATTED DD S
uGSZJvEgi) j€Jo jed;
és ez pont azt jelenti, hogy J; sérté. O

Ez természetesen azt jelenti, hogy akar az Gsszes, a forrassal nem Osszefiiggo
komponenst hozzdvehetjiik S -hoz, tgy is sérté halmazt kapunk.

5. Példa. Tekintsiik ismét a (4). példa halézatat és a példa paraméterezését.
A V5 = {vy} halmaz sértd, nézzitk a J = {1,3}-hoz tarozé minimalis do-
minans vagast.

Wo U1
T //}////2 -
1
Uy
o 3
S V2 ——— ¢
A 0
U3 ) Wy

4.2. dbra. S 0Osszefiiggd komponensei
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Ekkor S, = {s,ui,vi,v3} nem Osszefiiggd, egyik komponense Wy =
{s,u1,v1}, masik Wi = {v3}. Ekkor ha B; = {3}, ezt hozzdvéve J-hez a
(20). &llitas alapjan sérté halmazt kapunk. Ebben az esetben a minimalis
és maximalis dominans vagas egybeesik.

U3 SJ\B1

4.3. dbra. Sérté J U B; halmaz

Valéban, S J\B,-be bemend éleken a kapacitdsok Osszege 1, a beldle ki-
menokon 3, azaz J U By sérto.
[

Legyen

J_JO\(QBi), j_;OU(QBZ)

i=1
21. Allitas. Ekkor a J halmazhoz tartozé domindns vdgds lap-indukdlo.

Bizonyitds. Azt konnyl latni, hogy ekkor S Gsszefliggd, az a része S -nak,
amely Osszefiiggs volt. EbbdI csticsot nem veszitettiink el, igy Osszefiiggo lesz
ST is.

Azt kell még belatnunk, hogy 5’} \ {t} is Osszefliggb lesz. Azt feltettiik,
hogy S'I) Osszefiiggo volt, és olyan Osszefiiggé komponenseket vettiink hozza,
amiknek az 0Osszes be-szomszédja szintén 5’}0—ban van. Akkor torténhetne
megy, hogy 5”}“ nem Osszefliggd, ha volna olyan W;, aminek az Osszes be-
szomszédja S -ban van, dm ezek nincsenek benne S}r—ben. Tegytik fel indi-
rekt, hogy W; ilyen. Legyen u egy be-szomszédja. Azonos indexhalmazhoz
tartozé tetszéleges dominans vagasban ugyanakkora adott csicsra nézve a
vagas forrds fel6li oldaldbdl a beleérkez6 éleken a kapacitdsok Osszege és
a beldle a forras nyel6 feléli oldaldba mend éleken a kapacitdsok Gsszege.
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Jelolje héat p(J,u) a J-hez tartozd tetszéleges domindns végdsban az u-ba
S7-b8l beérkezé élek kapacitasosszegét, d (J,u) pedig az u-bdél Sj-be 1ép6
éleken a kapacitdsok Gsszegét. Ekkor u benne van S -ban, azaz

p (Jo,u) <6 (Jo,u)

Tudjuk tovabba, hogy
0 (Jo,u) <9 (J,u)

mivel legalabb egy szomszédja van Wj-ben. Az indirekt feltevés szerint ekkor
u nincs benne Sj—ben, azaz

0 (Jyu) <p(J,u).

Viszont mivel amikor Jy-bél megkaptuk J-t, az u beszomszédai nem valtoztattak
helyet, igy
p (J07u) = p(J, u) ’

és ez ellentmondas. Tehat W; minden be-szomszédja benne van S’j—ben, igy
ST\ {t} is Gsszefiiggs, és pontosan ezt akartuk beldtni. O

Kovetkezésképpen, ebben az esetben az S;O Osszes olyan komponensét,
ami a forrasbdl nem érhet6 el, hozzavehetjiikk a vagas masik oldaldahoz, és
kapunk egy sértett egyenlotlenséget, ami rdadasul lap-indukalé.

Az utolsé eset, amikor sem S, sem 5’}“0 nem Osszefiiggé. Ezt azonban
konnyen vissza tudjuk vezetni arra, amikor csak S nem Osszetliggd. Vegytk
az S’ffo—nak egy olyan Osszefliggd komponensét, amely sért0. Erre végezziik
el a mésodik esetnél targyalt moédszert. A végén kapunk egy lap-indukald
vagast.

A vagésikos algoritmushoz jé inditds lehet az aldbbi egyenlétlenség-
rendszer:

S A o= 1
. m]
N >0 Vi € lm
5 > 0 Viel (4.10)

3
~
5
v
(]
3

Igy az x valtozék is korlatosak, feliilr8l maxf ();) korldtoz minden z-t.
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4.7. Implementacié

Ha az el6z06 szakaszban targyalt szeparacidés moédszert szeretnénk felhasznalni
egy vagdésikos algoritmusban, meg kell fontolni néhany dolgot. Példaul ho-
gyan szamitsuk ki egy adott indexhalmazra a hozza tartozé (minimdlis és
maximélis) domindns végast? Hogyan dontsiik el egy indexhalmazrdl, hogy
a hozz4 tartoz6 maximalis dominans vagasnak mely 6sszefliggé komponensei
sérték adott nem-megengedett megoldas mellett? Mik az Osszefliggé kom-
ponensek? Tobbek kozott ezekre a kérdésekre prébalunk meg véalaszt adni
ebben a szakaszban.

4.7.1. Dominans vagas meghatarozasa

Adott J indexhalmaz, a feladat a hozza tartozé dominans vagas meghatarozasa.
Legyen 7 € NV szintvektor. Azt fogja 7, jeldlni, hogy a v csticsbél mi-
lyen hosszi a leghosszabb irdnyitott Ut hossza a nyel6be. Nyilvan 7, = 0.
Egy lehetéség a 7 értékek meghatdrozasara, ha vesszitk G’ grafot, ami G
forditottja, abban az értelemben, hogy minden irdnyitott élét megforditjuk,
minden élének —1 silyt adunk, és lefuttatjuk rajta a Bellman—Ford algorit-
must. Ez megadja a ¢-bdl induld és adott cstcsban véget éré legrovidebb
irdnyitott at hosszat. Ha ennek a hossznak a —1-szeresét vessziik, megkap-
juk, hogy adott csiicsbdl a t-be érkez6 leghosszabb irdanyitott Gt hany élbol
all.

Erre azért van sziikségiink, hogy amikor adott indexhalmazhoz meg-
hatdrozzuk a domindns vagast, akkor megfelel6 sorrendben dontsik el a
csucsokrol, hogy a végas forrds vagy nyeld feléli oldaldn legyen.

A csicsok feldolgozésa tehat dgy torténik, hogy elészor minden olyan
csucsot, amely nem (vj)j cj-beli (és nem a nyeld), S-hez soroljuk. Ezutén 7
szerinti novekvo sorrendben végigmegyiink rajtuk, és ha az épp feldolgozas
alatt 4ll6 csiics S-beli szomszédaibol érkez6 be-élein a kapacitds-osszeg ki-
sebb, mint a beldle S-en kiviili csticsokba mené éleken a kapacitds-Osszeg,
akkor S-be atrajuk. Ha egyenléség van, akkor az alapjan rakjuk &t vagy
tartjuk meg, hogy minimadlis vagy maximadlis dominans vagast keresiink-e.
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Algorithm 1: Dominans vagds keresése
Input: J C [n]
Output: [S 7,8 J] domindns s — t-vagas
G:V(G)+<V(G), A(G) + {vulVuv € A(G)};
d(a) + —-1Vae A(G);
Ty < Bellman-Ford(G', ¢, t'),;
sort v € V by 7, (asc);
Sy < {uilj € [n]\ JY U {2);
for v € V (G)\ {v;|j € [n]\ J} U{t} do

if > epons € () > 37, 5.5 ¢(vw) then

L Sy S+ v

o N OGN W N R

9 else
10 ng<—g+v;

11 return [S;, S;];

4.7.2. Osszefiiggd komponensek meghatdrozdsa

Adott maximalis vagy minimalis domindns vagdas soran el kell dontentink,
hogy 0Osszefiiggs-e, és ha nem, mik az Osszefiiggé komponensek. Erre a BFS
(breadth-first search) algoritmust fogjuk hasznélni.

Minimaélis domindns véagas esetén a forras feloli oldal OsszefliggOségét
szeretnénk eldonteni, jelolje ezt a részgrifot S. Inditsunk el egy BFS-t az
s forrasbdl, és amelyik csicsokat el tudja érni, azok lesznek s-sel azonos
komponensben, az 6sszes tobbi pedig hozzavehetd a vagas masik oldaldhoz.
Ha az Osszes csticsot el tudtuk érni s-bol, akkor S Osszefiiggo.
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Algorithm 2: Minimélis dominans vagas forrds-oldalanak az
Osszefiiggd komponenseinek meghatarozasa
Input: SCV(G):s€ S
Output: z € (0,1)° : 2, = 1 < v a forrdssal azonos komponensben
van
zy — 0 Vv e S5}
Feldolgoz(s);
while Jv € S: v elért, de nem feldolgozott do
v +— kovetkezo feldolgozandd cstcs;
Zy 1
Feldolgoz(v);

return z;

S Gk W N

~

Hasonléan, ha a maximadlis domindns vagas nyel6 feldli oldalardl sze-
retnénk eldonteni, hogy a nyel6 nélkiil 6sszefliggt-e, akkor is egy BFS-t kell
futtatnunk. Legyen T tehat a nyeld feloli oldal a nyeld nélkiil, és legyen
v € NV(T) az a vektor, mely azonos komponensbe es6 csiicsokhoz azonos
szamot rendel. Legyen ¢ = 1 a komponens-szamlalé. Kezdjiik el tetszoleges
cstcsbol a BES-t, és amig van elért cstcs, a soron kévetkezo v cstcs feldol-
gozasakor allitsuk ~,-t ¢-re. Ha még nincs minden csucs feldolgozva T-bdl,
de nincs tobb elért csicsunk egy csics feldolgozasa utan, akkor noveljilk
eggyel c értékét és inditsuk el a BFS-t egy még fel nem dolgozott csicsbol.
fgy a végén c megadja az Osszefliggd komponensek szamat, mig a v vektor
megadja az Osszefliggé komponenseket.
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Algorithm 3: Maximalis dominans véagas nyel6-oldaldnak az
Osszefiiggd komponenseinek meghatarozasa
Input: TCV(G):teT
Output: ce N,y € [d]” : 7, =7, < u és v a T\ {t}-nek azonos
Osszefiiggd komponensében van

1 ¢+ 0

2 forve T\ {t} do

3 if v nem elért then

4 c+—c+1;

5 Feldolgoz(v);

6 Yo £ G

7 while Ju € T'\ {t} : u elért de nem feldolgozott do
8 Yu G

9 Feldolgoz(u);

10 return (c,7);

4.7.3. Megengedettség eldontése és sért6 halmaz keresése

Adott egy p = (5\, 5&) megoldas jeldlt, a feladat eldonteni réla, hogy megengedett-

e, és ha nem, megmutatni, mely Z; véltozok altal paraméterezett részgraf
nem teljesiti a minimalis vagdsra vonatkozd feltételeket. Ezt gy tudjuk
megoldani, hogy megkeressiik a (G,p) hélézatban a minimalis vagdst, és
ha ennek értéke kisebb, mint az & valtozdk Osszértéke, akkor a minimélis
végds nyel6 fel6li oldaldn 1év6 v; cstcsokhoz tartozd #j-k sértik azt az
egyenldtlenséget, amelyet a vagas forrds feldli oldaldn 1évé v; csticsokhoz
tartozé dominans vagasbol kaptunk.

4.7.4. Sérto halmaz keresése nem lap-indukalé dominans vagas
esetén

Tegyiik fel, hogy mar meghataroztuk a maximalis domindns vagds nyelo
fel6li oldaldnak Osszefiiggd komponenseit. Ekkor a (19). &llitds alapjin
ezek koziil legalabb az egyik sértO, azaz a halmazba belépo éleken kisebb a
kapacitasok 0sszege, mint a halmazbdl a nyelobe mend éleken. Meg tudjuk
hatdrozni adott halmazhoz a belOle t-be vezetd élek kapacitds-Osszegét, és
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meg tudjuk mondani azt is, hogy mennyi a belépd éleken a kapacitasok
Osszege. Ha ez utébbi a kisebb, akkor a halmaz sérté. Tehat annyi csak
a teendd, hogy végig kell menni az Osszefligg6 komponenseken, és amint
talaltunk egy sértét, elég mar csak azzal foglalkozni.

Ezen lehet fejleszteni gy, hogy nem allunk meg az elsé sértonél, ha-
nem megkeressiik az 6sszeset, és hozzaadjuk az 6sszes egyenlotlenséget, ami
hozzajuk tartozik.

4.7.5. Dominans vagas transzformacidja lap-indukalé vagassa

Tegyiik fel, hogy mar megkaptunk egy sér6é halmazhoz tartozé maximalis és
minimalis dominans vagast, azonban azok nem lap-indukéalék. Ez tugy for-
dulhat el8, hogy az S~ és T koziil legaldbb az egyik sérti az osszefliggdségi
feltételt. Ha igy van, akkor csicsok hozzavételével vagy kihagyasaval mind-
kett6t polinomialis idon beliil Gsszefliggdvé alakithatjuk.

Algorithm 4: Domindns véagds transzformaciéja lap-indukéld
vagassa

Input: (G,c; ), [So,Tp] domindns s — t-vagds
Output: A lap-indukdlé s — t-vagasok halmaza
1 A0
2 T < Ty N p(t)-hez tartozé maximalis domindns végés nyeld fel6li
oldala;

3 Wq,..., V. a Tt osszefiigggd komponensei;

4 fori=1,...,r do

5 if V; sérté then

o | | Jelien lyevinph

7 S;i < Vi N p(t)-hez tartozé minimdlis domindns végds forras

fel6li oldala;
if S; nem osszefiiggé then
L 1S9 ... , ST az S; Osszefiiggd komponensei, s € S9;

10 J+={j€[n] | vj € (U;’Zle)ﬂp(t)};
11 [S,T] < J-hez tartoz6 domindns vagas;
12 | A+ =[5T7;

13 return A;
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4.7.6. Vagosikos algoritmus

A fenti szubrutinokkal mar le tudjuk {rni a vagdsikos algoritmust, amit a sze-
paracids mbdszerbdl nyertiink. Az algoritmus egy egyenl6tlenség-rendszerbdl
indul ki, és annak egy megengedett megoldasabdl. Egy iteracié abbdl all,
hogy az aktualis optimalis megoldasrol eldontjiik, hogy a teljes egyenlotlenség-
rendszernek megoldasa-e, és ha nem, akkor egy olyan egyenlotlenséget vesziink
hozza a rendszerhez, amelyet a megoldasunk sért, és a teljes poliédernek egy
lapjat reprezentédlja. Jelolje Agp < by a (4.10) egyenlétlenség-rendszert.

Algorithm 5: Véigosikos algoritmus

Input: (G,c;)\) x és A valtozékkal paraméterezett haldzat, ¢
célfiiggvény
Output: p* = (z*, \*) megoldas, melyben \* € {0,1}"™ és c-re
nézve optimalis
A+ Ao, b« by;
p* = (xf, \) < max{cp | Aop < bo};
MC + MaxFlow (G, p*);
T=) T
while MC < z do
[So, To] = MinCut (G, ¢p+, s, 1);
A+ az [Sp, To|-hoz tartozé lap-indukald végédsok;
A, b <+ A-hoz és b-hez hozzavessziik a A-beli vagasokbdl
szarmaz6 egyenlétlenségeket;
9 p* < max {cp Ap < b};
10 MC + MaxFlow (G, p*);

~ _ n *.
11 T=>) ",z

W N o A W

12 return p*;

Abban az esetben, ha az algoritmusban a 7. 1épés utdn nem transz-
formaljuk tovabb a domindns vagast, hanem az abbdl szarmazd egyenlotlenséget
adjuk hozza a mar megléve6 rendszerhez, attdl fliggetlentil, hogy lap-e, olyan
véagosikos algoritmust kapunk, amely dominans vagasokkal szeparal.

4.8. Teszteredmények

A végésikos algoritmust C++ nyelven implementaltuk, LP solvernek Gu-
robit [Gurobi Optimization, 2020] valasztva, a hél6zat modellezéséhez pe-
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dig a LEMON C++ [Dezs6 et al., 2011] kényvtarat hasznaltuk. Az algorit-
mus teszteléséhez a teszt-eseteket véletlenszeriien generdltuk, a diszjunkcidk,
valtozok és szintek szdmanak megaddsa mellett. A vigdsikos algorimusnak
azt verzidjat, amelyben domindns vagassal szepardlunk (DC), hasonlitottuk
Ossze azzal, amikor egy iteraciéban tobb lap-vagast adunk a modellhez
(MFC). A teszt-eseteknek harom tipusdn prébéltuk ki a két algoritmust,
két-szintes halézatokon, tobb-szintes halézatokon, és a 2. alkalmazasban de-
finialt logikai problémakhoz konstrudlt halézatokon. Az eredmények alapjan
arra a kovetkeztetésre jutottunk, hogy a lap-vagasokkal operald algoritmus
minden esetben legaldbb annyira hatékony (legfeljebb annyi iterdcié alatt
megtaldlja az optimumot), mint a domindns vagasokat hasznald, azonban
létezhet olyan eset, amikor jelentOsen kevesebb iteraciora van sziiksége. Ez
azért is fontos, mert ahogy né a hozzdadott vdgosikok szdma, ugy né az
aktudlis LP megoldasahoz sziikséges simplex-iteraciék szama is.

A tObb-szintes halézatokat leiré feladatpélddnyokon elvégzett Gsszeha-
sonlitds ereménye az Appendix-beli 1. tdblazaton lathats. A tébldzat osz-
lopai: példdny a teszt-esetre, diszjunkcié a diszjunkcidk (uniéban szerepld
poliéderek) szdmara, a valtozo a valtozok szdmdéra, a szint a halézat nyeld
és forras kozotti szintjeinek szamaéara utal. Az iterdcié oszlopban az szere-
pel, hogy hényszor adunk 4j végdsikot (vigdsikokat) a modellhez, mig egy
megengedett megoldast kapunk. Ennek al-oszlopai a két algoritmus (MFC -
Multiple Facet Cut, DC - Dominant Cut) iterdcié szdméat tartalmazzak. A
lap-vagas oszlopban az szerepel, hogy a hozzaadott egyenl6tlenségek koziil
hiany adja a poliéder lapjat. A lap generdlas oszlop azt mutatja, hogy a
lapokat adé szepardciés algoritmus hany egyenlétlenséget adott a modell-
hez. Ez a DC algoritmus esetén nyilvanvaléan 0, mivel nem haszndlja ezt
a szeparaciés modszert. A simplex iteracié oszlop azt mutatja, hogy a két
algoritmus esetén az LP-k megoldasahoz hany simplex iteraciot végzett el a
solver. Itt latszik legjobban, hogy a multilevell4 feladatpéldany esetén a
dominans vigasokkal miikodé algoritmus tébb, mint 20-szor annyi simplex
iteraciot haszndlt, mint a lap-vagdsokat hasznalo.
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