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1. fejezet

Bevezetés

Diszjunkt́ıv programozás alatt olyan lineáris (vagy akár egészértékű nem-
lineáris) programozási feladatokat értünk, ahol a feltételek néhány részhalmaza
között diszjunkt́ıv kapcsolat áll fenn, azaz egy megoldás akkor megengedett,
ha ezen feltétel-halmazok közül legalább az egyiket teljeśıti. Ez tipikusan
egy nem-konvex programozási feladatot ad, amelyet nem tudunk a lineáris
optimalizálás hagyományos eszközeivel megoldani. Azonban lehetséges az
ı́gy kapott feladatot konvexifikálni, mely művelet során nem vesźıtünk op-
timális megoldást, és az ı́gy kapott relaxált, már lineáris optimalizálási
feladatnak minden optimális bázismegoldása az eredeti feladatnak is op-
timális megoldása. Az emĺıtett konvexifikálást általában nehéz elvégezni, a
dolgozat célja mutatni egy korábbi eredményekre éṕıtkező, kombinatorikus
megközeĺıtést, amely seǵıtségével diszjunkt́ıv programozási feladat-családok
esetében a konvexifikálás megtehető.

1.1. Motiváció

A diszjunkt́ıv programozás seǵıtségével a lineáris programozásban megszo-
kott logikai konjunkció és negáció mellett modellezhető a diszjunkció is, és
ezek seǵıtségével például feltételek közötti implikációt is le tudunk ı́rni, mi-
vel az implikáció ekvivalens egy diszjunkcióval. Legyen A és B két logikai
változó, ekkor

A⇒ B ≡ ¬A ∨B. (1.1)
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Így természetesen le tudunk ı́rni logikai ekvivalenciát is:

A⇔ B ≡ (¬A ∨B) ∧ (A ∨ ¬B)
≡ (A ∧B) ∨ (¬A ∧ ¬B) .

(1.2)

Továbbá minden egészértékű program is tekinthető diszjunkt́ıv program-
nak. Legyen A ∈ Rm×n, b ∈ Rm az egyenlőtlenség-rendszert léıró mátrix és
korlátozó vektor, c ∈ Rn célfüggvény. Ekkor a következő 0− 1 program

minimize cx
subjectto Ax ≤ b

x ≥ 0
x ∈ {0, 1}n

(1.3)

egészértékűségi feltétele át́ırható az alábbi diszjunkciókra

(xi = 0) ∨ (xi = 1) ∀i = 1, . . . , n,

vagy másként az alábbiakra:

(x1 = 0, . . . , xn = 0)∨(x1 = 1, x2 = 0, . . . , xn = 0)∨· · ·∨(x1 = 1, . . . , xn = 1) .

Ebben az esetben 2n tagja van a diszjunkciónak. Hasonlóan bármely olyan
egészértékű program, amelyben minden egészértékű változóra explicit adott
egy alsó, és egy felső korlát, át́ırható diszjunkt́ıv programmá.

1.2. Áttekintés

Egy általános alakú diszjunkt́ıv program (DP) [Balas, 1979] alapján az alábbi
formában áll elő:

minimize cx
subject to Ax ≤ b

x ≥ 0
x ∈ L,

(1.4)

ahol L logikai feltételek egy halmaza. A logikai feltételekről azt mondjuk,
hogy diszjunkt́ıv normálformájúak (DNF), ha olyanok, hogy a diszjunkció
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tagjai nem tartalmaznak további diszjunkciókat. Például az alábbi DP disz-
junkt́ıv normálformájú

minimize cx
subject to Ax ≤ b

k∧
j=1

( m∨
i=1

(
Dj
ix ≤ dji

))
x ≥ 0.

(1.5)

Abban az esetben, amikor olyan konjunkciók határozzák meg a DP-t, amik
nem tartalmaznak további konjunkciókat, konjunkt́ıv normálformájú a prog-
ram.

1. Defińıció (Diszjunkt́ıv halmaz). Azon x ∈ Rn pontok halmazát, amelyek
a diszjunkciót teljeśıtik, diszjunkt́ıv halmaznak fogjuk h́ıvni.

Jelen dolgozatban csak olyan diszjunkt́ıv halmazokkal foglalkozunk, ame-
lyeket léıró diszjunkciók csak lineáris feltételeket tartalmaznak.

1.2.1. Poliéderes megközeĺıtés

Egy geometriai szemléletű átfogalmazása a diszjunkt́ıv programnak az, hogy
poliéderek uniója felett keressük az adott célfüggvényre nézve optimális meg-
oldást. Legyen a diszjunkciót kieléǵıtő halmaz az alábbi:

D =

{
x ∈ Rn

∣∣∣∣∣
m∨
i=1

(
Dix ≤ di

)
, x ≥ 0

}
.

Ekkor bármely lineáris célfüggvény felveszi az optimumátD valamely csúcsán
(feltéve, hogy nincs más feltételünk x-re). Így ha vesszük a halmaz konvex
burkát, azzal nem vesźıtünk el optimális megoldást, ugyanis a csúcsai az
unióban szereplő poliéderek csúcsai közül kerülnek ki.

Legyen P i az a poliéder, melynek elemei azok a pontok, amelyek a disz-
junkció i. tagját kieléǵıtik,

P i =
{
x ∈ Rn | Dix ≤ di, x ≥ 0

}
.

Ekkor a diszjunkt́ıv halmaz át́ırható arra ezen poliéderek seǵıtségével, hogy

D =
m⋃
i=1

Pi.
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Így a konvex burok ezen poliéderek uniójának a konvex burka,

conv (D) = conv

(
m⋃
i=1

Pi

)
.

A dolgozat célja ezen konvex burok lapjainak meghatározása bizonyos po-
liéder (politop) családoknál. Jelen dolgozatban kizárólag korlátos poliédereket
fogunk tekinteni.

1.2.2. Diszjunkt́ıv vágások

Ebben a szakaszban egy, [Balas, 1979] által megállaṕıtott eredmény szerepel
a diszjunkt́ıv vágások egy alapvető fogalmáról, az implikált egyenlőtlenségekről.
Azt mondjuk, hogy az A feltétel implikálja a B feltételt, ha minden olyan
megoldás, ami A-t kieléǵıti, az B-t is. Azokat a lineáris egyenlőtlenségeket
h́ıvjuk diszjunkt́ıv vágásoknak, amelyeket implikál a diszjunkt́ıv feltétel. Az
összes diszjunkt́ıv vágást kieléǵıtő pontok halmaza pedig pontosan a disz-
junkciót kieléǵıtő pontok halmazának a konvex burka.

A következő eredmény a diszjunkt́ıv vágások karakterizációjáról szól.
Legyen x ∈ Rn, a ∈ Rn, b0 ∈ R, Ai ∈ Rmi×n, bi ∈ Rmi (∀i = 1, . . . , k). Jelölje
aij az Ai mátrix j. oszlopát.

1. Tétel ([Balas, 1979]). Az ax ≥ b0 egyenlőtlenséget pontosan akkor imp-
likálja a

k∨
i=1

(
Aix ≥ bi, x ≥ 0

)
diszjunkció, ha létezik θ1 ∈ Rm1

+ , . . . , θk ∈ Rmk+ , amelyekre

a ≥ θiAi, b0 ≤ θibi (∀i ∈ C) ,

ahol C ⊆ {1, . . . , k} azon indexek halmaza, amelyekre az Aix ≥ bi konzisz-
tens.



2. fejezet

Kiterjesztett probléma és
hálózati folyam reprezentáció

A diszjunkt́ıv halmaz konvex burkának meghatározása jellemzően bonyolult
feladat, ha az eredeti változók terében szeretnénk maradni. Azonban ha
ehhez nem ragaszkodunk, seǵıthet új változók bevezetésével kapott kiter-
jesztett problémafeĺırás, kiterjesztett formuláció vagy felemelés, beágyazás.
Legyen εi az i-edik m-dimenziós egységvektor, és legyen P ext

i = Pi× εi az i-
edik kiterjesztett poliéder, ez a poliéderek Cayley-beágyazása. Ettől eltérően
a [Vielma, 2018] cikkben a szerző nem egységvektorokkal, hanem lineárisan
független {0, 1} vektorokkal végzi el a beágyazást. Ekkor conv

(⋃
P ext
i

)
konvex poliéder, és [Balas, 1998] alapján új változók bevezetésével könnyen
adható rá egy kiterjesztett lineáris rendszer.

2.1. Felemelés és vet́ıtés

Legyen a diszjunkt́ıv halmazunk D a Pi = {x ∈ Rn | Aix ≤ bi} politopokkal
adott, a diszjunkt́ıv halmaz elemei azon x ∈ Rn-ek, melyekre igaz

m∨
i=1

(x ∈ Pi) . (2.1)
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Ennek új, λ ∈ Rm, x1, . . . , xm ∈ Rn változók bevezetésével kapott kiterjesz-
tett problémafeĺırása [Balas, 1998] alapján az alábbi:

xi ∈ λiPi ∀i ∈ [m]

x =

m∑
i=1

xi

m∑
i=1

λi = 1

xi ≥ 0 ∀i ∈ [m]
λi ≥ 0 ∀i ∈ [m]

(2.2)

LegyenQ azon
(
x, λ, x1, . . . , xm

)
vektorok halmaza, melyek kieléǵıtik a (2.2).

rendszert. Ahhoz, hogy a kiterjesztett poliéderek konvex burkát illetve az
eredeti Pi poliéderek konvex burkát megkapjuk, a Q poliédert (λ, x) illetve
(x) változók terére kell vet́ıtenünk.

Legyen a Q poliéder azon
(
x, λ, x1, . . . , xm

)
vektorok halmaza, melyek

kieléǵıtik a (2.2) rendszert.

1. Álĺıtás. Ekkor

conv

(
m⋃
i=1

Pi

)
= projx (Q)

és

conv(

m⋃
i=1

P exti ) = proj(λ,x)(Q).

Bizonýıtás. Tudjuk, hogy

conv

(
m⋃
i=1

Pi

)
=

{
x

∣∣∣∣∃λ1, . . . , λm ≥ 0,

m∑
i=1

λi = 1, ∃xi ∈ Pi : x =

m∑
i=1

λix
i

}

illetve

projx(Q) =

{
m∑
i=1

xi
∣∣∣∣∃λ1, . . . , λm ≥ 0, ∃x1, . . . , xm ≥ 0:

m∑
i=1

λi = 1, Aixi ≤ biλi

}
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Könnyű észrevenni, hogy

x ∈ conv (
⋃m
i=1 Pi) ⇔ ∃λ1, . . . , λm ≥ 0,

∑m
i=1 λi = 1, xi ≥ 0

Aixi ≤ bi∀i ∈ [m], x =
∑m

i=1 xiλi
m
∃λ1, . . . , λm ≥ 0,

∑m
i=1 λi = 1, xi ≥ 0

Aixiλi ≤ biλi∀i ∈ [m], x =
∑m

i=1 xiλi
m

x ∈ projx(Q) ⇔ ∃λ1, . . . , λm ≥ 0,
∑m

i=1 λi = 1, xi ≥ 0
Aixi ≤ biλi∀i ∈ [m], x =

∑m
i=1 x

i

(2.3)

ami pontosan az, amit akartunk. A (λ, x) változók terére vonatkozó vetület-
hez tartozó azonosságot megkaphatjuk ebből úgy, hogy a konvex kombinációban
az egyes xi-khez tartozó λi együtthatókat hozzávesszük az x ∈ projx (Q)
vektorhoz.

Egy másik megfigyelés a Q poliéder csúcsairól az alábbi.

2. Álĺıtás. A Q poliéder csúcsai olyanok, hogy λi = 1 valamely i-re, minden
j 6= i -re pedig λj = 0.

Bizonýıtás. Ha valamelyik λi = 1, akkor a többinek 0-nak kell lennie, ezt
tudjuk. Ekkor Ajxj ≤ bjλj = 0 teljesül minden j 6= i-re. Mivel Pj politóp,
a recessziós kúpja, azaz azon x vektorok halmaza, melyekre Ax ≤ 0 teljesül,
csak a 0 vektor lehet. Ekkor

x =
m∑
j=1

xj = xi

Legyen σi a λ = ei-hez tartozó megoldás. Az álĺıtás szerint ekkor minden
s = (xs, λs, x

1
s, . . . , x

m
s ) előáll

∑m
i=1 ϑiσ

i-ként, ahol ϑi ≥ 0 és
∑m

i=1 ϑi = 1.
Ekkor ϑi = λsi választás jó lesz. Tudjuk, hogy

λs =
m∑
i=1

λsiei.

Ekkor σi =
(
xis
λsi
, ei, 0, . . . , 0,

xis
λsi
, 0, . . . , 0

)
, feltéve, hogy λsi > 0, tehát

egyébként σi tetszőleges megoldás lehet.

m∑
i=1

ϑiσ
i = s

teljesül. Így minden megoldást elő tudunk álĺıtani olyan megoldások konvex
kombinációiból, melyekben λ = ei, tehát pont ezek lesznek a csúcsok.
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2.1.1. Különböző korlátozóvektorok esete

Egy speciális esete a diszjunkt́ıv programoknak, amikor a diszjunkcióban
szereplő egyenlőtlenség-rendszerek A együtthatómátrixa azonos, azonban a b
korlátozó-vektorok különbözők. Legyen Pi =

{
x | Ax ≤ bi, x ≥ 0

}
és legyen

P ezek uniója,

P =
m⋃
i=1

Pi.

Legyen továbbá

Q = projx

{
(x, λ)

∣∣∣∣∣ Ax ≤
m∑
i=1

λibi, x, λ ≥ 0

m∑
i=1

λi = 1

}

Azt a kérdést vizsgálja [Jeroslow, 1988], hogy milyen feltételek mellett lesz
biztosan P = Q. Ezen alapulnak a [Blair, 1990] által adott, egyszerűbb
elégséges feltételek. Azonban egy bonyolultsági eredmény sugallja, hogy
nem lehetséges erre egyszerűen ellenőrizhető, elégséges feltételt adni.

2. Tétel ([Blair, 1990]). Annak eldöntése, hogy P = Q, NP-nehéz.

2.2. Hálózati folyam reprezentáció

A kiterjesztett formuláció egyik hátránya, hogy nagyon sok új változót vezet
be a modellbe, m poliéder esetén egy n változós modellből egy n+m+ nm
változós modellt kapunk. Azzal, ha az λ, x változók terére vet́ıtjük a ki-
terjesztett formulációt kieléǵıtő pontokat, azzal az nm változót elimináljuk.
Ennek a vet́ıtésnek az elvégzésére szolgál a hálózati folyam reprezentáció,
amennyiben létezik.

2. Defińıció (Hálózati folyam reprezentáció). Egy diszjunkt́ıv halmaz kon-
vex burkának a hálózati folyam reprezentációja egy olyan (G, cλ,x, s, t) hálózat,
amelyben az s, t ∈ V (G) a forrás és a nyelő, cλ,x : A (G)→ R+ olyan kapa-
citásfüggvény, amely a λ és x változóknak is a lineáris függvénye, és amely
hálózatra igaz, hogy pontosan akkor van benne

∑n
i=1 x̂i értékű folyam a kapa-

citásfüggvény egy λ̂, x̂ paraméterezése mellett, ha λ̂, x̂ benne van a diszjunkt́ıv
halmaz konvex burkában.
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Ebben a dolgozatban csak olyan speciális alakú hálózati folyam rep-
rezentációval foglalkozunk, amelyben a nyelő be-élein a kapacitás-függvény
csak az x változóktól függ, olyan módon, hogy minden be-él kapacitása pon-
tosan az egyik xi változó. Minden egyéb él kapacitása pedig pontosan egy
λi változónak egy nem-negat́ıv lineáris függvénye.

A megfigyelések csak erre az esetre vonatkoznak, azonban releváns kérdés,
hogy milyen egyéb hálózati reprezentációkat volna érdemes számı́tásba ven-
ni, illetve hogy az általunk vizsgált reprezentáció kifejezőerejének mik a
határai, mik azok a problémák, amiknek létezik ilyen fajta hálózati repre-
zentációja.

A hálózat egyik további tulajdonsága, hogy hány szintes, azaz hogy az s
és t csúcsok között a leghosszabb iránýıtott úton hány s-től és t-től különböző
csúcs fekszik.

A hálózati reprezentáció egyik kulcs tulajdonsága, hogy ha feĺırnánk az
összes, csúcsaira és éleire vonatkozó folyamfeltételt, akkor megkapnánk a ka-
pacitás-függvény azon paraméterezéseit, amely mellett van az x-ek összegével
egyenértékű folyam a hálózatban. Ezzel az az egy probléma volna, hogy min-
den élre kellene egy folyam-változó, amivel potenciálisan visszakaphatjuk azt
az nm változót, amelyet eliminálni akartunk.

Ennek kiküszöbölése érdekében felhasználjuk a folyamok és s−t-vágások
kapcsolatáról szóló egyik alapvető tételt.

3. Tétel (Maximális folyam, minimális vágás (MFMC), Ford & Fulker-
son, 1962). Egy hálózatban a maximálisan elérhető folyamérték egyenlő a
minimális kapacitású s− t-vágás értékével.

Ez alapján ahhoz, hogy egy λ, x paraméterezés mellett a hálózatban
legyen az x-ek összegével egyenértékű folyam, az kell, hogy a minimális s−t-
vágás értéke legalább ennyi legyen, azaz pontosan az x-ek összege legyen.

Másik kulcs-megfigyelés, hogy ha veszünk egy tetszőleges s − t-vágást,
és feĺırjuk azt az egyenlőtlenséget, hogy az elvágott éleken a kapacitások
összege legyen legalább annyi, mint az x-ek összege, akkor az konvex burokra
érvényes egyenlőtlenséget kapunk. Továbbá ezt a megfigyelést szeparációhoz
is fel tudjuk használni.



3. fejezet

A változókra vonatkozó felső
korlátok modellezése

Ebben a fejezetben a diszjunkt́ıv programoknak azt az egyszerű esetét tárgyaljuk,
amikor a diszjunkció tagjai a nem-negat́ıv változókra vonatkozó, különböző
felső korlátok. Ezt olyan egyenlőtlenség-rendszerekkel fogjuk kifejezni, ame-
lyek együtthatómátrixai elemenként pozit́ıv diagonális mátrixok, korlátozóvektora
pedig elemenként nem-negat́ıv valós vektor. A diszjunkcióban m ∈ Z+ da-
rab különböző, fent definiált alakú egyenlőtlenség-rendszer szerepel:

max cx

s.t.
m∨
i=1

(
Aix ≤ bi )

x ≥ 0

(3.1)

Ezzel ekvivalens az alábbi:

max cx

s.t.
m∨
i=1

(
n∧
j=1

(
xj ≤

bij
aijj

))
x ≥ 0

(3.2)

Ez speciális esete az olyan diszjunkt́ıv programoknak, amikor csak a korlátozó
vektort változtatjuk, az egyenlőtlenség-rendszer együttható mátrixa a disz-
junkció minden ágán azonos.

13



FEJEZET 3. A VÁLTOZÓKRA VONATKOZÓ FELSŐ KORLÁTOK
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3.1. Hálózati folyam reprezentáció

Ennek a hálózati reprezentációját feĺırhatjuk a következőféleképpen. Legyen
M olyan, hogy

M >
m

max
i=1

 n∑
j=1

bij
aijj

 .

Legyenek az s ki-élein a kapacitások M · λi értékűek, ui, . . . , um az s ki-
szomszédai, v1, . . . , vn a t be-szomszédai. Legyen továbbá

ηij =
bij
aijj
· χaijj>0.

Az ui-ből vj-be mutató él kapacitása legyen ηijλi. Az alábbi ábrán látható
az ı́gy előálĺıtott hálózati folyam reprezentáció.

s

u1

u2

v1

v2

v3

v4

vn

t

...

M
· λ 1

M · λ
2

η
1
1
λ1

η12λ1

0

η
2
1
λ2

η 2
n λ

2

x
1

x
2

x3

x4

xn

Azokat az éleket, amelyeken ηij = 0, nem szükséges behúznunk, az ábrán
ezek a pontozott élek. Azok az élek, amelyeken M ·λi a kapacitás, gyakorla-
tilag végtelen kapacitásúnak is tekinthetjük, néha ı́gy fogunk hivatkozni rá
a dolgozatban.
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3.2. Indukált egyenlőtlenségek

A konvex burok egy minimális feĺırását szeretnénk megkapni, amin már tu-
dunk a hagyományos módszerekkel optimumot keresni. Ehhez a korábban
léırt hálózati folyamot használjuk fel, annak is az s − t vágásait. Ilyen
vágásokból a csúcsok számában exponenciálisan sok lehet, amik között azon-
ban lehetnek olyanok, amik dominálnak más vágásokat, erősebbek más
vágásoknál, ı́gy erősebb felső korlátot adnak a minimális vágásra. Az ilyen
vágásokra van szükségünk, és ezek meg is találhatók.

A domináns vágások közül is elsősorban azokra a vágásokra van szükségünk,
amik lapot indukálnak, azaz ha egyenlőséggel teljesülnek, akkor minden
egyéb feltétel szigorú egyenlőtlenséggel teljesül. Ezeknek az egyenlőtlenségeknek
a megtalálása, jellemzése a cél az s− t vágásokon keresztül.

Felmerül a kérdés, hogy mi történik, ha van egy ∞ kapacitású élünk.
Ebben az esetben nem érdemes azokat a vágásokat számı́tásba venni, ame-
lyek tartalmazzák ezt az élt, ugyanis az össz-kapacitása minden ilyennek ∞
lesz.

Mivel jelen esetben minden ∀i : c(s, ui) =∞, a kérdés arra egyszerűsödik,
hogy mely vj-k kerüljenek S-be, ahol

[
S, S̄

]
: s ∈ S egy s− t vágás. Az ilyen

vágások szerkezete tehát az alábbi:

S = {s} ∪ {ui|i ∈ [m]} ∪ {vj |j ∈ J ⊆ [n]}.

Jelölje S az összes ilyen S halmazok halmazát, továbbá jelölje c̃(S) egy[
S, S̄

]
vágás értékét:

c̃(S) =
∑
e∈δ(S)

c(e).

Ekkor az S által indukált egyenlőtlenség az alábbi:

c̃(S) ≥
n∑
i=1

c (vit) =

n∑
i=1

xi ∀S ∈ S. (3.3)

3.3. Domináns vágások

Mivel |S| = 2n, nem akarjuk leellenőrizni az összes feltétel teljesülését, ha-
nem csak a dominánsokét, vagy még inkább a lap-indukálókét. Egy vágás
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kapacitását megkaphatjuk az alábbi módon: legyen

SJ ∈ S, J ∈ [n], SJ =
{
s, u1, . . . , um, (vj)j∈J

}
.

Ekkor az [SJ , S̄J ] vágás értéke:

c̃(SJ) =
∑
j∈J

xj +
m∑
i=1
j /∈J

c(uivj)

=
∑
j∈J

xj +

m∑
i=1

∑
j /∈J

bijλi

aijj

=
∑
j∈J

xj +
m∑
i=1

∑
j /∈J

ηijλi.

(3.4)

Megfigyelhető, hogy ha j /∈ J

xj ≤
m∑
i=1

ηijλi =⇒ c̃(SJ) ≥ c̃(SJ∪{j}).

Így kiszűrhetjük az olyan j indexeket, amikhez tartozó vj semmiképp nem
kerülhet domináns vágásba. Legyen J∗ ⊆ [n],

J∗ =

{
j

∣∣∣∣xj ≤ m∑
i=1

ηijλi

}
ekkor c̃(SJ∗) ≤ c̃(SJ) ∀J 6= J∗. Az is látszik, hogy a minimális vágás értéke

c̃(S∗) =
m∑
i=1

min

{
xi,

n∑
j=1

ηijλi

}
= c̃(SJ∗).

Tehát a (3.3) alapján

c̃ (SJ∗) =
∑
j∈J∗

xj +
m∑
i=1

∑
j /∈J∗

ηijλi ≥
n∑
i=1

xi

m
m∑
i=1

∑
j /∈J∗

ηijλi ≥
n∑
j=1

xj −
∑
j∈J∗

xj

=
∑
j /∈J∗

xj .

(3.5)
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Következésképpen, egy megoldás akkor érvényes, ha a hozzá tartozó mi-
nimális vágást reprezentáló J∗-ra teljesül, hogy

m∑
i=1

∑
j /∈J∗

ηijλi −
∑
j /∈J∗

xj =
∑
j /∈J∗

( m∑
i=1

ηijλi − xj
)
≥ 0. (3.6)

Azonban tudjuk, hogy

∀j ∈ J∗ :
m∑
i=1

ηijλi − xj ≥ 0, (3.7)

∀j /∈ J∗ :

m∑
i=1

ηijλi − xj < 0 (3.8)

tehát ahhoz, hogy (3.6) teljesüljön, az kell, hogy J∗ = [n] legyen. Ez pedig
pontosan azt jelenti, hogy

m∑
i=1

ηijλi ≥ xj ∀j ∈ [n]

kell, hogy teljesüljön.

3.4. Lap-indukáló vágások

A fenti gondolatmenet alapján már meg tudjuk mondani, hogy milyen a
lap-indukáló vágások szerkezete.

3. Álĺıtás. A lap-indukáló vágások

m∑
i=1

ηijλi ≥ xj ∀j ∈ [n].

Bizonýıtás. Ez pontosan azt jelenti, hogy a lapot indukáló J∗ halmazok az
egyelemű halmazok komplementerei, azaz csak egyetlen vj van rajtuk ḱıvül.
Indirekt tegyük fel, hogy van olyan J ⊆ [n], hogy |J | ≤ n − 2. Legyen
[SJ , S̄J ] a hozzá tartozó vágás. Ekkor

c̃ (SJ) =
∑
j /∈J

m∑
i=1

ηijλi +
∑
j∈J

xj .
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MODELLEZÉSE 18

Ha c̃ (SJ) =
∑n

j=1 xj , akkor

∑
j∈[n]\J

((
m∑
i=1

ηijλi

)
− xj

)
= 0.

Azt tudjuk, hogy
(∑m

i=1 η
i
jλi

)
−xj ≥ 0 minden j esetén, ı́gy azt kell látnunk,

hogy ez csak akkor teljesülhet, ha ∀j ∈ [n] \ J
∑m

i=1 η
i
jλi = xj . Ezzel

ekvivalens, hogy
m∑
i=1

ηijλi +
n∑
l=1
l 6=j

xl =

n∑
l=1

xl.

Ez pedig pont egy olyan [SĴ , S̄Ĵ ] vágáshoz tartozó egyenlőtlenségnek az

egyenlőséggel teljesülése, ahol Ĵ = [n] \ {j}. Ez pontosan azt jelenti, hogy
ekkor J nem lehet lapja a poliédernek.

3.5. Alkalmazások

3.5.1. Nem-negat́ıv diagonális mátrixokkal és nem-negat́ıv korlátozó
vektorral adott politópok uniója

1. Példa. Legyen

A1 =

1 0 0
0 2 0
0 0 1

 , b1 =

5
2
9


és

A2 =

1 0 0
0 3 0
0 0 2

 , b2 =

2
6
6

 .
Legyen továbbá P 1 = {x|A1x ≤ b1, x ≥ 0}, P 2 = {x|A2x ≤ b2, x ≥ 0}.
Keressük conv

(
P 1 ∪ P 2

)
-t. Ehhez definiálhatjuk az alábbi hálózatot:
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s

u1

u2

v1

v2

v3

t

∞

∞

5λ1

λ1

9λ
1

2λ
2

2λ2

3λ2

x̂
1

x̂2

x̂ 3

Ebben szeretnénk, ha a minimális vágás értéke legalább akkora lenne, mint∑3
i=1 xi. Feĺırhatjuk hozzá a Q kiterjesztett poliédert az alábbi módon:

λ1 + λ2 = 1
x1

1 ≤ 5λ1

x1
2 ≤ λ1

x1
3 ≤ 9λ1

x2
1 ≤ 2λ2

x2
2 ≤ 2λ2

x2
3 ≤ 3λ2

x̂1 ≤ x1
1 + x2

1

x̂2 ≤ x1
2 + x2

2

x̂3 ≤ x1
3 + x2

3

xij ≥ 0 ∀i ∈ {1, 2}, ∀j ∈ {1, 2, 3}
x̂j ≥ 0 ∀j ∈ {1, 2, 3}
λi ≥ 0

(3.9)
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ahol xij a folyamváltozó az (uivj) élen. Ekkor ha elimináljuk az xij változókat,
azt kapjuk, hogy

λ1 + λ2 = 1
x̂1 ≤ 5λ1 + 2λ2

x̂2 ≤ λ1 + 2λ2

x̂3 ≤ 9λ1 + 3λ2

x̂j ≥ 0 ∀j ∈ {1, 2, 3}
λi ≥ 0 ∀i ∈ {1, 2},

(3.10)

ami a Q poliédernek a (λ, x̂) változók terére vett vetülete. Ha a lapoknak a
(3) álĺıtásban megfogalmazott jellemzését használjuk fel, azt kapjuk, hogy

2∑
i=1

bi1
ai11

λi = 5λ1 + 2λ2 ≥ x̂1

2∑
i=1

bi2
ai22

λi = λ1 + 2λ2 ≥ x̂2

2∑
i=1

bi3
ai33

λi = 9λ1 + 3λ2 ≥ x̂3

(3.11)

a poliéder lapjai, ez egyezik az xij-k eliminálásával kapott egyenlőtlenségekkel.
•

3.5.2. Téglák uniója

A következő példa és megoldása szerepel [Jeroslow, 1988]-ban, azonban mi
más úton jutottunk el hozzá.

2. Példa. Az előző példában léırt politópok olyanok, hogy egyik csúcsuk
a 0, és minden oldaluk merőleges a többi oldalra, például 3 dimenzióban
kanonikus elhelyezkedésű téglatestek. Több dimenzióban is tégláknak fogjuk
h́ıvni őket, vagy többdimenziós intervallumnak.

3. Defińıció (Tégla). A P = {x ∈ Rn | li ≤ xi ≤ ui ∀i = 1, . . . , n} politópot
az (l, u) , (l, u ∈ Rn) vektorok által határolt téglának h́ıvjuk.

Az előző álĺıtásban szereplő téglákat határoló vektorok közül l = 0
volt mindig. Hogyan tudjuk megadni általános vektorokkal határolt téglák
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uniójának a konvex burkát? A megoldandó probléma az alábbi:

max cx
s.t. Ax ≤ b

m∨
i=1

(x ∈ Pi)

x ∈ Rn,

(3.12)

ahol Pi az
(
li, ui

)
vektorok által határolt tégla. A hálózati modellt erre

közvetlenül sajnos nem tudjuk alkalmazni, ezért bevezetünk n darab új
y1, . . . , yn változót. Legyen L =

[
l1, . . . , lm

]
az alsó határoló vektorokból

késźıtett mátrix. Legyen

Qi =
{
y ∈ Rn | 0 ≤ yj ≤ uij − lij , ∀j = 1, . . . , n

}
,

ez a Pi tégla eltoltja. Ezeknek a politópoknak az uniójának konvex burkát
már meg tudjuk határozni a hálózatra vonatkozó álĺıtás seǵıtségével. Legyen
most

ηij = uij − lij ,

ekkor a lapjaival definiált conv

(
m⋃
i=1

Qi

)
poliéder az alábbi:

m∑
i=1

λi = 1

m∑
i=1

(
uij − lij

)
λi ≥ yj ∀j = 1, . . . , n

yj ≥ 0.

(3.13)

Az kellene még, hogy ezt vissza transzformáljuk az eredeti változók terébe,
ami lényegében egy eltolást jelent, viszont az eltolásvektor függ a λ változóktól.
Úgy kaphatjuk meg tehát a megoldást, hogy

xj = yj +

m∑
i=1

lijλi.
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Az ı́gy kapott lineáris program az alábbi:

max cx (3.14a)

s.t. Ax ≤ b (3.14b)
m∑
i=1

λj = 1 (3.14c)

xj = yj +
m∑
i=1

lijλi ∀j = 1, . . . , n (3.14d)

yj ≤
m∑
i=1

(
uij − lij

)
λi ∀j = 1, . . . , n (3.14e)

yj ≥ 0. (3.14f)

Ezt tovább lehet alaḱıtani az yj változók eliminálásával, ı́gy kaphatunk
egy formulációt, ami csak az eredeti xj változókat és diszjunkciók léırásához
szükséges változókat használja. Ezt úgy tudjuk megcsinálni, hogy (3.14d)-
ből következik, hogy

yj = xj −
m∑
i=1

lijλi, (3.15)

továbbá (3.14e)-ből következik, hogy

yj +
m∑
i=1

lijλi ≤
m∑
i=1

uijλi. (3.16)

Ezek után (3.14d)-ből és (3.16)-ból azt kapjuk, hogy

xj ≤
m∑
i=1

uijλi, (3.17)

illetve (3.15)-ből és (3.14f)-ből azt kapjuk, hogy

xj ≥
m∑
i=1

lijλi. (3.18)

Így elimináltuk az összes yj változót, és feĺırhatjuk a modellt csak az x, λ
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változók seǵıtségével az alábbi módon:

max cx
s.t. Ax ≤ b

m∑
i=1

λj = 1

xj ≤
m∑
i=1

uijλi ∀j = 1, . . . , n

xj ≥
m∑
i=1

lijλi ∀j = 1, . . . , n.

(3.19)

Ezzel visszakaptuk [Jeroslow, 1988] által talált formulációt. •



4. fejezet

A változók részhalmazainak
összegeire vonatkozó felső
korlátok modellezése

Mit tudunk abban az esetben mondani, ha az s − ui éleken nem ∞ a ka-
pacitás? Általánosan úgy ı́rható fel a feladat, hogy az előző hálózatot úgy
módośıtjuk, hogy az s−ui élekre ciλi kapacitást ı́runk. Most jelöljük továbbá
az uivj él kapacitásának együtthatóját βij-vel, vagyis c (uivj) = βijλi. Az
esetleges közbenső szintek számozatlan csúcsaihoz legyen c (pq) = βqλi. Ha
minden i-re

ci ≥
∑

v∈δ(ui)

βiv,

akkor vehetjük az összes ci-t ∞-nek, ezzel visszavezetve az előző esetre.
Továbbá feltehetjük, hogy a hálózat a nyelő és annak be-szomszédai nélkül
egy s gyökerű fenyő, azaz minden csúcshoz pontosan egy út vezet s-ből, és
minden ilyen úton a kapacitások összege pontosan egy λi-től függ. Éppen
ezért az s, t és ρ (t) elhagyásával olyan ui gyökerű Fi fenyőkre esik szét, ahol
az Fi összes élének a kapacitása már csak λi-nek a függvénye. Ez alapján egy
köztes csúcshoz egyetlen be-él vezet, ı́gy ezen az élen az együtthatót tudjuk
azonośıtani a köztes csúccsal, tehát egy v csúcs be-élén például lehet βv, a
v ∈ ρ (t) csúcsok esetében pedig elég tudni, hogy melyik Fi fenyőből érkezik
a be-él, ı́gy ezeken az éleken lehet az együttható βiv. Az egységes jelölés
kedvéért a köztes csúcsok együtthatóin is jelölni fogjuk a továbbiakban,
hogy melyik Fi fenyőhöz tartozik.

24
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4.1. Hálózat egyszerűśıtési szabályok

Élhetünk néhány feltételezéssel a hálózatról, amelyekkel kizárhatjuk az olyan
kapacitásokat, amelyek esetén problémát okozna megállaṕıtani a domináns
vágásokat. Feltehető tehát, hogy minden u ∈ V \ρ (t) csúcsra βiu <

∑
v∈δ(u) β

i
v,

illetve hogy βiu ≥ maxv∈δ(u) β
i
v.

Ha ezen két feltételezés közül nem felel meg valamelyiknek a hálózat,
akkor módośıthatjuk az alábbi módon megoldások elvesztése nélkül:

• βiu >
∑

v∈δ(u) β
i
v → βiu =

∑
v∈δ(u) β

i
v

• βiv > βiu (v ∈ δ (u))→ βiv = βiu.

Az első esetben azért nem vesźıtünk megoldást, mivel a βiu kapacitású élt
nem lehetne semmiképp teĺıteni, mivel a végpontjából kimenő éleken a ka-
pacitások összege kevés. A második esetben azért nem vesźıtünk megoldást,
mert az uv élt nem lehetne teĺıteni, ugyanis az u-ba bemenő élen lenne túl
kevés a kapacitás.

4. Defińıció (Redukált hálózat). A fenti transzformációk elvégzése után ka-
pott hálózatot redukált hálózatnak, a transzformációkat hálózat-egyszerűśıtési
szabályoknak h́ıvjuk.

Innentől az álĺıtásokat kétszintes hálózatokra fogalmazzuk meg, könnyen
általánośıthatók többszintes hálózatokra, hasonló bizonýıtásokkal. Kétszintes
hálózat esetén csak az s, u1, . . . , um, v1, . . . , vn, t csúcsok alkotják a csúcshalmazt,
ı́gy jelölésben áttértünk arra, hogy az éleken az együtthatókban már nem
csúcsok lesznek megjelölve, csak az indexük. Legyen az sui él kapacitásának
együtthatója αi, az uivj élnek pedig βij .

4.2. Domináns vágások

Egy domináns vágásban ebben az esetben nem feltétlenül van benne az
összes uj csúcs, sem az összes vi csúcs. Tegyük fel, hogy egy vágásban
benne van valamely J ⊆ [n] halmazra minden vj , ha j ∈ J . Ekkor egy ui
csúcs nem lehet benne, ha a belőle a J-n ḱıvüli vk csúcsokba vezető éleken
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az βikλi-k összege kisebb, mint αi. Azaz, ha [SJ , TJ ] vágás, akkor

c̃ (SJ) =
∑
j∈J

xj +

m∑
i=1

min

αi,∑
j /∈J

βij

λi

 ≥ n∑
i=1

xi.

Jelölje µiJ a fenti minimumot,

µiJ = min

αi,∑
j /∈J

βij

 .

Az előzőt átrendezve kapjuk, hogy

m∑
i=1

µiJλi ≥
∑
j /∈J

xj .

1. Megfigyelés. Egy pont akkor van rajta a polliédernek egy vágásból
kapott oldalán, ha a vágásból kapott egyenlőtlenséget egyenlőséggel teljeśıti,
ezzel ekvivalens, hogy a paraméterezés után van olyan folyam, amit teĺıti a
vágás éleit.

2. Megfigyelés. Megfigyelhetjük, hogy egy vágás akkor lap-indukáló, ha a
paraméterezés után van a poliédernek n+m− 1 affin független pontja, ami
vágás éleit teĺıti.

4. Álĺıtás. Minden lap-indukáló vágás domináns.

Bizonýıtás. Legyen J ⊆ [n], µiJ = min
{
αi,
∑

j /∈J βij

}
, πiJ = max

{
αi,
∑

j /∈J βij

}
,

és tegyük fel, hogy létezik olyan i0, amelyre µi0J < πi0J . Ekkor a J-hez tartozó
domináns vágásból származó egyenlőtlenség

m∑
i=1

µiJλi ≥
∑
j /∈J

xj .

Legyen ∅ 6= M ⊆ [m] olyan, hogy i0 ∈M , ekkor∑
i/∈M

µiJλi +
∑
i∈M

πiJλi ≥
∑
j /∈J

xj

egy J-hez tartozó dominált vágásból származó egyenlőtlenség, ugyanis tud-
juk, hogy ∑

i∈M
µiJ <

∑
i∈M

πiJ .
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Indirekt tegyük fel, hogy egy dominált vágás is lap-indukáló, azaz létezik

hozzá n+m− 1 affin független pont
(
λ̄k, x̄k

)n+m−1

k=1
, amire∑

i/∈M

µiJ λ̄
k
i +

∑
i∈M

πiJ λ̄
k
i −

∑
j /∈J

x̄kj = 0 ∀k ∈ [n+m− 1] .

Ekkor azonban

0 ≤
m∑
i=1

µiJ λ̄
k
i−
∑
j /∈J

x̄kj ≤
∑
i/∈M

µiJ λ̄
k
i +
∑
i∈M

πiJ λ̄
k
i−
∑
j /∈J

x̄kj = 0 ∀k ∈ [n+m− 1] .

Itt végig egyenlőségnek kell állnia, azonban tudjuk, hogy∑
i∈M

µiJ <
∑
i∈M

πiJ ,

tehát csak akkor teljesülhet egyenlőséggel, ha λ̄ki = 0 minden i ∈M indexre.
Ez azt jelentené, hogy n+m− 1 affin független megoldásnak egy n+m−
1− |M | dimenziós hiperśıkon kell elhelyezkednie, ami csak akkor lehetséges,
ha |M | = 0, de feltettük, hogy i0 ∈M . Ezzel ellentmondásra jutottunk.

4.3. Minimális és maximális domináns vágások

Tehát elég a domináns vágásokat vizsgálnunk amikor lap-indukáló egyenlőtlenségeket
keresünk. Tartalmazásra nézve domináns vágásnak nevezünk egy

(
S, S̄

)
vágást egy U halmazra nézve, ahol az U a nyelő (t) szomszédainak részhalmaza,
ha domináns és S tartalmazza az összes Z halmazt, ahol Z szintén domináns
vágás U -ra nézve. Maximális domináns vágásról akkor van értelme beszélni,
ha egy adott U halmazhoz több domináns vágás is létezik. Ez pedig akkor
fordulhat elő, ha van olyan csúcs a hozzá tartozó domináns vágásban, amibe
a bemenő élen és belőle kimenő éleken a kapacitásösszeg egyenlő, azaz

c̃ (ρ (v)) = c̃ (δ (v))

ekkor ugyanis a vágás értéke nem változik ha bevesszük a v csúcsot vagy
kihagyjuk.

5. Álĺıtás. A vágás-függvény szub-moduláris:

c̃ (X) + c̃ (Y ) ≥ c̃ (X ∩ Y ) + c̃ (X ∪ Y ) .
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Bizonýıtás. Jelölje c̃ (X,Y ) azX-ből Y -ba menő éleken a kapacitások összegét,
azaz

c̃ (X,Y ) =
∑

e∈δ(X)∩ρ(Y )

c (e) .

Át́ırhatjuk az egyenlőtlenség bal oldalát az alábbi módon:

c̃ (X) + c̃ (Y ) = c̃ (X \ Y ) + c̃ (Y \X) + 2c̃ (X ∩ Y ) ,

a jobb oldalát szintén:

c̃ (X ∩ Y )+c̃ (X ∪ Y ) = c̃ (X \ Y )+c̃ (Y \X)+2c̃ (X ∩ Y )−c̃ (X,Y )−c̃ (Y,X) .

A kapacitásfüggvény nem-negativitásából következik már az álĺıtás.

6. Álĺıtás. Létezik tartalmazásra nézve maximális domináns vágás.

Bizonýıtás. Azt kell belátnunk, hogy adott U halmazra, ahol U a nyelő
szomszédai, ha van több domináns vágás, akkor ezek uniója is domináns.
Rögźıtsük U -t, és legyen hozzá tartozó domináns vágás X és Y , X 6= Y ,
c̃ (X) = c̃ (X). Ekkor U ⊆ X ∩ Y . Tegyük fel indirekt, hogy X ∪ Y nem
domináns vágás, azaz

c̃ (X ∪ Y ) > c̃ (X) .

Felhasználva ezt és a szub-moduláris egyenlőtlenséget, azt kapjuk, hogy

c̃ (X) + c̃ (Y ) ≥ c̃ (X ∪ Y ) + c̃ (X ∩ Y ) > c̃ (X) + c̃ (X ∩ Y ) .

Ez azt jelentené, hogy c̃ (Y ) > c̃ (X ∩ Y ), ami ellentmondana annak, hogy
Y domináns vágás volt.

Ebből következik, hogy az összes domináns vágás uniója is domináns, és
ez lesz a maximális domináns vágás.

Ez egyben azt is jelenti, hogy domináns vágások metszete is domináns
vágás.

5. Defińıció (Maximális (minimális) domináns vágás). Legyen J ⊆ [n]
indexhalmaz, SJ az összes, J-hez tartozó domináns vágás forrás felőli ol-
dalának halmaza. Ekkor S+ =

⋃
S∈SJ S esetén [S+, V \ S+] maximális do-

mináns s − t-vágás, S− =
⋂
S∈SJ S mellett [S−, V \ S−] pedig a minimális

domináns vágás.
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4.4. Lap-indukáló vágások karakterizációja

Ebben a szakaszban megállaṕıtjuk és bebizonýıtjuk annak szükséges és elégséges
feltételét, hogy egy s−t-vágás lap-indukáló legyen. Ezt kétszintes hálózatokra
fogjuk bebizonýıtani, hasonlóan lehetne többszintesre is. Jelölje mostantól
egy VJ ⊂ ρ (t) csúcshalmazhoz tartozó maximális domináns vágás forrás
felőli oldalát S+

J , nyelő felőli oldalát a nyelő nélkül T+
J , a minimális domináns

vágás forrás felőli oldalát S−J és nyelő felőli oldalát a nyelő kihagyásával T−J .

4.4.1. Szükséges feltételek

Ahhoz, hogy egy VJ csúcshalmazhoz tartozó tetszőleges domináns vágás
lap-indukáló legyen, két, gráf-összefüggőséggel kapcsolatos feltételt fogunk
megállaṕıtani, felhasználva a maximális és minimális domináns vágást.

7. Álĺıtás. Ha a VJ halmazhoz tartozó maximális domináns vágás olyan,
hogy T+

J nem összefüggő, akkor a vágás nem lap-indukáló.

Bizonýıtás. Legyen I ⊆ [m] azon i indexek halmaza, melyekre ui ∈ δ (s)
csúcsok S+

J -hez tartoznak a vágásban. Ekkor a vágás által indukált egyenlőtlenség∑
i∈I

∑
j /∈J

βijλi +
∑
i/∈I

αiλi ≥
∑
j∈J

xj . (4.1)

Tegyük fel, hogy T+
J nem összefüggő, legyen két összefüggő komponense C1

és C2, és legyen

Ji = ([n] \ J) ∩ {k | vk ∈ Ci ∩ ρ (t)} i = 1, 2,

hasonlóan
Ii = ([m] \ I) ∩ {k | vk ∈ Ci ∩ δ (s)} i = 1, 2,

azaz Ji a nyelő azon beszomszédaihoz tartozó indexek halmaza, amelyek
Ci-ben vannak, Ii pedig a forrás azon ki-szomszédainak halmaza, amelyek
Ci-ben vannak. Ez alapján (4.1) át́ırható az alábbi módon:

∑
i∈I

∑
j∈J1

βijλi +
∑
j∈J2

βijλi

+
∑
i∈I1

αiλi+
∑
i∈I2

αiλi ≥
∑
j∈J1

xj +
∑
j∈J2

xj . (4.2)
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Azt kell itt észrevennünk, hogy a J ∪ J1-hez tartozó vágásból származó
egyenlőtlenség ∑

i∈I

∑
j∈J2

βijλi +
∑
i∈I2

αiλi ≥
∑
j∈J2

xj , (4.3)

illetve a J ∪ J2-höz tartozó egyenlőtlenség∑
i∈I

∑
j∈J1

βijλi +
∑
i∈I1

αiλi ≥
∑
j∈J1

xj . (4.4)

Ekkor összeadva a (4.3) és (4.4) egyenlőtlenségeket megkapjuk (4.2)-t. Ebből
következik, hogy azok a pontjai a poliédernek, amelyek egyenlőséggel tel-
jeśıtik (4.2)-t, azok egyenlőséggel teljeśıtik (4.3)-t és (4.4)-et is, tehát (4.2)
nem lehet lap-vágás.

A másik szükséges feltétel a minimális domináns vágás forrás felőli ol-
dalának összefüggőségére vonatkozik.

8. Álĺıtás. Ha a VJ ⊆ ρ (t)-hez tartozó minimális domináns vágás olyan,
hogy S−J nem összefüggő, akkor a vágás nem lehet lap-indukáló.

Bizonýıtás. Ha S−J nem összefüggő, az csak akkor lehet, ha van olyan vj ∈
ρ (t) csúcs, amelynek az összes be-szomszédja T−J -beli. Ez azt jelenti, hogy
minden be-szomszédjából a vágásbeli kimenő éleken a kapacitások össze-
ge nagyobb, mint bemenő élen a kapacitás. Mivel bármely érvényes meg-
oldásból kapott paraméterezés olyan, hogy a vágásbeli élek és a nyelőbe
bemenő élek teĺıthetők egyszerre, vjt élet csak akkor lehet teĺıteni, ha 0
kapacitású, azaz ha xj = 0. Ez viszont azt jelenti, hogy azok a pontok, ame-
lyek egyenlőséggel teljeśıtik a J-hez tartozó egyenlőtlenséget, egy n+m− 2
dimenziós hiperśıkon helyezkednek el, ı́gy nem lehet köztük n+m− 1 affin
független, tehát a vágás nem lap-indukáló.

4.4.2. Elégséges feltételek

Megmutatjuk, hogy a megállaṕıtott szükséges feltételek elégségesek is.

9. Álĺıtás. Ha a J ⊆ [n] indexhalmazhoz tartozó minimális domináns
vágásban S−J összefüggő és a maximális domináns vágásban T+

J is összefüggő,
akkor a J-hez tartozó tetszőleges domináns vágás lap-indukáló.
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Bizonýıtás. Megmutatjuk, hogy ha ez a két feltétel teljesül, akkor tudunk
találni n+m−1 affin független pontot a poliéderben, amelyek egyenlőséggel
teljeśıtik a vágásból kapott egyenlőtlenséget.

Jelölje I−, I+ ⊆ [n] azon i indexeket, melyekre ui ∈ S−J ∩ δ (s) illetve
ui ∈ S+

J ∩ δ (s), továbbá jelölje e (X) az X csúcshalmaz által fesźıtett élek
halmazát, azaz

e (X) = {uv ∈ E|u, v ∈ X}

Ekkor I− ⊆ I+, és ha van olyan ui csúcs, melyre igaz, hogy c (sui) =∑
v∈δui

c (uiv), akkor I− ⊂ I+. Ha az álĺıtás feltételei teljesülnek, akkor

e
(
S−J
)
≥ |I−|+ |J |,

illetve
e
(
T+
J

)
≥ |Ī+|+ |J̄ | − 1

az összefüggőség miatt.
Először azt látjuk be, hogy ekkor tudunk mutatni |I−| + |J | darab, af-

fin független pontnak megfelelő paraméterézését a hálózatnak, amely pa-
raméterezések mellett létezik olyan megengedett folyam a hálózatban, mely
teĺıti a vágásbeli éleket és minden vit élt. Ez azt jelenti, hogy ekkor létezik
az adott paraméterezés mellett olyan folyam, amelynek az értéke

∑n
i=1 xi.

Először elkésźıtünk |I−| független paraméterezést, és megmutatjuk, hogy
ezek mellett létezik megfelelő értékű folyam. Vegyünk egy i ∈ I− indexet,
és álĺıtsuk 1-re λi-t, minden más λl legyen 0. Tudjuk, hogy a vágásbeli éleket
teĺıtenünk kell, ı́gy hát legyen minden k ∈ [n] \ J-re

xk = c (uivk) = βikλi

(ha uivk él nincs a gráfban, akkor vegyük úgy hogy van, és 0 a kapacitása).
Továbbá legyen xj = 0 minden j ∈ J-re. Ekkor egy megengedett,

∑n
i=1 xi

értékű f folyam olyan, hogy az

f(sui) =
∑
j∈J̄

βijλi =

n∑
i=1

xi,

az uivj és vjt éleken c (uivj) minden j ∈ J̄-re, és minden más e élen f(e) = 0.
Ez megengedett folyam, és a paraméterezés egyenlőséggel teljeśıti a vágásból
kapott egyenlőtlenséget. Ezt minden i ∈ I−-ra meg tudjuk csinálni, és ezek
a paraméterezések függetlenek lesznek, mivel mindegyikben másik λi kap
nem-nulla értéket. Jelölje az ı́gy kapott |I−| darab paraméterezést F−0 .
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Most elkésźıtjük a maradék |J | paraméterezést. Legyen τ− egy fesźıtőfája
S−J -nak. Ekkor τ−-nak |I−| + |J | éle van, melyek közül |I−| vezet s-ből az
(ui)i∈I csúcsokba és |J | vezet az (ui)i∈I− csúcsokból a (vj)j∈J csúcsokba.

Legyen i ∈ I−, és vegyük alapul azt a paraméterezést F−0 -ból, melyben
λi = 1. Vegyük ui egy τ−-beli vj szomszédját, és módośıtsuk xj-t (eddig 0
volt) az alábbi módon:

xj = min

βijλi,
αi −∑

k∈J̄

βik

 · λi


Ekkor xj mindenképpen pozit́ıv értéket kap, ugyanis αi−
∑

k∈J̄ βik nem lehet
nulla amiatt, hogy minimális domináns vágást néztünk. Ez a paraméterezés
egyenlőséggel teljeśıti a J indexhalmazból kapott egyenlőtlenséget, és létezik
hozzá megengedett

∑n
i=1 xi értékű folyam. Ezt végezzük el külön-külön

minden olyan uivj párra, melyek közt megy él τ−-ban. Ez ad újabb |J |
paraméterezést. Jelölje az ı́gy kapott paraméterezések halmazát F−1 . Az F−1
halmaz elemei affin függetlenek, mivel mindegyikben más xj kapott pozit́ıv
értéket, illetve függetlenek F−0 elemeitől is, mert azokban pedig az összes
(xj)j∈J értéke 0.

Meg kell még mutatni, hogy tudunk konstruálni még |Ī+|+ |J̄ | − 1 affin
független pontot, mely egyenlőséggel teljeśıti a vágásból származó egyenlőtlenséget
és független F−0 és F−1 elemeitől, ha teljesül az T+

J -re vonatkozó összefüggőségi
feltétel. Legyen τ+ egy fesźıtőfája T+

J -nek. Ekkor τ+-nak |Ī+|+ |J̄ | − 1 éle
van. Tudjuk továbbá, hogy egy olyan paraméterezés mellett, mely valame-
lyik λk

(
k ∈ Ī+

)
változón vesz fel 1 értéket, nem tudjuk teĺıteni az összes ukvl

élet ahol l ∈ J̄ és vl szomszédos uk-val, mivel most a maximális domináns
vágást tekintjük, ı́gy

αk >
∑
l∈J̄

βkl

Azt viszont megtehetjük, hogy csak az egyik uk-ból kimenő élt teĺıtjük, a
maradék a kapacitást pedig szétosztjuk a többi él között úgy, hogy egyik se
legyen teĺıtett. Válasszunk egy ukvl élt a τ+ fából. Legyen a paraméterezés
olyan, hogy λk = 1, xl = βkl, a maradék αk −

∑
j∈J̄\{l} βkj kapacitást pedig

osszuk szét az (xj)j∈J̄\l változó között úgy, hogy mindre teljesül, hogy 0 <

xj < βkj . Végezzük el ezt a τ+ fa összes élével, ı́gy kapunk e (τ+) = |Ī+|+
|J̄ |−1 olyan paraméterezését a hálózatnak, melyek mellett mindig más fa-élt
teĺıthetünk folyammal. Jelölje ezek halmazát F+. Megfigyelhető, hogy F+

elemei affin függetlenek, illetve függetlenek F−0 és F−1 elemeitől, mivel más
λk változók pozit́ıvak bennük.
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Ekkor már van |I−| + |J | + |Ī+| + |J̄ | − 1 affin független pont. Ha
I+ \ I− = ∅, akkor kész vagyunk. Ha nem, akkor hiányzik még |I+ \ I−|
paraméterezés ahhoz, hogy meglegyen az n+m−1 függetlenünk. Vegyük hát
azokat az i indexeket, melyek az I+ \ I− indexhalmazban vannak. Ezekről
tudjuk, hogy

αi =
∑

j∈J̄ :vj∈δ(ui)

βij ,

azaz egyetlen jó paraméterezés létezik hozzá, ahol λi = 1 és minden j ∈ J̄-re
ahol uivj szomszédos, xj = βij . Ezt ha megcsináljuk az összes i ∈ I+ \ I−
indexre, kapunk még |I+ \ I−| független paraméterezést, és kész vagyunk
az n + m − 1 affin független ponttal, amely illeszkedik a vágásból kapott
oldalra, tehát a vágásból kapott oldal a poliéder lapja.

Ennek seǵıtségével tudunk késźıteni egy szeparációs algoritmust, amely
lap-vágásokkal szeparál.

4.5. Alkalmazások

Ezzel az eszközzel már sokkal több problémát tudunk modellezni, mint a
végtelen kapacitásos esetével.

4.5.1. A relaxált SOS2 politóp

1. Alkalmazás. Legyenek x1, x2, . . . , xn ∈ [0, 1] változók, és legyen az i.
poliéder

Pi = {x1, . . . , xn | xi + xi+1 ≤ 1, xk = 0 (k 6= i, i+ 1)} ∀i = 1 . . . n− 1

Legyen P ezen poliéderek uniója,

P =

n−1⋃
i=1

Pi

Ekkor azt a rendszert keressük, ami léırja conv (P)-t. Tudunk konstruálni
egy hálózatot ehhez, melyben megtalálhatjuk a lap-indukáló vágásokat az
előző álĺıtás seǵıtségével. Legyen tehát a hálózat csúcshalmaza V = {s, t, u1, . . . , un−1, v1, . . . , vn},
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az élei legyenek A = {sui | i = 1 . . . n − 1} ∪ {uivj | i = 1 . . . n − 1, j =
i, i + 1} ∪ {vjt | j = 1 . . . n}. Legyen a kapacitás az éleken c a következő:
c(sui) = c(uivi) = c(uivi+1) = λi, c(vit) = xi.

s

u1

u2

u3

un−1

v1

v2

v3

vn

t

...

...

λ1

λ2

λ3

λn−1

λ1

λ1

λ2

λ2

λ3

λ3

λn−1

λn−1

x1

x2

x3

xn

Ebben a hálózatban a 9. álĺıtás alapján azok a részhalmazai t szomszédainak,
melyekhez tartozó domináns vágások a poliéder lapjait adják, az alábbi
módon állnak elő. Legyen J ⊆ [n] azon v ∈ N (t) csúcsok indexeinek a
halmaza, melyek a vágásban az s-sel azonos halmazba kerülnek, J̄ = [n]\J .

10. Álĺıtás. A lap-indukáló vágások mind olyanok, hogy J̄ összefüggő abban
az értelemben, hogy a benne szereplő legkisebb és legnagyobb index közötti
összes index benne van.

Bizonýıtás. Tegyük fel, hogy J̄ = {i, i+ 1, . . . , k − 1, . . . , l + 1, . . . , j − 1, j}.
Ekkor S̄+

J nem összefüggő, mivel uk ∈ S+
J , ı́gy nincs ı́ránýıtatlan értelemben

vett út vk és vl között S̄+
J -on belül (ha lenne, annak érintenie kellene uk, . . . , ul−1-

et). Így a (7). álĺıtás szerint nem lehet lap-indukáló vágás.

11. Álĺıtás. Azon vágások közül, ahol J̄ = {i, i+ 1, . . . , j − 1, j} összefüggő,
azok nem lehetnek lap-indukálóak, ahol i = 2 vagy j = n− 1.

Bizonýıtás. Tegyük fel, hogy J̄ az álĺıtásban léırtaknak megfelelő, azaz J̄ =
{2, 3, . . . , j} (szimmetria miatt ugyańıgy belátható j = n−1 esetre is). Ekkor
u1 /∈ S−J , viszont v1 ∈ S−J , ı́gy nem megy iránýıtatlan út S−J -on belül v1-be.
Azonban ekkor a (8). álĺıtás szerint nem lehet lap-indukáló vágás.
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12. Álĺıtás. Azok a vágások, melyek teljeśıtik az előző két álĺıtás feltételét,
lap-indukáló vágások.

Bizonýıtás. Azt kell belátnunk, hogy egy ilyen vágás teljeśıti a (9). álĺıtás
feltételeit. Legyen tehát J̄ = {i, . . . , j} olyan összefüggő indexhalmaz, hogy
i 6= 2, j 6= n− 1. Ekkor

S−J = {vk | k < i ∨ k > j} ∪ {ul | l < i− 1 ∨ l > j} ∪ {s}

Elég belátni, hogy minden vk-ba megy e
(
S−J
)
-beli él. Ez azt jelenti, hogy

minden k ∈ J-hez uk és uk−1 közül legalább az egyik S−J -beli, és S−J pontosan
ilyen.

Ezek alapján az alábbi egyenlőtlenség-rendszert kapjuk a conv (P) po-
liéder léırására:

n−1∑
i=1

λi = 1

n−1∑
i=1

λi ≥
n∑
i=1

xj

l∑
i=1

λi ≥
l∑

j=1

xj 1 ≤ l ≤ n− 2

n−1∑
i=l−1

λi ≥
n∑
j=l

xj 3 ≤ l ≤ n

l∑
i=k−1

λi ≥
l∑

j=k

xj 3 ≤ k ≤ l ≤ n− 3

λi ≥ 0 1 ≤ i ≤ n− 1
xj ≥ 0 1 ≤ j ≤ n

(4.5)

4.5.2. A relaxált negat́ıv SOS2 politóp

Az előző alkalmazásban szereplő poliédert könnyedén tudtuk modellezni a
hálózati folyam reprezentáció seǵıtségével. Ha kicsit módośıtjuk a feltétel-
rendszert, amelyet a poliéder léır, újabb érdekes alkalmazást kaphatunk,
amelynél van remény arra, hogy eredményesen adhatunk hozzá hálózati rep-
rezentációt.
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2. Alkalmazás. Vegyük az SOS2 politópnak azt a változatát, amelyben a
változók összege legfeljebb 1, a változók nem-negat́ıvak, legfeljebb 2 változó
lehet egyszerre pozit́ıv, és ha pontosan 2 pozit́ıv, akkor ellentétben a relaxált
SOS2 -vel, nem lehetnek szomszédosak. Ezzel például azt lehet modellezni,
hogy van egy szabadidős tevékenység, amelyet a következő héten legfeljebb
1 órában végezhetünk, és legfeljebb két napon szaḱıthatunk rá időt, azonban
ez a két nap nem lehet egymást követő.

Ez feĺırható nem-lineáris feltételekkel, az alábbi formában:

n∑
i=1

xi ≤ 1

xixi+1 = 0 i = 1, . . . , n− 1
xixjxk = 0 i 6= j 6= k

xi ≥ 0 i = 1, . . . , n.

(4.6)

Azonban a mi célunk ezt lineáris feltételekkel feĺırni, ezért a hálózati repre-
zentációját próbáljuk meghatározni. Legyen a Pij poliéder az alábbi:

Pij = {x ∈ Rn | xi ≥ 0, xj ≥ 0, xi + xj ≤ 1, xk = 0 (k /∈ {i, j})}

Amit ekkor keresünk, az azon Pij poliéderek uniója, ahol |i − j| ≥ 2. Ez
formálisan az alábbi módon áll elő:

n−2⋃
i=1

 n⋃
j=i+2

Pij

 .

Ekkor a poliéderek száma 1
2n

2 − 3
2n + 1, ı́gy egy lehetséges hálózati mo-

dellben a λ változók száma is ennyi. Legyen az a hálózati modell, hogy a
csúcshalmaz

V = {s, t} ∪ {uij | i = 1, . . . , n− 2, j = i+ 2, . . . , n} ∪ {vj | j = 1, . . . , n} ,

az élhalmaz pedig olyan, hogy s-ből minden uij csúcsba megy λij kapacitású
él, uij-ből vi-be és vj-be megy egy-egy λij kapacitású él, és vj-ből t-be xj
kapacitású él megy.
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s

u1,3

u1,4

u2,4

un−2,n

v1

v2

v3

v4

vn−2

vn−1

vn

t

...
...

λ1,3

λ1,3

λ1,3

λ1,4

λ1,4

λ1,4

λ2,4

λ2,4

λ2,4

λn−2,n

λn−2,n

λn−2,4

x1

x2

x3

x4

xn−2

xn−1

xn

13. Álĺıtás. A léırt hálózatban bármely j-re ρ (vj) ∩ ρ (vj+1) = ∅.

Bizonýıtás. Figyeljük meg, hogy vj beszomszédai azon ujk csúcsok, ahol
k ≥ j + 2 és azon uij csúcsok, ahol i ≤ j − 2. Ez diszjunkt azoktól az uj+1,k

csúcsoktól, ahol k ≥ j + 3, illetve azon ui,j+1 csúcsoktól, ahol i ≤ j − 1.

14. Álĺıtás. Egy lap-indukáló vágás nem lehet olyan, hogy valamely j-re j
és j + 1 is J̄-ben van.

Bizonýıtás. Ekkor a maximális domináns vágásban nyelő felőli oldala nem
összefüggő, mivel vj , vj+1 ∈ T+, azonban nincsen közös be-szomszédjuk, ı́gy
T+ nem lehet összefüggő.

15. Álĺıtás. Lap-indukáló vágásban ha |J | < n − 1, akkor olyannak kell
lennie, hogy minden j ∈ J-hez kell, hogy legyen egy olyan k ∈ J , hogy
|k − j| ≥ 2.

Bizonýıtás. Különben sérül a minimális domináns vágás forrás oldalára vo-
natkozó összefüggőségi feltétel, ekkor ugyanis a vj csúcsnak az összes be-
szomszédjának a másik ki-szomszédja T−-ban lenne, ı́gy az összes be-szomszédja
is.
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4.5.3. Általánośıtott implikáció

3. Alkalmazás. Egy másik fontos alkalmazása lehet, hogy implikációkat
ı́rhatunk le diszjunkciók seǵıtségével. Emlékeztetőül, legyen A, B logikai
változók, ekkor igaz, hogy

A⇒ B ≡ ¬A ∨B.

3. Példa. Próbáljuk meg léırni azt a rendszert, hogy

x1 ∧ x2 ⇒ x3

Ezzel egyenértékű, hogy
¬ (x1 ∧ x2) ∨ x3.

Legyenek y1, y2, y3 ∈ [0, 1] változók az x1, x2, x3 változóknak megfelelő egészértékű
változók, ȳ3 = 1− y3, és szeretnénk azt a poliédert léırni, aminek a csúcsai
pont a logikai kifejezés megoldásai. Legyenek P1, P2 poliéderek,

P1 = {y1, y2, ȳ3 | y1 + y2 ≤ 1}

és
P2 = {y1, y2, ȳ3 | ȳ3 ≤ 0} .

Amit keresünk ebben az esetben, az conv ((P1 ∪ P2) ∩ Z). Ehhez tudunk
konstruálni egy hálózatot, az alábbi módon. Legyen V = {s, t, u1, u2, w, v1, v2, v3}
csúcshalmaz, A = {sui | i = 1, 2}∪{u1w,wv1, wv2, u1v3, u2v1, u2v2}∪{vit | i = 1, 2, 3}
iránýıtott élhalmaz, és legyen c kapacitásfüggvény az élhalmazon úgy, hogy
c(su1) = λ1, c(su2) = 2λ2, c (u1w) = λ1 c(uivj) = λi, c(vjt) = yj ∀j =
1, 2, c (v3t) = ȳ3. Figyeljük meg, hogy be kellett hozni a hálózatba egy új
szintet a w csúccsal annak érdekében, hogy az y1+y2 ≤ 1 feltételt léırhassuk.
Az alábbi ábra szemlélteti a hálózatot.

s

u1

u2

w v1

v2

v3

t

2λ1

2λ2

λ1

λ1

λ1

λ1

λ2

λ2

y1

y2

ȳ3
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A lap-indukáló vágásokat meghatározó index-halmazok az alábbiak:

J = {{1, 2} , {1, 3} , {2, 3} , {3}}

Először azt látjuk be, hogy ezek valóban lap-indukálóak, azaz teljeśıtik a
(9). álĺıtás feltételeit. Az {1, 2} indexhalmaz esetén a minimális domináns
vágás szerint S− = {s, u1, w, u2, v1, v2}, ez összefüggő, a maximális do-
mináns vágás szerint pedig S̄+ = {v3}, ez is összefüggő.

Az {1, 3} indexek esetén a minimális domináns vágás szerint S− =
{s, u1, u2, v1, v3}, ez összefügg. A maximális domináns vágásban ekkor az
s-et nem tartalmazó rész egyelemű, v2, ami szintén összefüggő.

A {2, 3} indexhalmaz esetében a minimális domináns vágásban a forrással
azonos részbe tartozó csúcsok az S− = {s, u1, u2, v2, v3}, összefüggő részgráfot
fesźıtenek. A nyelővel azonos komponensbe csak a v2 tartozik, ez is összefüggő.

A {3} halmazhoz tartozó minimális domináns vágás szerinti S− = {s, u1, v3},
összefüggő, a maximális domináns vágás nyelő oldali része pedig S̄+ =
{u2, w, v1, v2}, ez is összefüggő.

Azt kell még belátni, hogy a maradék két indexhalmaz nem lap-indukáló.
Megfigyelhető, hogy az {1} és a {2} esetben is a minimális domináns vágásra
vonatkozó összefüggőségi feltétel teljesül, azonban a maximális domináns
vágásra vonatkozó nem (egyik esetben az S̄+

1 = {w, v2, v3}, a másodikban
pedig S̄+

2 = {w, v1, v3}, egyik sem összefüggő).
Az ebből kapott egyenlőtlenség-rendszer az alábbi:

λ1 + λ2 = 1
y1 ≤ λ1 + λ2

y2 ≤ λ1 + λ2

1− y3 ≤ λ1

y1 + y2 ≤ λ1 + 2λ2

λi ≥ 0 i = 1, 2
yj ≥ 0 j = 1, 2, 3

(4.7)

•

Tekintsük ennek a példának egy általánosabb változatát. Legyen n darab
folytonos változónk a [0, 1] tartományból x1, . . . , xn és legyen m poliéderünk,

Pk =

x1, . . . , xn

∣∣∣∣∑
i∈Ek

xi ≤ ck

 (∀k ∈ [m])
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ahol Ei ⊆ [n] és Ei ∩ Ej = ∅ ha i 6= j, továbbá ck nem-negat́ıv egész. Ekkor
a Pk poliéderek unióját úgy is feĺırhatjuk, hogy

m⋃
k=1

Pk =

m∨
k=1

∑
i∈Ek

xi ≤ ck

 .

A példánk ennek valóban speciális esete, ugyanis legyen m = 2, E1 =
{1, 2} , c1 = 1, és legyen E2 = {3} , c2 = 0. Legyen továbbá x1 = y1, x2 =
y2 és x3 = ȳ3. Ezeket behelyetteśıtve visszakapjuk a példában szereplő
problémát.

Hogyan néz ki az ehhez tartozó hálózat? A példához hasonlóan itt is
szükségünk lesz egy közbülső szintre, amely csúcsai sem a forrásnak, sem a
nyelőnek nem szomszédai. A hálózat csúcsai tehát s, u1, . . . , um, ezt követi
az emĺıtett közbülső szint, w1, . . . , wm, majd v1, . . . , vn, t. Az sui él kapa-
citása

c (sui) = (ci + n− |Ei|)λi
minden i-re. Az ui csúcsból vezet él a wi csúcsba, ennek kapacitása

c (uiwi) = ciλi

illetve minden (vk)k/∈Ei csúcsba λi kapacitású él vezet. A wi csúcsból az
összes (vj)j∈Ei csúcsba λi kapacitású élt húzunk. A vj csúcsból xi kapacitású
él megy t-be. A példához tartozó hálózatnál megfigyelhető, hogy az u2

csúcshoz nem tartozik w2 csúcs, de igazából hozzávehetnénk a léırtaknak
megfelelően egy 0 = c2λ2 kapacitású éllel. Ehhez hasonlóan, azokra a wi
csúcsokra nincsen szükség, melyekre ci = 0.

Az átláthatóság kedvéért az alábbi ábra a hálózatnak csak egyetlen s-ből
kilépő élét tartalmazza. Jelölje k1, . . . , k|Ei| az Ei-beli indexeket, l1, . . . , ln−|Ei|
az Ei-en ḱıvüliket.
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Jól látszik, hogy az ui csúcsoknál a bemenő és kilépő éleken a kapacitásössze-
gek egyeznek. Ez azt jelenti, hogy a vl1 , . . . , vln−|Ei| , wi csúcsokba eljut-
tatható akkora folyam, mint ami az s-ből kilép, viszont a vk1 , . . . , vk|Ei|
csúcsokba legfeljebb ci értékű folyam folyhat be.

3. Megfigyelés. Feltehetjük, hogy a hálózategyszerűśıtési szabályokat al-
kalmazva minden i ∈ [m]-re ci ≤ |Ei|, sőt, feltehetjük hogy az egyenlőtlenség
szigorú, különben a

∑
j∈Ei xj ≤ ci egyenlőtlenség semmitmondó.

4. Megfigyelés. Tetszőleges domináns vágás olyan, hogy csak wi és vj
csúcsokat tartalmazhat a nyelő felőli oldala. Éppen ezért a vágás forrás felőli
oldala mindig összefüggő lesz, elég csak a nyelő felőli oldalának összefüggőségét
vizsgálnunk.

Mik lesznek azok az indexhalmazok, amelyekhez tartozó egyenlőtlenségek
a poliéder lapját ı́rják le? Figyeljük meg inkább a komplementer halmazai-
kat.

16. Álĺıtás. Azok a J indexhalmazok, amelyek olyanok, hogy a komplemen-
terük, J̄ valamely Ei-nek több, mint ci elemű részhalmaza, lap-indukálók.

Bizonýıtás. A (4). megfigyelés alapján elég az S̄+
J \{J} halmazt vizsgálnunk.

Ez a részgráf ekkor tartalmazza a wi csúcsot, mivel
∑

j∈J̄ c (wivj) > ci és
a (vj)j∈J̄ csúcsokat. Ezek összefüggő gráfot alkotnak, ı́gy a J-hez tartozó
tetszőleges domináns vágás lap-indukáló.

17. Álĺıtás. Azok a J ⊂ [n] indexhalmazok, amelyek úgy állnak elő, hogy
J = [n] \ j valamely j ∈ [n]-re, lap-indukálók.
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Bizonýıtás. Mivel (4). megfigyelés alapján csak maximális domináns vágás
nyelő felőli oldalával kell törődnünk, és ez egyetlen, vj csúcsból áll, ami
összefüggő részgráf, teljesül (9). álĺıtás feltétel, ı́gy J lap-indukáló.

Ezzel kaptunk két vágás t́ıpust, amely lap-indukáló az adott poliéder
családnál. Azt kell belátnunk még, hogy minden lap-indukáló halmaz ı́gy
áll elő.

18. Álĺıtás. Minden lap-indukáló halmaz az előző két álĺıtásban megfogal-
mazott módon áll elő.

Bizonýıtás. Először azt fogjuk belátni, hogy lap-indukáló halmaz nem lehet
olyan, hogy a komplementere egynél több Ei halmazból is tartalmaz indexet.
Legyen j ∈ Ei és k ∈ El, és tegyük fel, hogy j, k ∈ J̄ , illetve hogy a wi és a
wl csúcs is S̄+

J -ben van. Tudjuk, hogy Ei ∩El = ∅. Ekkor, a (4). megfigyelés
alapján, semelyik u csúcs nincs S̄+

J -ben, ı́gy nincs wi és wl között iránýıtatlan
út S̄+

J \ {t}-n belül, azaz ez a részgráf nem összefüggő, ı́gy nem lehet lap-
indukáló.

Azt kell még belátnunk, hogy ha J olyan, hogy a komplementere csak
egy Ei indexhalmazból tartalmaz indexeket, de nem többet, mint ci, akkor
sem lehet lap-indukáló. Mivel ekkor wi nincs S̄+

J -ben, az csak vj csúcsokból
áll, amelyek között nem vezet él. Ez nem összefüggő részgráf.

Minden olyan J halmaz, amely az előző álĺıtás feltételeit nem teljeśıti,
az itt felsorolt két kategória valamelyikébe (vagy mindkettőbe) sorolható,
ı́gy nem lehet lap-indukáló.

Tehát tekintsünk egy olyan J halmazt, ami lap-indukáló. Legyen Ei az
a halmaz, melynek legalább ci eleme van J̄-ben. Legyen ennek a legalább
ci elemnek a halmaza X. Ekkor a J-hez tartozó domináns vágáson átmenő
élek valamely ul (l 6= i) csúcsból mennek minden (vj)j∈X csúcsba, ezek össz-
kapacitása |X| · λl. Mivel minden ilyen ul csúcsból megy minden (vj)j∈X
csúcsba, ezért ezeken az összkapacitás

m∑
l=1
l 6=i

|X| · λl = |X| ·
m∑
l=1
l 6=i

λl.

Ehhez még hozzájön az uiwi él kapacitása, ciλi mivel ezt az élet is elvágja
tetszőleges domináns vágás, ı́gy a vágásból kapott egyenlőtlenség az alábbi:

ciλi + |X| ·
m∑
l=1
l 6=i

λl ≥
∑
j∈X

xj .
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Ezek alapján a poliéder léırható az alábbi egyenlőtlenség-rendszerrel:

m∑
i=1

λi = 1

ciλi + |X| ·
m∑
j=1
j 6=i

λj ≥
∑
j∈X

xj ∀X ⊆ Ei : |X| > ci, ∀i = 1, . . . ,m

λi ≥ 0 ∀i = 1, . . . ,m
xj ≤ 1 ∀j = 1, . . . , n
xj ≥ 0 ∀j = 1, . . . , n

(4.8)

Ezekből az egyenlőtlenségekből összesen

m∑
i=1

|Ei|−ci∑
j=0

(
m

j

)
+ 2n+m

darab van.
További általánośıtás lehet, ha a korábban léırt diszjunkcióknak a kon-

junkcióját tekintjük. Legyen tehát E1
1 , . . . , E1

m1
, . . . , Ekmk olyan részhalmazai

[n]-nek, hogy E ij ∩ E il = ∅. Legyen a P ik poliéder

P ik =

x1, . . . , xn

∣∣∣∣ ∑
j∈Eik

xj ≤ cik

 .

Ekkor a poliéder, amit keresünk

k⋂
i=1

mi⋃
j=1

P ij =

k∧
i=1

mi∨
j=1

∑
l∈Eij

xl ≤ cij


Ennek léırásához k darab hálózatra lesz szükségünk, a konjunkció minden
tagjához egyre, amely a korábban tárgyalt módon áll elő. A hozzá tartozó
egyenlőtlenség-rendszer úgy módosul, hogy minden hálózatra fel kell ı́rnunk
az egyenlőtlenség-rendszerét.

m∑
i=1

λi = 1

cliλi + |X| ·
m∑
j=1
j 6=i

λj ≥
∑
j∈X

xj ∀X ⊆ E li : |X| > cli, ∀i = 1, . . . ,ml, l = 1, . . . , k

λi ≥ 0 ∀i = 1, . . . ,m
xj ≤ 1 ∀j = 1, . . . , n
xj ≥ 0 ∀j = 1, . . . , n

(4.9)
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4.6. Szeparáció

A szeparáció fő kérdése, hogy egy megoldásról hogyan döntjük el, hogy
megengedett-e, abban az esetben, ha még nem ismerjük a poliédert léıró
összes egyenlőtlenséget. Ha a megoldás nem megengedett, azaz nincs a po-
liéderben, akkor pedig mutatnunk kell egyenlőtlenséget, amelyet sért. Éppen
ezért van szükségünk a poliéder lapjainak léırására, melyek a legerősebb
ilyen egyenlőtlenségek. A feladat tehát adott megoldásról eldönteni, hogy
teljesül-e rá az összes feltétel, és ha nem, akkor találni egy lap-indukáló
egyenlőtlenséget, amit nem teljeśıt.

Tegyük fel tehát, hogy már ismerjük a poliéder néhány lapját léıró

egyenlőtlenséget, és van egy ezekre nézve megengedett p̂ =
(
λ̂, x̂

)
meg-

oldásunk. Helyetteśıtsük be a hálózatba az p̂ paraméterezést, legyen cp̂ az
ı́gy kapott kapacitásfüggvény, ha teljesül mellette, hogy az

[
S, S̄

]
minimális

s− t-vágás értéke legalább akkora, mint
∑n

i=1 x̂i, akkor a poliéderben van p̂,
különben nincs. Egy J ⊆ [n] halmazt sértőnek nevezünk, ha igaz rá, hogy
a (vjt)j∈J éleket nem tudjuk egyszerre teĺıteni (a p̂ paraméterezés szerint).
Egy J halmazról eldönthetjük, hogy sértő-e úgy, hogy a gráfból elhagyjuk
a (vj)j /∈J csúcsokat és hozzájuk tartozó éleket, és megnézzük, hogy az ı́gy

kapott (G′, cp̂) hálózatban vett minimális s− t-vágás értéke nagyobb-e mint∑
j∈J x̂j .

Legyen J0 = {j ∈ [n] |vj ∈ S}, és legyen J̄0 a komplementere. Ekkor
sajnos nem biztos, hogy S−J0 és S̄+

J0
\ {t} összefüggők. Először tegyük fel,

hogy S−J0 összefüggő, de S̄+
J0
\{t} nem az. Ekkor az utóbbi szétesik V1, . . . , Vk

part́ıcióra, és legyen (Ai)i=1...k a J̄0 part́ıciója,

Ai =
{
j ∈ J̄0|vj ∈ Vi

}
.

5. Megfigyelés. Vegyük a J̄0 szerinti maximális domináns vágást a (G, cp̂)
hálózatban. Ez is egy minimális s− t-vágás.

19. Álĺıtás. Ekkor az A1, . . . , Ak indexhalmazok közül legalább az egyik
sértő.

Bizonýıtás. Tegyük fel indirekt, hogy egyik sem sértő. Jelölje δin (X) =
{uv ∈ A | u /∈ X, v ∈ X} az X ⊂ V csúcshalmaz be-éleit. Tudjuk, hogy
∪ki=1Ai sértő, azaz az V1, . . . , Vk komponenseket a forrástól elválasztó mi-
nimális vágás értéke kisebb, mint az őket a nyelőtől elválasztó minimális
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vágás értéke, tehát

k∑
i=1

∑
e∈δin(Vi)

cp̂ (e) <
k∑
i=1

∑
j∈Ai

cp̂ (vjt) .

Az egyenlőtlenség bal és jobb oldalán is nem-negat́ıv tagokat adunk össze,
ı́gy kell lennie legalább egynek az i = 1 . . . k indexek közül, amelyikre∑

e∈δin(Vi)

cp̂ (e) <
∑
j∈Ai

cp̂ (vjt) .

Ez pontosan azt jelenti, hogy a (vj)j∈Ai éleket nem tudjuk egyszerre teĺıteni,
azaz Ai sértő.

Azt, hogy pontosan melyik Ai-k sértők, megállaṕıthatjuk úgy, hogy
vesszük a J̄0-ra vonatkozó maximális domináns vágást, majd minden Vi
komponensre összeadjuk a bele lépő éleken a cp̂ kapacitásokat. Amelyikre
ez az összeg kisebb, mint

∑
j∈Ai x̂j , az sértő. Továbbá mivel feltettük, hogy

esetünkben S−J0 összefüggő, megfigyelhetjük, hogy S−Ji is összefüggő, ahol

Ji = J0 ∪

 k⋃
j=1
j 6=i

Aj

 .

Ekkor ugyanis olyan komponenseket csatolunk még S−J0-hoz, amik az S+
J0
\

{t}-ban összefüggők, ezek a minimális domináns vágás szerint is összefüggők
maradnak, mivel nem csökkenhet a számosságuk. Tehát ekkor találtunk
legalább egy lap-indukáló vágást.

4. Példa. Tekintsük a következő egyszerű hálózatot.

s

u1

u2

v1

v2

v3

t

2λ1

λ2

λ1

λ1

λ2

λ2

x1

x2

x3
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Legyen λ1 = 1, λ2 = 0, x1 = 1, x2 = 3, x3 = 0. Ezen paraméterezés
mellett egy [S, T ] minimális s− t-vágás olyan, hogy S = {s, u1, u2, v3} , T =
V \ S, egy sértő halmaz pedig J = {1, 2}. A J-hez tartozó maximális
domináns vágásban az S̄+

J \ {t} nem összefüggő, V1 = {v1} , V2 = {v2}.
Ekkor A1 = {1} , A2 = {2}.

s

u1

u2

v1

v2

v3

t

V1

V2
2

0

1

1

0

0

1

3

0

4.1. ábra. Sértő A2 halmaz

Ezek közül A1 nem sértő, ugyanis a V2-be belépő élen a kapacitás leg-
alább akkora, mint a kilépő élen, viszont A2 sértő, mivel a V2-be belépő élen
a kapacitás 1, mı́g a kilépő élen 3. •

Másik fontos eset, amikor S+
J0
\{t} összefüggő, de S−J0 nem az. Ekkor van

az S−J0-nak olyan komponense, amely a forrással nem szomszédos, és minden

be-szomszédja S̄−J0-ban van. Legyenek W0,W1, . . . ,Wl az S−J0 komponensei,
úgy, hogy s ∈ W0, Bi a J0 indexhalmaznak azon része, mely indexekhez
tartozó csúcsok Wi-ben vannak.

20. Álĺıtás. Ekkor tetszőleges i ∈ {1, . . . , l}-re J̄i = J̄0 ∪Bi sértő halmaz.

Bizonýıtás. Tudjuk, hogyWi minden be-szomszédja S̄−J0-beli. Ha hozzávesszük
Bi-t J̄0-hoz, akkor azt kapjuk, hogy∑

j∈J̄i

x̂j =
∑
j∈J̄0

x̂j +
∑
j∈Bi

x̂j ≥
∑
j∈J̄0

x̂j ,

mivel minden j ∈ Bi-re x̂j ≥ 0. Legyen Ji = J0 \ Bi. Tekintsük a Ji-hez
tartozó minimális domináns vágást. Ennek nyelő felőli oldal S̄−J0 ∪Wi-ből
áll. Ahhoz, hogy ezt belássuk, elég a Wi be-szomszédairól megmutatni, hogy
nem kerülhetnek a Ji-hez tartozó minimális domináns vágásnak a forrás felőli
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oldalára. Ez azért igaz, mert a J0-hoz tartozó minimális domináns vágásban
a Wi összes be-szomszédja a nyelő felőli oldalon volt, azaz

∀v ∈ ρ (Wi) :
∑

u∈ρ(v)∩S−J0

c (uv) ≤
∑

w∈δ(v)∩S̄−J0

c (vw) ,

ésWi minden be-szomszédjának a vágás nyelő felőli oldalán lévő ki-szomszédainak
a halmaza nőtt, tehát

∀v ∈ ρ (Wi) :
∑

w∈δ(v)∩S̄−J0

c (vw) <
∑

w∈δ(v)∩
(
S̄−J0
∪Wi

) c (vw) ,

ebből következik, hogy Wi minden be-szomszédja a Ji-hez tartozó minimális
domináns vágásban is a nyelő oldalán van.

És végül, mivel J̄0 sértő volt, tudjuk, hogy∑
u∈S−J0

∑
v∈S̄−J0

cp̂ (uv) <
∑
j∈J̄0

x̂j ≤
∑
j∈J̄i

x̂j ,

és ez pont azt jelenti, hogy J̄i sértő.

Ez természetesen azt jelenti, hogy akár az összes, a forrással nem összefüggő
komponenst hozzávehetjük S̄−J0-hoz, úgy is sértő halmazt kapunk.

5. Példa. Tekintsük ismét a (4). példa hálózatát és a példa paraméterezését.
A V2 = {v2} halmaz sértő, nézzük a J = {1, 3}-hoz tarozó minimális do-
mináns vágást.

s

u1

u2

v1

v2

v3

t

W0

W1

2

0

1

1

0

0

1

3

0

4.2. ábra. S−J összefüggő komponensei
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Ekkor S−J = {s, u1, v1, v3} nem összefüggő, egyik komponense W0 =
{s, u1, v1}, másik W1 = {v3}. Ekkor ha B1 = {3}, ezt hozzávéve J̄-hez a
(20). álĺıtás alapján sértő halmazt kapunk. Ebben az esetben a minimális
és maximális domináns vágás egybeesik.

s

u1

u2

v1

v2

v3

t

S̄J\B1

2

0

1

1

0

0

1

3

0

4.3. ábra. Sértő J̄ ∪B1 halmaz

Valóban, S̄J\B1
-be bemenő éleken a kapacitások összege 1, a belőle ki-

menőkön 3, azaz J̄ ∪B1 sértő.
•

Legyen

J = J0 \

(
l⋃

i=1

Bi

)
, J̄ = J̄0 ∪

(
l⋃

i=1

Bi

)

21. Álĺıtás. Ekkor a J halmazhoz tartozó domináns vágás lap-indukáló.

Bizonýıtás. Azt könnyű látni, hogy ekkor S−J összefüggő, az a része S−J0-nak,
amely összefüggő volt. Ebből csúcsot nem vesźıtettünk el, ı́gy összefüggő lesz
S−J is.

Azt kell még belátnunk, hogy S̄+
J \ {t} is összefüggő lesz. Azt feltettük,

hogy S̄+
J0

összefüggő volt, és olyan összefüggő komponenseket vettünk hozzá,

amiknek az összes be-szomszédja szintén S̄−J0-ban van. Akkor történhetne

megy, hogy S̄+
J nem összefüggő, ha volna olyan Wi, aminek az összes be-

szomszédja S̄−J0-ban van, ám ezek nincsenek benne S̄+
J -ben. Tegyük fel indi-

rekt, hogy Wi ilyen. Legyen u egy be-szomszédja. Azonos indexhalmazhoz
tartozó tetszőleges domináns vágásban ugyanakkora adott csúcsra nézve a
vágás forrás felőli oldalából a beleérkező éleken a kapacitások összege és
a belőle a forrás nyelő felőli oldalába menő éleken a kapacitások összege.
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Jelölje hát ρ (J, u) a J-hez tartozó tetszőleges domináns vágásban az u-ba
SJ -ből beérkező élek kapacitásösszegét, δ (J, u) pedig az u-ból S̄J -be lépő
éleken a kapacitások összegét. Ekkor u benne van S̄−J0-ban, azaz

ρ (J0, u) ≤ δ (J0, u)

Tudjuk továbbá, hogy
δ (J0, u) < δ (J, u)

mivel legalább egy szomszédja van Wi-ben. Az indirekt feltevés szerint ekkor
u nincs benne S̄+

J -ben, azaz

δ (J, u) ≤ ρ (J, u) .

Viszont mivel amikor J0-ból megkaptuk J-t, az u beszomszédai nem változtattak
helyet, ı́gy

ρ (J0, u) = ρ (J, u) ,

és ez ellentmondás. Tehát Wi minden be-szomszédja benne van S̄+
J -ben, ı́gy

S̄+
J \ {t} is összefüggő, és pontosan ezt akartuk belátni.

Következésképpen, ebben az esetben az S−J0 összes olyan komponensét,
ami a forrásból nem érhető el, hozzávehetjük a vágás másik oldalához, és
kapunk egy sértett egyenlőtlenséget, ami ráadásul lap-indukáló.

Az utolsó eset, amikor sem S−J0 , sem S̄+
J0

nem összefüggő. Ezt azonban

könnyen vissza tudjuk vezetni arra, amikor csak S−J0 nem összefüggő. Vegyük

az S̄+
J0

-nak egy olyan összefüggő komponensét, amely sértő. Erre végezzük
el a második esetnél tárgyalt módszert. A végén kapunk egy lap-indukáló
vágást.

A vágóśıkos algoritmushoz jó ind́ıtás lehet az alábbi egyenlőtlenség-
rendszer:

m∑
i=1

λi = 1

λi ≥ 0 ∀i ∈ [m]
xj ≥ 0 ∀j ∈ [n]

m∑
i=1

f (λi) ≥
n∑
i=1

xi

(4.10)

Így az x változók is korlátosak, felülről maxf (λi) korlátoz minden xi-t.
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4.7. Implementáció

Ha az előző szakaszban tárgyalt szeparációs módszert szeretnénk felhasználni
egy vágóśıkos algoritmusban, meg kell fontolni néhány dolgot. Például ho-
gyan számı́tsuk ki egy adott indexhalmazra a hozzá tartozó (minimális és
maximális) domináns vágást? Hogyan döntsük el egy indexhalmazról, hogy
a hozzá tartozó maximális domináns vágásnak mely összefüggő komponensei
sértők adott nem-megengedett megoldás mellett? Mik az összefüggő kom-
ponensek? Többek között ezekre a kérdésekre próbálunk meg választ adni
ebben a szakaszban.

4.7.1. Domináns vágás meghatározása

Adott J indexhalmaz, a feladat a hozzá tartozó domináns vágás meghatározása.
Legyen τ ∈ NV szintvektor. Azt fogja τv jelölni, hogy a v csúcsból mi-
lyen hosszú a leghosszabb iránýıtott út hossza a nyelőbe. Nyilván τt = 0.
Egy lehetőség a τ értékek meghatározására, ha vesszük G′ gráfot, ami G
ford́ıtottja, abban az értelemben, hogy minden iránýıtott élét megford́ıtjuk,
minden élének −1 súlyt adunk, és lefuttatjuk rajta a Bellman–Ford algorit-
must. Ez megadja a t-ből induló és adott csúcsban véget érő legrövidebb
iránýıtott út hosszát. Ha ennek a hossznak a −1-szeresét vesszük, megkap-
juk, hogy adott csúcsból a t-be érkező leghosszabb iránýıtott út hány élből
áll.

Erre azért van szükségünk, hogy amikor adott indexhalmazhoz meg-
határozzuk a domináns vágást, akkor megfelelő sorrendben döntsük el a
csúcsokról, hogy a vágás forrás vagy nyelő felőli oldalán legyen.

A csúcsok feldolgozása tehát úgy történik, hogy először minden olyan
csúcsot, amely nem (vj)j∈J̄ -beli (és nem a nyelő), S-hez soroljuk. Ezután τ
szerinti növekvő sorrendben végigmegyünk rajtuk, és ha az épp feldolgozás
alatt álló csúcs S-beli szomszédaiból érkező be-élein a kapacitás-összeg ki-
sebb, mint a belőle S-en ḱıvüli csúcsokba menő éleken a kapacitás-összeg,
akkor S̄-be átrajuk. Ha egyenlőség van, akkor az alapján rakjuk át vagy
tartjuk meg, hogy minimális vagy maximális domináns vágást keresünk-e.
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Algorithm 1: Domináns vágás keresése

Input: J ⊆ [n]
Output:

[
SJ , S̄J

]
domináns s− t-vágás

1 G′ : V (G′)← V (G) , A (G′)← {vu|∀uv ∈ A (G)};
2 c′ (a)← −1 ∀a ∈ A (G′);
3 τv ← Bellman–Ford(G′, c′, t′)v;
4 sort v ∈ V by τv (asc);
5 S̄J ← {vj |j ∈ [n] \ J} ∪ {t};
6 for v ∈ V (G) \ {vj |j ∈ [n] \ J} ∪ {t} do
7 if

∑
u∈ρv∩S c (uv) >

∑
w∈δv∩S̄ c (vw) then

8 SJ ← S + v;

9 else
10 S̄J ← S̄ + v;

11 return
[
SJ , S̄J

]
;

4.7.2. Összefüggő komponensek meghatározása

Adott maximális vagy minimális domináns vágás során el kell döntenünk,
hogy összefüggő-e, és ha nem, mik az összefüggő komponensek. Erre a BFS
(breadth-first search) algoritmust fogjuk használni.

Minimális domináns vágás esetén a forrás felőli oldal összefüggőségét
szeretnénk eldönteni, jelölje ezt a részgráfot S. Ind́ıtsunk el egy BFS-t az
s forrásból, és amelyik csúcsokat el tudja érni, azok lesznek s-sel azonos
komponensben, az összes többi pedig hozzávehető a vágás másik oldalához.
Ha az összes csúcsot el tudtuk érni s-ből, akkor S összefüggő.
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Algorithm 2: Minimális domináns vágás forrás-oldalának az
összefüggő komponenseinek meghatározása

Input: S ⊂ V (G) : s ∈ S
Output: z ∈ (0, 1)S : zv = 1⇔ v a forrással azonos komponensben

van
1 zv ← 0 ∀v ∈ S;
2 Feldolgoz(s);
3 while ∃v ∈ S : v elért, de nem feldolgozott do
4 v ← következő feldolgozandó csúcs;
5 zv ← 1;
6 Feldolgoz(v);

7 return z;

Hasonlóan, ha a maximális domináns vágás nyelő felőli oldaláról sze-
retnénk eldönteni, hogy a nyelő nélkül összefüggő-e, akkor is egy BFS-t kell
futtatnunk. Legyen T tehát a nyelő felőli oldal a nyelő nélkül, és legyen
γ ∈ NV (T ) az a vektor, mely azonos komponensbe eső csúcsokhoz azonos
számot rendel. Legyen c = 1 a komponens-számláló. Kezdjük el tetszőleges
csúcsból a BFS-t, és amı́g van elért csúcs, a soron következő v csúcs feldol-
gozásakor álĺıtsuk γv-t c-re. Ha még nincs minden csúcs feldolgozva T -ből,
de nincs több elért csúcsunk egy csúcs feldolgozása után, akkor növeljük
eggyel c értékét és ind́ıtsuk el a BFS-t egy még fel nem dolgozott csúcsból.
Így a végén c megadja az összefüggő komponensek számát, mı́g a γ vektor
megadja az összefüggő komponenseket.
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Algorithm 3: Maximális domináns vágás nyelő-oldalának az
összefüggő komponenseinek meghatározása

Input: T ⊂ V (G) : t ∈ T
Output: c ∈ N, γ ∈ [c]T : γu = γv ⇔ u és v a T \ {t}-nek azonos

összefüggő komponensében van
1 c← 0;
2 for v ∈ T \ {t} do
3 if v nem elért then
4 c← c+ 1;
5 Feldolgoz(v);
6 γv ← c;
7 while ∃u ∈ T \ {t} : u elért de nem feldolgozott do
8 γu ← c;
9 Feldolgoz(u);

10 return (c, γ);

4.7.3. Megengedettség eldöntése és sértő halmaz keresése

Adott egy p̂ =
(
λ̂, x̂

)
megoldás jelölt, a feladat eldönteni róla, hogy megengedett-

e, és ha nem, megmutatni, mely x̂j változók által paraméterezett részgráf
nem teljeśıti a minimális vágásra vonatkozó feltételeket. Ezt úgy tudjuk
megoldani, hogy megkeressük a (G, p̂) hálózatban a minimális vágást, és
ha ennek értéke kisebb, mint az x̂ változók összértéke, akkor a minimális
vágás nyelő felőli oldalán lévő vj csúcsokhoz tartozó x̂j-k sértik azt az
egyenlőtlenséget, amelyet a vágás forrás felőli oldalán lévő vj csúcsokhoz
tartozó domináns vágásból kaptunk.

4.7.4. Sértő halmaz keresése nem lap-indukáló domináns vágás
esetén

Tegyük fel, hogy már meghatároztuk a maximális domináns vágás nyelő
felőli oldalának összefüggő komponenseit. Ekkor a (19). álĺıtás alapján
ezek közül legalább az egyik sértő, azaz a halmazba belépő éleken kisebb a
kapacitások összege, mint a halmazból a nyelőbe menő éleken. Meg tudjuk
határozni adott halmazhoz a belőle t-be vezető élek kapacitás-összegét, és
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meg tudjuk mondani azt is, hogy mennyi a belépő éleken a kapacitások
összege. Ha ez utóbbi a kisebb, akkor a halmaz sértő. Tehát annyi csak
a teendő, hogy végig kell menni az összefüggő komponenseken, és amint
találtunk egy sértőt, elég már csak azzal foglalkozni.

Ezen lehet fejleszteni úgy, hogy nem állunk meg az első sértőnél, ha-
nem megkeressük az összeset, és hozzáadjuk az összes egyenlőtlenséget, ami
hozzájuk tartozik.

4.7.5. Domináns vágás transzformációja lap-indukáló vágássá

Tegyük fel, hogy már megkaptunk egy sérő halmazhoz tartozó maximális és
minimális domináns vágást, azonban azok nem lap-indukálók. Ez úgy for-
dulhat elő, hogy az S− és T+ közül legalább az egyik sérti az összefüggőségi
feltételt. Ha ı́gy van, akkor csúcsok hozzávételével vagy kihagyásával mind-
kettőt polinomiális időn belül összefüggővé alaḱıthatjuk.

Algorithm 4: Domináns vágás transzformációja lap-indukáló
vágássá

Input: (G, cx,λ), [S0, T0] domináns s− t-vágás
Output: Λ lap-indukáló s− t-vágások halmaza

1 Λ← ∅;
2 T+ ← T0 ∩ ρ (t)-hez tartozó maximális domináns vágás nyelő felőli

oldala;
3 !V1, . . . , Vr a T+ összefügggő komponensei;
4 for i = 1, . . . , r do
5 if Vi sértő then
6 J ← {j ∈ [n] | vj ∈ Vi ∩ ρ (t)};
7 Si ← Vi ∩ ρ (t)-hez tartozó minimális domináns vágás forrás

felőli oldala;
8 if Si nem összefüggő then
9 !S0

i , . . . , S
q
i az Si összefüggő komponensei, s ∈ S0

i ;

10 J+ =
{
j ∈ [n] | vj ∈

(⋃q
l=1 S

l
i

)
∩ ρ (t)

}
;

11 [S, T ]← J-hez tartozó domináns vágás;
12 Λ+ = [S, T ];

13 return Λ;
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4.7.6. Vágóśıkos algoritmus

A fenti szubrutinokkal már le tudjuk ı́rni a vágóśıkos algoritmust, amit a sze-
parációs módszerből nyertünk. Az algoritmus egy egyenlőtlenség-rendszerből
indul ki, és annak egy megengedett megoldásából. Egy iteráció abból áll,
hogy az aktuális optimális megoldásról eldöntjük, hogy a teljes egyenlőtlenség-
rendszernek megoldása-e, és ha nem, akkor egy olyan egyenlőtlenséget veszünk
hozzá a rendszerhez, amelyet a megoldásunk sért, és a teljes poliédernek egy
lapját reprezentálja. Jelölje A0p ≤ b0 a (4.10) egyenlőtlenség-rendszert.

Algorithm 5: Vágóśıkos algoritmus

Input: (G, cx,λ) x és λ változókkal paraméterezett hálózat, c
célfüggvény

Output: p∗ = (x∗, λ∗) megoldás, melyben λ∗ ∈ {0, 1}m és c-re
nézve optimális

1 A← A0, b← b0;
2 p∗ = (x∗0, λ

∗
0)← max {cp | A0p ≤ b0};

3 MC ← MaxFlow (G, p∗);
4 x̃ =

∑n
i=1 x

∗
i ;

5 while MC < x̃ do
6 [S0, T0] = MinCut (G, cp∗ , s, t);
7 Λ← az [S0, T0]-hoz tartozó lap-indukáló vágások;
8 A, b← A-hoz és b-hez hozzávesszük a Λ-beli vágásokból

származó egyenlőtlenségeket;
9 p∗ ← max {cp Ap ≤ b};

10 MC ← MaxFlow (G, p∗);
11 x̃ =

∑n
i=1 x

∗
i ;

12 return p∗;

Abban az esetben, ha az algoritmusban a 7. lépés után nem transz-
formáljuk tovább a domináns vágást, hanem az abból származó egyenlőtlenséget
adjuk hozzá a már meglévő rendszerhez, attól függetlenül, hogy lap-e, olyan
vágóśıkos algoritmust kapunk, amely domináns vágásokkal szeparál.

4.8. Teszteredmények

A vágóśıkos algoritmust C++ nyelven implementáltuk, LP solvernek Gu-
robit [Gurobi Optimization, 2020] választva, a hálózat modellezéséhez pe-
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dig a LEMON C++ [Dezső et al., 2011] könyvtárat használtuk. Az algorit-
mus teszteléséhez a teszt-eseteket véletlenszerűen generáltuk, a diszjunkciók,
változók és szintek számának megadása mellett. A vágóśıkos algorimusnak
azt verzióját, amelyben domináns vágással szeparálunk (DC), hasonĺıtottuk
össze azzal, amikor egy iterációban több lap-vágást adunk a modellhez
(MFC). A teszt-eseteknek három t́ıpusán próbáltuk ki a két algoritmust,
két-szintes hálózatokon, több-szintes hálózatokon, és a 2. alkalmazásban de-
finiált logikai problémákhoz konstruált hálózatokon. Az eredmények alapján
arra a következtetésre jutottunk, hogy a lap-vágásokkal operáló algoritmus
minden esetben legalább annyira hatékony (legfeljebb annyi iteráció alatt
megtalálja az optimumot), mint a domináns vágásokat használó, azonban
létezhet olyan eset, amikor jelentősen kevesebb iterációra van szüksége. Ez
azért is fontos, mert ahogy nő a hozzáadott vágóśıkok száma, úgy nő az
aktuális LP megoldásához szükséges simplex-iterációk száma is.

A több-szintes hálózatokat léıró feladatpéldányokon elvégzett összeha-
sonĺıtás ereménye az Appendix-beli 1. táblázaton látható. A táblázat osz-
lopai: példány a teszt-esetre, diszjunkció a diszjunkciók (unióban szereplő
poliéderek) számára, a változó a változók számára, a szint a hálózat nyelő
és forrás közötti szintjeinek számára utal. Az iteráció oszlopban az szere-
pel, hogy hányszor adunk új vágóśıkot (vágóśıkokat) a modellhez, mı́g egy
megengedett megoldást kapunk. Ennek al-oszlopai a két algoritmus (MFC -
Multiple Facet Cut, DC - Dominant Cut) iteráció számát tartalmazzák. A
lap-vágás oszlopban az szerepel, hogy a hozzáadott egyenlőtlenségek közül
hány adja a poliéder lapját. A lap generálás oszlop azt mutatja, hogy a
lapokat adó szeparációs algoritmus hány egyenlőtlenséget adott a modell-
hez. Ez a DC algoritmus esetén nyilvánvalóan 0, mivel nem használja ezt
a szeparációs módszert. A simplex iteráció oszlop azt mutatja, hogy a két
algoritmus esetén az LP-k megoldásához hány simplex iterációt végzett el a
solver. Itt látszik legjobban, hogy a multilevel14 feladatpéldány esetén a
domináns vágásokkal működő algoritmus több, mint 20-szor annyi simplex
iterációt használt, mint a lap-vágásokat használó.
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1. táblázat. Teszteredmények
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ió
V

á
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