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1. fejezet
Motivacio

Az elmilt honapok torténései minden laikus szamara megmutattak, hogy a modern
tudomany ellenére, a mai kor embere sem védett minden betegséggel szemben. Mivel
egyes betegségek drasztikusan csokkenthetik a népességet, ezért rendkiviil fontos, hogy
megértsiik azok terjedési mechanizmusat. A jarvanyterjedési modellek a populaciodina-
mikai modellek kozé tartoznak, s jol jellemezhetGek differencidlegyenletek segitségével.
Ezen modellek egy esetleges jarvany kitorését is elre jelezhetik, amely segithet tovabbi

védekezési intézkedések id6ben torténd bevezetésében, ezzel megel6zve a jarvanyt.

Minden matematikai modellnek tiikroznie kell a jelenség {6 jellemz6 tulajdonsagait.
Mivel a differencidlegyenletekben a betegséget leiro ismeretlen fiiggvények az egyének
szamat vagy sirliségét adja meg, ezért egy megbizhaté modellnek csak nemnegativ
megoldasa lehet. Ezért egyik 6§ elvarasunk a modellel szemben a nemnegativitas tu-
lajdonsaga, ami azt jelenti, hogy ha a kiindulasi adatok nemnegativak, akkor a modell
megoldésa sem negativ. Ezen kiviil megkdveteljiik, hogy az 6sszpopulacié az id6 elGre-
haladtaval ne nGjon ki a végtelenbe, hanem feliilrél korlatos maradjon egy, a folyamatra

jellemzd allandoval.

A dolgozat harom részbdél all, melyek koziil az els6 részben a jarvanyterjedés alapja-
iként emlegetett STR modellt, és annak nemnegativitasi tulajdonsagat mutatjuk be. A
jarvanyterjedési modellek tanulmanyozasa alatt a gazda-hordoz6 modellek keltették fel
a figyelmem, azon beliil is a malaria terjedési modelljei. Mig az STR modell esetében a
fert6zés atadasa kozvetlen modon torténik, addig az utobbi esetben kozvetett modon,
egy ugynevezett hordozo (malaria esetében szinyogok) segitségével.

Mivel a malaria mai napig az egyik leggyakrabban el6fordul6 betegség a vildgon, mely



ellen nincs hatékony védGoltas, igy fontosnak éreztem megérteni egy ilyen tipusu fer-
t6zés terjedési mechanizmusat. Ezen tilmenden célul tiztem ki a modellek mélyebb
megismerését, azok numerikus megoldasanak lehetdségeinek vizsgélatat, illetve a diszk-

retizacioval felépitett numerikus modellek vizsgalatat.

A kovetkez6 fejezetben bemutatjuk a malaria terjedés alapmodelljét a Ross modellt,
és annak kvalitativ tulajdonsagait. Megvizsgaljuk mind a betegség-mentes, mind az en-
démias egyensiilyi pont stabilitasat. A modell hidnyossagainak kikiiszébolése érdekében
a fejezet mésodik felében attériink a kiterjesztett Ross modellre. Erre a kiterjesztett
modellre sikeresen bebizonyitottuk a nemnegativitasi tulajdonsagot, mely bizonyitas
idén jelent meg a Springer, Advances in High Performance Computing c. kiadvanya-
ban [2]. Ebben a cikkben a felsg korlatossagot csak egy szigoribb feltétel mellett tudtuk
felirni: elvartuk, hogy a kezdeti idépontban az 6ssznépesség kisebb legyen, mint a felsé
korlat, nevezetesen a sziiletés szam és a halalozasi rata aranya. Azota ezen a feltételen

sikeriilt enyhiteni, és ez az eredmény a |9] cikkben keriilt publikalasra.

Az utolso fejezetben a két maléria terjedési modell korlatossagi tulajdonsagait Mat-
lab segitségével numerikusan ellenérizziik. Kordbban a TDK munkam keretein beliil
méar foglalkoztam azzal, hogy az antitest arany novelése hogyan hat a fert6zhets em-
berek szamanak alakulédsara. Ennek folytatasaként a dolgozat végén numerikus szimu-
laciok segitségével megvizsgaljuk, hogy az antitestek fokozott jelenléte milyen hatéssal
van a jarvanygorbe alakjara. Latni fogjuk, hogy a lappangék, a fert6z6 és a retiralt
osztalyban 1év6 emberek szidma jelentGsen csokken az antitest arany novelésével, tehat

a jarvanygorbe ellaposodik.

Bar napjainkban a koronavirus és annak terjedése all a kozvélemény figyelmének
kézéppontjaban, az el6rejelzések egyértelmiien a hasonld jarvanyok elszaporodésat jel-
zik. A klimavaltozas okozta természeti karosodas (pl. a globalis felmelegedés) hatasara
sajnalatosan a malaria jarvanyszerd elterjedése is fenyeget6. Ezért bizok abban, hogy
munkammal hozza tudtam jarulni a jelenség megértéséhez, és esetleg a sziikséges pre-

venciohoz is.



2. fejezet

Jarvanyterjedési modellek alapjai

A fertézések atadasat alapvetSen két csoportra bonthatjuk: lehet kozvetlen, ahol a
betegség direkt modon emberrdl emberre terjed (példaul influenza), illetve kozvetett,
ahol a betegség dtadasa nem kozvetlen modon térténik, hanem egy tgynevezett hordozé
segitségével. Emiatt az ilyen tipusi modelleket szokis gazda-hordozé modelleknek is
nevezni. Erre a tipusi terjedésre tipikus példa a maléria terjedése.

Ebben a fejezetben bemutatjuk az STR modellt, amely a jarvanyterjedési modellek alap
modelljének tekinthetd, majd a késGbbiekben a kozvetlen tipusi modellrél attériink két,

kozvetett tipust modellre, melyek a malaria terjedését irjak le.

2.1. SIR modell

Kermack! és McKendrick? 1927-ben felirta a legaltalanosabb epidemiol6giai modellt,
az SIR-modellt [12]. Ebben a teljes népesség (/N) harom osztélyra oszlik:

(S) (susceptibles): A fogékonyak osztalya. Ok képesek megfertézadni, s atkeriilni

a fert6zdek osztéilyaba.

(I) (infectives): A fertGzdek osztalya, azaz 6nmaguk fertézottek és képesek meg-

fertézni az (S) osztaly egyedeit. Ok keriilhetnek at a retirdltak osztalyaba.

(R) (removed): Ebben az osztalyban vannak az tigynevezett retiraltak. Ok azok,
akik immunissa valtak vagy meghaltak, ezaltal nem képesek tovabbadni a ferts-

zést.

'William Ogilvy Kermack (1898-1970): skét biokémikus
2Anderson Gray McKendrick (1876-1943): skot katonai orvos



Fontos megjegyezniink, hogy ez a modell figyelmen kiviil hagyja a populacié dinamikat
(sziiletés és halalozas), a fertézottek életkorat és a teriiletek kozotti mozgast (koltozés,

nyaralas) is.

A fent bevezetett jelolésekkel az egyes osztalyokban 1év6 egyedek szamanak idébeli

alakulasat a kovetkez6 kozonséges differencidlegyenlet-rendszer segitségével irhatjuk le:

'% — _aS(OI(1)
% =aS(t)I(t) — bI(t) (2.1)
| = b0,
adott kezdeti értékekkel
5(0) := So
1(0) := I (2.2)
R(0) == Ry,

ahol a (an. kapcsolati rata) és b (felgyogyulasi rata) adott, pozitiv paraméterek.

A fert6zés az el6bb emlitett kapcsolati rataval véletlen talalkozasok dtjan torténik
fert6zott és fogékony személyek kozott, azaz egy idGegység alatt a.S(t)I(t) ember valik
fertGzhetdbdl fertGzotté. A fertézésbdl bl (t) ember gydgyul meg, tehéat ennyien keriilnek
at a retiraltak osztalyaba.

Jol lathato, hogy a csoportok kozotti mozgas egyiranyt, melyet a kovetkezSképpen

szokas felirni:

®—0O—-®

Ez azt jelenti, hogy a retiraltak mar nem lesznek tjra fert6zhetéek, azaz allando im-
munitis alakul ki a szervezetben a fertézéssel szemben.

STR modellel irhat6 le példaul a baranyhimls, vagy a kanyar6 terjedése.



2.1.1. SIR modell kvalitativ tulajdonsagai

Elgszor az (2.1) SIR modell egy alapvets tulajdonsagat latjuk be.

Rendezziik az els6 egyenletet az alabbi alakra

S'(t)
S(t)

= —al(t).

Ennek egyértelmten tudjuk a megoldasat:

S(t) = S(0) exp (—a /0 t[(s)ds). (2.3)

Hasonloan, a (2.1) méasodik egyenletébol

melybdl

I(t) = 1(0) exp ( /O t(aS(s) - b)ds). (2.4)

Végiil, (2.1) harmadik egyenletének megoldéasa

t
R(t) = R(0) + b/ I(s)ds. (2.5)
0
(2.3)-(2.5) egyiittesen bizonyitjak a kovetkezs tételt.

2.1.1. Tétel. Nemnegativ kezdeti feltételek esetén a (2.1)-et leiré differencidlegyenlet-

rendszer megolddsa szintén nemnegativ.

A fenti formulak azonban ennél tobbet is mondanak. Mivel S(t) és I(t) nemnegativ,
(2.1) els6 és harmadik egyenletére adodik, hogy S’(t) < 0 és R'(t) > 0. Ebbdl kovetkezik
az alabbi tétel.

2.1.2. Tétel. Nemnegativ kezdeti feltételekkel a (2.1)-et leird differencidlegyenlet-rendszer

S(t) megolddsa monoton csékkend, mig az R(t) megoldds monoton nivekvd figgvény.

2.1.3. Megjegyzés. Jelolje (2.1)-ben az 6ssznépességet V (), azaz

V(t) :=S(t)+ 1(t) + R(t).



Mivel az egyenletek Gsszege (2.1)-ben S'(t) +1'(t)+ R'(t) = 0, ezért V(t) = N = const
(ahol const = S(0) + I(0) + R(0) = V(0)), azaz az Ossznépesség allando marad. Ezt a

tulajdonsagot tomegmegorzési tulajdonsagnak nevezziik.

Mivel S(t) monoton cstkkend fiiggvény, és alulrol O-val korlatos, ezért létezik hatar-
értéke t — oo esetén, azaz létezik tliglo S(t) = S*. Analog modon, mivel R(t) monoton
névekvs fiiggvény és feliilrdl korlatos N-nel, ezért l1étezik tlg?o R(t) = R*.

A modell jellegéb6l adodoan feltételezhetjiik, hogy a t = 0 kezdeti id6pontban nincse-
nek retiraltak, azaz R(0) = 0, és ezért N = S(0) + 1(0) = S* + R*.
A (2.5) osszefliggeés és R* definicioja alapjan kapjuk, hogy
R* = lim R(t) = b/oo I(s)ds,
0

t—o00

ami azt jelenti, hogy tlim I(t) =0, hiszen R* véges. Tovabba,
—00

/ I(s)ds = R—
0 b

Masrészrdl pedig, felhasznalva (2.3)-t és S* definiciojat

S* = lim S(t) = S(0) exp (—a /000 ](s)ds) = 5(0) exp (—R*%). (2.6)

t—o00

Mivel R* = N — 5* = S(0) + 1(0) — S*, (2.6) felirhat6 a kovetkezd alakban

0)+1(0) — S*
S* = 5(0) exp (—a,5< )+ b( ) =5 ) (2.7)
Igy a (2.7)-bdl felirhato az
1(0
Srel = €Xp <—/<a(1 + % — S,,el)> (2.8)
S(0 S*
egyenlGség, ahol k = GTH és Sy = % A dimenziémentes k paraméter az Ggyne-

vezett Kermack-McKendrick paraméter [8].
Vegyiik észre, hogy (2.8) egy implicit, nemlinearis egyenlet az S, ismeretlenre, a fer-

t6zhets egyedek szamanak relativ valtozasara.

2.1.4. Megjegyzés. A Kermack-McKendrick x paraméternek van egy maésik, ismer-
tebb értelmezése. A fert6z6 osztaly dinamikéja az I'(t) derivalt elGjelétsl fiigg. (2.1)
masodik egyenletébdl lathatjuk, hogy az aS(0) —b < 0 feltétel mellett I'(¢) a kezdeti al-

lapotban negativ, azaz a fert6z6ttek szama csokken. Ellenkezs esetben, ha a.S(0)—b > 0,

8



a fert6zottek szama né.

Legyen Ry = %(0)

nak is nevezni). Ez a szam megmutatja, hogy egyetlen fertGzés hany 6j (masodlagos)

, ami az ugynevezett reprodukcios szam (szokas reprodukeios raté-

fert&zést okozhat egy olyan populécidéban, ahol mindenki fert6zhets. Lathato, hogy az
Ry és k paraméterek egyenlGek. Ha Ry < 1, akkor a modellezett betegség megsziinik,

viszont ha Ry > 1, akkor a fert6zés elterjed a populacioban.

Vannak betegségek, melyek utan az ember nem élvez immunitast, azaz a fert6z6

osztalybol djra a fertGzhetGek osztalyaba keriil. Ezek az tigynevezett S1.S modellek.

O—-0—-06

S1S modellel irhato le példaul a natha, vagy az agyhartyagyulladas terjedése.

Mas fertézéseknél tgynevezett inkubacios idészak fordulhat el6. Ez az az idészak,
amikor az egyén bar mar fert6zott, mégsem fertéz még. Ez alatt az id6 alatt a lappan-
gok osztalyaba keriil. Ez vezet az SEIR modellekhez, mellyel példaul a sertés pestis

terjedése irhato le.

©O—B-0—-®

A kovetkez§ fejezetekben ezen modellek kiilonb6z6 modositasait mutatjuk be gazda-
hordozé-modellek esetében.
A kovetkez§ fejezet két részre bonthato: az els§ felében a Ross-modell kvalitativ tu-
lajdonsagaival foglalkozunk, majd a modell hidnyossagainak kikiiszo0bolése érdekében
attériink a kiterjesztett Ross modellre. A kiterjesztett modell kvalitativ tulajdonsiga-

inak vizsgalata utan a tételeink adta feltételeket ellenérizziik numerikusan.



3. fejezet

Malaria terjedési modellje

A malaria féleg a tropusi és szubtropusi régioban eléfordulo betegség, beleértve Azsiat,
Szubszaharai Afrikat és Latin-Amerikat. Vilagszinten a malaria okozza a legtobb koz-
egészségiigyi problémat, mai napig évente 200 millio ember fert6zddik meg vilagszerte,
ezek koziil a halalos kimeneteliiek szama fél milli6. Az 5 évesnél fiatalabb gyermekek a

legérintettebbek, az 6sszes malaria okozta halalozas kozel 70%-at 6k teszik ki [7].

A malaridt négy kiilonb6z6 egysejtii csoportba tartozd Plasmodium valamelyik para-
zita faja (P. falciparum, P.vivax, P. ovale, P. malariae) okozhatja, és az Anopheles
szunyog (malariaszinyog) néstényei terjesztik. Ez a négy Plasmodium faj kizarolag
embert fertéz, de léteznek més gerinces csoportokra (majmok, ragesalok, madarak)
specializidlodott Plasmodium fajok, melyeknek hasonlo életciklusa van. Ezek emberre

nem veszélyesek [6].

Ha egy ndstény malariaszinyog fert6zott egyedet csip meg, a felszivott vérrel egyiitt
a parazita is bejut a szervezetébe. Mivel csipéskor a szlinyogok nemcsak vért szivnak
ki aldozatuk testébdl, hanem nyalukat is befecskendezik, ezért a kivetkezs csipéssel a
parazitdkat a masik egyedbe juttatjak. A fert6z6 csipés utan altaldban 10-15 nappal
késébb jelennek meg a tiinetek. Az elsd tiinetek - laz, fejfajas és hidegrazés - enyhék
lehetnek, és nehéz ket felismerni malariaként. Ha nem kezelik 24 6ran beliil, a malaria

stlyos betegséggé valhat, gyakran halalhoz vezethet.

Nincs ellene véddoltas, ezért elengedhetetlen a gazda-parazita biologia hatékony mate-

matikai leirdsa.
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3.1. Ross modell

Régen tgy gondoltak, hogy a malaria oka a mocsarak karos kigézolgése, (innen ered
neve is: az olasz "mal aria", jelentése rossz levegd). Ronald Ross!' ravilagitott a mosz-
kitok szerepére a maldria terjedésében, melyért 1902-ben orvostudomanyi Nobel-dijat
is kapott. Maga Ross fontosnak tartotta az epidemioldgia matematikijat, ezért beveze-
tett egy differencialegyenlet-rendszert a malaria terjedés dinamikajanak leirasara [13].
Ross modelljében az ember-, és sztinyogpopulacié méretét allandénak tekintjiik. Mind-
két populécio két csoportra oszlik, fertdzhetdek és fertdzittek osztalyara. Az emberek
esetében a fert6zottek felgyogyulnak, és visszakeriilnek a fert6zhetéek kozé, mig a szu-
nyogok a rovid élettartamuknak készonhetGen mar nem gyogyulnak ki a malariabol,
hanem elpusztulnak.

Ezért a Ross modell az STR modell modositasanak tekinthets, az emberek nézve ez

egy S1.S modell, mig a szinyogokra pedig egy ST modell. A csoportok kozotti mozgas

tehat:

S

Ross modellje:
(dSh
dt

dl},
== abmI()(1 = 1u(t)) = rIa(t) (3.1)

= rIy(t) — abmI, (t)(1 — In(t)

dj_tm = MIm(t) — aclh(t)(l - ]m(t)>
\ Cg_: = achy(t)(1 — Ln(t)) — pln(t)

adott kezdeti értékekkel, melyek kielégitik az alabbi feltételeket:

{Sh(()) + 1,(0) =1
Sy (0) + I,,(0) = 1.

'Ronald Ross (1857-1932): angol orvos

11



Sp(t) és Sp(t) jeloli a fertGzhets emberek és szanyogok, In,(t) és I,(t) pedig a
fert6zott emberek és szinyogok aranyat a teljes populacidhoz tekintve, tehat ezek a
stirtiséget jelentik. A (2.1) modellel ellentétben itt az a és b paraméterek mar nem a
kapcsolati, illetve felgyogyulasi ratat jelolik. Ross modelljében az a paraméter a mosz-
kitok csipési gyakorisdga, b annak az aranya, hogy egy csipés alkalméval a fertézés
atkeriil az emberre, ¢ pedig azon csipések aranya, melyek altal egy fogékony szinyog
fertézotté valik. Az m paraméter jeloli néstény szinyogok aranyat az emberekhez ké-

pest. Az emberek felgydgyulési rataja r, a szinyogok haldlozasi ratajat p jeldli.

A (3.1) — (3.2) modellbél szarmaztathato az alabbi Gsszefiiggés
Sh<t) + [h(t) =1 és Sm(t> + Im(t) =1, (33)

minden t-re. Ezen tulajdonsag alapjan a (3.1)-es rendszer a kovetkezd alakra egyszert-
sithetd:

dl
—h abml,,(1 — 1I,) — rl
o (3.4)
d—;n =acl,(1 = 1,) — pulp,
Adott kezdeti feltételekkel (3.2) - (3.4) egy kétdimenzios Cauchy-feladat, melynek
megoldasaval Sy (t) és Sy, (t) is kiszamolhato, azaz (3.1)-(3.2) megoldéasat kapjuk.

3.1.1. Ross modell egyensilyi pontja
A (3.4) Ross modell egyensiulyi pontjanak az alabbi algebrai egyenletrendszert kell
kielégitenie:

abmI* (1 —1I))—rl; =0

acly(1— 1) — ul;, = 0.
Egyszert szamitassal belathato, hogy (3.5)-6t megoldva két egyensulyi pontot kapunk.

Egy trivialis, betegség mentes pontot

m

és egy endémiés egyensilyi pontot

a’bem — ur - a*bem — pr Ry—1 Ry—1
I} 1) = = 3.7
(T 1) (achm + acr’ a?bem + abm,u) Ro+ %" Ry + 22 |7 (3.7)

a’bem

ahol Ry = [4]. Ry > 0 a korabban emlitett reprodukcios szam és pozitivita-

cscs
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(I;,I%)1 = (0,0) az egyetlen egyensilyi pont.
A stabilitas megallapitasdhoz tekintsiik a (3.4) rendszer Jacobi-matrixat:

(3.8)

—abml,, — r abm — abmli,
J(Ip, I,) = )

ac — acl,, —acly — p
Elgszor a (I}, 1)1 = (0,0) egyensulyi pontot behelyettesitve:
—r abm
J(0,0) = < ) . (3.9)
ac

Ennek a matrixnak a sajatértékei

A — —(r+pu) — \/(7"2— )+ 4achm’ (3.10)

és

—(r+p) + /(r — ) + 4a®bem

5 .

Lathato, hogy A\ < 0, mig Ay elGjele fiigg Ry értékétsl. Ha Ry < 1, akkor Ay < 0.

Ekkor (I}, 1)1 = (0,0) stabil fokusz. Ha Ry > 1, akkor Ay > 0. Ebben az esetben
(I, I%)1 = (0,0) nyeregpont.

m

Ay = (3.11)

A (I}, I})2 egyensulyi pontot behelyettesitve a (3.8) Jacobi-matrixba kapjuk, hogy

a?bem+abmp a?bcm—+acr

a?bem—pur
a?bcm—+abmpy

20 2p
a*bem — pr a?bem — pr —abmgbem—pr b b aobem—pr
a?bem—pr . :
aZbem+acr H

(3.12)

A sajatértékek megallapitdsahoz az alabbi masodfoki egyenletet kell megoldanunk

a2bem + acr’ a2bem + abmpy ac — ac —ac

Az (ac(abm +r) N abm(ac + p)

))\+a2bcm—r,u:0.
ac+ [ abm +r

ac(abm + ) N abm(ac + p)

Az egyszertiség kedvéért legyen ¢ = és 1) = a*bem —1 .

ac—+ p abm +r
Ekkor a két sajatérték felirhato az alabbi alakban

N, OEVE Y
I 2 :

(3.13)

Mivel ¢ > 0 és ¢ > /P? — 4h, ezért A\, Ao < 0, azaz (I}, I},)s stabil fokusz.

A fentieket Gsszevetve adddik az alabbi allitas.
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3.1.1. Allitas. A (3.4) Ross-modellben

e Ry < 1 esetén az egyetlen egyensilyi pont a trividlis (I}, 1}) = (0,0) pont, ami

hy"m
stabil fokusz.

e Ry > 1 esetén két egyensilyi pontja van a modellnek: az (I}, I%)1 = (0,0) nye-

m
regpont, és az (I, I%)s = <}§f:i, Rﬁ“_;,i) stabil fokusz.
123 r

3.1.2. Ross modell kvalitativ tulajdonsagai

Mivel (3.4) rendszer megoldésa stiriiség, ezért annak a [0, 1] intervallumba kell esnie.
Be fogjuk bizonyitani, hogy ha I;(0) és I,,,(0) a [0, 1] intervallumban vannak, akkor a

(3.4) rendszer megoldasa is [0, 1]-ben van.

3.1.2. Allitas. A (3.4) Ross-modell megolddsa minden t-re pozitiv és korldtos.
Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy 1,(0), I,,(0) € [0, 1] és
Q= {In(t), Ln(t)) : 0 < In(t), I (t) < 1}. (3.14)

Jelolje ¢ azt az id6pillanatot, amikor a trajektoriak elérik a peremet. Vizsgaljuk meg a
derivaltak elGjelét. Ha feltessziik, hogy 3.4-ben I, () > 0 és I;,(f) = 0, azt kapjuk, hogy
I,(t) > 0. Masrészrol, ha 3.4-ben I,,,(f) > 0 és I,() = 1, azt kapjuk, hogy I,(t) < 0.
Hasonloan belatva a 3.4 masodik egyenletére kapjuk, hogy a 3.4 Ross modell pozitivan
invarians -n. [

Bar a Ross-modell teljesiti pozitivitas és korlatossdg igényét, szdmos hatrannyal

rendelkezik.

e Ebben a modellben az Osszpopulacié allando, azaz sem a sziiletési arany, sem
a természetes haladlozasi arany, de még a malaria okozta haldlozési arany sincs

szamitasba véve.

e A valésagban a malaridnak van lappangési ideje, azaz a fert6zhetGek nem egybdl a
fert6zottek osztalyaba keriilnek at, hanem az ugynevezett lappangok (E - ezposed)
osztalyaba. Itt az egyének méar fert6zottek, viszont még nem képesek toviabbadni

a fertézést.

e Ross modelljében nincsenek retiraltak, holott a malaria fertézés lefolyasa utan

néhany évnyi immunitas szerezhetd.

14



3.2. Kiterjesztett modell

A kovetkezdkben egy olyan modellt mutatunk be, ami a fenti hidnyossagokat kikiiszo-
boli. Erre a tovabbiakban kiterjesztett modellként hivatkozunk [1].

A kiterjesztett modellben az embereket négy csoportra osztjuk: fertézhetdek, lappangdk,
fertdzittek és retirdltak. Az emberekkel ellentétben a moszkitokat csak harom csoportra
bontjuk: fertézhetdek, lapppangdk és fertdzittek. (Rovid élettartamuk miatt nincsenek
retiraltak.)

Legyenek az allapotvaltozok a kovetkezGek:
Sh(t) : Fert6zhetd emberek szama t idépontban.
Ey(t) : Azon emberek szama ¢ id6pontban, akikben lappang a maléria.
I;,(t) : Malériaval fert6zott emberek szama ¢ idépontban.
Ry (t) : Felgyogyult emberek szama ¢ idGpontban.
S (t) : Fert6zhetd szinyogok szama ¢ idépontban.
E.,(t) : Azon sziinyogok szama t idépontban, amikben lappang a betegség.
I,,(t) : Malariaval fert6zott szinyogok szdama ¢ idépontban.

Bar az F és az I osztaly egyedei is fert6zottek, az E osztaly egyedei nem képesek
tovabb adni a fert6zést, mig az I osztalyban 1évék viszont igen. A tovabbiakban a fél-

reértések elkeriilése végett az I osztalybeliekre fertéz6kként hivatkozunk.

Ebben a modellben a csoportok kozti mozgas az emberekre vonatkozoéan méar nem
SIS, hanem SEIRS, a szinyogok tekintetében pedig nem SI7, hanem SEI.
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100 %
P

A Mw = SV A+ — N OO

0%

3.1. dbra. A modell hatdsmechanizmusa [1],[4]

A fenti jelolésekkel a kiterjesztett modellt az alabbi moédon definialjuk

ds bBLSy ()1,

d_th = Ah—%_ﬂhsh(t)‘FWRh(t)
dE,  bBuSu(t)In(t)

s S O — (ap + pn) En(t)
% — @ BL(t) — (r+ o+ S0 Tu(E)
O = 1(t) — (i + ) )

dSm - bﬂmsma)lh(t)

Tt A = 1+ v i (1) = Hm S (?)
dE,  bBmSm(t)(t)

i = Lrod) — (i + o) B (1)
dé—; = B (t) = (jtm + 0) In(2).

Megadva a kezdeti feltételeket

Sn(0) = Son, 11,(0) = Ion, Ep(0) = Eon, R(0) = Rop,
Sm<0> — SOm; Em(o) = EOma Im<0) = IOma

egy hétdimenzios differencidlegyenlet-rendszer Cauchy-feladatat kapjuk.

A paraméterek definiciéit a 3.1 tablazat tartalmazza.
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Vp

Um

Emberek sziiletési szama.

Sztunyogok sziiletési szdma.

Szunyogok csipési aranya.

Annak a valoszintisége, hogy egy fert6zott szunyog altali csipés
atadja a fertGzést.

Annak a valoszintisége, hogy a csipés altal a parazita bejut a
fert6zhetd szinyog szervezetébe.

Emberek haldlozasi aranya.

Moszkitok elpusztulasi rataja.

Az emberek malaria okozta haldlozési aranya.

Szunyogok malaria okozta elpusztulasi aranya.

A lappangok osztalyabol a fertézhetéek osztalyaba valod atkeriilésnek
az aranya az emberekre nézve.

A lappangok osztalyabol a fertézhetGek osztalyaba vald atkeriilésnek
az aranya a szunyogokra nézve.

Az emberek felgy6gyulési rataja.

Az immunitas elvesztésének ardnya az emberek kozott.

Az emberek altal termelt antitestek aranya a fertGzésre reagalva.

A sztinyogok altal termelt antitestek ardanya a betegségre reagalva.

3.1. tablazat. Paraméterek a (3.15) kiterjesztett modellben.

3.2.1. Kiterjesztett modell értelmezése

A Ross modellel ellentétben ez a modell mar szamitésba veszi a populacioé dinamika-
jat a sziiletési szam, illetve a halalozasi arany bevezetésével. A kiterjesztett modellben
feltessziik, hogy minden gyerek egészségesen sziiletik, igy a sziiletés szam (A, A,,) csak
a fertGzhetGek osztalyaba (Sy, Sy) 1ép be.
Amint egy fert6z6 néstény malériasztinyog (I,,) megesip egy fertézhets embert (Sy,),
a parazitak az ember méjaba vandorolnak, s ott szaporodni kezdenek. A megcsipett
ember bekeriil a lappangok osztalyaba (E}). A lappangasi id6 atlagosan 2-4 hétig tart,
majd a korokozok elhagyjak a méjat, s elarasztjdk a beteg vorosvértestjeit, majd a
fert6zott sejtet szétrepesztik - tehat atkeriil a fert6zGek osztalyaba (Iy,). Ekkor két eset

lehetséges: az ebben az osztélyban 1évé ember vagy meghal, vagy felgyogyul és atkeriil
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a retiraltak osztalyaba (Rp). A lezajlott fert6zéssel immunités szerezhets, azonban ez
néhény év utan megsziinik, s az egyén 1jra fertzhetéve valik.

Hasonl6 m6don amikor egy fertGzhets sztinyog megesip egy fert6z6 embert, a parazi-
ta 3, valoszintiséggel bejut a szervezetébe, s a szlinyog atkeriil a lappangok osztélyaba.
Kis id6 utan atkeriil a fertéz6ek kozé, s onnan vagy természetes modon vagy a malaria
kovetkeztében elpusztul.

A modell elénye, hogy mind a két egyedre (az emberekre és a sziinyogokra is) két
halalozasi ratat kiilonboztet meg: természetes (pp, i), illetve malaria okozta halélo-
zést (0p, 0m). Ez egy természetes elvaras, hiszen a természetes haldlozas valoszintisége
fliggetlen az osztalyoktol, mig a maléria altali haldlozas csak az I osztaly egyedei kozott

torténhet meg.

b8k Sh(t) L (t)
1 + VhIm (t)
a fert6z6 szinyogok altal. A nevezében szerepld 1+ vy, 1, (t) tag egy csillapitd tényezd,

kifejezés mutatja meg, hogy hany fertézhets ember fert6zédik meg

mely a fertézés erejét gatolja a fert6z6 szunyogok és a fertézhetd emberek kozott. Az
3.1 tablazatbol tudjuk, hogy v, az emberekben képzédé antitestek aranya (v, € [0, 1])
az antigének ellen. Ha v, = 0, az azt jelenti, hogy nem termelGdik antitest. Tehat ha
példaul a fert6z6 sziinyogok szaméat kétszeresére noveljiik, akkor ardnyosan tobb ember
keriil 4t a lappangok (fertézott, de még nem fertézéek) kozé. Azonban ha v, € (0, 1],
akkor a fert6z6 sztinyogok szaménak ndvelésével, a fert6zotté valok ardnya kisebb, mint
amekkora ardnnyal nétt a sztinyogok szama.

Mivel a szinyogok is termelnek antitesteket a parazitak ellen, igy a szinyogok szamaé-

nak alakulédsa analég moédon értelmezhetd.

A jarvanyterjedési modellekrdl szolo cikkekben kevés sz6 esik a kifejezések, paramé-
terek dimenzi6jarol. Az alabbiakban réviden megmutatjuk, hogy a (3) kiterjesztett mo-
dell egyenletei in. mérlegegyenletek, azaz a bal és jobb oldalon all6 tagok mind-mind
az emberek /szunyogok darabszaméara utalnak. Ehhez elegendd a differencidlegyenlet

rendszer elsé egyenletét tekinteni, hiszen a tobbire analég mdédon belathato. Vezessiik

1
darab

Az Sy, Ey, I, Ry, Sy B, 1y, 8llapot valtozok mind darab dimenzidjuak, a By, B, tn, fhm,

1
darab

Ekkor az els6 egyenlet jobb oldala a dimenzidkat tekintve a kovetkez6képpen alakul:

be a darab és az dimenzi6t.

W, On, Om, gy, iy, 7 dimenzidmentes skalarok, a vy, v,,, b pedig dimenzi6juak.

L. const - db?

db — & — const - db + const - db,
1+ 4 - db
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ami egyszeriisitve a megkovetelt darab dimenziot eredményezi.

3.2.2. Kiterjesztett modell kvalitativ tulajdonsagai

A modell jellegénél fogva megkdveteljiik, hogy a valos jarvanyterjedési jelenség leg-
jellemzGbb kvalitativ tulajdonsagaival rendelkezzék. Erre vonatkozik a lenti tétel, amely

a megoldas nemnegativitasara vonatkozik.

3.2.1. Tétel. Teqgyiik fel, hogy A, A, > 0 és minden kezdeti feltétel pozitiv. Ekkor a

megoldds minden t-re pozitiv marad.

Bizonyitas. A fenti tételt indirekt modon fogjuk bebizonyitani.

Tegyiik fel, hogy létezik t < +o0, ahol nem igaz a tételiink. Ez azt jelentené, hogy
legalabb az egyik komponens nulla abban a pontban. Legyen t* a legkisebb ilyen tulaj-
donsagt pont. A fiiggvények folytonossaga miatt ez azt jelenti, hogy minden komponens
pozitiv a [0,¢*) intervallumon, és legalabb az egyik komponens nulla ¢*-ban.

Az alabbiakban megmutatjuk, hogy egyik komponens sem rendelkezik ezzel a kvalitas-

sal.

1. Tegyiik fel, hogy S, rendelkezik ezzel a tulajdonsaggal, azaz Sy, (t*) = 0.
Ekkor a tobbi komponens nemnegativ a [0, t*]-on, tehat Ey(t), I(t), Ru(t), Spm(t),

E.(t), 1,,(t) nemnegativak ezen az intervallumon. Nézziik meg az els§ egyenletet

(3.15)-ban a t = t* pontban. Ekkor

_ bBSH(E) L ()
1+ vp (1)

Ez azt jelenti, hogy Sj(t) szigorian monoton névé a ¢t = t* pontban. Ezaltal

Sp(t) < Sp(t*) minden t € (t* — e,t*), ahol € > 0. Mivel S,(t*) = 0 az kaptuk,

hogy Si(t) < 0 a (t* — &,t*) intervallumon, ami ellentmondas.

S;L(t*) = Ah ,uhSh(t*) + th<t*) = Ah + (A}Rh(t*) > 0.

2. Tegyiik fel, hogy Ej rendelkezik a fenti tulajdonsaggal, azaz Ej,(t*) = 0. (3.15)

maésodik egyenletének mindkét oldalat megszorozva e(®»t#n)t_yel kapjuk, hogy

bBRSK(t) L (1)
(antun)t I (¢ (an+pn)t E.(t) = elanthn)t mA
e n(t) +e (an + pn)En(t) = e T+ oL (1)

A bal oldalon a e(@»*#)t [, () fiiggvény derivaltja all. Ezt a [0,¢] intervallumon
integralva kapjuk, hogy

t
e(athph)tEh(t) . Eh(O) _ / e(athMh)s bﬂhsh(s)]m<5)
0

ds.
L+ ondn(s)
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Behelyettesitve a t = t* értéket adodik a kovetkezd

E * a * bﬁhSh<S)] (S)
t* = 7(ah+lu’h)tE O / 7(ah+ﬂh)(t 75) m d
M= WO+ 0 1+ vnln(s)

Lathato, hogy Ej(t*) > 0, ami ellentmondashoz vezet.

3. Most tegyiik fel, hogy I}, rendelkezik a fenti tulajdonsaggal, azaz I, (t*) = 0. Ekkor

a harmadik egyenlet (3.15)-ban a ¢t = t* pontban a kovetkez6t eredményezi:
L () = aEy(t*) — (r + pn + 0n) I, (17) = aEL(t*) > 0.

Ez azt jelenti, hogy I,(t) szigorian monoton névé t*-ban. Tehat ujra ellentmon-

dasra jutottunk, mint az el6z6 esetekben.

4. Az eddigiekhez hasonl6an most az Ry (t) fiiggvényre tessziik fel a fenti tulajdon-
sagot. Ekkor

R/h(t*) = ’f'[h(t*) — (uh + W)Rh(t*) = T[h(t*) > O,

azaz Ry (t) pozitiv minden t € [0, ¢*] esetén, ami ellentmond annak, hogy Rj,(t*) =
0.

A szlinyogokra a bizonyitas analog moédon torténik

5. Elgszor feltessziik, hogy S, (t) rendelkezik a fenti tulajdonsaggal, azaz S,,(t*) = 0,
6s az Osszes tObbi komponens nemnegativ a t = t* pontban. Ekkor (3.15)-ban az
0todik egyenlet a t = t* pontban

Bt ()

— PSS (t*) = Ay > 0.

Tehat csakiagy, mint Sy, (t) esetében, ellentmondésra jutottunk.

6. Hasonloan E,,(t) esetére, a megfelels egyenlet mindkét oldalat szorozva e(@m+rm)t_

vel, kiintegralva a [0,¢]-n, majd behelyettesitve a ¢t = t* pontot, azt kapjuk, hogy

t*
e(am—i-um)t*Em(t*) . Em(O) _ / e(am+“m)t* bﬁmsm<s>[h(5) ds.

Ennélfogva

«_5) 0B S () In(s)
1+ Vm[h(s)

t*
Ep(t) = e~ lemten)t () +/ e~ (amtam)(t ds.
0
Ez azt jelenti, hogy E! (t*) > 0, ami a kivant ellentmondas.
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7. Végil I,,,(t)-re nézve
I (t*) = @B (t*) — (m + 0m) In(t7) = @B, (t) > 0,
azaz I, (t*) > 0, ami szintén ellentmondas.

Tehat nincs olyan t* ahol barmelyik komponens nulla lenne. Mivel a kezdeti értékek
pozitivak, igy a fiiggvények folytonossdga miatt minden komponens pozitiv minden
t-re.

OJ

Masik megkovetelend§ tulajdonsag, hogy a modell egyes osztalyaiban szerepld em-
berek, illetve sziinyogok Osszessége feliilrél -egy természetes korlattal- korlatos legyen.

Ehhez vezessiik be az emberek Gssznépességére a kovetkezs jelolést

Vi(t) = Sh(t) + En(l) + In(t) + Ri(2).

cs s

Vin(t) = S (t) + En(t) + 1, (2).

3.2.2. Tétel. Teqyik fel, hogy a t = 0 kezdeti iddpontban a teljes populdcio az em-

berekre tekintve nem eqyenld a sziletésszam és a haldlozdst rdta ardnydval. Fkkor a

A
kiterjesztett modell megolddsa felilrdl korldtos max (Vh(O), —h) -val minden t iddépont-
Hh

ra.

Bizonyitas. Osszeadva a (3.15)-ban 1év6 egyenleteket és felhasznélva Vj,(t) definicio-
jat, azt kapjuk, hogy
Vi) = An — Vi (t) — nn(2).

Atrendezve, majd mindkét oldalt megszorozva e#+*-vel, azt kapjuk, hogy

V;:(t) . €uht + uhe“hch(t) = (Ah — (Sh[(t))e‘uht.

Vegyiik észre, hogy a bal oldalon a Vj(¢) - e#r! derivaltja all. Integralva mindkét
oldalt 0-tol t-ig, kapjuk, hogy

Va(t)et* — Vi (0) = /0 (Ap — I(s))er*ds.

Azaz .
Vi(t) = e 'V, (0) + 6_M"’t/ (A, — I(s))e!r*ds. (3.17)
0
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Mivel

t 1 A
e—uht/ Aperrndds = 6—uhtAh_(euht — 1) ——h
0 Hn 122

és az 1. tétel szerint az [,,(t) fliggvény porzitiv, (3.17)-ra a kovetkezd becslést kapjuk

(1 - e—ﬂht)’

Vi(t) < e "'V, (0) + A [1—e7mt] = et th(O) — (3.18)

Hh
A jobb oldalra vezessiik be a kovetkezd fiiggvényt

Al A
_h} LA
Hh Hh

A A
g(t) = e+t {Vh(()) - —h] + 2
1223 Hh

Ekkor két eset lehetséges.

1. Az els6 eset az, amikor a t = 0 kezdeti id6pontban az 6sszpopulacio kisebb, mint
a sziiletés szam és a haldlozési rata aranya, azaz

<M
h,

Konnyen lathato, hogy ekkor ¢'(t) > 0, ami azt jelenti, hogy ¢(t) egy monoton

Vu(0)

novo fiiggvény. Ezért

: Ap
< = —. .
g(t) < lim g(t) ” (3.19)
Ezaltal (3.18) és (3.19) egyiitt a kovetkezd becslést eredményezi
A
Vi(t) < =2
Hn
minden ¢ > 0-ra.
2. Ha A
Vi(0) > =2,
Hh
akkor ¢'(t) = —ppe [Vh(O) — %} < 0. Ez azt jelenti, hogy ¢(t) monoton
csOkkend fliggvény, ezért
.0 Ah Ah
sup g(t) = g(0) = """ [ V,(0) — — ) + — = V,(0). (3.20)
Hn Hn

Tehét (3.18) és (3.20) egyiitt a kdvetkezs becslést eredményezi
Vi(t) < Vi(0)

minden ¢ > O-ra.
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Az els6 és masodik eset egyiittesébol kovetkezik a (3.2.2) tétel. O

3.2.3. Tétel. Tegyiik fel, hogy a t = 0 kezdeti iddpontban a szinyogok Gsszpopuldcio-
ja kisebb, mint —=. Ekkor a kiterjesztett modell megolddsa felilrél korldtos ezzel az

: Fom
ardnnyal mindent t idépontra.

Bizonyitas. Mivel a bizonyitas analog modon torténik, mint a (3.2.2) tételben, igy

ezt most nem részletezzik. O

3.2.3. Egyensiilyi pont 1étezése

Az egyszertisités kedvéért vezessiik be a kovetkezd jeloléseket: v1 := bfy, és o := bf,,.
Ha létezik X > 0 egyensilyi pont, ahol X = (S}, B, I, R;, Sk, B I%) € R”, akkor

az kielégiti az aldbbi hétdimenzios algebrai egyenletrendszert:

( ’7152]*

Ay — — — 1Sy Ry =0
h 14 I/hf;‘n Hih Tt h
V1S L )

ontm B =0
1 + Vh[;:ﬁb (&h + ,Uh) h
apE; — (r+pn+0n)Il; =0
rly — (g +w)Ry, =0 (3.21)
V2 Sn i, .

A, — — — 85 =0
L+ vgl;  Hmom

V2 Sudh

- m mE*:O
1+ vy If (o =+ pom) By

LBy, — (m + 0m) Ly, = 0.

3.2.4. Megjegyzés. A (3.2.1) tétel miatt feltettiik, hogy A, és A, is pozitivak. Emi-
att, a (3.4) Ross-modellel ellentétben, a (3.15) kiterjesztett modellnek nincs trivialis

egyensilyi pontja, azaz
(Sy, By, I Ry, Sy EX I7) #(0,0,0,0,0,0,0).

3.2.5. Allitas. A (3.2.4) megjegyzés ellenére a (3.15) rendszernek létezik betegség men-
tes Xy egyensily: pontja, mégpedig

A A,
X, = (—h,o,o,o,—,o,o).

Hh b,
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Bizonyitas. A betegség mentes egyensulyi pont azt jelenti, hogy létezik olyan egyen-
sulyi allapot, hogy a populacioban nincs malaria fert6zés, azaz E; =0, I; =0, R} =0,
E¥ =0és I} =0. Megoldva (3.21) elsg és 6todik egyenletét S;-ra és S -ra megkapjuk

az allitdsban szerepld Xop-t. [J

3.2.6. Allitas. A (3.15) kiterjesztett modellnek létezik endémids egyensilyi pontja is.

Bizonyitas. A (3.21) rendszerbdl az alabbi Gsszefiiggéseket kapjuk az egyensilyi pon-

tokra: S
gy = Tt ol (3.22)
ap
]*
R = —h (3.23)
fn, + W
A(1+ v
g = — A+ vnli) (3.24)
oIy, + Mm(l + Vm[h)
Sk I*
Ef = 120m (3.25)
(1 + v} ) (Qm + fm)
m
[ = fm=m (3.26)
fom + O,

A (1 I
Ly, + (L + vl

I} pedig az alabbi masodfoki egyenlet megoldasa |9

o HnftmAn(pn +w)(RE — 1)

(Z1) 5

I =0, (3.28)

ahol

(an + pn)(r =+ pin + 61)
apT

_1)

+ pp V1 A C + (pon 4+ W) A pin (V2 + fan Vi + VnptmC),

¢ = wﬂm;uhTR(Q)(

(3.29)

és A
C o YolmAm

B fm (O A+ ) (i =+ ) (3.50)
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Ry a korabban definialt reprodukcids rata, mely az Gn. next-generation matrix
spektralsugaraként adhato meg [10], [11]. Nevezetesen a (3.15) kiterjesztett modell-
re [1]:

RO _ 7172OéhamAhAm
P fan (tn + o) (7 4 i+ 0) (O 4 ) (. =+ fhin)

Ha Ry < 1, I} = 0 az egyetlen megoldasa (3.28)-nak, mely kielégiti a modelltsl elvart

(3.31)

nemnegativitasi tulajdonsagot. Ha I = 0, akkor a (3.2.5) allitasban szerepl$ betegség
mentes egyensilyi pontot kapjuk.
Ha Ry > 1, (3.28)-nek egy pozitiv (endémias) megoldésa van:

7o _ Mt (i + w) (B — 1)
h - .
0

g

3.2.7. Kovetkezmény. A (3.15) kiterjesztett modellben Ry < 1 esetén csak betegség
mentes egyensulyi pont létezik, és Ry > 1 esetén pedig egyértelmien létezik endémids

egyensilyi pont.

25



4. fejezet

Numerikus szimulaciok

4.1. Korlatossag

A 3.1 és 3.2 fejezetben megmutattuk, hogy a Ross modell (3.4) megoldasa a [0, 1], mig a
A Am

kiterjesztett Ross modell (3.15) megoldasa a (0, max {Vh(O), —h}) és (O7 max {Vm(O), —})
Hh M

m
intervallumban van. Ebben a fejezetben ezt ellendérizziik numerikusan.

0.9 v e §

0.7 [ ! ]

0.6 [ / §

0.4+ P -
0.3 [ 1

021 |

O - 1 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400

t

4.1. abra. A fert6zott emberek és szunyogok stirtsege a (3.4) Ross modellben.
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A numerikus megoldashoz egy explicit modszert, az Explicit Euler médszert hasz-
naltuk. A paraméterek beallitasa a 33. oldalon talalhato tablazatok szerint torténtek.
Az 3.1.2 allitas alapjan a 3.4 Ross modell megoldésa a [0, 1] intervallumon marad. A
4.1 abran lathatjuk, hogy mind a fert6zott ember, mind a fert6zott szinyog stirtiség az

adott tartomanyban marad t — oo esetén.

A kiterjesztett modell felsGkorlatja a 3.2.2 tétel alapjan fiigg attol, hogy a kezdeti

Ossznépesség hogyan viszonyul a sziiletésszam és halalozési rata aranyahoz.

140 w w
120 | 4
S
100 ho]
Eh
©
E Iy
n 801 Ro |
[ V,,0)
3 60 8
£
Ll
40 .
o 1 1
0 50 100 150

t

4.2. dbra. Az emberek szamanak alakulasa a 4 osztalyban a kiterjesztett (3.15) Ross modell-

ben.

A 4.2 és 4.3 abrak esetében olyan eseteket szimuldltunk, amikor az 6sszpopulécid

nagyobb, mint az imént emlitett arany, azaz V}(0) > % és Vi (0) > %

4.2 abra esetén V,(0) = 130 és ni\# = 6.67, mig a 4.3 abranal V,,(0) = 1050 és

Up,
Am
Hm

kezdeti 0ssznépesség alatt marad.
A 4.4 abra esetében Vj, < %, konkrétan V;,(0) = 130 és % = 500000. Itt R, tallépi

Vi (0)-t, azonban béven a tétel adta korlat alatt marad.

= 1.04. Mindkét esetben lathato, hogy az osztalyokban 1évé egyedek szama a

Mindegyik esetben a megoldasok az adott tartomanyokban maradnak ¢ — oo esetén.
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4.3. abra. A sztinyogok szaménak alakuldsa a 3 osztélyban a kiterjesztett (3.15) Ross mo-
dellben.

150
Sh
Eh
< 100 I .
S R
G h
o V,(0)
X
[
[0]
o]
€
L
50 .
0 Il Il
0 50 100 150

4.4. abra. Az emberek szaméanak alakulasa a 4 osztalyban a kiterjesztett (3.15) Ross modell-

ben.
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4.2. Antitest arany hatasa

A kiterjesztett modell értelmezésénél emlitést tettiink arra, hogy az antitest képzd-
dés aranya csillapito tényez6ként hat az S), - Ejy, illetve az S, - E,, osztilyok kozotti
mozgas erejére. A kovetkezs abrak a fertzhets, lappangd, fertézd és retiralt emberek

szamanak alakulasat mutatja meg az antitest arany névelése mellett tgy, hogy a tébbi
paraméterértéket nem valtoztatjuk.

A 4.5 dbran lathatjuk, hogy az antitest ardny novelése csékkenti a fert6zhets em-
berek szaméanak hirtelen csokkenését.

100 T T

90

]
|
|
| 8
80
|
70
|
|

60 f|
40 F

30} T

20| B R

0 20 40 60 80 100 120 140
4.5. abra. Sy(t) alakulasa kiilonb6z6 v, értékek esetén.

A 4.6 és 4.7 d4bran megfigyelhetjiik, hogy az antitestek fokozott jelenléte az emberi
szervezetben segiti a "jarvanygorbe lapositasat", azaz a lappangé és a fert6z6 emberek
szamanak csokkentését. Ennek nagy szerepe van a jarvanykezelésben, hiszen ilyenkor

a fert6zottek szdma egy alacsonyabb értéknél maximalizalodik, és igy az adott teriilet
egészségiigyi rendszere kevésbé lesz leterhelt.
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4.6. abra. Ej(t) alakulasa kiilonb6z6

vy, értékek esetén.

60 T T T T T T
- y,=0
——————— v, =0.5
50 TN e
/ \ v, =1
/ N h
/ N
/ \
/ \
wor \ ]
/ \
/ N
—=30F | R 1
| \
! — \\
I RN
,/ L AN
s \ ~.
201 / /'/, \\ \\‘\. B
/ / \ NN
! ‘/'/ N N
[ AN ~.
1/ N N
10 f g e ]
0 I I I I I T A
0 20 40 60 80 100 120
t

4.7. abra. I (t) alakulasa kiilonb6z6 vy, értékek esetén.
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Végiil a 4.8 abran a retiralt osztalyban 1év§ emberek szamanak alakulasat lathatjuk

az antitest arany noévelése mellett.

120 T T T T T T

100 F - —

80 / :

20 r A

0 1 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 140

4.8. abra. Ry (t) alakulasa kiilonb6z6 vy, értékek esetén.

A paraméter-, és kezdetiértékek az 5.4 tablazat alapjan keriiltek beallitasra.
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5. fejezet

Osszefoglald

A dolgozatban bevezettiik az in. SIR modellt és belattuk annak nemnegativitasi tu-
lajdonsagat. A 2. fejezetben megmutattuk, hogy az altalanos SIR modellbdl hogyan
szarmaztathaté Ronald Ross malaria terjedési modellje, tovabba annak egy kiterjesz-
tett valtozata.

Belattuk, hogy a Ross modell megoldéasa korlatos marad t — oo esetén, illetve a trivialis
egyensilyi ponton kiviil megadtuk az endémiés egyenstlyi pontjat is és megvizsgaltuk

azok stabilitasat.

A dolgozat fokuszaban a kiterjesztett modell [1] allt, melyet 6sszehasonlitottunk a
Ross-modellel, hogy lassuk, milyen el6nyckkel rendelkezik vele szemben. A kiterjesztett
modell komplexitasa miatt nagy hangsulyt fektettiink annak megértésére és értelme-
zésére.

Biologiai jellegéb6l adoddéan a modellnek bizonyos kvalitativ tulajdonsagoknak meg
kell felelnie, ezért erre vonatkozo tételeket mondtunk ki, és bizonyitottunk 1j médon.
Megmutattuk, hogy a fertGzottségségmentes egyenstlyi ponton kivil létezik endémias

egyensilyi pont is.
A dolgozat végén a tételek adta feltételek kiilonbozs eseteire végeztiink numerikus

szimulaciokat Matlab segitségével. Végiil megnéztiik, hogy hogyan alakul a kiilénb6z6

osztalyokban 1évé emberek szama az antitestek aranyanak véaltoztatasaval.
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1,(0) = 0.01 | 1,,(0) = 0.01
a=04 m = 0.6
b=0.3 c=0.5

r = 0.002 w=0.2

5.1. tablazat. A 4.1 abra kezdeti-, és paraméterértékei.

Sp(0) =100 | Ex(0) =20 | I,(0) =10 | Ru(0)=0
Sy (0) = 1000 | En(0) =20 | I,,(0) = 30
Ap=0.0004 | Ap =007 | B,=02 | Bpn=0.09
ftp, = 0.00006 | fin, = 0.067 | 6, =0.001 | 6, = 0.01
ap =006 | am=0.055| r=004 |w=0.0014
b=0.15 v, =07 | vm=03

5.2. tablazat. 4.2 - 4.3 abrak kezdeti-, és paraméterértékei.

Sp(0) =100 | ER(0) =20 | In(0) =10 | Rp(0) =0
Sm(0) =1000 | E,,(0) =20 | 1,,(0) =30
Ap=0.5 A, =0.07 6r=0.2 | By, =0.09
pr = 0.000001 | g, = 0.067 | 6y = 0.001 | 6,, = 0.01
ayp = 0.06 oy, = 0.055 r=10.04 w = 0.002
b=0.15 vy = 0.2 Vm = 0.3

5.3. tablazat. A 4.4 abra kezdeti-, és paraméterértékei.

Sh(0) =100 | En(0) =20 | I,(0) =10 | Ru(0) =0
S (0) = 1000 | Em(0) =20 | Ln(0) = 30
A = 0.000215 A, =0.07 Brn=01 | B, =0.09
pp, = 0.0000548 | pu, = 1/15 | 6, = 0.001 | J,, = 0.01

ap =1/17 am =1/18 r=0.05 |w=1/730
b=0.12 |1 =0/05/1| v =03

5.4. tablazat. 4.5 - 4.8 abrak kezdeti-, és paraméterértékei.
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