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mesterszak alatt jelen volt az életemben és hélas vagyok azért, hogy lehetGségem volt
alaposabban megismerni a matematika ezen teriiletét.
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Bevezeto

Az optimalizélas fogalma az egész vildgon mindeniitt jelen van. Gondoljunk csak bele,
hogy minden folyamat, amely valaha létrejott, abban a pillanatban megvaltozott, amint
kideriilt, hogy jobban is lehet csinalni. Olcsobb, gyorsabb, precizebb, egyszertibb, stb...
Sorolhatnék még ilyen jelzGket, ezek mind kulcsfontossagu szerepet jatszanak a vilag kii-
16nb6z4 teriiletein. Ahogy az ipari gyartasoknal, gy a pénziigyeknél, vagy az informatikai
szektorban is szerepet kap az optimalizalas. De ha csak a hétkoznapokra gondolunk, ott
is jelen van.

Ezen szakdolgozat témaja is egyfajta optimalizalas, egészen pontosan diszkrét konvex
optimalizalasrol lesz sz6. Az elmilt évtizedekben rengeteg eredményt értek el a konvex
optimalizalas teriiletén, melynek alapja az, hogy egy konvex fiiggvény minimumat sze-
retnénk megtalalni bizonyos feltételek mellett. A feltételek tipusa kozel végtelen, s igy a
modszerek tarhaza is hatalmas. Természetes gondolat azonban az, hogy a konvex analizis
elemeit valahogyan altalanositsuk diszkrét esetben is, azaz egész pontokon értelmezett
fiiggvényeket vizsgalva, illetve sok esetben még azt is meg lehet (és sokszor meg is fogjuk)
kovetelni, hogy egészértékii fliiggvényeket vizsgaljunk. Az els6 kérdés, hogy hogyan altala-
nositsuk a konvex analizisbeli fogalmakat a diszkrét esetben? Ez korantsem egyértelmd,
ugyanis kiindulhatnank a folytonossagbol, a konvexitasbol, vagy a differencialhatosaghol
is, mint alaptulajdonsiag. Az attoré eredményeket ebben a témaban K. Murota érte el,
akinek az észrevétele az volt, hogy a konvex fiiggvényekre jellemzd tulajdonsagok koziil
kettst, nevezetesen a felezGpontos konvexitast és az ekvidisztans konvexitast, ki lehet ter-
jeszteni a diszkrét esetekre is, hasznalva az also, illetve fels6 egészrész fogalmét. Kideriilt,
hogy ha ezt az utat kovetjiik, akkor a folytonos esethez nagyon hasonlo tételeket lehet
megfogalmazni a diszkrét esetekben is. Igy keriilt bevezetésre a diszkrét konvex fiiggveé-
nyek két, talan legnagyobb osztalya, az Lf-konvex és M"konvex (ejtsd: ,El-natural” és
,Em-natural”) fiiggvények, melyekre kés6bb temérdek tételt lehetett bebizonyitani, mint

példaul a szeparacios tétel, vagy a Fenchel-féle dualités tétel. Kiilonleges szerepet kapnak



a diszkrét konvex fiiggvények kozott a szeparabilis diszkrét konvex fiiggvények, amelyek
pontosan az imént emlitett 2 fiiggvényosztaly metszetét képzeik. Ismerve ezeket a fiigg-
vény osztalyokat, az elmult 3 évben rengeteg 4j eredmény sziiletett, A. Frank és K. Murota
koz0s munkéja révén, melyeknek komoly grafelméleti kovetkezményei is vannak és ame-
lyeknek oka a hattérben meghiizodé M-konvex illetve Ms-konvex halmazok.

A dolgozat felépitése ennek megfeleléen az alabbiak szerint alakul. Az elsé fejezetben
roviden ismertetjiik a (folytonos) konvex analizis elemeit és a legfontosabb kapcsolodd
eredményeket, koncentralva azokra, amelyek késébb el6fordulnak a diszkrét esetben is. A
2. fejezetben bevezetjiik a diszkrét konvex fiiggvények fogalmat, ezen beliil is fokuszélva az
Lf-konvex és M*-konvex fiiggvényekre, illetve kozoljiik az ezekre vonatkozo eredményeket.
A 3. fejezetben az Gjonnan megismert tételeket fogjuk hasznalni segitségiil azért, hogy
béazispoliéderekre (M-konvex halmazokra) fogalmazzunk meg tételeket, aminek azonna-
li kovetkezménye lesz szamos grafelméleti tétel, s6t még algoritmus is. A 4. fejezetben
tovabb mélyedhetiink a diszkrét konvex fliggvények elméletében és arra fektetjiik a hang-
stlyt, hogy tisztan kombinatorikai tételeket (min-max tételeket) allitsunk els, amelyeken
(ha csak magat a tételt nézziik) mar nem latszik a diszkrét konvex hattér. Ebben a feje-
zetben ismerkedhetiink meg a box-TDI poliéderekkel és a rajuk vonatkozo eredményekkel.
Végiil az 5. fejezetben bemutatjuk hogy az inverz kombinatorikus optimalizalési feladatok
hogyan kapcsolodnak ehhez a témakorhoz és hogy hogyan lehet egy altalanos min-max
tételt megfogalmazni erre a feladatra a korabbi eredményeket felhasznélva. A fejezet végén
egy nagyon egyszerd sajat otleten alapuld algoritmus is szerepel egy konkrét inverz opti-
malizalasi probléma megoldasara. Minden fejezet elején, illetve kézben emlitésre keriilnek
azok a forrasok, amiket felhasznaltam az adott fejezetben.

Ezen diplomamunka elkészitése soran mindvégig komoly figyelmet forditottam arra,
hogy az olvasé akkor is megérthesse az itt leirtakat, ha a témaba ismeretleniil érkezik.
Néhéany helyen a cikkekben illetve konyvekben emlitett megjegyzéseket, kovetkezményeket
én kirészleteztem, illetve bebizonyitottam és ezt is bele is sz6ttem a szakdolgozatba. Ezen
feliill az utolsd fejezetben szerepld algoritmus noha rendkiviil egyszerd és nem igényel
hatalmas Otletet, az is sajat eredmény. A szakdolgozat tehat ezekkel az apro eredményekkel

egésziti ezt az egyébként szerteagazo és eredményekben gazdag témat.
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1. fejezet

A konvex analizis alapjai

Ebben a fejezetben roviden bemutatjuk a konvex analizis elemeit, vagyis most még nem
koveteliink meg semmilyen egészértékiiséget. Ha nem jelezziik mas modon, akkor az alap-
halmazt S-sel jeloljiik, ahol S C R™. Megengedjiik tovabba azt a kényelmességet is, hogy
a valos szamok halmazaba beleértjiik a +oo-t is, ugyanis a legtobb fliggvény igy értelme-
zendd, ezt azonban mi nem fogjuk kihangsiilyozni. Ennek ellenére érdemes mér most az
elején megjegyezni, hogy a hattérben azért alkalmanként ez a tulajdonséag is fontos lehet.
T6bb illetve részletesebb informaciot a |1, 2, 3, 4] konyvekben illetve cikkekben talalhat

az olvasd, melyekbdl mi most csak a legfontosabb részleteket emeljiik ki.

1.1. Konvex halmazok

Tetszoleges, a = (ay, ag, ..., a,),b = (b1, be,...,b,) € R vektorok esetén, melyrekre a < b

jelolje [a,b] és (a,b) a zart illetve nyilt téglakat, azaz

[a,b) ={z €R" |a; <2; <b; (i=1,...,n)}

(a,b) ={z eR" |a; <z; <b; (1=1,...,n)}
Egy S halmazt akkor neveziink konvexnek ha minden z,y € S és 0 < A\ < 1 esetén
Az + (1 — Ny € S, azaz ha az S-beli x,y vektorok tetszéleges konvex kombinécidja is
benne van S-ben. Az {ires halmazt konvexnek tekintjiik. Egy konvex poliéder olyan konvex
P halmaz, amely véges sok linearis egyenl6tlenséggel leirhato, azaz

P:{IEERnizaijIiji (221,2,,771}

J=1



ahol a;; és b; valos szamok.
Véges sok pont konvex kombinacidja hasonloképp definidlhatd, mint 2 pont esetén,

m

nevezetesen ha z',...,2™ € S, akkor ezek konvex kombinacidja \x! + ... 4+ \,a™,

ahol \; > 0 és f: A; = 1. Fontos tulajdonsaga a konvex halmazoknak, hogy pontjainak
béarmely konvexzitl)mbinéci(’) ja szintén benne van a halmazban, s6t ennek a megforditasa is
igaz, azaz egy halmaz pontosan akkor konvex, ha megegyezik pontjainak 6sszes lehetséges
konvex kombinéci6ibol 4ll6 ponthalmazzal. Konvex halmazok metszete is konvex. Egy S
halmaz konvex burka, conv(S) az S-et tartalmazo legsziikebb konvex halmaz. Két konvex
halmaz Minkowski-6sszege szintén konvex, azaz ha X, Y konvex, akkor az X +Y = {x+y :
z € X,y € Y} halmaz is konvex.

Egy C halmazt akkor neveziink zart kapnak, ha minden x € C' és A > 0 esetén
Ar € C. Ha C konvex, akkor konvex kiprol beszélhetiink. Mas szoval C' akkor és csak
akkor konvex zart kip, ha xz,y € C A\, > 0 esetén \x + uy € C.

A konvex halmazokra vonatkozo egyik legfontosabb tétel az in. szeparacios tétel, mely

az alabbi:

1.1.1. Tétel. Ha C és D nemiires, diszjunkt konver halmazok R™-ben, akkor létezik egy
hipersik, mely elvdlasztja ket eqymdstol. Mdsképp, létezik olyan a # 0 és b, ahol a € R”
ésb €R, hogy a™x <b (x € C) valamint a”x > b (x € D). Fkvivalensen, az a’z — b
kifejezés nempozitiv C-n és nemnegativ D-n. A széban forgs hipersik az {x : a’x = b}

hipersik.

Az imént kimondott tételt jol szemlélteti a(z) 1.1 abra.

1.2. Konvex fiiggvények

Egy f:R" - RU{—o00,+o0} esetén dom(f) jeloli a valodi értelmezési tartomanyt,
azaz azon pontokat, melyekre a fliggvényérték véges.

Egy f fiiggvényt akkor neveziink konvexnek, ha

M)+ A =Nfly) > fOz+1-=Ny) (z,yeR"0<A<1) (1.1)

Azt mondjuk, hogy f szigortian konvex, ha az egyenl6tlenség szigora (1.1)-ben. Az f
fiiggvény akkor konkav, ha —f konvex. Egy fiiggvény epigrafja azon pontok halmaza



alx>b /oatxz <b

1.1. abra. Az {z | a”z = b} hipersik, amely szeparilja a C, D nemiires, diszjunkt, konvex

halmazokat.

R™ x R-ben, amelyek a fiiggvény grafikonja felett vannak. Azaz

epi(f) ={(z,0) eR™ 1 > f(x)}

Ezzel a terminologiaval élve f pontosan akkor konvex fiiggvény, ha epi(f) konvex halmaz.

Két konvex fliggvény Osszege és infimalis konvolucidja is konvex. Azaz a

(f+9)(z)=f(z) +g(z) z€R"
(fOg)(z) =inf{f(y) +9(z) :z =y +2 y,2€R"}

fiiggvények konvexek, ha f és g is az. Utobbi esetben persze csak akkor, ha nem veszi fel
a —oo értéket a konvolucio.

Tetsz6leges p € R™ esetén legyen f|[—p| := f(x) — (p,z) (x € R™). Ha f konvex, akkor
f[—p] is konvex.

A konvex fliggvények legfontosabb tulajdonsaga, mely a kovetkezs fejezetben is fontos

lesz, az alabbi tétel:

1.2.1. Tétel. Egy f konvex fiigguény valamely pontja akkor és csak akkor lokdlis mini-

mumhely, ha globdlis minimumbhely.

Bizonyitas. Az allitas ,csak akkor” része trivialis. A maésik iranyhoz legyen z* egy lokélis

minimumhelye f-nek. Ekkor az z* egy U kérnyezetében f(z) > f(z*). Tetszbleges y-hoz



talalhatunk olyan A < 1 szadmot, amely esetén z = Az* 4+ (1 — \)y benne van az U-ban.
De akkor (1.1) alapjan

Af(@) + (L =Nf(y) = fQa" + (1= Ny) = f(2) = f(27)
Atrendezés utan ez azzal ekvivalens, hogy f(y) > f(z*) azaz 2* valoban globalis mini-

mumbhely. [J

Jelolje argmin(f) a minimalizal6 helyek halmazat, azaz

argmin(f) = {x € R" [ f(z) < f(y) (Vy € R")}

Ha f konvex fiiggvény, akkor argmin(f) konvex halmaz.

1.3. Konvex konjugalt

Most roviden ismertetjiik a konvex konjugalt definicidjat amely késébb kulcsfontossagu
szerepet fog kapni a tételekben a folytonos és diszkrét esetekben egyarant. Ezen feliil
mutatunk néhany példat konjugalt fliggvényekre.

Egy f : R" — R fiiggvény, melyre dom(f) # (), konvex konjugaltja (réviden:

konjugéltja) definicié szerint az alabbi

f*(p) =sup{{p,r) — f(x) |z € R"}

Konnyen lathato, hogy f® még akkor is konvex, ha az eredeti fiiggvény nem volt az,
hiszen definicié szerint f® konvex fiiggvények pontonkénti szuprémuma. Szoktédk még a
konjugaltat Legendre-Fenchel transzformdcionak is nevezni.

A konjugalt fliggvény koncepcidjanak alaposabb megértéséhez segitségiil szolgalhat
a(z) 1.2 abra.

1.3.1. Tétel. Az imént definidlt f* konjugdlt eqy valodi (azaz dom(f) # 0) konvez fiigg-

vény, tetszdleges f esetén, sot, f** = f ha [ is valodi konvex fiigguény volt.

Ha f, g valodi konvex fiiggvények, akkor az Osszeg és az infimélis konvoluciora az
alabbiak teljesiilnek

(f09)* = f* + 4"
(f+49)" = "0y’

9



1.2. abra. Egy konvex fiiggvény érint&jének meredeksége (slope) és a konjugalt kozti kap-

csolat.

1.3.2. Példa. Aldbb bemutatunk néhany példat konvex fiiggvények konjugéltjara 1 di-

menzidéban.

Linearis fuggvény: f(z) = ax + b esetén f*(a) = b. A konjugaltban dom(f*) = {a}
hiszen az yr — ax — b fiiggvény (z-et tekintve valtozoként) csak akkor korlatos, ha
Yy = a.

Negativ logaritmus: f(z) = —log(z). Ekkor dom(f®) = {y | y < 0} és f*(y) =
—log(—y) — 1

Exponencialis fliggvény: f(x) = e” esetén dom(f*) = R, és f*(y) = ylog(y) —y (ha
y = 0, akkor 0)

Negativ Entropia: f(z) = zlog(z) esetén dom(f*) =R és f*(y) = e¥~!

Inverzfiiggvény: f(x) = L esetén dom(f*) = —R, és f*(y) = —2(—y)

x

Hasonl6an a konvex halmazokhoz, a konvex fiiggvények esetében is megfogalmazhato egy

szeparacios tétel:

1.3.3. Tétel. Legyenek f,g: R™ — R walodi konvez illetve konkdv fiigguvények, tovdabbd

f(x) > gla) (Vz € R")

Ekkor létezik eqgy a* € R és p* € R™ melyekre

flz) > a" + (p*,2) > g(x) (VxeR")

10



Megjegyezziik, hogy a konvexitasi feltételek nem hagyhatok el a tételbdl, ezt a(z) 1.3

abra is szemlélteti.

1.3. dbra. Szeparécios tétel konvex-konkav fiiggvényekre és egy példa, hogy a konvexitési

feltételek nem hagyhatok el.

Még egy fontos kapcsolatot szeretnénk kiemelni a konvex és konkav fiiggvények illetve

azok konjugaltjai kozott, ez pedig egyfajta dualitas tétel.

1.3.4. Tétel. (Fenchel-dualitds) Legyenek f, g olyanok, mint a szepardcids tételben, ekkor

inf{f(z) — g(z) [ € R"} = sup{g°(p) — f*(p) | p € R"}

Ha a szuprémum felvétetik a p = p* helyen, akkor

argmin(f — g) = argmin(f [-p"]) N argmax(g [-p"])

1.3.5. Megjegyzés. Megjegyezziik, hogy mind a szeparéciés, mind a Fenchel-dualitéas
tétel a fenti alakban igazan szépen mutat, 4&m ha matematikailag precizek szeretnénk
lenni, akkor vannak paranyi - de annal fontosabb - feltételek még. A szeparacios tétel

esetén az alabbi 2 tulajdonsig koziil legalabb egynek teljesiilnie kell:
1) ri(dom f) Nri(domg) # 0
2) f,g poliéderes és dom f Ndomg # )

ahol az elsé feltétel egy topologiai fogalmat - a relativ belsé pontok fogalmat - hasznal, a
masodik pedig az f, g poliéderes tulajdonsidgat, ami egyszertien csak annyit jelent, hogy
f és g epigrafja egy konvex poliéder R"-ben. A dualitas tételben pedig 4 hasonlo feltétel

koziil kell legalabb egynek fennallnia, melyek nevezetesen:

11



1) ri(dom f) Nri(domg) # 0

2) f, g poliéderes és dom f Ndom g # ()
3) f,g zart és ri(dom f*) Nri(dom ¢g°) # ()
4) f, g poliéderes és dom f* N dom g° # ()

Ezeket a feltételeket azért lattam jobbnak kiilon megemliteni, hogy a tétel maga attekint-
hetd legyen és az olvaso ne vesszen el a részletekben, ezek ugyanis olyan apro, de sziikséges
feltételek, melyek a tétel érvényességéhez hozzatartoznak am a gyakorlatban ezeket sosem
fogjuk ellendrizni, mindig feltessziik, hogy csak a létez6 esetek fordulnak els. Ha az olvasé
tovabbi részletekben is érdekelt, akkor példaul a [2] konyv 3. fejezetében részletesebben

tajékozodhat.

1.3.6. Megjegyzés. Az imént kimondott tételt gyakran megesik hogy két konvex fiigg-
vényre szeretnénk kimondani. Ha f, g mindegyike konvex, akkor a min-max formula az

alabbi alakot olti

inf{f(z) + g(z) | « € R"} = sup{—f*(p) — ¢*(-p) [ p € R"}

12



2. fejezet

A diszkrét konvex analizis elemeil

Ebben a fejezetben ismertetjiik a diszkrét konvex analizis alapelemeit valamint a legfon-
tosabb tételeket illetve eredményeket ebben a témaban. Felhivjuk az olvasé figyelmét az
[1, 2, 5, 6] hivatkozasokra, melyek ezen fejezetben foglaltaknal sokkal tobb és részletesebb
eredményt tartalmaznak.

A diszkrét konvex analizis témakorét leginkabb tgy jellemezhetjiik, ha nem egy, ha-
nem két témakorbdl gyurjuk dssze. Célja, hogy a folytonos fliggvények esetében kozismert
eredményeket valamilyen modon elegyitse a kombinatorikus optimalizalas eszkozeivel. A
folytonossag oldalarol szemlélve ez nagyjabol azt jelenti, hogy az eddigi f : R™ — R fiigg-
vények valamilyen kombinatorikus tulajdonsaggal is jellemezhetSk. A diszkrét oldalrol
tekintve pedig olyan f : Z" — R vagy f : Z" — Z fiiggvényekrdl van szd, melyekre a kon-
vexitas (de legalabbis valamiféle ehhez hasonld) tulajdonsagai teljesiilnek. Szimbolikusan

gy szoktak ezt értelmezni, hogy
Diszkrét konvex analizis — Konvex analizis + Matroidelmélet

A teriilet nem teljesen ismeretlen, elékeriil a jatékelméletben illetve gazdaséagi alkalmaza-
sokban is. Szeretném kiemelni azt a legfontosabb észrevételt, amely K. Murota nevéhez
ftiz6dik, hogy a folytonos esetbeli konvexitas két kiilonb6z6 tulajdonsagabdl kiindul-
va fogunk eljutni ahhoz a két fiiggvényosztalyhoz (Li-konvex és M®-konvex fiiggvények)
amelyekhez a kovetkez§ fejezetekben szerepls fiiggvények tartoznak. Az alapészrevétel
egyaltalan nem nehéz, hiszen ahogyan latni is fogjuk, mintkét esetben csupan egészér-
tékekiségi feltételeket frunk majd elS a folytonos esetbeli feltétel helyébe. Am ezen apréd

modositasokkal meglepGen kiilonb6zd és sokoldalt eredmények vezethetdk le.
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Miel6tt belekezdiink a diszkrét konvex fiiggvények targyalasaba, idézziik fel, hogy egy

f szeparébilis konvex fiiggvény mindig felirhaté az alabbi alakban:

f(z) = Z pi(Ti) (2.1)

ahol o, : R - R (i =1,...,n) egyvaltozos konvex fliggvények.

2.1. Diszkrét konvex fiiggvények

AlapvetSen a konvex fiiggvények jol kezelhetGsége két fontos tulajdonsdgukon mulik, me-

lyeket az el6z6 fejezetbdl most felelevenitiink:

1) Ha egy lokalis optimumot talalunk, az egyben globalis optimum is. (1.2.1 tétel)

2) Dualitas jellegd tételeket lehet megfogalmazni, példaul a min-max és szeparacios
tételek. (1.3 ill. 1.3.4 tételek)

Ennek megfelelGen a kovetkezd 3 tulajdonségot fogjuk elvarni egy f : Z™ — R fliggvénytdl:

1) Az f fiiggvény konvex-kiterjeszthets R™-re.
2) Lokalis optimum egyben globélis optimum is.
3) Dualitas jellegt tételek igazak, mint példaul min-max és szeparacios tételek.

2.1.1. Megjegyzés. Akkor neveziink egy f fliggvényt konvex-kiterjeszthetének, ha lé-
tezik egy olyan f : R® — R fiiggvény, melyre f(z) = f(z) minden z € Z" esetén. A

konkav-kiterjeszthet&ség definicivja analog moédon torténik.

2.1.1. Az egyvaltozoés eset

Ha n = 1, akkor diszkrét konvex fiiggvénynek tekintiink egy f : Z — R fliggvényt, ha

fle=1)+ f(z+1)>2f(x) (VxeZ") (2.2)
Az alabbi két tétel garantélja, az elvart 2 tulajdonsagot:

14



2.1.2. Tétel. Egy f : Z — R pontosan akkor konvex-kiterjeszthetd, ha (2.2) teljesiil rd.

2.1.3. Tétel. Egy f : Z — R fiiggvényre, amely teljesiti (2.2)-et, egy x € dom(f) pont

akkor és csak akkor globdlis minimum, ha lokdlis minimum az aldbbi értelemben

f(z) <min{f(z —1), fz + 1)}

A fenti két tétel konnyedén kiterjeszthets szeparébilis (diszkrét) konvex fiiggvényekre,
amelyek elgallnak (2.1) alakban, ahol az egyes ¢; fiiggvényekre teljesiil (2.2).

2.1.2. Li-konvex fiiggvények

Egy f konvex fliggvényre mindig teljesiil, hogy

s+ iz 1 (52) 41 (55) (myer)

Hiszen 1.1 éppen ezt adja A = 1/2 esetén. Ezt a specialis alakjat a konvexitas feltételének
ugy fogjuk nevezni, hogy felezGpontos konvexitas. A folytonos esetben azt lehet tudni,
hogy a felez6pontos konvexitas ekvivalens a konvexitassal. Ennek a formuldnak diszkrét
esetben nem feltétleniil van értelme, hisz a jobb oldalon szerepl6 kifejezések nem feltétlentil
egészek. Am ebbdl kiindulva mar vilagos lehet, hogy vajon hogyan kell modositani a

formuléat.

2.1.4. Definicié. A g : Z" — R figguényre akkor mondjuk, hogy teljesiti a diszkrét

felezépontos konvexitds feltételt, ha

o) +o@ =1 (|P50) 41 (|P51]) ez (23)

Ezeket a g fiigguényeket Lf-konver (etjsd: ,L-natural”) figguényeknek hivjuk.

Az Lf-konvex fiiggvény definiciojat megérteni elGsegithet a(z) 2.1 és 2.2 abra, melyek a
diszkrét felezépontos konvexitas fogalmat és egy Li-konvex fiiggvényt mutatnak be n = 2
dimenziéban.

Az imént bevezetett definiciokkal megfogalmazhatunk két tételt, az Li-konvex fiiggvé-

nyekre vonatkozoan.

2.1.5. Tétel. Eqgy L-konvex g fiigguémy konvex-kiterjeszthetd.
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2.2. abra. Egy Lf-konvex fiiggvény n = 2 dimenziéban

2.1.6. Tétel. Egy Li-konvex g fiigguény esetén egy p € dom(g) pont akkor és csak akkor

globdlis minimum, ha lokdlis minimum az aldbbi értelemben:

g(p) <min{g(p —q),9(p+q)} (Vg€ {0,1}")

Ez a tétel tulajdonképpen azt mondja ki, hogyha egy p pontrdl el akarjuk donteni, hogy
globalis minimum-e, akkor elegendd a p koriil levé n-dimenzios egységkocka cstucsaiban
felvett értékekkel dsszehasonlitani. Az Li-konvex fiiggvények kapcsolatba hozhatok a szub-

modularis fliggvényekkel, am ehhez el6szor lassuk azok definicidjat altalanossagban.
2.1.7. Definicié. FEgy g : Z" — R fiiggvény szubmoduldris, ha
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gp) +9(q) 2 g9(pVaq)+glpAqg) (p,qeZ")

illetve eltolt szubmoduldris, ha

g(p)+9(q) > g(lp—al)Vg) +glpA(g+al)) (a«€Z',pqel")

ahol1=(1,1,...,1).

telmezett fiiggvényeket vizsgalnank, akkor megkapnank a hagyomanyos értelemben vett,
halmazokon értelmezett szubmoduléris fiiggvényeket. Tovabbi érdekesség, hogy ebben az

esetben a szubmodularitas és az Lf-konvexitas fogalma ekvivalens egyméassal.

2.1.9. Tétel. Egy g : Z" — R fligguényre az eltolt szubmodularitds ekvivalens a diszkrét

felezépontos konvexitdssal.

Tehat az L*-konvex fiiggvények karakterizalhatok a szubmodularités, vagyis inkdbb az
eltolt szubmodularitéas segitségével. Mindezek utan az L-konvex fliggvényt tugy defini-

alhatjuk, mint egy ¢g Li-konvex fiiggvény, amelyre teljesiil, hogy

glp+1)=g(p)+r

valamilyen r € R esetén. Ezzel a definiciéval élve tehat lathato, hogy az Li-konvex és az
L-konvex fiiggvények lényegében megegyeznek egymaéssal, hiszen egy Li-konvex fiiggvény
n dimenzioban megfeleltethets (az r konstans erejéig) egy (n + 1) dimenziés L-konvex
fiiggvénnyel, azaz az Li-konvex fiiggvények halmaza bévebb, mint az L-konvex fiiggvénye-
ké.

2.1.3. M’ konvex fiiggvények

Az el6z6 alfejezetben lattuk, hogy az L-konvex, illetve Li-konvex fiiggvényeket hogyan
definialtuk, s amelynek lényege a folytonos esetbeli konvexitas egy bizonyos tulajdonsa-
ganak megragadasa, s megfogalmazésa diszkrét esetben. Most ugyanezt fogjuk megtenni,
csak a konvexitas egy masik tulajdonsagabdl kiindulva.

Egy f konvex fiiggvény mindig teljesiti az aldbbi egyenlGtlenséget, melyet ekvidisz-

tans konvexitasnak hivunk:
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f@)+fly) > flz—alz-y)+fly+alr—y) (VO<a<leR)

A fenti tulajdonsag nagyjabol azt jelenti, hogy a fliggvényértékek Osszege egy = és y
pontban nem nd, hogyha az Gket 6sszekotd szakaszon ugyanannyit haladunk az egyik
pont irdnyabol a masikéba és forditva. A szemléletesség kedvéért tekinthetjiik a(z) 2.3

abrat.

f —y
I =1 =

! !
y [ T T
f I
y+oar—y)r—alx—y)

2.3. dbra. Az ekvidisztans konvexitas

Viladgos, hogy most csak gy siman nem terjeszthetjiik ki a definiciot az also és fels
egészrészekkel azért, hogy megkapjuk a diszkrét verziojat a fenti fogalomnak. Ehelyett
inkédbb az lesz a célunk, hogy az x,y pontokbdl elindulva valamilyen értelemben (a ten-
gelyeken) ,egymas felé”) ne novekedjen a fiiggvény érték. Ezt az intuiciot most formalisan
is megfogalmazzuk.

Legyen tehét g : Z™ — R és vezessiik be az ekvidisztans konvexitas fogalmét a diszkrét
esetben is. Egy (x, y) parbol (itt z és y most n dimenziés vektorok, avagy pontok) kiindulva

el akarunk mozdulni egy (2/,y’) parba:

(@) = (& = xi:y + xa) vagy (@,9/) = (z = Xi + X5, ¥ + Xi — X5)
ahol az i, j indexek olyanok, hogy x; > y; és x; < y,. Tekintsiik a(z) 2.4 abrat a szemléle-
tesség kedvéért.
Osszefoglalva tehat tekintsiik az alabbi tulajdonsagot egy f : Z™ — R fiiggvény esetén:
Minden z,y € dom(f) és i € supp™(z — y) esetén létezik j € supp™ (x — y) U {0} gy,
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hogy
fl@)+ fy) > fle—xi+x5) + Fly+xi —x5)

Ezt tgy fogjuk hivni, hogy kicserélési tulajdonsag. Az olyan f fiiggvényeket pedig,
amelyek rendelkeznek a kicserélési tulajdonsaggal, MP-konvex fiiggvényeknek fogjuk ne-
vezni. Egy konkrét példat Mf-konvex fiiggvényre a(z) 2.5 abra mutat.

Akarcsak az Li-konvex fiiggvények esetében, itt is meg lehet fogalmazni az alabbi két
tételt:

2.1.10. Tétel. Egy M -konvex f fiigguény konvex-kiterjeszthetd.

2.1.11. Tétel. Egy M:-konvex f fiigguény esetében egy x € dom(f) pont akkor és csak

akkor globdlis minimum, ha lokdlis minimum az alabbi értelemben:

f(x)gf(x_Xi+Xj) (Vi,jE{O,l,...,n})

Mindezek utéan pedig az M-konvex fliggvényeket ugy definialhatjuk, (hasonloan az
L-konvex és Li-konvex esetekben latottakhoz) mint olyan M-konvex f fiiggvények, ame-
lyekre j € supp™ (z — y). Masképp megfogalmazva ez azt jelenti, hogy f pontosan akkor
M-konvex, ha M*konvex és dom(f) C {z € Z"| i xp = r} valamilyen konstans r € Z-re.

Lathatjuk tehéat - hasonléan az L-konvex és kf“l-konvex fliggvények esetéhez - hogy az

M-konvex és Mf-konvex fiiggvények lényegében ugyanazok, hiszen egy Mf-konvex fiiggvény
n dimenzioban, megfeleltethets (az r konstans erejéig) egy (n + 1) dimenziés M-konvex
fiiggvénynek, azaz az Mf-konvex fiiggvények halmaza bévebb, mint az M-konvex fiiggveé-

nyek halmaza.

xr

2.4. abra. Elmozdulas (z,y)-bol (2',y')-ba a tengelyek mentén
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A(z) 2.6 és 2.7 abrak segitenek Osszefoglalni az imént megismert fogalmakat és atlatni
a kapcsolatokat koztiik. Segitségiikkel egy kicsit tisztabb képet kaphatunk arrél, hogy
val6jaban mir6l is van itt sz6. Megemlitjiik még ezen a ponton azt az ismert tényt, hogy az
L-konvex és M®-konvex fiiggvények halmazanak metszete pontosan a szeparabilis konvex
fiiggvények halmaza. Ez egy korant sem trivialis allitas, viszont késsbb (leginkabb a 4.
fejezetben) sokszor fogjuk kihasznalni, hogy egy szeparabilis diszkrét konvex fiiggvény Lé-
konvex, illetve M*-konvex. Tovabbi részleteket és tobb a témahoz kapcsolodéd eredményt
az olvaso példaul a 2] kényvben olvashat.

Végszoként megemliteném még azt is, hogy az imént elmondott tulajdonsagokat zokke-
némentesen meg lehet fogalmazni folytonos esetben is, azaz az M? és Li-konvex, valamint
M és L-konvex fiiggvények fogalma folytonos esetben is létezik. Részleteket ugyancsak a
[2] kényvben talalhatunk.

2.5. abra. Mé-konvex fiiggvény 2 dimenzidéban
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Folytonos eset Diszkrét eset

f:R"—=R f:Z" - R

Diszkrét felez6pontos konvexitas (LJ—COHVCX)

Felez6pontos konvexitas o,
]J\, Diszkretizalas

Konvexitas

II . o Diszkretizalas . s ) .
Ekvidisztans konvexitas — Kicseréleési tulajdonsag(N[J_convex)
Diszkrét felez6pontos konvexitas  f(x) + f(y) > f ([r;y—‘) +f (LIT—H"J)
Felez8pontos konvexitas fle)+ fly) =2f (%)
Konvexités Af(x) + (L= A)fly) = f(Az + (1= A)y)
Ekvidisztans konvexitas flx)+ f(y) > flx —alz—y) + fly + alz —y))
Kicserélési tulajdonsag flx) + f(y) = min[f(z — x;) + f(y + xi),

Lm(uyl {flx—x:i+ Xj) + fly+xi — XJ)}]

2.6. abra. Az Li-konvexitas és M-konvexitas definiciéi és kapcsolatai a hagyomanyos kon-

vexitassal.
2.2. KonjugAalt, szeparacidé és dualitas

Idézziik fel, hogy folytonos esetben a konvex konjugélt definicidja tgy hangzott, hogyha
f:R™ — R tetszoleges, akkor az f (amely nem feltétlentil konvex) konvex kongjugéltja:

f(p) == sup{(p,r) — f(x) | v € R"}

Megemlitjiik még a konkav konjugaltat is, amely hasonlé alakot 6lt. Legyen A : R” — R
egy fiiggvény, ekkor ennek konkav konjugaltja:

he(p) := inf{(p, x) — h(x) | x € R"}

Ha most a diszkrét esetre akarunk attérni, csak annyi a kiilonbség, hogy az f és h értelme-
zési tartomanyét kicseréljiik Z"-re. Formalisan, ha f : Z" — R és h : Z" — R fiiggvények

akkor ezek diszkrét konvex illetve diszkrét konkav konjugéltai rendre:

f(p) :=sup{(p,x) — f(z) |z €Z"} (p€eR") (2.4)
h°(p) == inf{(p, ) — h(x) |z € Z"} (peR") (2.5)
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2.7. dbra. A diszkrét konvex fiiggvények osztalyai

Itt is hasznélatos a konvex illetve konkav diszkrét Legendre-transzformécio elnevezés az
f* és h° fiiggvényekre. Megjegyezziik még azt is, hogyha f egészértéki, és p is egész, akkor
a konjugélt is egész.

A konjugalt szerepét, illetve fontossagat az alabbi tételek mutatjak be, miszerint az

ME-konvex és Li-konvex fiiggvények pontosan egymas konjugaltjai.

2.2.1. Tétel. Egy M*-konvex f figguény esetén f* Li-konvex. Eqy L*-konvex g fiigguény
esetén g* Mi-konvex. Az eldbbi két dllitds akkor is igaz, ha M-konvex vagy L-konvex

fuigguényekkel fogalmazzuk meg dket.

2.2.2. Tétel. Egész p esetén a diszkrét Legendre-transzformdacid (konvex és konkdv kon-
jugdltak) egy-egy értelmi megfeleltetést teremt az egészértékii MP-konver és egészértéki
Li-konvex fiigguények kézétt, ha az értelmezési tartomdny Z". Hasonld dllitds mondhatd

ki M-konvex és L-konvex fiigguényekre.

Ugyanezeket a tételeket természetesen meg lehet fogalmazni a folytonos esetben is. Most
kimondjuk azokat a szeparacios illetve dualitas jellegii tételeket is, amelyek hasonlitanak a
folytonos esetben latottakhoz. A diszkrét szeparacios tétel konvex és konkav fiiggvényekre

tehat igy hangzik:
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2.2.3. Tétel. Legyencek f,h:Z"™ — R konvez illetve konkdv fiigguények, tovabbd

f(z) > h(x)(Ve € Z7)

Ekkor létezik eqy o € R és p* € R™ melyekre

f(x) = a" + (p",2) =2 h(z) (Vo el

M tobb, ha f és h egészértékid, akkor a* és p* is vdlaszthato annak.

Erdemes még megjegyezni, hogy a tételben minden feltétel erds, ugyanis ha csak keveseb-

bet kéveteliink meg, akkor az alabbi allitasok érvényestilnek.
1) f(x)>h(z) (Vo e€Z") == f(z)>h(z) YoreR"
2) f(z) > h(z) (VxeZ") =~ létezik a* € R ésp* € R”
3) létezik a* € R és p* € R" == léteznek egészek is

A fenti szeparacios tételhez hasonléan meg lehet fogalmazni ilyen tételeket MP-konvex és

Li-konvex fiiggvények esetében is. Ezek pedig az alabbiak.

2.2.4. Tétel. (M-szeparacios tétel) Legyenck f,h : Z" — R egy Mi-konvex illetve
konkdv fiigguények, gy hogy dom(f) Ndom(h) # O vagy pedig dom(f*) N dom(h°®) # 0.
Ha f(z) > h(z) (Yo € Z™) akkor léteznek olyan o € R és p* € R", hogy

f(z) > o+ (p*,z) > h(x) (VxeZ")

S6t, ha f,h egészértékiek, akkor o és p* is vdlaszthato annak.

2.2.5. Tétel. (L-szeparacios tétel) Legyenek g,k : Z" — R egy M:-konvex illetve kon-
kdv figgvények, gy hogy dom(g) N dom(k) # 0 vagy pedig dom(g®) N dom(k°) # 0. Ha
g(x) > k(x)(Vx € Z™) akkor léteznek olyan 5* € R és p* € R", hogy

glx) = 5"+ (p*,x) > k(x) (Vo € Z")

S6t, ha g,k egészértékiek, akkor B* és p* is vdlaszthato annak.

Az M-szeparécios tétel egyik fontos kdvetkezménye az aldbbi, két M-konvex fiiggvény
Osszegének minimalizalasarol szolo tétel, mely egyben optimalitasi feltételeket is a rendel-

kezésiinkre bocsat.
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2.2.6. Tétel. (M-konvex metszet tétel) Ha f,g : Z" — R M-konvex fiigguények és
z* € dom(f) Ndom(g), akkor

f@) +g(z") < fz) + g(z) (Yo eZ®)

akkor és csak akkor, ha létezik olyan p* € R™, melyre

(f=p)@) < (f—p")(x) (VzeZm)
(g+p)@") < (g+p)(x) (VoeZ")

vagy ekvivalensen

(f=p)@) < (f=p)@" +xi—x5)  (Vi,j€{0,1,....n})
(g+p)(@") < (g+p)@" +xi—x;) (Vi,j€{0,1,...,n})

Es eqy ilyen p*-ra
argmin(f + ¢g) = argmin(f — p*) N argmin(g + p*)
Sot, ha f,qg egészértékiek, akkor p* is vdlaszthato annak.

2.2.7. Megjegyzés. Szamos kovetkezménye ismert az L és M-szeparédcios tételeknek.
Hogy megemlitsiink koziiliik 2 fajsalyosabbat, Frank Andras diszkrét szeparacios tétele
éppen az L-szeparécios tétel egy specidlis esete, a suly-szétvagas (weight-splitting) tétel

pedig az M-szeparacios tétel egy specialis esete.

Az imént emlitett két tételrdl részletesen a |7, 8] cikkekben lehet olvasni, &m mi most
levezetjiik ezeket az L illetve M-szeparacios tételekbdl is, hogy lassuk, valoban specia-
lis eseteik azoknak. Ehhez el6szor is ki kell mondanunk magukat a tételeket, kezdjiik a

diszkrét szeparacios tétellel.

2.2.8. Tétel. (Frank, 1982) Legyenek o,pu = 2° — R szub, - illetve szupermoduldris
fiigguények gy, hogy o(X) > w(X) VX C S esetén. Ekkor létezik olyan ©* : 25 — R
amelyre

o(X) > ¢"(X) > p(X) (VX C9)

S6t, ha o és p egészértékiek, akkor ©* is vdlaszthato annak.
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Most pedig megmutatjuk, hogy ez valoban a 2.2.5 specialis esete. Ehhez feleltessiik
meg a o és p szub, és szupermodularis fiiggvényeket a g, k : Z" — Z L-konvex, és konkav

fiiggvényekkel a legegyszertibb modon, azaz legyenek
o(X) = g(xx)

w(X) = k(xx)

Ekkor, mivel g(0) = k(0) = 0, és g > k ezért a 2.2.5 tétel alkalmazhato, hisz feltételei
teljesiilnek. Ez azt mondja, hogy 1étezik olyan f* € R és p* € R™ melyekre

g(w) > "+ (p*,7) > k(z) (Vo eZ")

Mivel ¢g(0) = k(0) = 0, ezért f* = 0 és az x = yx valasztassal (ahol X C S) éppen a

diszkrét szeparacios tételt kapjuk vissza. Most nézziik a suly-szétvagas tételt.

2.2.9. Tétel. (Frank, 1981) Ha azonos alaphalmazon adott két matroid a badzisaival,
M, = (8,By) és My = (S,Bs) és ¢ : S — Z egészértéki sulyfiiggvény, gy egy B* €
By N By bazis akkor és csak akkor optimdlis (minimdlis sulyi) ha léteznek olyan egész

i, ¢ vektorok, hogy
i) c=cj+c
it) B* optimdlis M;-ben cf-ra nézve (i =1,2)

Ahhoz, hogy lassuk, hogy ez tényleg a 2.2.4 specidlis esete, vezessiik be az aldbbi, két

kézenfekvs fliggvényt:

¢(B) haxz=xp,BebBb

+oo  egyébként
¢(B*) hax=yxp Belb
hz) = (B") XB 2
—00 egyébként
Ekkor f M-konvex, h pedig M-konkav, s6t, h konstans a By elemein. Ekkor nyilvan
dom(f) N dom(h) # O hiszen B* kozos bazis. Konnyen lathato az is, hogy f(z) > h(z)
minden z € Z°. Igy tehat a(z) 2.2.4 tétel feltételei teljesiilnek vagyis alkalmazhatjuk hogy

megkapjuk a tételben szereplé a*-ot és p*-ot.
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Legyen most ¢} := ¢ — p* és ¢} := p*. Ekkor (hasonloan a diszkrét szeparacios tétel
visszavezetésénél latottakhoz) tekintsiik az x = y -+ helyettesitést, ezzel élve a 2.2.4 tétel
szerint

o(B%) > o +p(BY) > o( B)

Amibdl persze a* = ¢(B*) — p*(B*) = ¢;(B*). Ekkor viszont ¢(B) > a* + p*(B) minden
B € B esetén és a* + p*(B) > ¢(B*) minden B € Bs.

Igy tehat lathattuk, hogy mind a diszkrét szeparacios tétel, mind a suly-szétvagas
tétel specialis esetei az L-szeparacios, illetve M-szeparécios tételeknek. Most térjiink at
a szeparicios tételekrsl a dualitds tipust eredményekre. A folytonos esetben kimondott
Fenchel-dualitashoz analog tétel érvényesiil a diszkrét esetben, de elGszor lassuk a kapcso-

latot tetszéleges (nem feltétleniil konvex és konkav) fiiggvényekre.

2.2.10. Tétel. Tetszdleges, f,q : Z" — 7 esetén teljesiil az aldbbi eqyenldtienség-lanc

inf{f(z)—h(z)|x € Z"} (2.6)
VI

inf{ f(x)—h(x)|r € R"} (2.7)
VI

sup{l”"(p)— " (p)[p € R"} (2.8)
VI

sup{%°(p)—/f*(p)lp € Z"} (2.9)

Itt a kozéps6 egyenl6tlenség valojaban egyszertien a folytonos Fenchel-dualitas ese-
te, jat csak az els§ és utolsd egyenlStlenség hozott. Erdemes még megjegyezni, hogy
az els§ és harmadik egyenlGtlenségben akkor van egyenléség, ha f és h rendre konvex-
kiterjeszthetGek. Azt is észrevehetjiik, hogy ez utobbi két egyenlGtlenség valojaban M-
konvex/konkav és L-konvex/konkéav fliggvényekre kimondott egyenlGtlenség is lehetne.

Nevezetesen az alabbi tétel fogalmazhatd meg.
2.2.11. Tétel. (Fenchel-tipusa dualitas tétel) .

1) Legyenck f,h : Z" — 7 egészértékii MF-konver illetve konkdv fiigguények tigy, hogy
dom(f) Ndom(h) # 0 vagy dom(f*) Ndom(h°) # 0. Ekkor

inf{f(z) — h(z)|z € Z"} = sup{h°(p) — f*(p)Ip € Z"}
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Ha ez a kozos érték véges, akkor az infimum és szuprémum fel is vétetik és igy

valoban min-mazx tételhez jutunk.

2) Legyenek g,k : Z" — 7 egészértéki LP-konvex illetve konkdv fiigguények gy, hogy
dom(g) N'dom(k) # ) vagy dom(g®) N dom(k°) # 0. Ekkor

inf{g(z) — k(x)|x € Z"} = sup{k°(p) — g*(p)lp € Z"}

Ha ez a kozos érték véges, akkor az infimum és szuprémum fel is vétetik és igy

valoban min-mazx tételhez jutunk.

2.2.12. Megjegyzés. Ahogy a szeparacios tételeknek, tgy ezen dualitas tételeknek is
(egészértéki esetben) azonnali kovetkezménye néhany kozismert tétel. Ilyen példaul Ed-
monds metszet-tétele (1. esetnek kovetkezménye), vagy Fujishige Fenchel-tipusu dualitas

tétele szubmoduléris halmazfiiggvényekre (2. eset kovetkezménye).

Ezen eredményekrdl a(z) [9, 10| cikkekben olvashat tobbet az érdeklsds olvasod. Az
Edmonds metszet-tételt azonban alabb réviden mi is levezetjiik. Ehhez el6szor gyorsan
definidljuk a szubmodularis poliéder fogalmat, amely egy S alaphalmazon értelmezett
b szubmoduléris fiiggvény segitségével adott P(b) := {x € RS : z(X) < b(X) VX C S}

poliéder. Ezen fogalom segitségével a metszet-tétel:

2.2.13. Tétel. (Edmonds) Ha by, by szubmoduldris figgvények S-en, akkor
max{z(S) : x € P(by) N P(be)} = min{by(X) +b(S — X): X C S}

Hogy lassuk, ez miért specialis esete a(z) 2.2.11 tételnek, vezessiik be az f(x) = d01(x)
és h(z) = (1,x) — da(x) ahol §; jeloli a P(b;) N Z™ indikatorfiiggvényeit. (i = 1,2) Ekkor
ugyanis f és h rendre Mb-konvex illetve konkév, gy, hogy dom(f) N dom(h) # () tovabba
a konjugaltjaik:

fo(p) = sup (p,z)
z€P(by1)

h°(p) = — sup (1—p,x)
z€P(b2)

Ekkor persze a méar latott p = xx helyettesitéssel
f*(p) = bi(X)
he(p) = —bs(S — X)
Ha pedig ezeket beirjuk a 2.2.11 tételbe, akkor éppen az Edmonds metszet-tételt kapjuk.
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2.3. L és M konvex fiiggvények tulajdonsagai

Az alabbiakban roviden 1-1 konkrét példat fogunk mutatni mindkét tipusboél, azonban

szamos tovabbi példa talalhato a [2| konyvben illetve a |5] cikkben.

L-konvex fiiggvények

Akar L-konvex, akar Li-konvex fiiggvényekrdl van sz6, igazak az alabbi alapvetd tulajdon-

sagok:
e Egy Li-konvex fiiggvény valodi értelmezési tartomanya Lf-konvex halmaz.

e Egy Li-konvex fiiggvény L*-konvex marad, ha valodi értelmezési tartoméanyat meg-

szoritjuk egy Lf-konvex halmazra.
o Li-konvex fiiggvények osszege is Li-konvex.
Legyen p = (p1,...,pn) € Z™ és g egy lineéris fiiggvény, azaz a g(p) = a + (p,z) ahol

r € R" és a € R. Ekkor a g fiiggvény L-konvex és igy persze Li-konvex is.

M-konvex fiiggvények

Akar M-konvex, akar M®-konvex fiiggvényekrsl van sz6, igazak az alabbi alapvetd tulaj-

donsagok:
e Egy Mf-konvex fiiggvény valodi értelmezési tartomanya Mé-konvex halmaz.

e Egy M®konvex fiiggvény nem feltétleniil marad M?-konvex, ha valodi értelmezési

tartomanyat megszoritjuk egy M?-konvex halmazra.
e M’-konvex fiiggvények 6sszege nem feltétleniil M?-konvex.
e M’-konvex fiiggvények infimalis konvoltciéja Mf-konvex marad.

Tekintsiik ismét az el6z6 g linearis fiiggvényt. Ez Mf-konvex. Viszont M-konvex csak akkor,
ha dom(g) egy M-konvex halmaz.

Megragadnam még az alkalmat annak megemlitésére, hogy amennyiben szubmodu-
laris fiiggvényeket szeretnénk maximalizalni, az altalaban NP-nehéz feladat, am széamos

esetben meg tudjuk oldani ezt a problémat és a megoldhatdsag ezen esetek egy részében
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arra vezethetd vissza, hogy az adott szubmodularis fiiggvény (vagy szubmodularis fiiggvé-
nyek csalddja, amelyet maximalizalni szeretnénk) val6jaban M*-konkav, illetve M®-konkav
fiiggvények Osszege. Ha az olvaséd érdekelt ebben a témakorben is, akkor a [11] cikkben

részletesen tajékozodhat.
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3. fejezet
Optimalizalas bazispoliédereken

Most, hogy méar van fogalmunk arrél, hogy mik azok az L. és M-konvex halmazok illetve
fiiggvények, tovabba megismerkedtiink a diszkrét konvex analizis alapvets tételeivel, at-
tériink egy, az ott megismert eredmények kovetkezményeire a grafelmélet témakorében. A
matematika BSc szakdolgozatomban foglalkoztam az 0n. egalitarius iranyitasokkal, me-
lyek egy iranyitatlan graf olyan megiranyitasat jelentik, ahol a legnagyobb befok a lehetd
legkisebb, ezen beliil a kovetkezs legnagyobb befok a lehetd legkisebb, és igy tovabb. Ezt a
tulajdonsagot nevezhetjiik csokkenGen minimélis, vagy az angol réviditést hasznalva dec-
min irdnyitasnak. A problémat elészor a [12, 13] cikk szerzdi vizsgaltak. Nem tul nehéz
belatni elemi eszkozokkel, hogy ezt az egyszerii esetet meg lehet oldani egy kézenfekvs
moho algoritmussal, amely egy tetsz6leges iranyitasbol kiindulva, bizonyos utakat fordit
meg egészen addig, amig a kapott iranyitas megfelel6 nem lesz. Szamos kérdés meriilt fel
a téméaban, mint példaul az az egyszert modositasa a feladatnak, hogy ne csak egalitarius
irdnyitéast keressiink, hanem erdsen Osszefiiggs egalitarius irdnyitéast, vagy altalanosabban,
k-élosszefiiggs egalitarius iranyitast egy 2k-élosszefiiggs grafban. Ezekre a kérdésekre is
miikodoni latszott ugyanaz a moho algoritmus, de ezt mar nem tudtuk (és azota sem
ismeriink ilyen bizonyitast) elemi grafelméleti eszkozok segitségével bizonyitani. A BSc-s
szakdolgozatom megirasa utdn az in. semi-matchingekre forditottam nagyobb hangstlyt
mely tulajdonképpen a hozzarendelési feladat specidlis verzidja. Ott arrdl volt sz6, hogy
egy (S,T; F) paros grafban olyan M élhalmazt keresiink, amelyre teljestil, hogy S-ben
minden pont foka 1, T-ben pedig a fenti értelemben egalitarius, azaz dec-min. Hétkéznapi
értelemben ezt gy képzelhetjiik el, mintha tigyintéz&khoz szeretnénk iigyfeleket rendelni,
egyszerre egyet, és az a cél, hogy az tigyfelek Ossz-varakozasi ideje a lehets legkevesebb

legyen. Mint kideriilt, ez a probléma is megoldhat6 ugyanazzal az atfordité algoritmussal,
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mint az irdnyitasos verzi6. Mi t6bb, a probléma altaldnosabb alakjait is megoldotta az
algoritmus, am ezek koziil nem mindegyiket lehetett bizonyitani eleinte. Az ebben a té-
méaban érdekelt olvasot eliranyitanam a 11, 15, 16, 17] cikkekhez, mi most ugyanis régton
az altaldnos esetet fogjuk vizsgélni.

Késsbb kidertilt, hogy ez a két probléma (és szamos masik) szorosan kapcsolodik egy-
maéashoz. Ami pedig 6sszekoti 6ket, az nem mas, mint az M-konvex halmazok, pontosabban
fogalmazva, bazispoliéderek egész pontjainak halmaza. Tudniillik, mind az egalitarius ira-
nyitasok, mind a semi-matchingek megfeleltethet6k egy bazispoliéder egész pontjainak,
igy felmeriilt a kérdés, hogy vajon az a mohé algoritmus, amely az egyszerd esetben
megoldotta a probléméat, nem bizonyithato-e ebben az altalanosabb elméletben. A vélasz
pedig pozitiv eredményt hozott, az altalanos alaki tételt konnyen be lehetett bizonyitani
és gy hirtelen rengeteg - a téméba ill§ - grafelméleti sejtés bizonyitast nyert. Ennek a
fejezetnek a célja, hogy ezeket az eredményeket Gsszefoglalja a bazispoliéderek nyelveze-
tén. Kiemelném 1ujbol, hogy a kapcsolat a diszkrét konvex analizissel ott jon be, hogy
egy bézispoliéder egész pontjainak halmazarol ismert, hogy M-konvex halmaz. Ebben a
témakorben minden jelentds Gj eredmény A. Frank és K. Murota nevéhez fiizédik, alabb

pedig a |18, 19] cikkek jelent&sebb eredményeit szeretném osszefoglalni.

3.1. Dec-min elemek és tulajdonsagaik

Egy altalanos bazispoliéder az S alaphalmazon adott egészértékd b szubmoduléris fiigg-

vény segitségével:
B:=B(b)={zeR":2(5)=0b(5),2(Z) <b(Z) VZ C S}

Jegyezziik meg, hogy B megadhat6 a b szubmodularis fliggvény komplementer fiiggvényé-

vel (amely szupermodularis), a kovetkezd modon:
B:=B'(p) ={x e R": x(S) =p(S),z(Z) > p(Z) VZ C S}

Jelélie B az egész pontok halmazat és legyen m € B. Jeldlje T, (s;b) azt az egyértelmii

legsziikebb halmazt, amely tartalmazza s € S-et. Azt mondjuk, hogy egy X C S halmaz

c stz

teljesiil. Vilagos, hogy X pontosan akkor m-pontos b-re nézve, ha, S — X m-pontos p-re

nézve.
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3.1.1. Allitas. Legyen s,t € S ésm' :=m — x¢ + Xs. Ekkor a kévetkezdk ekvivalensek:
1) me B.
2a) Nem létezik ts-halmaz, amely m-pontos p-re nézve.
2b) s € T,,,(t;p).
3a) Nem létezik st-halmaz, amely m-pontos b-re nézve.

3b) t € Ti(s;p).

Ekkor egy m € B pontra a lokélis javitas azt jelenti, hogy m(t) > m(s) + 2 esetén az
m' :=m — x¢+Xs € B olyan elem, amelyre m’ << m ahol a ,,<<” jelélés értelemszertien
a lexikografikusan rendezett vektorra értends. Egy m € B elemre azt mondjuk, hogy
lokalisan cs6kkenden minimalis, (a tovabbiakban dec-min), ha nem létezik olyan s,t €
S, amelyre az el6bb emlitett lokalis javitas elvégezhets lenne. Hasonléan definialhatjuk
az m € B lokalisan névekvden maximalis (tovabbiakban inc-max) elemet. Az alabbi

allitas osszefoglalja ezen két tulajdonsag, valamint a lokalis javitasok kapcsolatat:

3.1.2. Allitas. Legyen m egy egész eleme a B = B(b) = B'(p) bdzispoliédernek. Ekkor a

kovetkezok ekvivalensek:

la) Nem létezik lokdlis javitds m-re nézve.

1) m dec-min.

le) m inc-maz.

2a) m(s) >m(t)—1 VteS,seT,tp)

2b) Ha m(t) > m(s) + 2, akkor létezik egy t5-halmaz amely m-pontos p-re nézve.
3a) m(s) >m(t)—1 Vse S teT,(s;h)

3b) Ha m(t) > m(s) + 2, akkor létezik eqy st-halmaz amely m-pontos b-re nézve.

Jegyezziik meg, hogy ennek a tételnek a tartalma nagyon egyszeri: Feltételezve, hogy
van egy kiindul6 megoldasunk - amely tehat nem feltétlen optimalis - egy apré lokalis

javitassal (utforditas, alternalo tt mentén az élek iranyitasanak felcserélése, stb...) vagy
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kaphatunk egy jobb megoldast, vagy ha mar nem létezik ilyen javitas, akkor az aktualis
megoldas biztosan optimalis.

Nevezziink egy X halmazt m-top-halmaznak, ha m(u) > m(v), minden v € X, v €
S — X esetén. Ha az egyenlGtlenség szigori, akkor szigora m-top-halmazokrol beszél-
hetiink. Nevezziink tovabbé egy m vektort kozel-uniformnak, ha minden koordinataja
legfeljebb egy értékben kiilonbozik a tobbitsl. Az igazi eredmény a korabbi két allitas

kovetkezményeként, az alabbi tételben rejlik:

3.1.3. Tétel. Legyen b eqy egészértékid szubmoduldris fligguény S-en, p a komplementer
(szupermoduldris) figgvénye. Jeldlje tovabbd B = B(b) = B'(p) a b dltal definidlt bazispo-

liédert. Ha m eqy egész pontja B-nek, akkor az aldbbiak ekvivalensek:
1) Nem létezik lokdlis javitdas m-re nézve.

2) Léteznek (0 C)Cy € Cy C ...C; = S m-teté-halmazok, amelyek m-pontosak p-re
nézve. S6t, hogyha tekintjik az m; = m|s, m megszoritisdt S;-re nézve, akkor m;

kozel-uniform minden i-re, ahol S; := C; és S; := C; — C;_1.
3a) m globdlisan dec-min.
3b) m globdlisan inc-maz.

Vagyis ennek a tételnek az a tartalma, hogy a megadott feltételek mellett (egészértékd
szubmodularis fliggvény segitségével adott bazispoliéder egész pontjain lépkedve) a lokalis
optimum egybeesik a globalis optimummal, s6t, az inc-max és dec-min optimumok is
egybeesnek. A tétel tartalménak megértését elGsegitheti a(z) 3.1 dbra, amely megmutatja,
hogy a dec-min elemek milyen alakot Gltenek.

Megjegyezném még azt is, hogy egy dec-min elem kiszamitésa a fenti lokélis javito
algoritmussal ugyan polinomialis, de nem feltétleniil erésen polinomialis. Ennek ellenére
ergsen polinomiélis algoritmus is létezik egy dec-min elem kiszamitasara, ennek részleteit

megtalalhatjuk a bevezetében emlitett két cikkben.

3.1.4. Megjegyzés. Ha két bazispoliéder metszetérdl beszéliink, akkor a dec-min opti-

mum nem feltétlen esik egybe az inc-max optimummal.

Tekintsiik ugyanis az alabbi példat. Legyen S = s1, so, 53, 54 kozos alaphalmaza két 2
rangi matroidnak, Mj-nek és Msy-nek. Legyen {s1, 84}, {82, 3} az M korei, az My korei
pedig {s1, s3}, {s2, s4}. Ekkor mindkét matroidnak 4 bazisa van:
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3.1. abra. Egy bazispoliéder dec-min elemeinek alakja

By = {{s1, 52}, {51, 83}, {52, 54}, {53, 84} }
By = {{s1, 52}, {51, 84}, {52, 83}, {53, 84} }

Legyen B; és By a két matroid bézispoliédere, azaz a konvex burkai a B; incidencia

vektorainak. Legyen

B=DBNBc={{s1,5},{53,54}}

és jelolje B a B két elemének konvex burkat, azaz B az (1,1,0,0) és (0,0, 1, 1) pontokat
Osszekots szakasz. Ekkor B = By N By (Edmonds, 1970). Legyen B, illetve B’, az a
bazispoliéder, amelyet B;-bdl, illetve B-bél, ugy kapunk, hogy az (1,—1,0,0) vektort
hozzavessziik B;-hez. Ekkor:
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Bi = {(27070’0)7 (17 _17 17 1)7 (2’ _L 170)7 (1707()’ 1)}
B, ={(2,0,0,0),(1,—1,1,1),(2,1,0,1),(1,0,1,0)}
B’ ={(2,0,0,0),(1,—1,1,1)}

Ekkor az x = (2,0,0,0) egy inc-max eleme B;—nek, mig az y = (1,—1,1,1) elem dec-min.

3.2. Négyzetosszeg és a dec-min elemek kapcsolata

Ha azon gondolkodunk, hogy milyen tartalmat hordozhat magédban egy dec-min elem,
konnyen eljuthatunk arra a pontra, hogy azt higgyiik, egy vektor dec-min tulajdonsa-
ga egybeesik azzal a tulajdonsiggal, hogy koordinatainak négyzetdsszege minimélis. A
négyzetosszeg ugyanis egy lokélis javitds soran mindig szigortian csokken, igy teljesen
természetes gondolat, hogyha sehogy sem lehet csokkenteni lokalis értelemben a négyzet-
Osszeget, akkor talan igaz lehet, hogy globalisan sem. A preciz valaszt a kovetkezd tétel

biztositja:
3.2.1. Tétel. Egqy B M-konvex halmaz esetén az m € B elem akkor és csak akkor

minimalis koordindta-négyzetosszeqii, ha dec-min.

3.2.2. Megjegyzés. Ha két M-konvex halmaz metszetérsl beszéliink, akkor egy dec-min

elem nem feltétleniil esik egybe egy négyzetosszeget minimalizalé elemmel.

A dec-min és inc-max elemeknél levd példahoz hasonldan a B! vektorokat most tgy
vegyiik, hogy a (2,2, 3,0) vektort adjuk hozza B;-hez. Ekkor

Bl =1{(3,3,3,0),(2,2,4,1),(2,3,3,1),(3,2,4,0)}
B, ={(3,3,3,0),(2,2,4,1),(3,2,3,1),(2,3,4,0)}
B =1{(3,3,3,0,2,2,4,1)}

Itt az z = (3,3,3,0) adec-min elem és az y = (2, 2,4, 1) a négyzetdsszeget minimalizald
elem.

Jelolje W(z) := > 2(s)?: s € S a z € R® vektor koordinatainak négyzetosszegét. A
fentiek szerint, hogyha m € B dec-min és 2z € B tetszdleges, akkor W (m) < W(z).

Azt mér tudjuk tehat, hogy a W mikor veszi fel minimum értékét, de azt is meg lehetne
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kérdezni, hogy létezik-e min-max tétel és ha igen mi az? A valasz korantsem magatol
értet6dd, de még ha tudjuk, hogy igen a vélasz, magéara a tételre rajonni akkor sem
egyszeri. A 4. fejezetben azonban latni fogjuk, hogy miért is olyan nehéz kitalalni magat
a min-max tételt, ha nem ismerjiik a diszkrét konvex analizisbeli hatteret.

Legyen p tetszoleges halmazfiiggvény S-en. Legyen m € R olyan, hogy 7(s;) >
m(s2) > ... > 7(sy,) ésjeldlje [; = {s1,...,s;} halmazt minden j = 1,... n-re. Ismeretes,
hogy ekkor p linearis kiterjesztése az alabbi

n—1

B(m) = p(L)m(sn) + Y p(I) [m(s;) = m(s541)]

Jj=1

3.2.3. Allitas. Ha m,w € Z°, akkor

S| 7 2 St (o) - mee)

seS seS

Ahol egyenldség akkor és csak akkor teljesil, ha m(s) € {V(S)J , P(‘ﬂ} minden s € S

esetén.

3.2.4. Allitas. Ham € B ésn € Z°, akkor
() < Y m(s)m(s)
ses

Ahol egqyenldség akkor és csak akkor dllhat, ha minden szigori mw-top-halmaz m-pontos.
Ezek alapjan méar ki lehet talalni az optimalitési feltételeket és a min-max tétel trivialis
iranyat.

3.2.5. Kovetkezmény. Legyen p tetsz6leges halmazfiiggvény S-en, amelyre p(()) = 0,
tovabba m egy egész pontja a B = B'(p) poliédernek. Ekkor minden 7w € Z* esetén

5( 7(s) | [m(s)
> B I R S
Somio 2 a0 -3 | | |7
seS ses
Ahol egyenlgség akkor és csak akkor teljesiil, ha az aldbbi két optimalitasi feltétel
teljesiil

01) m(s) € {{MJ , {@—‘} minden s € S esetén.

2 2

02) Minden szigoru m-top-halmaz m-pontos p-re nézve.
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Mindezek utan pedig méar megmondhat6 az altaldnos min-max tétel is:

3.2.6. Tétel. Legyen B = B'(p) egy bdzispoliéder a teljesen szupermoduldris p halmaz-
fiigguény dltal definidlva. Ekkor

min {Zm(s)Q tm € B} = max {ﬁ(w) - Z {?J {@—‘ I E ZS}
seS seS

A kovetkez$ érdekes kérdés lehet annak vizsgalata, hogyha nem a koordinatak négy-

zetosszegét akarjuk minimalizalni, hanem a > c(s)m?(s) kifejezés, valamely ¢ € Z° és

RS SES
m € B esetén. Erre is tudjuk a vélaszt:

3.2.7. Tétel. Legyen B = B'(p) egy bdzispoliéder a teljesen szupermoduldris p halmaz-
fiigguény dltal definidlva, valamint ¢ € Z°,c > 1 tetszéleges. Ekkor

min {Z c(s)m(s)? :m € B}

seS

R NHECI I CATECR ) e

Korabban lattuk, hogy, mivel két bazispoliéder metszete nem feltétlen bazispoliéder,
(vagy ekvivalensen: két M-konvex halmaz metszete nem feltétleniil M-konvex) ezért a
metszet esetében az inc-max és dec-min tulajdonsagok nem esnek egybe. Azt viszont
megkérdezhetjiik, hogy mi a helyzet akkor, ha adottak a B; és B, béazispoliéderek és

olyan m € B; N B, pontot keresiink, amely esetén a S= m?(s) kifejezés, vagy rogton a
ses

>~ c(s)m?(s) kifejezés mikor minimalis. Ezt a kérdést meg lehet valaszolni, hasonlé alaki

seS

min-max tételek segitségével. Nevezetesen az alabbiak igazak.

3.2.8. Tétel. Legyen By = B{(p1) és By = By(p2) két bdzispoliéder a teljesen szupermo-
duldris p1 €s pa halmazfiigguények dltal definidlva. Ekkor

min{Zm(5)2 m € B OBQ}

=
~ max {mm) CEDY V“S) : WQ(S)J F“(S) : ”ﬂ € zs}

Ha pedig a c(s)m?(s)-re vagyunk kivancsiak, akkor az alabbi tétel érvényes.
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3.2.9. Tétel. Legyen By = B'(p1) és By = Bj(ps) két bazispoliéder a teljesen szuper-
moduldris py €s py halmazfiigguények dltal definidlva, valamint ¢ € Z5,¢c > 1 tetszdleges.

Ekkor:

min {Z c(s)m(s)> :m e By n BQ}

SES

— max {pl(m) + P2(m2) — SGZS E (% + 1)J (W(S) () B

Ahol m =, + 7y, w1, T € Z°.

|
VR
o3
[ o
&=

+

[
~_
_ 1
~~
——

Az imént latott 6sszes min-max tétel kiolvashaté a Fenchel-féle dualitas tételbdl, azaz
a(z) 2.2.11 tételbsl, miutan a konjugaltat az egyes esetekben konkrétan kiszamoljuk és
behelyettesitjiik az ottani képletbe. Néhany példat a konjugalt fiiggvények kiszamitasara
most meg is emlitenék, legf6képpen azokat, amelyek az iménti tételek szempontjaboél fon-
tosak. Megjegyezziik, hogy ezek a fiiggvények az alabbi példaban mindig egészértékiek,
mi tobb, példaképp az egyvaltozos eseteket mutatjuk be.

A jelolések megegyeznek azokkal a jelolésekkel, amelyeket a kovetkezs fejezetben fo-
gunk hasznalni. Ha valamilyen jelolés ezek koziil e pillanatban nem volna egyértelmd,
akkor a 4. fejezet elejére lapozva tisztéazhatjuk az adott jelolés jelentését. Azért emlitjiik
meg mégis most ezeket a példakat és nem pedig késébb, mert - az egész dolgozat elolva-
sédsa utan - jobban érezhet§ hogy a konjugaltak kiszamitasanak fontossaga mar ezekben

a konkrét (még kevésbé altalanos) esetekben is elengedhetetlen.

3.2.10. Példa. (konkrét diszkrét konvex konjugaltak)

e (k) = c esetén

. —c, hal=0
p*(l) =
400, egyébként
e o(k) = ck esetén
. 0, hal=c
et (1) =

400, egyébként

o o(k) = k? esetén
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o (k) = ck? esetén

=[5 (- [5)

o o(k) = p(k — ko) esetén
(1) = ©* (1) + kol

® = + Py esetén

(1) = min{@i(h) + ¢3(l2)  [h+l=11€Z}

Ha, A < B egészek és I := [A, B], jeloli az A és B kozotti egészek halmazat, akkor

a o diszkrét konvex fiiggvény megszoritésa az [-re:

o(k) ha A<k<B
pr(k) =
+o00, egyébként

és a konjugéltja:

©7(1) = min{p(ly) + max{Aly, Blo} : l; + 1o = 1, 1; egész}

A (k) = ck?* esetet ki is részletezziik. A konjugalt definicija alapjan ki kell szamol-
nunk a ¢*(l) = max{kl — (k) : k € Z} értéket. Vilagos, hogy ¢'(k) = ok +1) — p(k) =
c(k+1)?—ck?® = c(2k+1). A kl —p(k) akkor maximalis k mellett, ha ¢'(k) > 1 > ¢/(k—1)

azaz c(2k +1) > 1 > ¢(2k — 1), amely atrendezve =¢ < k < X< innen pedig mar nincs

A

3.2.11. Megjegyzés. Az utolso példa arra jo, hogyha also és fels6 korlatokat szeretnénk
bevezetni a korabbi tételekben, akkor is tudjuk kezelni a konjugalt fiiggvényt, s igy a

min-max tételt is fel lehet {rni ezekben az esetekben.
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4. fejezet

Min-Max tétel box-TDI poliéderekre

Az el6z6 fejezetben méar tobb min-max tételt is lathattunk, amelyek M-konvex, illetve Ms-
konvex (azaz két M-konvex halmaz metszete) halmazok egész pontjai kozott kerestek vala-
milyen értelemben minimélis tulajdonsagut. Az Gsszes ottani tétel annak volt koszonhetd,
hogy az altalanos esetbeli Fenchel-féle dualitas tételben a konjugalt fiiggvényt konkrétan
ki lehetett szamolni és beirni az altalanos formulaba a konkrét kiszamolt fliggvényt. Ha
nem ismernénk a konjugalt fogalmat, azt hihetnénk, hogy ezeket a min-max tételeket nem
is lehet, de legalabbis nagyon nehéz volna kitalélni. A szoban forgo tételekben ugyanis mér
,hyoma sincs” a konjugaltnak, mindegyik tétel olyan alakot 6lt, mint a kombinatorikus
optimalizalasban jol ismert, szokvinyos min-max tételek, mint példaul Kénig, Egervary,
Dilworth, stb.. tételei. Természetesen meriilhet fel a kérdés, hogy a konjugélt fogalma
nélkiil vajon hogy lehet kitalalni illetve levezetni ezeket a tételeket? A valasz abban rejlik,
hogy az M-konvex és My-konvex halmazok szerepe ezekben a tételekben kozos: mindkettd
diszkrét box-TDI rendszer. A cél tehat a kovetkezs: az el6z6 fejezetben latott tételekhez

hasonl6 alaki tételeket szeretnénk kimondani box-TDI poliéderekre.

4.1. Box-TDI poliéderek

Az el6z6 fejezetben hasznalt jeloléseket tovabbra is hasznalni fogjuk, ezen felil legyen @
egy egész matrix, p pedig egész vektor, az alaphalmaz elemeit S-el jeloljiik, ahol most

S CZ" Egy ¢ : Z — 7 figgvény diszkrét konvex, ha

ek = 1)+ ¢k +1) > 2p(k)
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Legyen tovabba ¢'(k) := ¢(k + 1) — ¢(k). Ezen feliil, ha az S minden s eleméhez adott
egy s diszkrét konvex fiiggvény, akkor bevezetjilk még a ® : Z° — Z és @' : Z5 — Z

fiiggvényeket, melyek rendre

O(z) =) ¢sl2(s)) (=)= P(x(s))

seS seS

Ha a s minden s-re diszkrét konvex, akkor & szeparabilis diszkrét konvex. A diszkrét
konjugéltak rendre
©* (1) := max{kl — p(k) : k € Z}
O°(w) := Zgoz(w(s)) = max{wz — ®(2) : z € Z°}
seS
Mindenezen jelolések bevezetése illetve atismétlése utan tekintsiink egy {x : Qx > p}

primal rendszert. Erre a dualitas tétel azt mondja, hogy:

min{cz : Qr > p} = max{yp:y > 0,yQ = ¢}

Az {z : Qx > p} rendszert akkor nevezziik teljesen duéalisan egészértékiinek, vagy
roviden TDI-nak (a TDI rovidités az angol ,totally dual integral” kifejezésbdl ered), ha
minden olyan egész c-re, melyre az optimum korlatos, a dualis feladat optimuma egész y
vektoron is felvétetik.

Ugyanez a rendszer box-TDI, ha a kibdvitett {Qz > p, f < x < g} rendszer TDI
minden raciondlis f és g korlatozo vektor esetén. Egy poliédert akkor neveziink box-
TDI poliédernek, ha leirhaté box-TDI rendszerrel. Ezek a definiciok kiterjesztheték
arra az esetre is, amikor a rendszeriink {Q1x > p;, Q22 = po} alakban van megadva, tehat
amikor nem csak egyenltlenségek, hanem egyenlGségek is szerepelnek benne. Jelolje R a
{Qz > p} poliédert.

A box-TDI poliéderekkel el6szor Edmonds és Giles foglalkoztak, késébb Cook [20]
illetve egy meglepden friss, 2020-as cikk fiiz6dik a témaban Chervet, Grappe és Robert
nevéhez [21]. A legfrissebb eredmények és a min-max tétel pedig A. Frank és K. Murota

munkéjanak koszonhets [22].

4.1.1. Allitas. Egy {Qix > p1,Qox = po} rendszer pontosan akkor boz-TDI, ha a

{Q12 > p1, Q21 > poy, —Qox > —po} rendszer box-TDI.

4.1.2. Allitas. Egy box-TDI rendszer mindig TDI.
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4.1.3. Allitas. Egy TDI rendszer, amely definidl eqy boz- TDI poliédert, mindig box- TDI.

4.1.4. Allitas. Ha a {Qx > p} rendszer box-TDI, akkor Q egy oszlopdnak negdldsdval,

torlésével, vagy megkettdozésével box-TDI rendszert kapunk.

4.1.5. Allitas. Ha a {Qz > p} rendszer box-TDI, akkor egy z* € R elemre a py =
p — Qz*. segitségével definidlt {Qx > po} rendszer is box-TDI.

4.2. A min-max tétel két alakban

Legyen ¢ : Z — Z tetszbleges egészértéki fiiggvény. Azt mondjuk, hogy az egészekbdl
allo {k*, 1"} rendezett par p-re illeszkedd, ha

o(k*) —p(k* — 1) < I* < o(k* + 1) — p(k*)

aZaZ

Legyen ® : Z% — 7 tetszéleges szeparabilis fiiggvény, melyet az egyvaltozos ¢, fiigg-
vények definidlnak. Azt mondjuk, hogy az egész vektorokbol allé {z*, w*} rendezett par

O-re illeszkedd, ha {z*(s), w*(s)} p-re illeszked6 minden s € S esetén, azaz

pa(27(s)) = 0al(z7(s) = 1) Sw™(s) < po(27(s) +1) — @s(2"(s)) Vse€ S

azaz
(2 —1) <w'(s) < D'(2¥)

4.2.1. Allitas. A fenti jelolésekkel élve
FE = o(k*) > Ik — (k) VEkeZ
Vagyis tulajdonképpen o*(1*) = I*k* — p(k*)

Legyen most R C RY tetszéleges egész poliéder és 2* € R, tovabba y* olyan vektor,
melynek komponensei megfelelnek a ) oszlopainak. Azt mondjuk, hogy a rendezett egész
vektorokbol allo {z*, y*} par #-kompatibilis, ha {z*, w*} ®-illeszkeds w* := y*Q esetén.
Formalisan

(2 —1) <y*Q < P'(2)
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4.2.2. Megjegyzés. Ha ® egy linedris fiiggvény, azaz ®(2) = cz valamely ¢ € Z° vek-

torra, akkor ®(2) = ¢ minden z € Z%-re, ezért a ®-kompatibilitas ekvivalens azzal, hogy

¢ < y*Q < c vagyis hogy ¢ = y*Q.

4.2.3. Allitas. Legyen ® szepardbilis diszkrét konvex figguény Z5-en és tegyiik fel, hogy
z* € R, tovdbbd y* > 0 tgy, hogy {z*,y*} ®-kompatibilis. Ekkor

D(z) > O(z*) =y (Qz" —p) Vze R

Az eddig megfogalmazott definiciok és allitdsok, megjegyzések sziikségesek ahhoz, hogy
bizonyitani tudjuk az altalanos min-max tételt, mely esetben tehat R nem akarmilyen

poliéder, hanem box-TDI poliéder. Ez a tétel nevezetesen:

4.2.4. Tétel. (Frank+Murota, 2020) Legyen ¢4 : 7 — 7 egészértékd diszkrét konvex
fiigguény Z-n minden s € S-re, tovabbda ® az ezek dltal definidlt szeparabilis diszkrét konvex
fiigguény 75 -en. Tegyiik fel, hogy az egész Q mdtrizra és p vektorra a {Qx > p} rendszer
boz-TDI, amely definidlja a nemiires R := {x : Qu > p} C R box-TDI poliédert gy,
hogy ® véges R -en. Ekkor ® pontosan akkor alulrdl korldtos R -en, ha létezik eqy z € R
elem és y > 0 egész vektor, amelyekre {z,y} ®-kompatibilis.

Tovdbbd, ha ® alulrdl korldtos R -en, akkor az aldbbi min-max tétel dll fenn.:
min{®(z): 2 € B} = max{®(2) —y(Qz—p): 2 € R,y >0 egész, {z,y} ®-kompatibilis}

Sdt, eqy optimadlis y* vektor vdlaszthato gy is, hogy pozitiv komponenseinek szdma legfel-
jebb 2|S]|.

A tételbdl kiolvashatjuk az optimalitasi feltételeket is:
O1) y*(Qz" —p) = 0)
02) (2 -1 <y*Q < d'(z%))

A min-max tétel tehat ebben a formaban nem tartalmazza a diszkrét konjugéltat
és altalanositja, az el6z6 fejezetben latott tételeket. Fel lehet azonban irni ugyanezt a
min-max tételt agy, hogy szerepeljen benne a konjugélt, a teljesség kedvéért most ezt is

megtessziik. Ehhez azonban néhany dolgot meg kell jegyezniink elGszor. Az elsé észrevétel,

hogy a 4.2.1 allitas megforditasa is igaz, azaz:

4.2.5. Allitas. Ha ¢ olyan diszkrét konvex figguény, melyre o*(I*) = I*k* — @(k*) akkor
a {k*,1*} pdr p-re illeszkedd.
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4.2.6. Kdvetkezmény. Legyen R = {z : Qz > p} C R® tetszbleges egész poliéder, o és
® pedig mint kordbban. Ekkor minden z € R elemre és egész y > 0 vektorra
®(z) = yp — *(yQ)
Ha itt egyenl@ség all fenn valamilyen z* és y* esetén, akkor z* minimalis elem ®-re nézve
R-en és a {z*,y*} par ®-kompatibilis.
Mindezek alapjan pedig az el6z6 tétel uj forméaban:

4.2.7. Tétel. (Frank+Murota, 2020 konjugaltas alak) A 4.2.4 feltételeivel élve az
alabbi min-max formuldt kaphatjuk:
min{®(2) : z € R} = max{yp — *(yQ) : y > 0 egész}

Az optimdlis y* vektor vdlaszthato gy is, hogy legfeljebb 2|S| komponense legyen pozitiv.

Az imént latott tétel mindkét alakjat ki lehet mondani akkor is, ha R egy {Q'z >
P, Q=x = p~} alaka box-TDI rendszerrel van definidlva. A box-TDI rendszerek tulajdon-
sagai alapjan ekkor a {Q'z > p/,Q~x > p~,—Q~ > —p~} rendszer szintén box-TDI és
ugyanazt az R poliédert definiilja.

Nevezziink egy (y',y~) vektort elGjel-megengedettnek, ha ¢y > 0 azaz ha a @

soarihoz tartozé komponensekrél nemnegativitast koveteliink meg. Ekkor az elgbbi tétel

(mindkét alak egyszerre) igy hangzik:

4.2.8. Tétel. (Frank+Murota, altalanos alak, 2020) A /.2.4 és 4.2.7 tételekben sze-
repld feltételekkel élve legyen most R = {z : Q'x > p/,Q=x = p~} box-TDI poliéder, ahol
Q',Q=,p,p= mind egészek. Ekkor

min{®(z):z € R} =
=max{®(2) —y(Qz —p: 2z € R),y eldjel-megengedett és egész és {z,y} P-kompatibilis}
= max{yp — *(yQ) : y eldjel-megengedett és egész}

Ahol Q = (Q',Q7)" ésp = (p/,p7)T. Egy z* € R pontosan akkor minimalizdlja ®-t, ha

létezik eqy eldjel-megengedett y* vektor, amely teljesiti az optimalitdst feltételeket:
Yy (Qz"—p) =0
S6t, y* vdlaszthato dgy is, hogy a nemnulla komponenseinek szama legfeljebbe 2|S].
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A most latott tételek megfogalmazasa utan nézziik meg, hogy hogyan is lehet megfo-
galmazni az el6z6 fejezetben latott 3.2.6 és 3.2.7 tételeket, melyek M-konvex halmazokra
(bazispoliéder egész pontjaira) voltak kimondva. Most azonban tetszéleges box-TDI poli-
éderekre mondhatjuk ki 6ket, melyeknek specialis esetei a korabbi tételek. Tehat az imént

emlitett el6z6 fejezetbeli tételek a most kovetkezd 4.2.9 és 4.2.11 tételek specialis esetei.

4.2.9. Tétel. Legyen Q = (Q', Q)" egész mdtriz, p = (p',p~)" egész vektor és tegyiik
fel, hogy a {Q'x > p',Q=x = p~} rendszer box-TDI. Jeldlje R ezen rendszer dltal definidlt
poliéder (amely szintén box-TDI). Ekkor

y@Q

min{z®: z € R} = max{yp — {—J [ﬂ

2

5 —‘ cy(y',y~) eldjel-megengedett és egész}

Tovdbbd, eqy z* € R elem akkor és csak akkor minimalizdlja a négyzetdsszeget, ha létezik

olyan eldjel-megengedett egész y* vektor, amelyre az alabbi két optimalitdsi feltétel teljesiil:
Yy (Qz"—p) =0
22 —1<y"Q<22"+1

Az optimdlis y* dudlis megoldds vdlaszthato olyannak is, hogy legfeljebb 2|S| komponense

nemn nulla.

4.2.10. Megjegyzés. A masodik optimalitasi feltétel ugy is irhato, hogy

{y*QJ < < [yﬂ
2 | =7 = 2

Ha pedig a stlyozott négyzetosszeg minimumaéara vagyunk kivancsiak, akkor

4.2.11. Tétel. Legyen {Qx > p} box-TDI rendszer, R az dltala definidlt poliéder, tovdibbd

legyen ¢ eqy pozitiv egészértéki vektor Z°-en. Ekkor

min{z c(s)z(s)?:z€ R} =

st~ 2 [Z220) (- 0| ZLE0]) 0

2 2
seS

Tovdbbd, eqy z* € R elem akkor és csak akkor minimalizdlja a silyozott négyzetisszeget,

ha létezik olyan egész y* vektor, amelyre az aldbbi két optimalitdsi feltétel teljesiil:
y (Qz"—p)=0
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2¢(8)z(s)" =1 <w*(s) <2c(s)z(s)"+1 Vse S

Ahol w* := y*Q. Az optimadlis y* dudlis megoldds vdlaszthatd olyannak is, hogy legfeljebb

2|S| komponense nemn nulla.

Ezek a formuldk tehat azért hasznosak, mert nem hasznaljak a konjugalt fiiggvényt,
noha a hattérben az huzodik meg. Igy hasonlitanak azokhoz a kombinatorikai értelemben
vett min-max tételekhez, amelyek mindenki szamara ismertek. Mindez azért volt megte-
hets, mert az adott esetekben a konjugalt fiiggvényt explicit moédon fel lehetett irni, ezért
is fontos az, hogy minél tobb konjugaltat fel tudjunk irni, hogy aztén késébb azokat a
korabbi tételekbe helyettesitve, immar konjugéalt-mentes - azaz hagyomanyos értelemben
vett - min-max tételeket kaphassunk. Az ilyen tételek ugyanis j6 alapot szolgaltatnak ah-
hoz, hogy a jovében polinomiélis, illetve erésen polinomialis algoritmusok sziilethessenek

az optimum megtalalésara.
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5. fejezet
Inverz optimalizalasi problémak

A kombinatorikus optimalizélas témakorében igencsak ismert és tanulmanyozott a leg-
olcsobb utak, fenySk, parositasok, stb.. keresése és ezen problémakra szamos eredmény
létezik. Egy inverz optimalizalasi probléméban elére adott egy wy koltségfiiggvény és egy
2o objektum (tut, fenyd, parositas, stb..) és célunk a wy modositasa w-re oly médon, hogy a
keletkez& w koltségfiiggvényre nézve 2y optimalis legyen és a w eltérése wy-tol a lehets leg-
kisebb legyen. Ezt az eltérést rengeteg féleképpen mérhetjiik, a leggyakoribb értelmezések
az ly,ly és I, normak. Ha wy egészértéki, akkor eldirhatjuk azt is hogy w is egészértéki
legyen. Az is el6fordulhat, hogy az input objektum csupén része kell hogy legyen egy op-
timalisnak a keletkez6 w-re nézve, vagy épp ellenkezéleg, hogy egy w-re nézve optimalis
objektum keriilje el az zy-t. Egy mésik verzioban pedig nem egyetlen zy, hanem zq, ..., 2
input adott és a cél olyan w keresése, hogy mindegyik z; optimalis legyen w-re nézve, s
mindemellett w eltérése minimalis legyen wg-t6l. Szamos variansa létezik tehat a problé-
méanak, &m ebben a fejezetben mi csak arra koncentralunk, amikor wg és w egészértéki
és egyetlen zy input adott, az eltérést pedig egy tetszbleges szeparabilis diszkrét konvex

fiiggvénnyel fogjuk mérni.

5.1. Min-max tétel az altalanos inverz problémara

Az el6z6 fejezet jeloléseihez hasonloan legyen {Qz > p} box-TDI rendszer, R pedig az
altala definialt poliéder. Legyen zy € R egy rogzitett elem, o, egészértékd diszkrét konvex
fiiggvény minden s € S-re és ® a ¢, fliggvények altal definialt szeparabilis diszkrét konvex
fiiggvény. Legyenek tovabba [, s : S — Z korlatozo fiiggvények, amelyekre | < u.

Célunk tehat egy olyan egészértékid w vektor keresése (koltség, célfiiggvény) S-en,
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amelyre 2y minimalis koltségi elem, azaz wzyg < wxr Ve € R és ] < w < u és w eltérése
wo-t6l, azaz ®(w) miniméalis. Az alabbi tétel, illetve annak kovetkezménye sziikséges és

elégséges feltételt nyujt ezekre a feltételekre nézve, leszamitva azt, hogy ®(w) minimaélis.

5.1.1. Tétel. Legyen Q egész mdatriz, p egész vektor, a {Qx > p} rendszer pedig box-TDI,
R az dltala definidlt poliéder, melynek z* eqy egész eleme, I, u pedig a fenti tulajdonsdgu
korldtozo vektorok. Akkor és csak akkor létezik olyan egészértéki, nemmnegatig y* vektor,
melyre | < y*Q < wu és y*(Qz* —p) =0 ha
I(s7) <a(s)
Fenndll minden {S—, St} diszjunkt S-részhalmazokra, amelyekre
2 =24+ xs+ —xs- € R

Linearis programozési ismeretek fényében kimonthatjuk, hogy z* akkor és csak akkor
minimalis elem egy w* koltségfiiggvényre nézve, ha a dualis y* megoldas teljesiti az opti-
malitési feltételeket, azaz y* > 0,y*Q = w* és y*(Qz* — p) = 0. Ennek alapjan az el6bbi
tétel azonnali kovetkeménye, hogy:

5.1.2. Kovetkezmény. Legyen Q,p, R,l,u és z* olyanok, mint az el6z6 tételben. Pon-
tosan akkor létezik egy egészértékd w* koltségfiiggvény S-en, amelyre | < w* < u és z*

minimélis elem w*-ra nézve, ha a(z) 5.1.1 tételbeli két feltétel fennall.

Igy pedig mar lathatjuk, hogy az inverz optimalizalas probléméaban majdnem minden
feltétel teljestil, mar csak ®(w) minimalizalasarol kell gondoskodnunk valahogyan. Ehhez
szitkséglink lesz a box-TDI rendszerek egy masik tulajdonsagara. Legyen a {Kz > 0}
rendszer box-TDI, amely a C' := {z : Kz > 0} box-TDI kupot definialja. Legyen C* a
dualis kapja C-nek, azaz C* := {w : yK = w,y > 0}

5.1.3. Allitas. Eqy C kip akkor és csak akkor box-TDI, ha a C* dudlis kipja is box-TDI.
Mindezek utan kimonthatjuk a 4.2.8 tételt box-TDI kipokra, mely az alabbi:

5.1.4. Tétel. Legyen C box-TDI kip, melynek C* a dudlis kipja (amely az eléz6 dllitds
szerint szintén box-TDI), tovdbbd ® eqy egészértéki szepardbilis diszkrét konvex figguény
75 -en. Ekkor

min{®(z):z€ O} = (5.1)
= max{®(z) —wz:z € (,we C* {z,w} ®-re illeszkeds} (5.2)
= max{—®*(w) : w € C*} (5.3)
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Tovdbbd egy z* € ' akkor és csak akkor ®-minimalizdls, ha létezik olyan w* € C¥,
amelyre z*w* =0 és
Pz —1) <w* < P(2¥)

Mivel a tételben sehol sem hasznaltuk ki a C' kip leirasat, ezért ugyanezt a tételt

kimondhatjuk a C' kip C* duéliséra is, azaz

5.1.5. Tétel. Legyen C box-TDI kip, melynek C* a dudlis kipja (amely az elézd dllitas
szerint szintén box-TDI), tovdbbd ® eqy egészértéki szepardbilis diszkrét konvex fiigguény
Z5-en. Ekkor

min{®(z) : z € C*} = (5.4)
= max{®(z) —wz:z€ C* we & {zw} &-re illeszkeds} (5.5)
= max{—®*(w):w e C'} (5.6)

Tovdbbd eqy z* € C* akkor és csak akkor ®-minimalizdls, ha létezik olyan w* € ',
amelyre z*w* =0 és
(2" —1) <w* < P(2%)

Mindezek ismeretében mar kimondhatjuk a min-max tételt az altalanos inverz opti-

malizalasi feladatra.

5.1.6. Tétel. Legyen {Qz > p} box-TDI rendszer, R az dltala definidlt egész box-TDI
poliéder, ® eqy tetszdleges egészértéki szepardbilis diszkrét konvex fligguény Z°-en. Legyen
tovdbbd 2y € R és {Qox > po} az a részrendszer, mely tartalmazza a {Qx > p} rend-
szerben a zy dltal egyenldséggel teljesitett egyenldtlenségeket (ezeket szokds aktiv soroknak
is nevezni). Legyen C := {x : Qor > 0} és C* := {w : yQy = w,y > 0} a dudlis kipja.
Ekkor

min{®(w) : 2o w-minimalizdld elem R -ben és w egészértéki} =
— max{®(w) — zw : w € C*, z € ', {w, 2} ®-re illeszkedd}
=max{—®*(2): z€ C}

Tovdbbd eqy egészértékd w* koltségfiigguény, melyet zy minimalizdl R-en akkor és csak
akkor minimalizdlja ®-t, ha létezik z* € C amire w*z* = 0 és a {w*,z*} pdr ®-re

illeszkedd.
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Sok eredményt lathattunk eddig diszkrét konvex fiiggvényekkel kapcsolatban. Temér-
dek sok min-max tétel fogalmazhatdé meg, mind a konjugalt fliggvény explicit felirasanak
koszonhetGen, d4m specialis esetben lattuk, hogy a konjugélt fogalma kikiiszobolhets a
tételekbdl és igy tisztan kombinatorikai értelemben vett min-max tételeket fogalmazha-
tunk meg. Ezen tételek ismeretében a kovetkezs kérdés mindig az, hogy algoritmikusan
hogy lehet megtalalni egy optimélis tulajdonsagu objektumot. Ha példaul az inverz leg-
olcsdbb feny6 probléméat vessziik alapul, akkor A. Frank és G. Hajdu kifejlesztettek egy
egyszeri algoritmust, amely megoldja ezt a probléméat. Errél az olvasé G. Hajdu szakdol-
gozataban (lasd: [20]) illetve A.Frank és G.Hajdu cikkében (lasd: [25]) olvashat. En most
csak annyit emelnék ki ezekbdl, hogy az algoritmusuk soran kideriilt, hogy az optimalis
koltségtiiggvény megalkotasahoz elegendd az input fenyd élein csdkkenteni a koltségeket,
a fenydn kiviil nem sziikséges novelni. Ezt a tulajdonsagot is csak azért jegyeztem meg,
mert a kovetkez6 fejezetben mi is ilyen jellegd algoritmust fogunk bemutatni egy maésik

problémara.

5.2. Inverz optimalizilas egyetlen matroidon

Ebben a részben feltételezziik, hogy az olvasdé matroidelméleti alapokkal rendelkezik. Ezek
az alapok megtaldlhatok példaul Frank Andras Matroidelmélet c. egyetemi jegyzetében,
mely elérhets az aldbbi linken: https://web.cs.elte . hu/ frank/jegyzet/matroid/.

Tekintsiik az inverz fiiggetlen halmaz problémat egy matroidban. Ennek is a kdvetkezé
alakjat fogjuk vizsgalni. Legyen M = (S,Z) egy matroid a fliggetlenjeivel definidlva és
tegyiik fel, hogy adott egy wy nemnegativ koltségfiiggvény, egy fiiggetlen Iy halmaz és az
a célunk, hogy talaljunk egy w koltségfiiggvényt, amelyre az I, halmaz benne van egy
w-re nézve max sulyu béazisban és ||w — wyl|;, = i |w(i) — wp ()| minimalis. Lesz még
ezen feliil egy b korlatozo vektor, azaz a végss w—rel:fénn kell &llnia a 0 < w(x) —wp(x) <
b(x) Vz € S egyenldtlenségnek.

Vil4dgos, hogyha a wy-bol indulunk ki, és az Iy kezd§ halmaz nincs benne egyetlen
max sulyu bazisban sem, akkor kétféleké mivelettel érhetjiik el, hogy el6bb-utébb benne
legyen. Az egyik, hogy az I, valamelyik elemén noveljiik a wq értékét. A mésik pedig, hogy
egy Ip-on kiviili elemen csokkenjiik a wq értékét. Az altalanos tételben szerepld tartalom
alapjan elegendd tgy keresni a w koltségfiiggvényt, hogy csak az els tipusid miiveletet

hasznaljuk, azaz hogy az Iy halmazon noveliink, s azon kiviil sosem csokkentiink. Az
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altalunk adott algoritmus ezt ki is fogja hasznalni.

Vegyiik elGszor észre, hogy tetszbleges I halmaz kiegészithets egy By bazissa ugy, hogy,
hogy wo(Bo\lp) maximalis, azaz az ujonnan hozzavett elemek a lehets legnagyobbak. Ez
egyszertien a moho algoritmus azonnali kévetkezménye, &m érdemes megjegyezni, hogy
maga a By nem feltétleniil maximalis stlyu bazis wy-ra nézve. Viszont konnyen azz4 tehetd,
a wy (fenti értelemben - norméban - vett) minimalis valtoztatasaval, ugyanis csak annyit
kell csinalnunk, hogy az I, elemein a wy értékét megndveljiik, amennyiben ez sziikséges.
Precizen mondva az = € S\ elemeken nem valtoztatjuk wy értékét, de ha = € I akkor
meg kell nézni az 0sszes x helyére By-ba becserélhets y elemet, hogy esetleg nincs-e koztiik
olyan, melyre wq(y) > wo(x). Ha van, akkor x sulyat le kell cserélni y sulyéara. Formalisan

tehat az algoritmusunk a koévetkezd lesz:

Algorithm 1 Moho algoritmus inverz fiiggetlen halmazra
Input: M, wq, Iy,b

Output: Az optimalis w vagy pedig hogy nincs megoldés

1: Keressiink egy By bazist, amely tartalmazza Iy-t és ezen beliil wy-ra nézve maximalis
salya

2: Legyen w(x) := wo(z) ha x € S\Ij illetve w(z) := max{w(y) : y € K(By,z)} ha
x € I

3. if létezik = € I, amelyre w(z) — wo(x) > b(x) then
4: return Nincs megoldas

5: else

6: return w

Az els6 lépésben emlitett By bazis konnyedén megtalalhaté példaul a moho algorit-
mussal, azaz kiindulunk Iy-bol és egyesével vessziik hozza azokat az elemeket, amelyekkel
kib6vitve az aktuélis I még fiiggetlen marad és erre a tulajdonsagra nézve, a hozzaadott
elem wy stlya maximalis. Az algoritmus helyességéhez elegendd azt az egyetlen tulajdon-

sagot latni, hogy egy B béazis akkor és csak akkor w-maximaélis, ha
i) Minden y € S\B és x € C(B,y) esetén w(z) > w(y)

Ahol C(B,z) jeloli az x béazison kiviili elem egyértelmi alapkorét, K (B,z) pedig az x
bézisbeli elem helyére becserélhets elemek halmazat. Ennek igazolasdhoz tekintsiik az

alabbi lemmaéat, mely a fent emlitett jegyzetben szerepls 1.4.5 lemma.
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5.2.1. Lemma. Adott By és By bdzisokhoz létezik olyan f : By — By «— By— B bijekcid,
hogy By — x + f(x) minden © € By — By esetén bdzis.

Ezt a lemmat felhasznalva bizonyitjuk a w-maximalis bazisokra vonatkoz6 imént emli-
tett tulajdonsdgot. Ha B maximaélis stlyt és « benne van az y alapkorében, akkor nyilvan
w(z) > w(y) igy ez az irany trivialis.

A masik irdnyhoz legyen B* egy maximalis sulyd béazis w-re nézve és lassuk be, hogy
B is az. Hasznaljuk az el6bbi lemmét a By := B és By := B* véalasztassal. A lemma
szerint minden x € B — B* elemre a B —x + f(x) bazis. A feltétel szerint w(f(z)) < w(x)
hiszen B*-ot maximaélis sulyunak vélasztottuk. Ezt a két tényt Osszerakva azt kapjuk,
hogy w(B*) < w(B) viszont B* maximalitdsa miatt w(B) < w(B*) ebbdl a kett&bdl
pedig azonnal adodik, hogy w(B) = w(B*) vagyis B is maximalis stlyu bézis, ahogyan
azt akartuk.

Ezzel tehat az algoritmusunk helyességét igazoltuk. Azt is lathatjuk, hogy algoritmus
futésideje két dolgon mulik, egyrészt azon, hogy milyen gyorsan tudjuk egy adott I hal-
mazrol (amelyet tehat agy kaptunk, hogy [y-hoz hozzavettiink egy 14j elemet) eldénteni,
hogy fiiggetlen-e, masrészt azon, hogy milyen gyorsan tudjuk megtalalni a K (B, x) hal-

mazt. Ezen két mennyiség fliggvényében az algoritmus konnyen lathatéan polinomialis.

5.3. Inverz optimalizalas két matroidon

Most a probléma tugy valtozik, hogy adott két matroid, My = (S,Z;) és My = (5,Z), egy
1 ko6zos fliggetlen halmaz, valamint egy wy sulyfliggvény tovabba egy b korlatozo vektor.

A feladat pedig ugyanaz, mint az el6bb, modositani a wy silyfiiggvényt w-re tgy, hogy
i) I maximalis w sulyu kozos fiiggetlen halmaz legyen
i) |w — wp| legyen minimalis
i11) |w(z) —wo(x)| < b(z) minden = € S esetén

Ezt a probléméat mar megoldottak, am a jelenleg ismert algoritmus hosszadalmas és
visszavezeti a problémat egy minimalis koltségti aramfeladatra, majd a keletkezé linearis
programozasi feladat dualisanak megoldasakor hasznélja a Tardos-féle erésen polinomiélis
algoritmust egy linearis programozési feladat megoldaséra. Hiszem, hogy a box-TDI po-

liéderekre vonatkozo legfrisebb eredmények fényében erre az inverz probléméra is adhaté
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sokkal egyszertibb algoritmus, olyasféle mint az el6z6 részben latott. Sajnos nem maradt
id6 arra, hogy ezt az esetet kirészletezziik és igy nem is talaltunk egyel6re egyszeritibb
algoritmust, am ez egy j6 alapja lehet jovSbeli kutatasok egy részének, mint ahogy az
is, hogy az altalanos alaku tételeket konkrét esetekben felirjuk, s megprobaljunk ré egy
egyszerd algoritmust taldlni. A. Frank és G. Hajdu példaul az inverz fenys problémara
adtak egy ilyen algoritmust (lasd: [25]), &m szamtalan nyitott kérdés van még ezen prob-
lémaval kapcsolatban. A teljesség igénye nélkiil ezekbsl most megemlitenék néhanyat,
amelyek valoban képezhetik az alapjat egy terjedelmes kutatasnak, vagy akar egy doktori

disszertacionak a jovében.

5.3.1. Allitas. (T6bb fenys) Legyen D = (V, A) egy irdnyitott grdf, Fy,...,Fx C A
feszitd fenydk, ¢ : A — R eqy koltségfigguény, és {,u € RA alsd, illetve felsd korldtok.
Keressiink olyan p € R? vektort, amelyre ||p||, minimdlis és F; € argmin{c(F’) — p(F") |
F' C A egy fenysy (i=1,....k, {<p<u).

5.3.2. Allitas. (T6bb fenys és koltség) Legyen D = (V, A) egy irdnyitott digrdf, az
Fi, ..., F, pedig feszité fenydk, ci,...,cp : A — R kéltségfiigguények, és {,u € RA alsd,
illetve felsé korldtok. Keressiink olyan p € R? vektort, amelyre ||p||y minimdlis és F; €
argmin{c;(F") — p(F") | F' C A egy fenys} (i=1,....k, (<p<u).

5.3.3. Allitas. (Teljes parositas, tobb koltséggel) Legyen G = (S,T; E) egy pdros
graf és M eqy teljes pdarositis benne, c1,...,c, : E — R koltségfiigguények. Keressiink
olyan p € R¥ wektort, amelyre ||p||y minimdlis és M € argmax{c;(M') —p(M') | M' C
E egy teljes parositis} (i=1,...,k).

Ezekr6l a problémakrol - és szamos masikrol - mind tudjuk, hogy megoldhatoak, hi-
szen az altalanos inverz problémékra vonatkozo box-TDI eredmények speciélis esetei. A
problémak egy lehetséges megkozelitése az, hogy elGszor felirjuk explicit alakban a konkrét
konjugalt fliggvényt, majd azt behelyettesitjiik az altaldnos min-max tételbe és kiolvassuk
a konkrét specidlis esetet. Ha pedig ez megvan, el lehet indulni azon az tton, mely egy

algoritmust szolgaltat az optimalis objektum(ok) kiszamitésara.
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Osszefoglalas

Végiil roviden osszefoglaljuk, hogy mirdl is szolt ez az egész szakdolgozat. Az elején (1.
fejezet) elindultunk a konvex analizis mindenki altal ismert elemeitl, majd a 2. fejezetben
megnéztiik, hogy hogyan lehet ezeket a fogalmakat altalanositani a diszkrét esetben. Erre
alapvetSen két modszeriink volt, ezek segitségével jutottunk el az Li-konvex és MP-konvex
fiiggvényekhez, melyek az egész dolgozatban meghatarozé szerepet kaptak. Szintén ez a
fejezet felelGs azért, hogy az olvasdval megismertesse a diszkrét konvex fiiggvényekre vo-
natkozo eredményeket, 6sszehasonlitva azokat a folytonos esetbeli hasonl6 eredményekkel.
Miutan ezeket az eredményeket mar ismerjiik, attérhetiink a 3. fejezetre, ahol M-konvex
halmazokon (bazispoliédereken) fogalmazzuk meg a 2. fejezet tételeit, mint speciélis ese-
teket, ezaltal hozzajutva grafelméleti tételekhez illetve algoritmusokhoz is. A 4. fejezetben
megismerkedhetiink a box-TDI rendszerekkel, amelyekrsl kideriil, hogy altaldnositjak a
kordbbi eredményeket is, igy még altalanosabb képet kaphatunk arrol, hogy miért is mi-
kodik mindaz, amit korabban lattunk. Ebben a fejezetben meg is emlitjiik, hogy a 3.
fejezetbeli tételek hogyan jonnek ki az itteni eredmények segitségével. Végiil az 5. fejezet-
ben azt mutatjuk be, hogy a box-TDI rendszerekre vonatkozo tételek segitségével miként
lehet egy min-max tételt megfogalmazni az altalanos inverz kombinatorikus optimaliza-
lasi problémakra, s ezen feliil egy példat is mutatunk egy konkrét algoritmusra az inverz
fiiggetlen halmazok esetén egyetlen matroidban.

Szeretném még kiemelni illetve hangsilyozni azt, hogy ebben a témaban még hatal-
mas potencial van. Most, hogy adottak a min-max tételek (f6ként a tisztan kombinatorikai
értelemben vett min-max tételek) a kovetkezd lépés a polinomiélis, illetve erdsen polino-
miélis algoritmusok keresése. Temérdek 1j eredmény sziiletett az elmilt néhany évben, de

algoritmus még nagyon kevés, ez a jové lehetdsége.
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