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1. fejezet

Bevezetés

Amikor linearis programozasi feladatokkal foglalkoztam a tanulmanyaim soran, ter-
mészetesnek vettem, hogy koltségfiiggvény vagy a feltételeket leird méatrix és korlato-
zovektor elemei pontosan adottak. A vald életbeli optimalizalasi problémék adatai
azonban gyakran tartalmazhatnak bizonytalansidgot. Ez a bizonytalansag szamos
kiilonb6z6 okbol eredhet, ez lehet mérési hiba, vagy egyszertien az, hogy azt az ada-
tot nem is lehet pontosan felvenni (példaul egy hozzzéarendelési feladat esetén nem
feltétlentl lehet elére tudni, hogy egyes termékekre mekkora lesz a kereslet), de az
is elsfordulhat, hogy a megoldas megengedettsége fiigg a jovotsl is (ismét a hoz-
zarendelési feladatot példaként hasznélva, egy sztrajk vagy természeti katasztrofa
megbénithat egy kiszolgald pontot). A bizonytalansig kezelésére alapvetSen kétféle
megkozelités létezik: a sztochasztikus és a robusztus optimalizalas. Az el6bbi mod-
szer a valoszintiségszamitason alapul, varhato értékben optimalizalunk, és a megol-
déstol azt varjuk, hogy elég nagy valoszintiséggel ne sértse meg az elGirt feltételeket.
A robusztus optimalizalasnal viszont olyan megoldast kereslink, amely megengedett
marad, barmely bizonytalan eset is kovetkezzen be (a lehetséges szcenariok halmazat
ismerjiik el6re), és ezek koziil a lehets legjobbat szeretnénk kiszamitani. Azonban a
két szempont, azaz a megengedettség és az optimalitds, egymas ellen hathat. Egy
olyan megoldés, amely a legvaloszintitlenebb esetekben is megengedett marad, na-
gyon messzire eshet attol a megoldastol, ami a bizonytalan értékek kideriilése utan
optimalis lenne, hiszen sok korlatot "feleslegesen" teljesit.

Szakdolgozatom célja bemutatni az operacidkutatasnak ezt a viszonylag fiatal terii-
letét. A2 fejezet bevezetd jellegt, a legegyszertibb robusztus modellekrdl lesz itt
sz0, ahol a korlatokat leir6 matrix elemeinek intervallumos bizonytalansagat fogjuk
tekinteni. Megismeriink egy modszert arra, hogyan lehet a fentebb emlitett jelensé-
get (amikor is a megoldés tulsagosan konzervativ) elkeriilni, illetve belatjuk, hogy
az 1gy kapott modell atirhatoé linearis programozasi feladatta. Ezek utan az atala-
kitas otletét felhasznélva bebizonyitom, hogy intervallumos bizonytalansag helyett

poliéder bizonytalansagot is tekinthetiink, és a feladat linearizalhaté6 marad. Az



alfejezetet egy vagéasgenerald algoritmussal zarom, majd az alfejezetben megismert
modszereket implementalva 6sszehasonlitom a kiilonféle megkozelitések hatékonyséa-
gat.

A |3l fejezet a tobbszinti linearis programozasi modellt mutatja be, amelynél telje-
sen természetesen meriil fel a robusztussag kérdése. Az ilyen modellek a hierarchi-
kus dontéshozast kivanjak modellezni, a valtozok particionélva vannak, és ezekrdl a
jatékosok a koztiik 1év6 hierarchia szerinti sorrendben hoznak doéntést a sajat cél-
fiiggvényiiket szem el6tt tartva. Ennek a fejezetnek alapvetSen az a célja, hogy
demonstralja a robusztus modellek hasznossagat a mindennapi életben, ezt egy két-
szintd modell ismertetésével fogom megtenni. Ezen kiviil ez a modell j6 alkalmat
ad arra, hogy bemutathassam, altaldban a robusztus megoldas kiszamitasa nehéz
feladat. A nehézségi bizonyitds egy nagyon érdekes konstrukciét hasznal, ehhez
azonban sziikség lesz a polinomidlis hierarchia ismertetésére, a fejezetben errdl is
lesz sz6 réviden.

A [ fejezetben visszatériink a robusztus megoldas konzervativ tulajdonsagara, és
ezt kivanjuk javitani egy kétfazisi modell segitségével. Ebben a valtozok halmazat
kettévalasztjuk, vannak valtozok amelyekrsl a bizonytalansag kideriilése eltt ho-
zunk dontést, és vannak, amelyekrsl utana, igy tudunk djratervezni. Az igy kapott
modell nem meglepd médon ismét egy nehéz feladathoz vezet, ez be is latom egy sa-
jat bizonyitassal. A megoldast igy csak egy iteracids algoritmus segitségével tudjuk
keresni, az alfejezet tovabbi részében ezt mutatom be, és egészitem ki azon kérdé-
sek megvalaszolasaval, amelyek az implementélas folyaméan felmeriilhetnek. Ezutan
bemutatok egy robusztus p-median modellt, és ezt felhasznélva alkalmazom az al-

goritmust egy valdéletbeli probléméra.



2. fejezet

Linearizalhat6 robusztus modellek

Ebben a fejezetben kettd olyan modell fog szerepelni, amely konnyen kezelhetd, azaz
atirhato lineéris programozasi feladattd. Mindkét esetben soronkénti bizonytalan-
sagot fogunk tekinteni. Az els§ esetben [I] alapjan egy olyan feladatot mutatok
be, ahol azt tudjuk, hogy a feladathoz tartozo6 A maéatrix elemei egy bizonyos el6re
meghatarozott intervallumba esnek. Belatom azt is, hogy miért elegendd csak az A
matrix bizonytalansigat feltételezni. A mésodik az els6 eset egy altalanositasa lesz,
ahol a bizonytalan értékek nem egy intervallumbol, hanem egy poliéderbdl keriil-
nek ki, itt megadom a modell linearizalt alakjat. Ezek utén [2] alapjan egy olyan
algoritmust is bemutatok, amelyhez nem sziikséges ezen modellek linearizélasa, és

Osszehasonlitom a kétféle megkozelités hatékonységét.

2.1. A Bertsimas-Sim modell

Tekintsiik az alabbi linearis programozasi feladatot, ahol A € R™™ b € R" és
¢ € R™ a bemeneti adatok nominalis értéke, amelyek azonban bizonytalansagot is

tartalmazhatnak, ezeket fl,l; és ¢ jeloli.

max cx (2.1)

Az <b (2.2)

Valojaban feltehetjiik, hogy a b és ¢ vektorok pontosan ismertek, és ez nem jelent

megszoritast a feladatra nézve.

2.1.1. Allitas. Feltehetd, hogy csak az A mdtriz elemei tartalmaznak bizonytalan-

sagot.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a b vektor tartalmaz bizonytalan koordinatét is, le-
gyen ez b;. Egy 14j z € R valtozot vezetiink be, és ezzel mar olyan alakra hozhatjuk

az 1-edik sort, hogy csak a baloldalon szerepelnek bizonytalan adatok. Legyen az 1j



feltétel a;z — Bzz < 0, és rogzitsiik z-t 1-nek.
Ha a ¢ vektorban szerepelnek bizonytalan egyiitthatok, akkor ismét vegytink fel egy
z € R valtozot, és azt a feltételt, hogy 2z — ¢z < 0, a célfiiggvényt pedig cseréljiik le

max z-re. |

Ezek utédn a kovetkezdképpen modellezziik az A matrixban 1évé bizonytalanségot.
Vegyiik a matrix i-edik sorat, és legyen J; azon a;; elemeknek a halmaza, ame-
lyek bizonytalansédgot tartalmaznak. Ezeket a;; jeldli, és azt tudjuk, hogy a;; az
la;; — Gij, a;; + a;;] intervallumbol vesz fel értéket, ahol tehat a;; a nominalis érték
és a,; elore ismert. A cél az, hogy olyan megoldast talaljunk, amely tetszéleges a;;

adatok esetén megoldas marad. Tekintsiik a kévetkez modellt.

max ¢z (2.3)

D ayrj+ Y agy; <b Vi (2.4)
j je;

—Y; ST <Y, (2.5)

y=>0 (2.6)

Legyen (2*,y*) optimalis megoldasa (2.3)-(2-6)-nak, ekkor y; = |z}[, és az aldbbi

feltétel teljesiil:
D ayas+ Y aylai < b Vi

J Jj€J;
2.1.2. Allitas. Tetszdleges a;; adatok esetén x* megengedett megolddsa (2.1)-(2.2)-

nek.

Bizonyitas. Legyen 7;; = ‘”aﬂ, ekkor n;; € [—1, 1], tovabba
ij

§ :~ * § : * § : ~ *
CLijZL‘j = az-jxj + nijaijxj

J J JeJi
* ~ * .
S E CLijfL’j—i— E az’j|xj| sz V1.

J Jj€J;

Tehat az ilyen modon felirt modellbél kapott megoldas valéban robusztus, azonban
egyben nagyon konzervativ is, azaz sokkal rosszabb lehet, mint a nominalis adatok
mellett szdmolt optimum. Nem biztos ugyanis, hogy az Gsszes bizonytalansagot tar-
talmazo adat megvaltozik, és hogy a legrosszabb értékét veszi fel. Ahhoz, hogy a
modell konzervativsaga szabalyozhato legyen, bevezetiink I'; € R (i = 1,...,n) para-
métereket, amely a [0, |J;|] intervallumbol vesz fel értéket, és azt mondja meg, hogy

egy sorban hany adat megvaltozasara szamitunk. A cél az, hogy olyan megoldast

7



talaljunk, ami az Osszes olyan esetben megoldas marad, amikor legfeljebb I'; adat

valtozik meg. Tekinstiik a kovetkez6 modellt.

max cx (2.7)

> aymi+ H}zax{z aiy; + (T — | Ty, < b Vi (2.8)
j bjes:

—Y; ST <Yy V) (2.9)

y >0, (2.10)

ahol ; = {S; U {t;} : S; C J;,|Si| = |Ii],t; € J; \ Si}. A modell linearizalasahoz a

kovetkezd definicio és segédéllitas sziikséges.

2.1.3. Definici6. Legyen x* tetszdleges vektor, ekkor az i-edik feltétel teljestilését
biztosito tagot jelolje a B;(x*,T;) fiiggvény, azaz

Bi(a*,T;) = HbaiX{Z agjlo;| + (U = 1)) aa,

JES;

2.1.4. Allitas. Tetszdleges x* vektor esetén

JjeJi
>z <Ty (2.12)
JE€Ji

Bizonyitas. Az optimélis megoldasban |I';| darab valtozonak 1 az értéke, és egy
valtozonak pedig I'; — [T';]. Ez pedig megfelel egy Q;-beli halmaznak _ a;;|z| +

JES;
(i — [T, |7 | célfiiggvényértékkel. |

2.1.5. Allitas. A (2.7)-(2.10) modelinek létezik ekvivalens LP felirdsa.

Bizonyitas. Vegyiik a (2.11)-(2.13) feladat dudliséat, legyen p; a (2.12) feltételhez
tartozo és ¢;; (5 € J;) a (2.13) feltételekhez tartozo duél valtozo.

H]},{]nplrl + % i (2.14)
pi+ gy > aylzi| Ve J; (2.15)
pi =0 (2.16)

a; =0 VjeJ; (2.17)



Mivel (2.11)-(2.13) megengedett és az optimum véges, igy a dualitas tételbdl kovet-
kezik, hogy a dudlis is megengedett és az optimuma véges, ami megegyezik [;(z*,I';)

értékével. Ezt behelyettesitve az eredeti modellbe megkapjuk a keresett felirast.

max cx (2.18)

> ayri+pTi+ Y gy <bi Vi (2.19)
J JjeJ;

Pi+ Qi 2 aigy; Vi, j € J; (2.20)

—Y; ST <Yy V) (2.21)

pi>0 Vi (2.22)

Gij 20 Vi, j e J; (2.23)

Yy =20 Vj (2.24)

|

2.2. Poliéderes bizonytalansag

Ebben a modellben olyan tipust korlatok szerepelnek, amelyek azt irjak els, hogy
egy P; poliédernek barmely a; vektorat véve teljesiiljon, hogy a;x < b, Vi = 1,...,n.
Az ilyen korlatok is linearizalhatok, és ezt elegendd ¢ = 1 esetén belatni. Vildgos,

hogy az ax < b Va € P feltétel ekvivalens azzal, hogy max az < b. Ezek utan
ac

tekintsiik a kovetkezS modellt, ahol ¢ € R™, a € R™, b € R, D € R¥*™ ¢s d € R*.

max cx (2.25)
0<z<1 (2.26)
max az <b (2.27)

P ={a:Da<d} (2.28)

Az alabbi példa azt szemlélteti, hogy egy egészértékii feladat esetén a bizonytalan
feltételek miatt el6fodulhat, hogy csak az azonosan nulla vektor megengedett megol-
dés, ha azonban relaxaljuk az egészértéki feltételt, a bizonytalanséig ellenére is lesz

nem nulla tért megoldas.



2.2.1. Példa.

max cixy + CaZs (2.29)
MAX 4171 — A2 <1 (2.30)
zie{0,1} i=1,2 (2.31)
P =12 x [~2,0] (2.32)

Lathato, hogy csak az © = 0 vektor esetén garantalhato, hogy a (2.30) feltétel nem
sériil. Ha azonban a (2.31) feltételt relaxaljuk, és csak azt irjuk els, hogy 0 < x; < 1,

akkor példaul az x; = }l (i = 1,2) is megengedett megoldas mar.
2.2.2. Allitas. A (2.25)-(2.28) modellnek létezik ekvivalens LP felirdsa.

Bizonyitas. Tekintsiik a bizonytalansagot ad6 poliéderre vonatkozé maximalizalasi
problémat (azaz a (2.27) és (2.28) feltételeket), és irjuk fel ennek a duélisat y dual

valtozokkal.

min yd (2.33)
yD =2z (2.34)
y=0 (2.35)

A dualitas tétel alapjan maxaxr = minyd, igy ezt behelyettesitve megkapjuk a

keresett felirast.

max cx (2.36)
0<a<1 (2.37)
yd <b (2.38)
yD =z (2.39)
y >0 (2.40)
|

2.3. Egy masik megkozelités: vagasgeneralas

Az eddig latott modellek nemlinearis tulajdonsédga azonban mashogyan is kezelhetd.

Tekintsiik az alabbi felirast, ahol U; C R™ tetszbleges bizonytalan halmaz, igy ez
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magaba foglalja a [2.1] és a[2.2] alfejezetben szerepld feladatokat.

max ¢z (2.41)

Az eddigi jelolést megtartva legyen J; az i-edik sor bizonytalan elemeinek halmaza. A
linearizélas helyett egy vagasgenerald algoritmus segitségével is kereshet6 robusztus
megoldas. Az algoritmus otletét az adja, hogy bar a bizonytalan halmazok miatt
nagyon sok feltétel van, ezeknek csak egy kis részhalmaza lesz végiil az, amelyik
korlatozza a megoldast. Igy elegendd az ezek koziil sziikségeseket a megoldés keresése

koézben elgallitani, amivel az alabbi eljarashoz jutunk.

Vagasgeneral6 algoritmus

1: Inicializaljuk a mesterproblémat (MP) a nominalis a;; adatokkal.
2: Oldjuk meg MP-t, az optimalis megoldas legyen x*.

3: for i + 1 to n ahol J; # () do

4 Legyen a = arg max ax

5: Ha ax* > b;, akkor Zadjuk az ax < b; feltételt MP-hez.

6: end for

7: Ha nem keletkezett 10j feltétel, akkor z* optimalis, STOP.

8: Lépjiink a 2. 1épéshez.

Az algoritmus hatékonysagat egy olyan hatizsak feladaton teszteltem, ahol n darab
hatizsak van egyenként b; (i = 1,...,n) kapacitassal és m darab targy egyenként
¢j (j =1,...,m) értékkel. A bizonytalansag a targyak sulyaban van, a j-edik targy
stlya az i-edik hatizsakban legyen w;;, amely a [(1 —p)w;;, (1+p)w;;] intervallumbol
vesz fel értéket, ha a nominédlis értéke w;; és p > 0 a megvaltozas mértékét jelols

paraméter. A hatizsadk feladatot az alabbi korlatok irjak le.

maXch(Z Tij) (2.43)

j=1
day <1l Vi=1..,m (2.45)
i=1

A Bertsimas-Sim modellt hasznéltam, azaz a (2.44) feltételeknél minden i esetén
rogzitettem egy I'; értéket, hogy legfeljebb héany adat véaltozik meg az adott sorban.
Az implementélast FICO Xpress + Mosel kornyezetben végeztem, és Osszehasonli-

tasképpen elkészitettem még két tovabbi programot is, az egyikben a|2.1.5|allitasban
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szerepld linearizalt alakot hasznaltam, mig a masikban a w;;-ket uncertain tipusa
valtozokként adtam meg a megfelel6 korlatokkkal, igy az Xpressre biztam, hogy
megkeresse a legrosszabb esetet. Tapasztalataim szerint az uncertain valtozokat
hasznal6 megoldas és a linearizalas hasonléan jol teljesitett, a vagasgeneralas ezek-
t6l pedig jelentGsen lemaradt a vizsgalt tesztfeladatokon. A hasznélt paraméterek
és az igy kapott futasidsk a [2.1] tablazatban lathatoak. Ahol a program nem talalta

meg az optimumot legfeljebb 120 masodperc alatt, ott T szerepel.

nxm p I'; | Linearizalt Uncertain Vagasgenerélas
10 x 30 1 1 0.075 0.057 0.083
5 0.105 0.056 0.253
15 0.049 0.043 0.223
5 1 0.059 0.039 0.592
5 0.088 0.041 4.637
15 0.072 0.043 2.352
10 1 0.044 0.053 2.317
5 0.664 0.041 23.775
15 0.085 0.033 0.432
50 x 150 1 1 0.568 1.933 1.791
5 0.81 1.725 12.161
75 0.872 1.837 1.313
5 1 0.897 0.326 20.156
5 2.198 0.308 T
75 1.593 0.384 T
10 1 1.314 0.208 35.05
5 2.61 0.205 T
75 1.183 0.198 T
100 x 300 1 1 2.162 11.75 13.385
3.537 7.518 T
150 4.063 8.683 5.484
5 1 2.522 4.275 T
7.692 4.292 T
150 6.58 3.293 T
10 1 2.098 1.027 T
) 66.89 0.846 T
150 4.51 0.871 T

2.1. tablazat. Futéasidék (méasodpercben)
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3. fejezet

Tobbszinti linearis programozas

A tovabbiakban kett& olyan modellt fogok bemutatni, amelyek sokkal nehezebben
kezelhetSk, mint a [2] fejezetben szerepl linearizalhaté modellek. Ebben a fejezet-
ben a tobbszinti linedris modellekrdl lesz sz6, ezen beliil egy kétszint vagy bilevel
optimalizalasi feladat fog részletesen szerepelni, illetve [3] alapjan latni fogjuk, mely

nehézségi osztélyban is helyezkedik el a feladat.

3.1. A feladat

A valééletben gyakran el6fordulhat, hogy egy optimalizalési feladat hierarchikus
szerkezetd. Gondolhatunk itt allami dontéshozasra, egy tetszGleges cég menedzse-
lésére vagy éppen kozlekedéstervezésre, a kozos benniik, hogy mindegyik esetén egy
koézponti, magasabb szinten meghozott dontést és az arra adott lentebbi szintek reak-
ci6jat szeretnénk vizsgalni. Ezt egy tobbszinti linearis modell felallitdsaval tehetjiik
meg. A linearis programozastol eltéré modon itt nem egy személy dont minden
valtozorol, hanem ezek L részre lesznek particionalva, és L kiilonboz6 jatékos dont
egymas utan sorban a sajat particivjaba esd valtozokrol. ElGszor az L-edik jatékos
valaszt, és el6irjuk, hogy minden jatékos olyan moédon dontson, hogy az utana ko-
vetkez6 szinteknek maradjon megengedett megoldasa. Minden jatékosnak van egy
lineéris célfiiggvénye is, amelyet maximalizalni szeretne, és ez a fliggvény fligghet
el6tte és utana kovetkezd jatékosok dontéseitdl is. Az eddig lefrtak preciz definicidja

a kovetkezd.

3.1.1. Definicid. Legyen L € N a jatékosok szima, © = (x1,2s, ...,x1) € R" a vdl-
L
tozok egy particidja, ahol xy, € R™ valamely ny € N szamokra, amelyekre > ny, = n.

k=1
Az x; vdltozokrol dont az i-edik jatékos. Legyen tovabbd az i-edik jatékos koltséqfiigg-
vénye f; - R" — R (i = 1,..., L) és megengedett megolddsainak halmaza S; C R".
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Ekkor az L-szintd programozdsi feladatot az aldbbi modon definidljuk:

max fr(x) (3.1)
TL
st.x e St (32)
max{ fr_1(z) : xp rogzitett} (3.3)
TL—1

st.x e S (34)
max{ fr_o(z) : xr,xy_ r0gzitett} (3.5)

Tp_2
max{ fi(z) : xp, ..., v rOgzitett} (3.6)

1

st.x €S (3.7)

A definiciot egy kétszintd modellel fogom illusztralni, amelyet [4]-bdl vettem, és
egy halozat-adrazasi problémat ir le. A halézatot egy iranyitott graf modellezi, V'
cstcshalmazzal és A = A; U A, élhalmazzal. Minden a € A élen adott egy ¢, > 0
alapkoltség, tovabba a felsg szint (vagy vezets) az Aj-be es6 a élek tulajdonosa,
és ezeken T, hasznalati dijat kivin bevezetni az als6é szint szamara 1ugy, hogy a
lehetd legnagyobb legyen a profitja. Az also szintet (vagy kovetdket) egy K halmaz

k csticsbol akar a

definidlja, k € K egy n* szamu csoportot fog jeldlni, amely az o
d* csticsba eljutni legrévidebb tton. Feltessziik, hogy minden k € K esetén létezik
olyan megengedett ttvonal, amely csak As-beli éleket hasznél, kiilénben a vezetd
tetsz6legesen nagy hasznélati dijat vezethetne be. A vezetd dontési valtozoja T, (a €
Ay) lesz, akovetské k € K esetén 2% haa € Ay, ésy¥, haa € Ay. Ez utobbi valtozok

értéke 1, ha k hasznalja az a élt, kiillénben 0.

max Ta(z n"ak) (3.8)

>0
acAq keK

s.t.(x,y) € arg min Z (Z (ca + Tp)xk + Z cwﬁf) (3.9)

Y keK \aeA; a€As
STyl = Y @hyh) =tk ke K, weV (3.10)
aco(v) a€d(v)
>0 Vke K, VYaec A (3.11)
y" >0 Vk e K, Yac A, (3.12)
ahol b¥ = —1, ha v = 0%, b¥ = 1, ha v = d* és 0 kiilénben. Mivel az alsé szint egy

legrévidebb ut probléma, igy teljesiil ra a teljesen unimoduléris tulajdonsag, és nem

kell x-re és y-ra egészértékiiségi feltételt elGirni.
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Visszatérve a modell altalanos alakjahoz a robusztussag kérdése természetes moédon
meriil fel. Egy jatékosnak tobb optimalis megoldés is lehet, az alabbi kétszintd példa
azt szemlélteti, hogy mennyire eltéré megoldasokat kaphatunk, ha nem tesziink fel

semmit a jatékosok viselkedésérdl.

3.1.2. Példa. Harom vdltozo van, a kettes szamai jdatékos dont eldszor xo-rél, ezutdn

pedig az eqyes szami az xq1 €s az x3-10l.

max 21 + (3.13)
2
stz >1 (3.14)
max T + T3 (3.15)
1,23
s.t.x3 <3 (3.16)
T1,T3 Z 0 (319)

A (3.17) és (3.18) korlatok mialt x4 < 2. Ha a mdsodik jdtékos az xo = 2 vdlasztdst
teszi, akkor az elsd szinten az optimadlis megoldds egyértelmi, r3 = 3 és xy = 1, tehdt
az optimum 2-142 = 4. Ha azonban az x5 = 1 esetet vessziik, akkor x5 = 3 ismét, de
az egqyes szamai jatékos x1-et tetszdlegesen vdlaszthatja a [0,2] intervallumbdl, hiszen
nincs hatdssal a sajdt célfiigguényére, igy a kettes szama jatékos célfiigguénye 1 és &

kézott barma lehet az egyes jatékos vdlasztasatol fiiggden.

AlapvetSen kétféle feltételezést tehetiink, egy optimistat és egy pesszimistat. Az
optimista megkozelités egylittmikods jatékosokat feltételez, azaz ha az i-edik jaté-
kosnak tobb optimalis megoldasa is van, akkor azt valasztja, amely az i + 1-edik
szamara a legkedvez6bb. A pesszimista megkozelitéssel kapjuk a modell robusztus
valtozatat, itt az i-edik jatékos nem egyiittmiikods, igy akar a legrosszabb esetre is
fel kell késziilnie az i 4 1-edik jatékosnak. A [3.1.2] példaban az optimista feltételezés
mellett a kettes szamu jatékos nyugodtan valaszthatja az xo = 2 megoldast, és a
feladat optimuma 5 lesz, mig a pesszimista feltételezés mellett az zo = 1 a robusztus
megoldés, és az optimum pedig 4.

A feladat bonyolultsdgit azonban nem befolyédsoljak ezek a feltevések, ahogy latni
fogjuk, még akkor is nehéz feladatot kapunk, ha minden szinten az optimélis megol-
das egyértelmid. Ahhoz, hogy a t6bbszinti linearis programozasi feladat nehézségét
megvizsgalhassuk, elGszor kell egy rovid kitérét tenniink a kiillénb6z6 bonyolultsagi

osztéalyok vilagaba. A polinomialis hierarchiat [5] alapjan mutatom be.
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3.2. A polinomialis hierarchia

3.2.1. Definici6. Legyenek Ly és Lo tetszdleges nyelvek, ekkor Ly Turing-visszavezet-
hetd Lo-re, ha létezik olyan determinisztikus Turing-gép, amely kiegészitve eqy Lo-re

vonatkozo ordkulummal felismeri Lq-et polinomidlis iddben. Jelolés: Ly xp Lo.

3.2.2. Definicié. Legyenek Ly és Lo tetszdleges nyelvek, ekkor Ly nemdeterminisz-
tikusan Turing-visszavezethetd Lo-re, ha létezik olyan nemdeterminisztikus Turing-
9ép, amely kiegészitve eqy Lo-re vonatkozo ordkulummal felismeri Lq-et polinomidlis

iddében. Jelolés: Ly o<¥P L.

3.2.3. Definici6. Legyen Y egqy tetszdleges nyelvosztdly, ekkor
PY ={L:3L €Y,amelyre L <y L'}

NPY ={L:3L €Y, amelyre L o¥* L'}.

3.2.4. Definicié. Legyen AL =38 =TI) = P.

k > 1 esetén rekurzivan definidljuk az osztdlyokat:

Ai = P2i71
¥P — NP
II? = co— X%
3.2.5. Megjegyzés. k = 1 esetén a jol ismert osztdlyokat kapjuk: A} = P,X0 =

NP ésl] = co— NP, tovibbd a kovetkezd tartalmazds dll fenn az osztdlyok kézott:
SR UIL € ALy S X5 NI

3.1. 4bra. PH-beli tartalmazéasok

3.2.6. Definicio. Jelolje PH=|J X} = JIIY a polinomidlis hierarchia osztdlyait.
k k

Amikor egy nyelvrél be akarjuk latni, hogy NP-ben van, akkor leggyakrabban nem
az osztaly eredeti definiciojat hasznaljuk, hanem egy polinomialis tanut adunk meg.

Ez a karakterizalas altalanosithato a X7 és IIY osztélyokra k > 1 esetén is.
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3.2.7. Definicid. Legyen ' egy dbécé, ekkor (z1, ..., zx) k-asok egy halmazdt (z; €
I*, Vi=1,...k) eqy T'* feletti k-dimnezids relicionak nevezzik. Egy R reldcid poli-
nomidlis iddben felismerhetd, ha létezik olyan polinomidlis idejd Turing-gép, amely

pontosan azokat a (z1, ..., z,) k-asokat ismeri fel, amelyek R-ben vannak.

3.2.8. Tétel. Legyen L C T egy nyelv, |I'| > 2. Tetszdleges k > 1 esetén L
pontosan akkor eleme X3 -nak, ha léteznek py, pa, ..., pr. polinomok és egy polinomidlis
1doben felismerhetd k + 1 dimenzios R reldcio T felett, amelyre tetszdleges x € I'*

esetén

x e Ledy €, ahol |y1| < pr(|z)),
Vyo € T, ahol |ys| < pa(]zl),

amelyre (x,y1,ya2, ..., yx) € R.

. . VY, ha k pdros
Ahol a minden és a létezik kvantorok valtakoznak, és igy Q =

4, ha k pdratlan '
Hasonl6 tétel mondhato ki a IT} osztalyba tartozasrol a kvantorok felcserélésével.

3.2.9. Tétel. Legyen L C T'* egy nyelv, |I'| > 2. Tetszdleges k > 1 esetén L
pontosan akkor eleme 11} -nak, ha léteznek py, pa, ..., pr polinomok és egy polinomidlis

iddben felismerhetd k + 1 dimenzios R reldcio T'* felett, amelyre tetszdleges x € I'*

esetén

r € L&V Y1 € F*) ahol |y1‘ S pl(|x‘)7
Jyo € I, ahol |ya| < pa(|z]),

Q' yi € I, ahol |yx| < pi(|x]),
amelyre (x,y1, Y2, .., Yr) € R.

‘ , , 3, ha k pdros
Ahol a minden és a létezik kvantorok vdltakoznak, és igy Q@ =

YV, ha k pdaratlan '

Ezzel a kitér6 végéhez értiink, és folytathatjuk a tobbszintd modell szamitasi bo-

nyolultsaganak vizsgéalatat.
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3.3. A feladat nehézsége

3.3.1. Tétel. Egy L + 1-szintt program ¥4 -nehéz.

Bizonyitas. A bizonyitas menete a kovetkezd lesz. El6szor tekintiink egy X4 -teljes
problémat, ez lesz az L-szintti SAT-jaték, és belatjuk a[3.3.4]lemma és a [3.3.6] allitas
segitségével, hogy ez atalakithato egy L-szintd hatizsak-jatékka. Ezutan pedig a
tételben az L-szinti hatizsak-jatékot vezetjiik vissza egy L + 1-szintii progra-

mozéasi feladatra. |

3.3.2. Definicid. L-szinti SAT-jdték

Legyen ¢ = Dy A Dy A\ ... N Dy egy logikai formula, ahol D, = x,, V T, V T, €s
minden x,, egy logikai vdltozo vagy annak egy tagaddsa. Vegyik a vdltozok eqy L
elemi particiojdt, az i-edik részhalmazbeli valtozoknak az i-edik jdtékos ad igaz vagy
hamis értéket kozvetlenil a i + 1-edik jatékos vdlasztdsa utan (1 <i < L —1). A
paratlan sorszamai jdatékosok célja, hogy ¢ igaz legyen, a pdrosoké, hogy hamis. Ki

nyer?
3.3.3. Tétel. Az L-szintd SAT-jaték X4 -teljes.

3.3.4. Lemma. Legyen ¢ eqy olyan logikai formula, mint —ben, amely x,, (m €
M) wvdltozokbol dll. Ekkor léteznek olyan u, a, (m € M), b, (h € S) természetes
szamok, hogy tetszdleges v : M — {T, F'} kiértékelés esetén ¢ pontosan akkor igaz,
ha létezik S, C S, amelyre

Z am—l—th:u.

m:v(m)=T heSy
Tovdbbd max{a,,, by, u} < 22V és |S| < 4N, ahol N a logikai formula mérete.

Bizonyitas. ElGszor definialjuk a ¢, szdmokat. Minden 1 < n < N,m € M esetén
legyen ¢,,,, = 0, ha sem z,,, sem z,, tagadasa nem szerepel D,-ben. A ¢ formula
definicidja miatt minden n esetén pontosan harom olyan m van, hogy z,, benne van
D, -ben, az ezekhez tartozo c,,, értékekhez tetszélegesen rendeljiik hozza az 1, 2 és

4 szamokat. Legyen

N
Ay, = Z 22"¢m  mod 8
n=1
N
U= Z 22" mod 8.
n=1
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Tovabba minden 0 < j < 7 esetén léteznek olyan s;; (1 < ¢t < 4) szamok, hogy
tetszoleges 1 és 8 kozotti szam, kivéve 8 — j-t felirhato az sj; szamok egy részhalma-
zénak Osszegeként. Valasszuk ezeket a szamokat gy, hogy j-t rogzitve Y s; < 14
teljesiiljon. Példaul j = 1 esetén valasszuk az s;; = 1,510 = 2,513 = %,514 =38
szamokat.

Minden n esetén legyen j(n) az olyan c¢,,,-ek Osszege, amelyekre x,, tagadasa benne

van D,,-ben. Igy D,-nek a v kiértékelés igaz értéket ad, kivéve ha

Z Cnm = j(n).

m:v(m)=T

Ahhoz, hogy a megfelels by, értékeket is megkapjuk, legyen S = {(n,t) : 1 < n <
N,1<t<4}és
bny = 22"sj(n mod 8 1<t <4,

Pontosan akkor létezik a megfelel6 S, halmaz, ha minden n esetén létezik W C

{1,2,3,4}, amelyre
Z Cnm + Z Sjitn)k = 8.
m:v(m)=T kew

Az sj; definicioja miatt ilyen W létezik, kivéve ha ) ¢, = j(n). Ez pedig azzal

ekvivalens, hogy a v kiértékelés mellett D,, hamis. [

3.3.5. Definicid. L-szintd hdtizsdk-jdaték

Adottak u és a; (i € I) természetes szamok. Vegyik I-nek eqy UI; particidjdat, a j-

edik jatékos kivdlasztja az I; halmaz egy P; részhalmazdt, amelyet a hdtizsdkba tesz

j=0L,...1 sorrendben. A pdratlan sorszami jatékosok célja, hogy végil > a;=u
i€UP;

legyen, a pdros sorszamuak pedig ezt akarjik megakaddlyozni. Ki nyer?

3.3.6. Allitas. Az L-szintt hdtizsdk-jdték segitségével megolhaté az L-szintii SAT-

jdték.

Bizonyitas. Adott p-hez tartozo SAT-jaték a [3.3.4] lemma segitségével alakithato
at, vegytik a megfelels u, a,, (m € M) és b, (h € S) természetes szamokat. Legyen
I =MUS. M-et 4gy particionaljuk, ahogyan a jatékosok az x,, logikai valtozokrol
dontenek, tovabba az elsd jatékos dont az S halmazrol is. A két jatéknak pontosan

ugyanaz a csapat a gyoztese. |
A tovabbiakban egy L-szintd hatizsék-jatékot alakitunk at egy L + 1-szintd fel-

adattd. Ahhoz, hogy ne kelljen a valtozokrol egészértékiiséget feltenni, legyen egy

nulladik jatékos, aki utoljara valaszt. Tekintsiik a kovetkez6 modellt, ahol a nulladik
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jatékos dont a Q, A, B és D; (i € I) valtozokrol, és j > 1-re pedig a j-edik jatékos

az x; (1 € I;) valtozok értékét hatarozza meg.

A—-B-— Z a;r; =u (3.20)
i€l

Q<A+B (3.21)

Q<06 (3.22)

A, B >0, (3.23)

ahol a nulladik jatékos célfiiggvénye a kovetkezs:

omax Q—A—-B+ ze; D;. (3.24)

Tovabbé legyen ¢ = max a;, ekkor a j-edik jatékos (j > 1) célfiiggvénye a kovetkezo:
e

max (—1)'Q — 27%¢ Y " D; — ) e (3.25)

i€l
B i€l i€l

3.3.7. Definicio. Tetszdleges t € R esetén jelolje 6(t) a t-nek a hozzd legkozelebb

esd egész szamtol vett tdvolsdgat.

Lathato, hogy a nulladik jatékos megoldasaban D; = §(x;) lesz, és @ pedig a
min{0.6, ju—>_ a;z;|} értékkel fog megegyezni. j > 1 esetén ha tekintjik a (3.20)-as
célfiiggvényt, akkor latszik, hogy a D; értékek azt biintetik, ha a j-edik jatékos nem
egész x;-ket valaszt. Ha az x; valtozokat a jatékosok kozel egészeknek valasztjak,
akkor ) értéke 0.6 lesz, ha > a;x; # u (mivel az a;-k is egészek), kiilonben pedig
0-hoz kozeli. Igy a paros sorszamu jatékosokat a (—1)’Q) tag arra motivalja, hogy
>~ a;xz; ne legyen u-val egyenld, a paratlan sorszamuakat pedig arra, hogy ezek meg-
egyezzenek.

Az €; (i € I) szamok azt fogjak biztositani, hogy az optiméalis megoldés egyértelmii,
hiszen azt is be akarjuk latni, hogy a jatékosok viselkedésére tett feltevések nem be-
folyasoljak a feladat nehézségét. Ehhez elegendd lesz olyan ¢; > 0 szamokat venni,
amelyekre Y e; < 0.3 és tetszbleges H, H' C I; esetén

Zei +# Z e; ha H # H'. (3.26)

ieH i€eH’

Innentdl a cél az, hogy belassuk, az optimalis megoldasban minden x; egész. Ezt a
jatékosok szama szerinti indukcioval fogjuk megtenni, ugyanis ha az L-edik jatékos

valasztott, akkor u-t u— > a;x;-vel helyettesitve egy eggyel kevesebb szintii felada-
iely,
tot kapunk. Mivel a valtozok folytonosak, igy azt az esetet is figyelembe kell venni,
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hogy ez az érték esetleg nem egész. ElGszor kovetkezzen két segédallitas.

3.3.8. Allitas. Legyen z; (i € I) és T; (i € I) egészek, Q és Q az ezekhez tartozo,
nulladik jdtékos dltal meghatdrozott értékek. Ekkor ha d(u) < 0.25 és Q # Q, akkor
|Q — Q| > 0.35. Tovdbbd

(D" Q>(-D)"Q& (-1)'Q - an>(-1)"Q -« (3.27)
i€ly, i€l
Bizonyitas. Mivel az a; szamok is egészek, igy a > a;z; Osszegnek csak egyetlen
olyan értéke van, amelyre Q # 0.6, és ilyenkor Q = §(u) < 0.25. Ha Q # Q, akkor
Q =0.6, és |Q — Q| > 0.35.
Ha (-1)*(Q—Q) > 0, akkor (-=1)*(Q—Q) > 035> 3" e; > > & > > e —Ty),
i€ly, i€lp,

hiszen Y ¢; < 03630 < x;,7; < 1.
A masik irdnyhoz pedig (-1)H(Q — Q) > 3 e(w; — ) > — .6 > —0.3, és fel-

iely,

hasznélva, hogy |@Q — Q| > 0.35 megkapjuk, hogy (—1)%(Q — Q) > 0. [ |

A kovetkezd allitas az L-edik jatékos stratégiajara vonatkozik.

3.3.9. Allitas. Az L-edik jdtékos vdlasztdsa utdn

>0 < ——. (3.28)

Bizonyitas. Ha L olyan stratégiat valaszt, ahol

S o) > 2 (3.29)

. C
i€l

akkor ez rosszabb célfiiggvényértéket ad szaméra, mint ha az z; = 0 (i € I;) dontést

hozna, ugyanis (3.29) fennéllasa esetén

max(—1)FQ — 2L+ZCZ D, — Z 6r; < max(—1)FQ -2 < —14,
i€ly, el
mig ha az x; = 0 valasztéast tekintjiik, akkor az L-edik jatékos célfiiggvénye ennél
jobb lesz, hiszen max(—1)XQ > —0.6. |

3.3.10. Tétel. Legyen u' az u-hoz legkézelebb esd egész. Ha |u — u/| < 27D qz
egyértelmid optimadlis megolddasban minden x; egész. Rdaddsul ugyanezeket az x;-ket
kapjuk megolddsként, ha azt feladatot tekintjiik, ahol u-t lecseréljik u'-re.

3.3.11. Megjegyzés. Az L-edik jdtékos vdlasztdsakor |u — u'| < 27U+ fenndll,

hiszen uw = ', az indukcids lépéshez sziikséges a tételt ilyen formdban kimondani.
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Bizonyitas. A bizonyitasi modszer tehat egy L szerinti indukcid lesz, ugyanis az
L-edik jatékos valasztésa utan egy eggyel kevesebb szintd feladatot kapunk, és az
L =1 esetet menet kozben latjuk be. A allitas miatt csak olyan x; (i € Ir)
valasztast kell figyelembe venni, ahol (3.28) fennéll. Legyen } az x;-hez legkézelebb

es6 egész, ekkor

(=D asm) = (o = Y| < Ju—w| ey d(r) < 270 42 = o7k,

i€ly, iely, i€l

Ez azt jelenti, hogy miutan az L-edik jatékos meghozta dontését, az eggyel kevesebb

szinti feladatban, ahol u-t u— > a;x;-re cseréltiik le, teljesiilni fog a tétel feltétele.
i€ly,
Tehat ennek az optimélis megoldasaban minden z; (i € I\ I) biztosan egész, ra-

adasul ugyanezeket az x;-ket kapjuk, ha kerekitiink, azaz u-t v’ — > x}-re cseréljiik.
iely
Igy ha az L-edik jatékos a sajat valtozoit x;-r6l x)-re cseréli le, a tobbi jatékos nem

valtoztat a sajat stratégiajan.

3.3.12. Megjegyzés. Az innentdl a bizonyitds végéig tarto érvelés az L = 1 esetben

1S 1gaz, gy bizonyitja az indukcio alapesetét.

Tovabba

= ad(a) + 28y () — 0.3 6(w;) > 0,

i€l i€ly, iely,

kivéve ha minden z; egész. Igy az L-edik jatékos tobbet nyer a Dj-ken, mint
amennyit a célfiiggvénye )-s és €;-s részén veszit, azaz megéri kerekiteni a vélto-
z0it, tehét létezik olyan optimalis megoldés, ahol minden x; (i € I) egész.

Az egyértelmiiség a kovetkezSképpen lathato be (az L-edik jatékos dontését és cél-
fiiggvényét tekintjitk). Ha két kiilonb6z6 egész megoldas esetén kiilonbozs @) értéke-
ket kapunk, akkor a|3.3.8|allitas szerint a célfiiggvényértékek sem fognak megegyezni
a (3.27)-es egyenl6tlenség miatt. Ha azonos @) értékeket kapunk, akkor pedig az €;-k
nyek.

Végiil mar csak az u lecserélésére vonatkozo allitast kell bizonyitani. Legyen x} (i €
I1) az egyértelmd optimaélis egész megoldasa az eredeti problémanak, z; pedig az
L-edik jatékos egy tetszOleges egész valasztasa. Az ezekhez kapott () értékek legye-
nek Q* és Q. Amikor u-t lecseréljiik u'-re, akkor ezek helyett Q*' és Q' értékeket
kapunk az 7, illetve 7; vektorok mellett. Q* és Q kiilon-kiilon vagy 0.6-tal egyenls
vagy legfeljebb 0.25, esetszétvalasztassal latjuk be, hogy minden esetben az L-edik
jatékos az eredeti x valasztashoz fog ragaszkodni v’ mellett is.

Q* = Q = 0.6 esetén Q*' = Q' = 0.6 is teljesiil. Ha Q*,Q < 0.25, akkor Q* = Q' és
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Q" = Q' = 0. Ebben a két esetben a célfiiggvény ¢;-s részétdl fiigg, hogy az L-edik
jatékos x* és T koziil melyiket valasztja, az €;-ket azonban nem befolyasolja, ha u-t
lecseréljiik u'-re.

Ha Q* = 0.6 és Q < 0.25, akkor Q*' = 0.6 és Q' = 0. Ekkor az L-edik jatékos a Q-t
maximalizalni szeretné, igy a @Q*' = 0.6 eset jobb neki, mint a Q' = 0.

Ha Q* < 0.25 és Q = 0.6, akkor Q* =0 és Q' = 0.6. Ekkor az L-edik jatékos a @Q-t

minimalizalni szeretné, igy a Q*' = 0 eset jobb neki, mint a Q' = 0.6. [

Osszességében tehat a (3.15)-(3.20) &ltal leirt L + 1-szintt linedris programozasi fel-
adat megoldésabol kiolvashato, mely csapat nyeri meg az L-szint{i hatizsak-jatékot,
tehat a feladat legalabb olyan nehéz, mint a polinomialis hierarchia L-edik szintjén

elhelyezkedd problémak.
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4. fejezet
Kéttazist optimalizalas

A alfejezetben méar szerepelt egy megoldas arra, hogy hogyan lehet elkeriilni,
hogy egy robusztus modell tulsdgosan konzervativ legyen. Azonban masfajta meg-
kozelitések is 1éteznek, ilyen példaul a kétfazist modell. Ebben a valtozoknak csak
egy részérdl kell dontést hoznunk tgy, hogy az adatokban bizonytalansig van, és
miutan ezeket pontosan megismertiik, utdna dontiink a maradék valtozokrol, ez
egyfajta tjratervezési lehetGség. Ebben a fejezetben részletesen ismertetem a két-
fazist optimalizéalasi feladatot, majd kimondok, és bizonyitok két allitast a feladat
szamitasi bonyolultsagaval kapcsolatban (ez sajat eredmény), ezutan [6] alapjan be-
mutatok egy oszlop- és vagéasgenerald algoritmust a feladat megoldésara, és ezt az
implementaci6 folyaman felmeriil kérdések megvalaszolasaval egészitem ki. Végiil

[7] alapjan alkalmazom az algoritmust egy p-median modellre.

4.1. A feladat

Tekintsiik az alabbi robusztus kétfazisa modellt.

Y 4

Ay >d (4.2)

F(y,u)={x € S,:Gx > h— Ey — Mu} (4.3)
S, CR%Y, S, CRT (4.4)

Az els6 fazis dontési valtozoja y € R", amely az S, halmazbol véalaszthato, illetve
vonatkoznak ra kiindulasi feltételek is, ezeket (4.2) irja le, ahol A € R¥*™ és d €
RE. Miutan y értéke rogzitésre keriil, kideriil a bizonytalan vektor, u értéke, amely
az U C R! halmazbol szarmazik. Ennek és az elsé fazisban valasztott y-nak a
fiiggvényében dontiink a masodik fazis dontési valtozojarol, z-rél (x € R™), amely

az S, halmazban van. Azt, hogy x értéke y-tol és u-tol is fiigg a (4.3)-as feltétel
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fejezi ki, ahol G € RP*™ h € RP, E € RP*™ és M € RP*!. Osszességében a cy +
br koltséget szeretnénk minimalizalni, ahol ¢ € R} és b € R'. Mivel u értékét
kezdetben nem ismerjiik, igy a robusztus megoldés keresése azt jelenti, hogy azt
a minimumot szeretnénk kiszdmolni, amelyet tetszéleges u esetén elérhetiink, ezt
fejezi ki a koltségfiiggvényben a bizonytalan vektorokat tartalmaz6 U halmazra vett

maximum.

4.2. A feladat szamitasi bonyolultsaga

Felmeriil a kérdés, hogy az optimum kiszamolasa vajon mennyire nehéz probléma,
ezt én is megvizsgaltam, és a tovabbiakban a feladat nehézségére vonatkozo sajat

allitasokat mondok ki, és bizonyitok.

4.2.1. Definici6é. Kétfdzisiu optimalizdlds dontési verzidja
Adott eqy (4.1)-(4.4) tipusi minimalizdldasi probléma és eqy K szam. A feladat

eldontent, hogy létezik-e megoldds, amelynek az értéke kisebb-egyenld-e mint K.

Tekintsiik azt a specialis esetet, ahol ¢, A, d és E mindegyike csupa 0, tehéat y tet-
sz6legesen véalaszthato, és nincsen hatéssal a masodik fazisra. Ekkor a kovetkezd
feladatot kapjuk.

max min bz (4.5)
Gxr > h— Mu (4.6)
reS, CRY (4.7)

4.2.2. Definici6. 3-CNF-SAT
Adott p(x,y) konjuktiv normdlformdji logikai formula klézonként pontosan hdrom

literdllal. Igaz-e, hogy minden x esetén létezik y, hogy p(x,y) igaz?
4.2.3. Tétel. A 3-CNF-SAT feladat T15-teljes.
4.2.4. Allitas. A (4.5)-(4.7) feladat T15-nehéz.

Bizonyitas. A 3-CNF-SAT feladatot vezetjiik vissza, legyen a logikai formula ¢(u, x).
Minden literalhoz vegyiink fel egy binaris valtozot, a célfiiggvény pedig legyen

max min —¢(u, z). Ha ugyanis az optimum 0, akkor az azzal ekvivalens, hogy az
uuvéltgzék tetsz6leges kiértékelése mellett létezik olyan kiértékelése z-nek, amelyre
= hamis, azaz ¢ igaz, azaz a 3-CNF-SAT feladatra a valasz igen. Pozitiv optimum
(a (4.8)-as célfiiggvénybdl majd latszik, hogy kaphatunk 1-nél nagyobb szamot is)
esetén viszont tudunk az u-nak olyan igaz-hamis hozzarendelését megadni, hogy az
x valtozok tetszéleges kiértékelése mellett ¢ hamis legyen, azaz a 3-CNF-SAT fel-

adatra a valasz nem.
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A logikai formulabél a kévetkez6 moédon kaphatunk egy linearis célfiiggvényt. El6-
szor is tegyiik fel, hogy ¢(u,x) = p1(u,z) A po(u,z) A ... A pi(u, z), ahol minden
¢; pontosan harom literalt tartalmaz, azaz ¢; = £ V I5 V [§, ahol %15 és I} egy-
egy u; vagy x; valtozoval vagy ezek tagadasaval egyezik meg. Ezutdn alkalmaz-
zuk a De-Morgan azonossagot —p(u,z)-re, igy a tovabbiakban a célfiiggvényiink
1 (u, ) V mpa(u, ) V... V g (u, z) lesz. A —yp; formulakra ismét a De-Morgan
azonossagot alkalmazva, majd a vagy miiveletet 6sszeadéssal, az és miiveletet pedig

szorzassal helyettesitve a kdvetkezs célfiiggvényt kapjuk.

k
max min 15051 4.8

ax il ; 170l (4.8)

Ezt szeretnénk linearizalni. Ha l% egy u; (vagy x;) valtozo tagadasa, akkor a célfiigg-

vényben szerepeljen 1 — u; (illetve 1-z;). gy egy olyan Osszeget kapunk, amelynek
tagjai kozott binaris valtozok szorzatai is lesznek. Altalaban egy p és ¢ binaris valto-

76 szorzatat egy 4j v = pq valtozd bevezetésével linearizalhatjuk, illetve a kovetkezd

feltételek felirasaval.

v<p (4.9)
v<gq (4.10)
v>p+qg—1 (4.11)
p.q,v € {0,1} (4.12)

A (4.8)-ban szerepld Gsszeg tagjai kozott olyanok is lehetnek, amelyek ketts vagy
harom binaris valtozo szorzataként alltak els, utobbi esetben a (4.9)-(4.12) altal
leirt modszert kétszer is alkalmazva és a célfiiggvényben a megfelels tagokat az 1j
valtozokra lecserélve végiil egy linearis célfiiggvényt kapunk. Osszességében pedig
a kétfazisu optimalizalas dontési verziojara a linearizalt (4.8)-as feladat ¢s K = 0

esetén pontosan akkor lesz igen a valasz, ha a 3-CNF-SAT feladatra a vélasz igen.

4.2.5. Kovetkezmény. A kétfazisu optimalizdldsi feladat T15-nehéz.
4.2.6. Allitas. A kétfazisi optimalizdldsi feladat ¥5-ben van.

Bizonyitas. Tekintsiik a feladat dontési verziojat, és alkalmazzuk ra a [3.2.§ té-
telt. Legyen (II, K) egy feladatpéldany, az R egy 4-dimenziés relacio, amelyre
(I, K),y,u,x) € R pontosan akkor, ha II a (4.1)-(4.4) feltételekbdl all, amelyet
y,u és x egyilittesen kielégit, és a célfiiggvényérték legfeljebb K. [
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4.2.7. Megjegyzés. A kétfazisu optimalizdldsi feladat tehdt a polinomidlis hierar-
chia mdsodik vagy harmadik szintjén helyezkedik el. A dllitdasban a feladatnak
csak eqy specidlis esetét tekintettem, igy a sejtésem az, hogy a feladat dltaldnos eset-

ben még nehezebb, azaz ¥f-teljes.

4.3. Oszlop- és vagasgeneral6 algoritmus

Belattuk, hogy egy kétfazist modell optimumaéanak kiszamitasa NP-nehéz, igy nem
varhato polinomialis algoritmus, amely ezt megoldja. A szamitasi nehézségek lekiiz-
désére tobb megkozelités is 1étezik, ezek koziil most egy mesterprobléma-szubproblé-
ma szerkezetd algoritmus kovetkezik, a C&CG-algoritmus, amely minden iteracioban
egyre jobb alsé, illetve fels korlatot allit el6 az optimumra. Ezt a primal oldalon
generalt oszlopokkal és vagasokkal teszi, amelyr6l a nevét is kapta (column and
constraint generation-C&CG).

Az algoritmus alapotlete a kovetkezs: elGszor tegyiik fel, hogy U egy véges halmaz,
elemei uq, ..., u,, és az ezekhez tartozo valtozok a mésodik fazisban zq, ..., x,. Ekkor
a feladatunk az alabbi alakot olti:

min cy +n (4.13)
y
Ay >d (4.14)
n>br Vli=1,..r (4.15)
Gry>h—Ey—Muwy Vi=1,..r (4.16)
yeSy, r1e€S, Vi=1,...,r,meR, yeU Vi=1,..r (4.17)

Ha U szamossaga nem tul nagy, akkor ezt az LP-t konnyen megoldhatjuk. Ha viszont
nem igy van, példaul U egy poliéder, akkor a benne 1év6 vektorok szambavétele, és
igy az Osszes feltétel felsorolasa a gyakorlatban nem megoldhat6. Azonban ha csak
a feltételek egy részét soroljuk fel, akkor az eredeti feladatunk egy relaxaciojat és
igy optimumanak egy alsoé korlatjat kapjuk. A cél tehat az, hogy megtalaljuk a
szignifikans v € U vektorokat, és az erre felvett feltételek miatt egyre erésebb al-
so0 korlatokat kapjunk az optimumra. Fels§ korlatokat pedig onnan kapunk, ha a
mesterprobléma optimumaként kapott y-t rogzitve kiszamoljuk a teljes feladat opti-
mumat, hiszen ilyenkor a minimalizélasi problémanak egy rogzitett valtozo melletti

célfiiggvényértékét kapjuk. Az algoritmus lépései a kovetkezdk.
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C&CG
1: Legyen LB = —0co,UB =00,k =1¢s O = 0.
2: Oldjuk meg a mesterproblémat (MP).

mincy + 7
yn

Ay >d
n>bxr, Vl€O
Ey+Gxy;>h—Mu, Vi=1,...k—1
yeSy, y1 €S, Vi=1,., k=1, neR, uyyelU Vi=1,. k-1

Legyen az optimalis megoldas (v}, n;, «7, ..., z5_1).
3: Definialjuk az SP részproblémét a kévetkezSképpen.

* = 1 N > — r—
A(yy) rilezg(irelgi{bx Gz > h — Ey; — Mu}
Legyen UB = min{U B, cy; + Q(v})}.
4: Ha UB — LB < ¢, akkor STOP, a megoldés optimaélis.
5. Ha Q(y;) < oo, akkor legyen (x*,uy) az optimalis megoldasa SP-nek, vegyiink
fel egy 0j x; valtozot, és adjuk a kovetkez§ feltételeket MP-hez:

n > bxy
Ey—i—ka > h—MUZ
Legyen k =k + 1, O = O U {k}, és lépjiink a 2. lépéshez.
6: Ha Q(y;) = oo, akkor legyen uj az a vektor, amelyre SP nem megengedett.
Vegyiink fel egy 1j xp valtozot, és adjuk a kovetkezs feltételt MP-hez:
Ey+ Gz, > h — Muy,

Legyen k = k + 1, és 1épjiink a 2. 1épéshez.

4.3.1. Definicié. Ha rogzitett y €s u esetén mindig létezik x megengedett megol-
ddsa a masodik fazisnak, akkor ezt RCRA tulajdonsdgnak fogjuk nevezni (relatively

complete recourse assumption).

4.3.2. Megjegyzés. Ha a kétfazisiu feladatra gy tekintink, mint egy hdaromszintid
feladatra (a hdrom jdtékos az y, u és x wdltozdkat vdlasztja ebben a sorrendben),
akkor ez a feltételezés megeqyezik azzal, hogy egy tobbszinti modell esetén a jdatékosok

ugy vdlasztanak, hogy az utdnuk kovetkezd jatékosnak legyen megengedett megolddsa.

4.3.3. Tétel. Teqgyiik fel, hogy teljesiil az RCRA tulajdonsdg. Legyen p az U poliéder
extrém pontjainak szdma, vagy ha U véges halmaz, akkor a szdmossdga, ekkor az

algoritmus az optimdlis megolddst taldlja meg O(p) lépésben.

Bizonyitas. Ebben az esetben Q(y;) < oo all fenn mindig, igy a legrosszabb eset-
ben is az algoritmus legenerélja vagy a poliéder cstcsait, vagy a véges halmaz minden

elemét. [ |
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Amennyiben az algoritmust implementalni szeretnénk, ketté kérdés meriil fel. Az
els6 a szubprobléma alakja, hiszen a célfiiggvényben szerepel egy maxmin alaki

kifejezés. A masodik kérdés pedig az optimélis u vektor kiolvasasahoz kapcsolodik.
4.3.4. Allitas. SP dtirhato eqy egészértéki programozdsi feladattd.

Bizonyitas. Ahhoz, hogy SP ne egy max min probléma legyen, egy vele ekvivalens
alakra irjuk at. A bels6§ minbz-et ugy kényszerithetjiik arra, hogy az optimalis
értéket vegye fel adott u mellett, hogy a primal feltétel mellé felvessziik a duélis,

illetve a komplementaritési feltételeket.

max bz (4.18)

Gz > h—FEy— Mu (4.19)

G <D (4.20)

(Gx —h+ Ey+ Mu);m; =0 Vi (4.21)
(b—mG)ja; =0 Vj (4.22)

Ezutan a (4.21) és (4.22) komplementaritéasi feltételeket példaul a nagy M-modszer
segitségével frhatjuk at, ahol M egy megfelelen nagy pozitiv szam, x!, x? pedig

megfelel6 dimenziés binaris vektorvaltozok.

(Gr — h+ By + Mu); <My} Vi (4.23)
m <M(1—y;) Vi (4.24)

(nG); > b; — My} Vj (4.25)

7 <M(1-x3) V) (4.26)

Ha nem tessziik fel az RCRA tulajdonsagot, akkor a k-adik iteracioban el kell tudni
donteniink, hogy Q(y;) esetleg +oo-t vesz-e fel, azaz hogy SP nem megengedett.
Ehhez elegendd (4.18)-(4.22)-nek csak egy részét megnézni, és eldonteni, hogy lehet-
e olyan u-t mondani, hogy méar ez a rész sem oldhato meg. Elég, ha a (4.19)-es primal
feltételrsl dontjiik el, hogy megoldhaté-e. Ha ugyanis meg tudjuk oldani, akkor a
dualités tétel alapjan tudjuk, hogy a primal és a dual optimum megegyezik. Ebben
a feladatban egy minimalizalési probléma van elrejtve, tehat az még el6fordulhatna,
hogy a primél probléma megengedett, de az optimuma —oo, és igy a duélis feltétel,
G < b nem elégithets ki. Ez azoban mégsem torténhet meg, hiszen z-rél és b-
16l is feltettiik, hogy nemnegativ, tehat a 0 mindenképpen alsé korlat. Igy tehat
ha a primal feltételre van megoldéas, akkor véges optimumot kapunk, és van olyan
x,m primal-dudl péar, amely kielégiti a komplementaritasi feltételeket, és a teljes

részproblémanak megoldasa.
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A Gx > h — Ey — Mu feltétel megolhatosaganak tesztelését a kovetkezdképpen

irhatjuk fel.

max min S;
(Gx); +s; > (h— Ey — Mu); Vi
r €S, s>0

(4.27)

(4.28)
(4.29)

Amennyiben az optimum értéke 0, akkor a (Gz);+ > (h — Ey — Mu); Vi feltétel

minden u esetén kielégithets, és tovabblépiink a teljes SP megoldésénak keresésére.

Ha viszont pozitiv optimumot kapunk, akkor létezik egy olyan u, ahol legalabb az

egyik s; pozitiv értéket vesz fel, és igy olyan u-t taladltunk, amelyre SP nem megold-

hato.

Ahhoz viszont, hogy ez szintén ne egy maxmin feladat legyen, at kell irnunk. Ha-

sonlban jarunk el, mint amikor SP-t alakitottuk at.

maxz Si
(Gx); + s; > (h— Ey — Mu); Vi
(aG); <0 vy
a; <1 Vj

Tovabbé a komplementaritéasi feltételek:

$,>0 = ;=1 W¢
a;, >0 = (Gz);+s;=(h— FEy— Mu); Vi

(4.30)

(4.31)
(4.32)
(4.33)

(4.34)
(4.35)
(4.36)

Végiil ezt a harom feltételt ismét a nagy M-modszer segitségével alakithatjuk at.

2 <M-(1=x) V)
(aG); > —M-x; Vj
s <M-(1—x3) Vi

(Gr)i+5; < (h— By — Mu); + M-\ Vi
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4.4. Egy robusztus p-median modell

A most kévetkez6 modell egy p-median probléménak a kétfazisu robusztus véltozata.
Ebben egy hozzarendelési feladatot szeretnénk megoldani az I-vel jelolt kliens- és a
J-vel jelolt gyarhalmaz kozott (J C I, s6t el6szor még tegytk fel, hogy I = J). A
|.J| darab gyar koziil pontosan p > 1 darabot szeretnénk megnyitni, ezeknek nincsen
megnyitasi koltsége. Ezutan a megnyitott gyarakhoz rendeljiik hozza az I kliens
halmazt. Innentdl viszont eltér a modell a jol ismert p-median problématol, ugyanis
azt a jelenséget is szeretnénk modellezni vele, ahol el6re nem lathaté okobél néhéany
gyar ledll, ekkor pedig a megmaradt gyarakkal kell Gjratervezni a hozzarendeléseket.
A gyarakhoz tartozo binaris dontési valtozo y € {0, 1}/ lesz, ahol y; = 1 pontosan
akkor, ha megnyitjuk a j-edik gyarat. Minden ¢ klienshez tartozik egy d; igény,
amelybdl ha egy egységet a j-edik gyar szolgal ki, akkor ennek a koltsége c;;. El6-
irjuk, hogy a koltségfiiggvény olyan legyen, hogy ¢; = 0 Vi. Az els6 fazisnak van
egy masik dontési valtozoja is, x € [0, 1J1XI] ahol x; azt irja le, hogy i-edik kliens
igényének hanyad részét szolgalja ki a j-edik gyar (amelynek nyitottnak kell lennie).
Ezek utan térjiink ra a modellben szereplé bizonytalanségra, amelynek értéke az-
utén deriil ki, hogy y és = valtozokat rogzitettiik. Ehhez bevezetiink egy z € {0, 1}/
binaris valtozot, ahol z; = 1 pontosan akkor, ha a j-edik gyar kiesik. A kiesS gya-
rak szamat korlatozzuk egy el6re rogzitett K egész szammal. A kies6 gyarak miatt
tobb kliens igénye kiszolgald nélkiil marad. Ezeket a klienseket a megmaradt gyéa-
rakhoz kell hozzarendelniink, ezért bevezetjiikk a méasodik fazis dontési valtozoit,
w € [0, 1]1Vlt ¢és g € [0, 1]11-t. wy; fogja kifejezni azt, hogy a mésodik fazisban az
1-edik kliens igényének hanyad részét szolgalja ki a j-edik gyar, mig ¢; azt, hogy az
i-edik kliens igényének mekkora része marad kiszolgalatlanul. Egy ¢ klienst csak egy
megnyitott és épen maradt gyarhoz rendelhetjiik hozzéa, amelynek az igény 1 — ¢;

részét kell kiszolgélnia. Az eddig leirtakat az alabbi korlatok fejezik Kki.

(1 — ¢) min Z Z Cijd;xi;+

iel jeJ
+omax min (Z Z cii (1 — 0z)dw;; + Z M(1 - sz)dzqz> (4.43)
? (w9eSy2) el jed el
T <Yy Vi, J (4.44)

» ay=1 Vi (4.45)
D Ui=p (4.46)
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Y 5<K (4.48)
J

2 €{0,1} Vj (4.49)

Ahol S(y, z) azokbol a (w, q) vektorokbol all, amelyek teljesitik a kévetkezd korla-
tokat:

wi; <y Vi, g (4.51)
J

Ebben (4.43)-(4.47) fejezi ki a célfiiggvényt és a p-median probléma feltételeit, (4.48)-
(4.49) a bizonytalan halmazt, mig (4.50)-(4.53) az tjrakonfiguralast.

A célfiiggvény két tagbol tevédik Ossze: a normal koriilmények kozotti miikodeés
koltségének és a legrosszabb esetbeli miikodés koltségének Osszege. A o € [0, 1]
paraméterrel allithatjuk be, hogy a tervezés soran melyik esetet milyen sillyal sze-
retnénk figyelembe venni. Minél nagyobb a g, annal konzervativabb a modell. Az
els6 tagban az elsé fazisbeli hozzarendeléssel kapott szallitasi koltség minimalizélasa
szerepel, a masodik tagban a lehetséges z vektorokra vett maximum fejezi ki, hogy a
legrosszabb esetet keressiik, és ezen beliil minimalizaljuk a koltséget, amely két do-
loghol tevddik Ossze. A kiszolgalt igények koltségébdl és a nem kiszolgalt igényekbdl,
amelyet egységenként egy M konstanssal blintetliink. Az itt szerepls 6 paraméter
azt a jelenséget kivanja modellezni, hogy amennyiben az i-edik telephelyen leall egy
gyar, ott a kliens igénye is megvéltozhat. Példaul egy természeti katasztrofa esetén
egy luxustermék iranti kereslet lecsokkenhet, mig a gyogyszerek irénti kereslet meg-
novekedhet. Ehhez a 6 paramétert egy (—oo, 1]-beli valos szamnak rogzitjiik, és igy
lathato, hogy ha a (0, 1] intervallumba esik, akkor az az igénycsokkenést fejezi ki,

mig negativ szamként az igény névekedését.

4.4.1. Megjegyzés. A célfigguény felirdsandl kihaszndltuk, hogy a I és J halmazok
megegyeznek, azaz minden kliens egyben potencidlis telephely is. Ha azonban a J C I
esetet szeretnénk vizsgdlni, akkor azon klienseknél, amelyek az I —J halmazba esnek,

az (1—0z;) kifejezés nem értelmes, igy itt példdul csindlhatjuk azt, hogy kettébontjuk
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a célfiigguényben szerepld Osszegzést a kovetkezdképpen.

(1 —p9)min... + pmax min (Z ch — 0z)dw;;+

? (w)eSy2) eJ jeJ
+ Z Z Cijdiwij + Z M(l - ezi)di%' + Z Mdin‘)
icl—J jeJ i€ icl—J

Nem okoz tehdt problémdt, ha a modellt a J C I esetre szeretnénk alkamazni, de
azért, hogy a tovdbbiakban is tomoren leirhato legyen a célfiigguény, maradjon meg
a feltevés, hogy I = J.

Az el6z6 alfejezetben részletesen foglalkoztam az algoritmus elméleti hatterével. Ro-
viden Osszefoglalva tehat az ilyen kétfazistt modellek esetén a megoldas keresése ne-
héz, ezért nem a teljes problémat szeretnénk rogton megoldani, hanem tjabb és
tjabb iteracickban megkeressiik a szignifikins szcenariokat, amelyek a (4.48)-(4.49)

feltételek altal leirt poliéder extrém pontjai koziil keriilnek ki.

4.4.2. Allitas. A (4.43)-(4.53) feltételek dltal leirt modellre teljesiil az RCRA tu-
lajdonsadyg.

Bizonyitas. Mivel p > 1, igy legalabb egy gyar meg lesz nyitva, és mivel ezeknek
nincsen kapacitéasa, igy tetsz6legesen sok kliens hozzarendelhets egy gyarhoz a méa-

sodik fazisban, vagy akar kiszolgalatlanul maradt igények is lehetnek. [

Igy tehat a C&CG-algoritmusnak a szubprobléma megoldasa utan csak egyetlen
aga lesz, mivel mindig véges optimumot fogunk kapni. Az algoritmust a modellre

alkalmazva a kovetkez§ eljarast kapjuk.
1. Legyen az als6 korlat LB = —o0, a fels6 korlat UB = +o00,k = 1.

2. Oldjuk meg a mester problémat (MP):

min (1 — o) Z Z cijdizi; 4+ on (4.54)
i g

» wy=1 Vi (4.56)
Z Yi =p (4.57)
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n > ZZCU(I - sz;)diwﬁj + ZM(l —020digt Vi=1,.,k—1 (4.59)

i g
dwlhitgi=1 Vi, Vi=1 k-1 (4.60)
J
wi; <1—20 Vi j, Vi=1,.k—1 (4.61)
wi; <y; Vij, V=1, k-1 (4.62)

wh; >0 Vi j, Vi=1,.,k—=1, ¢ >0 Vi, Vi=1,.,k—=1, n>0 (4.63)

3. Allitsuk be LB-t a kapott optimumra, és legyen (y*, 2*) MP optimalis megol-

dasa, ezt hasznalva oldjuk meg a kévetkezd részproblémat (SP):

z w

max Hll;l Z Z cii (1 — 0z)dyw;; + Z M1 —0z)d;q; (4.64)

%

wi; <Y Vi g (4.66)
J

5 <K (4.68)

wi; >0 Vij, ¢>0 Vi, z €{0,1} Vj (4.69)

4. Legyen SP optimalis megold4sanak értéke Q(y"), és az optimalis 2 értéke pedig
2F. Legyen UB = min{UB, (1 —9)>. Zcijdixfj + 09(y")}.
j

5. Ha UB — LB < ¢, akkor alljunk meg. Kiilénben vegyiink MP-hez 4j (w*, ¢*)

véltozokat a rajuk vonatkozo korlatokkal egyiitt 2% érték mellett. Legyen k =
k + 1, és menjiink a 2. 1épéshez.

4.4.3. Megjegyzés. A dallitdas egyben az algoritmus végességét is bizonyitja,

hiszen legfeljebb annyi iterdcid lesz, amennyi a {z € {0,1}1: 3" z; < K} halmaz
J

elemeinek szama.

Az algoritmus implementéalhatosagahoz SP-t itt is at kell alakitani, a[4.3.4) allitashoz

hasonloan ismét a duélis feltételeket vessziik fel w;;,v;; és s; dual valtozokkal, de a

komplementaritasi feltételek helyett a célfiiggvényt irjuk at, és osszeolvasztjuk a z-re

vett maximumot és a dualis problémaban szereplé maximalizalast.
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max Z Z(l — zj)ui; + Z nyvij + Z S; (4.70)
s i i

wij +vij + 8 < cidi(1 —0z) Vi, j (4.71)
s; < Md;(1—0z) Vi (4.72)
d 4<K (4.73)
j
wy <0 Viyj, vy <0 Vij, z €{0,1} Vj (4.74)

Az igy kapott célfiiggvény nemlinearis, az w;;z; tag okozza a problémat (y;C értéke
rogzitett, igy a masodik tag is linearis). Uj Uij = wyjz; valtozokat bevezetve és
kihasznalva, hogy z binaris, ezt a kovetkezGképpen kiiszobolhetjiik ki a nagy M-
modszer segitségével. Itt M a kiszolgalatlanul maradt igények koltsége, és M a

megfelelGen nagy konstans a nagy M-moédszerhez.

max DD (= Uy +yjvg) + Y s (4.75)
,U,V,8 ; ] i

wij + vi; + 5; < ¢ijdi(1 —0z;) Vi, j ( )
s; < Md;(1—0z) Vi (4.77)
Uij > uij Vi, g ( )
U, > Mz Vi,j (4.79)
Uij < i +M(L = 25) Vi, j (4.80)
Y 4 <K (4.81)
;

Uy <0 Vi,j, Uij <0 Vi,j, Vs <0 Vi,j, zj € {O, 1} A (482)

4.4.4. Példa. Az algoritmust kiprobdltam eqy teljes egészében valds adatokon alapu-
lo feladaton is. Ehhez a c;; értékeket tartalmazo mdtrizra volt sziikségem, illetve a d;
igényvektorra. A tdvolsigmdtrizot a [§] linkrdl vettem, ez eqy 2928 szlovdk telepiilést
és tdvolsdgaikat tartalmazo fajlcsomag. Ez olyan nagy feladat lenne, amely eldreldt-
hatolag nagyon lassan futna le, €s a kapott eredményeket nehéz lenne dbrdzolni is.
Emiatt a feladat méretét jelentdsen lecsékkentettem, és csak Szlovakia 40 legnagyobb
vdrosdt vettem, hatdrként a 20 ezres lélekszamot hiuztam meg. Az igényeket pedig a
lakossdgszam adta.

A kévetkezd paramétereket vdlasztottam: |I| = |J| =40, p =8, 0 =0.25, K =2 és
0=1.
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4.2. dbra. K=2 gyar leallasa utan

Az[f.dres dbrdn ldthatdak az elsé fazisbeli normdl mikodés melletti hozzdrendelések,
a térképeken zold pottyel jeldltem a megnyitott gydrak vdrosait. Két érdekességet
vehetiink észre, amelyek az orszdg szerkezetébdl adodnak. Mivel a lakossdgszdmot
haszndltam igényként, igy nyilvanvald volt, hogy Pozsonyban (Bratislava) fog nyitni
gydrat az algoritmus. De mivel az orszdag délnyugati csiicskében helyezkedik el, igy
kevés vdrost rendelt hozzd. A mdsik ehhez hasonlo eset Kassa (KoSice) vdros ese-
te, amelyet szintén gy nyitott meg az algoritmus, hogy kevés mds vdrost szolgdl ki,
egész pontosan eqyet sem.

A4 F-es dbrdn ldthato, hogy a legrosszabb eset az, amikor az a két gydr dll le, amely-
hez a legtdbb vdros volt rendelve, nyugaton Pdstyén (Piestany) és keleten Varannd
(Vranov nad Toplou). Ezeket az dbrdn piros potty jelzi, az ijrakonfigurdldst pedig a
kék élek.
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Osszefoglalas

Szakdolgozatomban a robusztus optimalizalas, ezen beliil pedig linearizalhato, tobb-
szintl és kétfazist modellek bemutatésa volt a cél. A bizonytalansdgot modellezé
halmaz sokféle lehet, lathattunk példat feltételenkénti bizonytalansagra (ezen beliil
intervallummal, illetve poliéderrel reprezentalt bizonytalansagra is) a . fejezetben,
az optimalis megoldas megvalasztasa fiigghet mas dontéshozok viselkedésétdl, errdl
szolt a3 fejezet, tovabba lathattunk a jovétsl fliggs és véges bizonytalan halmazt
is a[d] fejezetben. Az operaciokutatasnak ez a teriilete még nem teljesen kiforrott,
kevésbé ismert is, igy a megfelel6 modell vagy algoritmus megvalasztasa gyakran
torténhet probalkozassal és erdsen fiigg az adott probléma szerkezetétdl, nincsen
altalanos recept. A célom az volt, hogy izelitét adjak a robusztus optimalizalas-
bol, amennyiben a téma felkeltette az olvaso figyelmét, [9] egy Osszefoglald cikk,
amely konnyen értheté modon attekinti a teriiletet, a legfontosabb fogalmakat és
modelleket.

37



Irodalomjegyzék

[1]

2]

3]

4]

5]

6]

7]

18]

19]

D. Bertsimas and M. Sim, ,,The price of robustness,” Operations research, vol. 52,

pp. 35-53, 2004.

D. Bertsimas, I. Dunning, and M. Lubin, ,Reformulation versus cutting-planes
for robust optimization,” Computational Management Science, vol. 13, pp. 195—
217, 2016.

C. Blair, ,,The computational complexity of multi-level linear programs,” Annals
of Operations Research, vol. 34, pp. 13-19, 1992.

M. Labbé and A. Violin, ,Bilevel programming and price setting problems,”
Annals of Operations Research, vol. 240, pp. 141-169, 2016.

M. Garey and D. Johnson, Computers and intractability-A guide to the theory
of NP-completeness, pp. 161-167. W. H. Freeman and Company, 1979.

B. Zeng and L. Zhao, ,Solving two-stage robust optimization problems using a
column-and-constraint generation method,” Operations Research letters, vol. 41,

pp. 457-461, 2013.

Y. An, B. Zeng, Y. Zhang, and L. Zhao, ,Reliable p-median facility location prob-
lem: two-stage robust models and algorithms,” Transportation Research Part B,
vol. 64, pp. 54-72, 2014.

http://frdsa.uniza.sk/“buzna/page5/supplement4d/benchmarks.html (Le-
toltés: 2021. december 31.)

J. Garcia and A. Pena, Robust Optimization: Concepts and Applications. Inte-
chOpen, 2018.

38


http://frdsa.uniza.sk/~buzna/page5/supplement4/benchmarks.html

	Bevezetés
	Linearizálható robusztus modellek
	A Bertsimas-Sim modell
	Poliéderes bizonytalanság
	Egy másik megközelítés: vágásgenerálás

	Többszintű lineáris programozás
	A feladat
	A polinomiális hierarchia
	A feladat nehézsége

	Kétfázisú optimalizálás
	A feladat
	A feladat számítási bonyolultsága
	Oszlop- és vágásgeneráló algoritmus
	Egy robusztus p-median modell


