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1. fejezet

Eloszo

A Dilworth és a polaris Dilworth tétel ramutatott, hogy milyen kapcsolat van
a posetek korében a lancok és antilancok kozott. Ezeknek altalanositasai a
Greene és Greene-Kleitman tételek, melyek mar nem csak arra adtak min-
max tételt, hogy egy lanc vagy egy antilanc legfeljebb mekkora lehet, de arra
is, hogy valahany ilyen unidja legfeljebb mekkora lehet. A posetek viszont
nem mésok, mint specidlis (tranzitiv és aciklikus) irdnyitott grafok, amiben
a lancok tekinthetok iranyitott utaknak, az antilancok pedig ebben a megfo-
galmazasban stabil halmazok. fgy adta magat a kérdés, hogy ha valamivel
kevésbé specidlis (esetleg teljesen altalanos) irdnyitott grafokat néziink, akkor
mennyi marad meg ezekbdl az Osszefiiggésekbol, illetve, hogy milyen egyéb
modokon lehet még tovabb éltaldnositani ezeket az eredményeket. Ez nem
Ujkeletii téma, de mind a mai napig tart benne a kutatas, igy elég sok
cikk, eredmény kotodik szorosabban vagy gyengébben a témakorhoz. FEn-
nek koszonhetéen kiilonbozé szerzok cikkeiben ugyanazokkal a fogalmakkal
mas néven, mas megkozelitésben taldlkozhat az olvasé.

Ez a dolgozat igyekszik egységesen megfogni ezeket a fogalmakat, megfelel6
attekintést adva az eddigi eredményekrdl, emellett egy 1j, matroidelméletes
meggondolas és egy korabbi technika tovabbgondolasanak otvozésével egy
1j min-max tételt is kozol, mely legjobb tudomasom szerint eddig még nem
fordult el6 az irodalomban. Az eredményt a 4. fejezet Direkt szorzat c. alfe-
jezete targyalja.

A dolgozatban nem torekedtem minden ismert tétel és bizonyitas ”be-
zsufolasara”, az joval tdl ment volna egy dolgozat keretein, és nehezitette
volna a megfelel6 ralatas kialakitasat. Ehelyett igyekeztem egy egységesebb
és atfogébb képet adni a témakorrol, cserébe azoknal a részeknél, amiket
nem teljes részeleteiben vettem be a dolgozatba, megadtam, hogy hol lehet
mélyebben utanaolvasni.



2. fejezet

Greene-Kleitman tétel

Amikor kiilén nincs kiemelve az ellenkezdje, végig iranyitott grafrdl (digrafrol)
lesz sz6. A cstcsok szamat n fogja jelolni. Egy tat mérete alatt a benne 1évo
cstcsok szamat értjik, az egyszertiség kedvéért | P|-vel jeloljiik a korrektebb
|V (P)| jelolés helyett. Az egy pontot is utnak értelmezziik, az ilyet rividlis
utnak nevezziik. Egy graf udtpakoldsa alatt a csucsdiszjunkt utak unidjat
értjiikk, egy P ttpakolds esetén a ||JP| egyszeriisitett jelolést hasznaljuk
a [{UV(P) : P € P}|re, tehdt a benne 1év8 utak dltal fedett csicsok
szaméra. Az R(P) jeloli azokat a csicsokat, amiket nem fed P. mennyiben
azt is szeretnénk kifejezni, hogy az tutpakolas k darab diszjunkt utbol all,
akkor k-iutpakolast irunk. Egy dtfelbontds olyan tutpakolas, ami lefedi a graf
egész csucshalmazat, tehdt ||JP| = n, és R(P) = 0.

Egy részleges k-szinezés alatt k darab diszjunkt stabil halmaz unidjat
értjiik (ezeket szinosztdlyoknak nevezzik). A graf egy k-szinezésének a graf
csucsainak k darab stabil halmazra vald particionaldsat nevezziik. Ha csak
szinezést irunk, akkor az annyit tesz, hogy a gréaf csicsait szétosztjuk vala-
mennyi stabil halmazba.

Jelolések. Minden k természetes szamra jelolje a legnagyobb k-stabil mé-
retét ag. A k darab diszjunkt at unidjabdl allé legnagyobb tutpakolds méretét
jelolje Ax(D)

Definicié. Egy ut k-normdja alatt a min {|P|,k} szdmot értjik, jelclése
|P|r. Egy C stabil halmazra ugyanigy definiéljuk a |C|; k-normét. Egy
utfelbontds (/ szinezés) k-normdja a benne 16v6 utak (/ szinosztalyok) k-
norméjénak sszegét jelenti, |Ply = > pep | Pli (/ [Clk = X pec [Clk)-

Jel6lés. A legkisebb k-normét, ami egy utfelbontasnak lehet, 7 (D)-vel
jeloljiik, tehat 7 (D) = min |P|, ahol P egy ttfelbontas.
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Szinezéseknél a hasonlé minimumot yx(D)-vel jeloljiik.

Definicié. Egy k-ttpakolast / k-stabilt optimdlisnak neveziink, ha mérete
Me(D) [ ag(D). Egy tutfelbontast / szinezést k-optimdlisnak neveziink, ha a
norméja mx(D) / xx(D).

Megjegyzés. Az 14j fogalmakkal valé ismerkedéshez érdemes megnézni,
hogy ezek mar ismert grafparaméterek altaldnositésai: a;(D) = «(D), a
legnagyobb stabil halmaz mérete, \;(D) = A(D), a leghosszabb 1t hossza,
m (D) = 7(D) alegkevesebb diszjunkt it szdma, ami sziikséges, hogy lefedjiik
a graf csucsait, és x1(D) = x(D) a kromatikus szdm.

A tovabbiakban megnézziik, hogy ezek miért érdekes mennyiségek a poset-
ek korében. A posetek természetes modon megfelelnek az aciklikus tranzitiv
digrafoknak (ahol az (u,v) irdnyitott él azt jelzi, hogy u > v), ezért amikor
posetekrdl és azokban lancokrél meg antilancokrol beszéliink, akkor azt néz-
hetjiik gy is, mint ha egy aciklikus tranzitiv digrafban (amit a tovdbbiakban
az egyszerliség kedvéért csak posetnek neveziink) néznénk az utakat és stabil
halmazokat. Ha egy posetben vesziink egy utat, akkor az a tranzitivitas mi-
att barmely szinezésre egy szinosztaly csak egyszer metszhet. Ebbdl rogton
adédik egy természetes fels6 korldt, miszerint k& darab (diszjunkt) it barmely
szinezésre csak maximum annyi csucsot fedhet le, amennyi a szinezés k-
norméja, ami a fenti jeloléseinkkel leirva egy D posetben A, (D) < xx(D).
Hasonl6 logikaval egy k-stabil maximum || 7P|, cstcsot fedhet, barmely P
utfelbontasra.

Greene és Kleitman azt lattdk be az alabbi tételekben, hogy ez a fels6
korlat éles.

2.0.1. Tétel (Greene-Kleitman|[2]). Ha D egy poset, akkor cy(D) = mp(D)

2.0.2. Tétel (Greene[l]). Ha D poset, akkor \p(D) = xx(D)

Az eredeti bizonyitas algebrai, haléelméleti eszkozokkel dolgozott. Ebben
a dolgozatban egy a koltséges folyam-algoritmust hasznalé mddszert mu-
tatunk be ehelyett, melynek az eredeti dtlete [4]-bdl szarmazik, és ennek az
alapgondolataval még kés6bb is fogunk taldlkozni.

A két fenti tételt egyszerre fogjuk bizonyitani, ehhez sziikségiink lesz egy
1j fogalomra:



Definicié. Egy P* k-titpakolds és egy C? részleges g-szinezés ortogondlis
egymasra, ha minden P € P titra és C' € C? szinosztélyra a PN C nem iires,
és JPFulyce=v.

Mivel egy posetben minden 1t és szinosztaly legfeljebb egyszer metszheti
egymdst, ezért az els6 feltétel azt jelenti, hogy JP* N JC? = k- q. Ezt
osszerakva a masodik feltétellel azt kapjuk, hogy n = |P*| + |CI| — k - q.

2.0.3. Kovetkezmény. Ha van eqy eqymdsra ortogondlis k-itpakolds és rész-
leges q-szinezés, akkor ezek optimalisak. Tovabbd a van eqy ilyen eqgymdsra
ortogonalis parunk, akkor barmely optimalis k-utpakolds és optimalis q-szinezés
ortogondlis.

Bizonyitas. Mivel minden 1t és szinosztaly maximum egy pontban metszi
egymast, ezért egy k-utpakolas és egy részleges g-szinezés metszete maximum
k - q. Ha ezek ortogondlisak egymasra, de egyik nem optimadlis, akkor azt
kicserélhetném egy optimalisra, a metszet ez elébbiek alapjan tovabbra sem
nohetne, tehat tobb cstcsot fogunk lefedni, de az nem lehet, mert az uniéjuk
mar igy is lefedte az Osszes csucsot. Tehdat akkor ezek optimélisak. Ha
tudjuk, hogy van egy egymasra ortogonalis parunk, akkor azok optimalisak
is lesznek, igy barmely masik optimélis k-titpakolas vagy részleges g-szinezés
ugyanekkora lesz, amik viszont a metszetre vonatkozo felso korlat miatt csak
ugy férnek el egymas mellett az n csicson, ha ortogondlisak.

A Greene és Greene-Kleitman tétel bizonyitasdhoz azt fogjuk belatni,
hogy minden k-utpakoldsra van egy ra ortogonalis ¢-szinezés valami jé g-ra,
és minden optimalis g-szinezésre van egy ra ortogondlis k-uitpakolds, valami
jo k-ra.

Ez elég lesz nekiink, mert vegyiink egy optimalis P* k-itpakoldst, és egy
r4 ortogonalis C? részleges g-szinezést. Ekkor P*-t kiegészitem egy titpakoldssa
ugy, hogy a hidnyzé pontokat trivialis utaknak veszem. Az ortogonalitds mi-
att minden P*-beli 1t legalabb ¢ hosszi volt, ezért ennek az igy kapott P
utfelbontdsnak a g-norméjara teljestl, hogy m,(D) < |P|, = k...q+n —
|P*| = |C?) = a,(D), mivel fentebb lattuk mér, hogy C¢ optimalis.

Hasonléan vegyiink egy optimalis CY részleges ¢-szinezést, és egy ra orto-
gonalis P¥ k-itpakolds. Ci-t kiegészitjiik egy szinezéssé az egész csticshalmazon
ugy, hogy minden kimaradd cstcs egy kiilon szinosztaly lesz. Ennek a k-
norméja k- ¢ +n — |[CI| = |P¥| = \(D).



Megjegyzés. A Greene és Greene-Kleitman tétel miatt az optimalis k-
utpakolasbdl ezen a modon kapott utfelbontas g-optimalis lesz, hasonléan a
kapott szinezés k-optimaélis.

Tehat valoban elég lesz azt belatni, hogy minden optimalis utpakolasnek
/ szinezésnek van ra ortogondlis parja. Ennél egy er6sebb tételt is ki tudunk
mondani:

2.0.4. Tétel. Legyen D eqgy poset. Ekkor létezik rd eqy
PYCH,C?, .. CH P PR L Pe et et L e

sorozat, ahol a a C' az optimdlis részleges i-szinezések halmazdt jeloli, a P?
pedig az optimadlis j-utpakoldsokét, és a sorozatnak van eqy olyan tulajdonsdga
mindeqgyik fajta halmaz elemei ortogondlisak az 6t megeléz6 mdasik fajta hal-
mazok kozil a legutolsé elemeire, tehdt példdul a C*,C?,...,C*" 1 elemei mind
ortogondlisak a P“-ra.

Ehhez fogjuk hasznélni Ford és Fulkerson minimalis koltségli folyam-
algoritmusat.

2.1. Ford-Fulkerson minimalis koltségii folyam
algoritmus

Legyen adva egy D = (V U {s,t}, E) digrafon egy héalézat s forrassal és ¢
nyelovel, aminek az élein meg van adva egy g nemnegativ egész kapacitas-
fliggvény, és egy ¢ nemnegativ egész koltségfliiggvény. Az algoritmus ebben
keres minden 1 < 5 < M-re minimalis koltségii j értéki folyamot, ahol az M
a maximalis folyam mérete. Adott folyam értékét (nagysagat) jeldlje val(f),
az Osszkoltségét cost(f).

Legyen adva a D cstcsain egy p: V — {0,1,2,...} amire teljestil, hogy
0= p(s) < p(v) < p(t). Jelolje p a p(t) értéket, és nevezziik ezt a potencidl
értékének.

2.1.1. Tétel. Ha adva van eqy j értéki f folyam és eqy a fenti megkotést
teljesitd p(v) potencidlfiggvény, melyre még teljesiil, hogy:

p(y) —p(x) < c(z,y) = f(x,y) =0 minden (x,y) € E-re (2.1)
p(y) — p(x) > c(z,y) = f(z,y) = g(z,y) minden (z,y) € E-re (2.2)

Ekkor f minimadlis koltségi a j értéki folyamok kozott.
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Az algoritmus ezt a tételt fogja kihasznalni, végig fenntartva egy f, p
part, amire ezek a feltételek teljesiilnek, tehat f minimalis koltségii az azonos
értéki folyamok kozott, és a p potencidl egy tanu erre. Az inditasakor az
f = 0 folyambdl és a p(v) = 0, Vv € V potencidlfiggvénybdl kezdjiik az
algoritmust (ezekre val6ban teljesiilnek a feltételek), és minden lépésben az
algoritmus ezek koziil az egyiket frissiti, mig a végén f egy maximalis értékl
(és ezen beliil minimélis koltségii) folyam nem lesz.

Az algoritmus egy 1épése az aldbbi médon néz ki:

1. Az éppen aktualis f folyamhoz és p potencialhoz hozzarendeliink egy
D" = (V| E') segédgréfot ugyanazon a V csicshalmazon, mint a D
digraf, de

E' ={(z,y) : (z,y) € E,ply) — p(x) = c(z,y), f(z,y) < g(z,y)}U

{(yvx) : (Sl?,y) S Evp(y> - p(l’) = C(ZE,y),f($,y) > O>}

élhalmazzal. Jelolje S az ebben a segédgrafban az s-bdl elérhet6 cstucsok
halmaza

2. (a) Ha t € S, akkor legyen P egy s — t irdnyitott Ut ebben a
segédgrafban, és ezt javitd utnak hasznalva noveljik f-et.

(b) Ha t ¢ S, akkor noveljiik eggyel minden v € V\S-re a p(v) po-
tencialt.

2.1.2. Tétel. Az algoritmus minden lépésben a kordbbi feltételeket kielégitd
f folyamot és p potencialt ad vissza, tehdt f wvégig minimdlis koltségi az
azonos értékiek kozott, és p eqy tani erre. Minden folyam-novelésnél a
folyam koltsége az éppen aktudlis p-val no.

Az algoritmus folyaman eléfordulé allapotokra a (p,val(f)) értékkel hivat-
kozunk, mivel ezek koziil az egyiket minden 1épésben frissitjiik, igy ez egy jo
hivatkozas.

Most ratériink a Greene-Kleitman bizonyitasara, amihez ezt az algoritmust
fogjuk felhasznalni.
2.2. A Greene-Kleitman tétel bizonyitasa

Legyen adva egy D = (V,FE) posethez, erre akarjuk bizonyitani a 2.0.4
tételt. A D posethez hozzdrendeliink egy N = (E',V’ ¢, g) halézatot: a
csticshalmazt két példanyban vessziik, jelolje ezeket Vi = {z, : v € V} V; =

8



{y, : v €V}, és pontosan akkor hizunk be élt egy z, € Vi-b6l y, € Va-be,
ha (u,v) € E-ben. Hozzdadunk ehhez még egy s forrdst is, amib6l min-
den Vi-beli csicsba hiizunk egy élet, és egy t nyelot, ahova minden Va-beli
csucsbol hizunk élet. Formalisan:

Vi={s,t}U{z, : veV}U{y, : veV}

E' ={(s,z,) : veV}U{(zp,y.) : (u,v) € E}U{(y,,t) : veV}

Minden él kapacitasa legyen 1. Az élekre rakunk egy c koltségfiiggvényt:

1 ha e = (x,,Y,
C(e>:{ (€0: o)

0 egyébként

Ebben a halézatban fogjuk futatni a Ford-Fulkerson féle algoritmust, ami
minden lépésben visszaad egy f folyamot és egy p potencialt, amik teljesitik
az optimalitdsi feltételeket. Minden ilyen éllapotot jeldljiink a (p(t), val(f))
szamparral. Minden ilyen szamparra megfeleltetiink az f folyamnak egy
P = P(f) utpakolast, és a p potencialhoz egy C részleges szinezést:

- Jelolje V' C V azokat a D-beli csticsokat, amikhez tartozé ., y, cstcspéarra
f(zy,y,) = 0. Ennek a V-nek adjuk meg egy tutfelbontasét, gy, hogy
minden olyan (u,v) él szerepeljen egy utban, amire f(z,,y,) = 1. Ezek
az élek Osszeragadnak utakka (a konstans 1 kapacitds miatt valéban
ezek utak lesznek), és az esetleges trivialis utakkal ez egy utfelbontasat
adja V-nek, ami egy ttpakolds lesz az egész V-n. A koltségfiiggvény
valasztdsa miatt [V| = n — cost(f), és ezt fedjiik val(f) — cost(f)
darab élbdl 0sszeall utfelbontassal, emiatt az itfelbontasunk pontosan
(n — cost(f)) — (val(f) — cost(f) = n —val(f) utbdl all, ezért az igy
kapott utpakolast jeloljitk Pm—v*()_fel.

- Legyen C; ={v eV : p(z,) < p(yp) =i} minden 1 < i < p-ra.

Lemma. A C;-k tényleg stabilak, tehat aC? = {C}, Cy, ..., C,} egy részleges
p-szinezés.

Bizonyitas. Legyen u,v € C;. Tegyik fel, hogy (u,v) € E. Ekkor
i = p(ys) > p(z,), amibdl az optimalitési feltételek miatt f(x,,y,) = 1.
Mivel az azonosan 0 folyambdl indultunk ki, ezért az algoritmusban lesz egy
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pillanat, amikor 1-re valtoztjuk f értékét ezen az élen. Ekkor p(y,)—p(x,) =
c(xy,yy) = 0. Vegyiik a legutolsé olyan folyam-novelést, ahol az f(x,,y,) = 1
lett, tehat a tovabbiakban ez végig fennmarad, igy az optimalitasi feltételbol
kapjuk, hogy p(y.) > p(z,) végig fennmarad. Viszont a masik irdnyba is igaz
az egyenl6tlenség, tehat p(y,) < p(x,), mert ha feltessziik, hogy nem, akkor
lesz egy olyan potencidl-névelés, amikor csak a p(y,)-t noveljik, a p(z,)-t
meg nem. De ilyen nem lehet, mert vegyiik az elso ilyen potencial-novelést,
ez el6tt még p(y,) — p(x,) = c(zy, yu), ezért a segédgratban szerepel a (v, x,)
él, és a ez lesz az egyetlen él, ami belép x,-be, igy ha y, nem elérhet6 s-bol,
akkor x, sem. Ezzel kijott, hogy p(x,) = p(y.), ami ellentmondas.

Lemma. Minden v € V-re p(y,) < p(x,) + 1.

Bizonyitas. Az algoritmus kezdetén ez fenndll, azt kell belatni, hogy nem
is romolhat el. Tegytik fel, hogy mégis, ekkor lesz olyan potencial-névelés,
amikor a névelés el6tt p(y,) = p(z,) + 1, és csak az y,-t noveljik, tehdt
a novelés utan p'(y,) = p'(z,) + 2. Ekkor viszont az optimalitési feltétel
miatt f(z,,y,) = 1, amibél kovetkezik, hogy f(s,x,) = 1, ezért a potencidl-
noveléshez hasznélt segédgratban az (y,, x,) volt az egyetlen él ami belépett
Z,-be, tehat ha y, nem elérheto, akkor z, sem. Ezzel ellentmondasra jutot-
tunk

Lemma. Az algoritmus minden (p,val(f)) fazisdban a P"~ve(f) és a CP
ortogonalisak egymasra.

Bionyitas. Legyen v € V egy olyan csiics, ami nincsen benne egyetlen
utban sem, akkor errdl be kell latnunk, hogy benne van az egyik szinosztalyban.
Az, hogy nem fedi le az utpakoldsunk, azt jelenti, hogy f(x,,y,) = 1. Az or-
togonalitasi feltételek miatt ekkor p(y,) — p(x,) > 1. Az el6bbi lemma pont
a masik irdanyu egyenl6tlenséget mondta ki, igy p(y,) = p(x,) + 1. Tehét
benne lesz az egyik szinosztalyban.

A masik, amit még bizonyitanunk kell, hogy barmely tut és barmely
szinosztaly metszi egymadst, jeldlje most P = (vg,vr_1,...,v1) az utat, és
legyen C; a szinosztaly. Ekkor f(y,,,t) = 0, amib6l p(y,,) > p(t), amibol -
kihaszndalva, hogy p(v) < p(t) minden v-re - p(y,,) = p(t) = p. Hasonléan
f(s,y,) = 0, ezért p(s) > p(vg), amibél p(s) = p(yy,) = 0. Kordbban a
szinosztélyok stabilitdsanak bizonyitasanal lattuk, hogy ha f(x,,y,) = 1,u #
v, akkor p(x,) = p(y.), ezért a Gt minden vy, v; élére p(zy,,) = p(Yu,).
Ekkor a v; bdl kiindulva a végigmenve az it élein azt latjuk, hogy minden
(24, Yy) tipus élen maximum egyet né a potencidl, csak ilyen tipusi éleken né,
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és 0 potencialbdl elériink a végére p potencidlhoz, ezért biztosan lesz olyan v
csucs az it mentén, amire p(x,) + 1 = p(y,) = i.

Ezzel be is lattuk az ortogonalitast.

Az algoritmus futasa alatt hol a folyamot noveljiik, ezzel eggyel kevesebb
utbhdl allé utpakolast kapva, hol a potencialt, ezzel pedig mindig eggyel tobb
szinosztalybol allo részleges szinezést, mindegyikre igaz lesz, hogy ortogonalis
lesz az el6z6 masik fajtaval. Ezzel be is lattuk a tételt.

OJ

2.3. Ferrer diagramok

A fenti algoritmus segitségével minden posethez hozzarendelhetiink egy alakza-
tot, egy ugynevezett Ferrer diagramot, amirdl gyorsan leolvashato a a poset
Qy Ak, Xk, Tk Paraméterei és a fenti ortogonalitasi tulajdonsagok is, hogy ki
kivel ortogonalis.

Definicié. Egy Ferrer diagram n darab négyzetbdl all, amik egymaés alatt
és mellett valahany sorban vannak balra rendezve, és a sorokban taldlhato
négyzetek szdma lefelé haladva gyengén csokken. Egy példa a Ferrer dia-
gramra n = 10 esetén:

2.1. abra. Ferrer diagram

Egy Ferrer diagram lényegében megegyezik az n egy egészekre vald fel-
particionalasaval, ahol a sorokban talalhato négyzetek szama adja a particio
osztélyait. A fenti példa az {5,4,1} particionak felel meg.

2.3.1. Tétel. Minden D posethez tartozik eqy Ferrer diagram, amire az tel-
jestil, hogy pontosan a(D) darab sora és A\(D) darab oszlopa van, és a legfelsd
i darab sorban lévd négyzetek szima pont A\;(D), mig a balrdl elsé j darab
oszlopban taldlhato négyzetek szama egyenld o (D)-vel.
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Ha egy D posethez adva van egy ilyen Ferrer diagram, akkor abbdl le-
olvashatjuk a 2.0.4 tételt, mert vegyiik a P* optimalis k-itpakoldst, ez pon-
tosan annyi pontot fed le, amennyi négyzet van a Ferrer diagram elsé
sordban. Legyen az i-edi sorban mondjuk j darab négyzet, akkor egy op-
timalis részleges j-szinezés ortogondlis lesz PF-ra, mert a nagysiguk pont
akkora, hogy csak akkor férnek el, ha ortogonalisak. Hasonléan egy C? op-
timalis részleges g¢-szinezésnél ha a g-adik oszlopban [ darab négyzet van,
akkor egy optimalis [-utpakolas ortogonalis lesz ra.

Ennél tobb is igaz. Ha adva van egy ilyen Ferrer diagram, akkor an-
nak segitségével felirhatunk egy olyan tulajdonsagu sorozatot, mint amilyen
a fentebbi 2.0.4 tételben szerepelt. Ehhez a Ferrer diagram alsé hatéarol6
tortvonalat kell nézni, ahogy a bal alsé sarokbdl eljut a jobb felsé sarokba,
minden lépésben egyet jobbra vagy egyet felfelé 1épve, dsszesen «(D) darabot
lépve felfelé és A(D) darabot jobbra. A sorozat a ennek segitsével épitjiik fel,
az elso eleme a P°, aztan azt aszerint folytatjuk, ahogy a bal alsé sarokbodl
egyesével végigmegyiink ezen a tortvonalon: ha az épp aktudlis 1épés egy
jobbra 1épés, akkor a sorozathoz a soron kovetkezd Ci-t irjuk, ha felfelé 1épés,
akkor a soron kovetkezd P’-t. Az utolsé 1épés mindig felfelé lesz, az a Py-t
adnd, azt el is hagyhatjuk. A 2.1 abran példaul ez a kovetkezd sorozatot
adna:

733|C1|732|C2,03,C4|731|C5
A fenti meggondolas szerint ez valéban teljesiti a 2.0.4 tételben megkovetelt
tulajdonsidgot, hogy mindegyik tagja ortogondlis a legutols6 6t megel6z0
masik fajtaval.

Igazibdl azt fogjuk belatni, hogy ez forditva is igaz, ezt megforditva a
2.0.4 tételben adott sorozat segitségével megrajzolt Ferrer diagram pont ez
a Ferrer diagram lesz.

2.3.2. Tétel. Legyen s; = \(D)—Ni_1(D), ésoj = oj(D)—aj_1(D). Ekkor
az S1,S9,... Sorozat €s az 01,02,... Sorozat 1s gyengén csokkend lesz, és
ugyanazt a Ferrer diagramot kapjuk, ha azt csindljuk hogy az i-edik sorban s;
darab négyzet legyen, vagy ha a j-edik oszlopban legyen o; darab négyzet.

Az igy kapott Ferrer diagram valéban azt tudja, hogy az elsé ¢ darab

sorban szereplé négyzetek szama egyenlé \;(D)-vel, az els6 j oszlopban sz-
erepl6k szama pedig o (D)-vel.

Tétel bizonyitasa. Abrézoljuk az algoritmus minden fézisdban kapott
(p,val(f)) pontokat a sikon egy olyan koordindtarendszerben, ahol a p lesz
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a vizszintes tengely és val(f) a fiiggbleges. Ezeket a pontokat kossiik Ossze
egy-egy szakasszal idorendi sorrendben, ahogy kijottek egymas utdan. Mivel
mind p, mind val(f) gyengén né végig az algoritmus futdsa alatt, ezért a
kapott tortvonal meghataroz egy Ferrer diagramot. Azt fogjuk beldtni, hogy
ez pont az a Ferrer diagram, amit a tételben kimondtunk.

valh

Nézziik az algoritmus egy olyan 1épését, amiben a folyam értékét noveli, és
a potencial értéke mar nagyobb 0. A novelés elétti allapot legyen (p, val(f)),
az utdna 1év6 ekkor (p,val(f) +1). A 2.1.2 tétel szerint az Gjonnan kapott
folyam koltsége p-val fog néni, tehat |[Pr—veH=1| = |pr—vallf)| — p Tudjuk,
hogy a C? részleges szinezés ortogonalis lesz mindkettéjiikre. Ebbol kévetkezik,
hogy Prvalll) és Ppr=valll)=1 is optim4lis, tehat kijott, hogy Ay—vai(s) —
An—vai(f) = p- Az algoritmusbdl kijott, hogy a Ferrer diagram aktualis sora
p volt, tehat a sorok mar stimmelnek.
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Most nézziik, amikor olyan lépés van, ami a potencidlt noveli. Megint
legyen a 1épés elStti dllapot (p,val(f)), az utani akkor meg (val(f),p + 1).
Ekkor P"~vef) ortogondlis CP-re és CP*l-re is, tehat ezek is optimélisak
lesznek.

Opt1 = |UCP+1| _ |CP| — |UCP+1| + | Upn—val(f)| . |Cp| _ |rPn—val(f)|

=n+(p+1)(n—wval(f)) = (n+ p(n —val(f))) = n —val(f)

Mivel az algoritmusbdl kapott Ferrer diagram el van tolva felfelé addig, hogy
a fels6 hatara pont a val(f) = n) egyenesen legyen, igy ez pont azt jelenti,
hogy p-edik oszlop magassdga pont o,.

O

Megjegyzés. Mivel minden digrafnak egyértelmii a hozzarendelt Ferrer
diagram, ezért a 2.0.4 tételben szerepld sorrend is egyértelmii, és nem fiigg
attdl, hogy a minimalis koltségii folyam algoritmus sordn a javito utak valasztasatol.

A Ferrer diagramokok egyrészt elég jo szemléltetd eszkozok a Greene-
Kleitman tételhez, masrészt onmagukban is érdekesek, igy lehetéség van a
posetes eredményeket, meggondolasokat més témakorokben is felhasznalni.
Ennek a dolgozatnak nem téméja, az érdeklodo olvasé a [15] és [11] cikkekben
olvashat errdl.
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3. fejezet

Nem tranzitiv grafok

Nem posetekre semmi nem garantalja, hogy egy it minden szinosztalyt max-
imum csak egyszer érinthet, igy konnyii példat taldlni, ahol ay(D) > mi(D)
vagy A\, > Xk, példdul az aldbbi dbrdn, ahol as(D) = 5, de mo(D) = 4,
hasonléan \o(D) = 4, de xx(D) = 3. Tehat a Greene-Kleitman tételhez
hasonlé egyenloséget mar aciklikus digrafokra sem feltétleniil all fent. Amit
majd megmutatunk, hogy viszont a masik irdny1 (a poseteknél a nem trivialis
irdnyd) egyenl6tlenség viszont tobb ismert esetre fenndll a poseteken kiviil
is, és Linial fogalmazta meg azt a sejtést, miszerint barmely D digrafra ezek
fennalnak:

O\O/O
O/ \O

3.0.3. Sejtés (Linial[5]). Egy D digrdfra minden k,q pozitiv egész szamok
esetén

Oék(D) Z Wk(D) (31)

Ag(D) = xx(D) (3.2)

Ennek a sejtésnek fogjuk az erésebb valtozatait nézni, ehhez megint az

ortogonalitast fogjuk hasznalni, de mivel az eddigi ortogonalitdsi fogalom,
amit hasznaltunk, magaban hordozza a Greene-Kleitman tételt, ami viszont
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nem lesz igaz még aciklikus grafokra sem, ezért itt egy gyengébb ortogonalitéds
fogalomra lesz sziikségiink:

Definicié. Egy C* részleges k-szinezés ortogondlis egy P ttfelbontésra,
ha minden P, € P 1t min({|Pi|7 k:} szinosztalyt metsz. Hasonldéan egy ¢-
utpakolas ortogonalis egy C szinezésre, ha minden C; szinosztaly min {|CZ-|, q}
kiilénb6z6 utat metsz.

3.0.4. Sejtés (Berge[8]). Minden D digrdfra barmely k pozitiv egész szdm
és P k-optimdlis vtfelbontds esetén létezik eqy CF részleges k-szinezés, ami
ortogondlis P-re.

3.0.5. Sejtés (Aharoni, Hartman Hoffman([7]). Minden D digrifra bdr-
mely q pozitiv egész szam és P optimdlis q-utpakoldsra létezik C szinezés,
amely ortogondlis Pi-ra.

Ezekbol kovetkezik Linial sejtése is, ugyanis legyen P egy k-optimalis
tutfelbontés, C¥ meg egy ra ortogonalis részleges k-szinezés. Ekkor

a(D)=C=>"1C1=Y Y |CnP|>> min{|P|,k} = m (D).

Ceck PeP CeC pPepP

Hasonléan legyen P? egy g-optimélis tutpakolas, C pedig egy erre ortogonalis
szinezés. Ekkor

= > IPI=)_ > ICn P[> min{[C|,k} > xu(D)

PcPa ceC PcP4 ceC

A kovetkezo szakaszban a minimalis koltségu folyam-algoritmus egy valtozatat
mutatom be, ami aciklikus grafokra bizonyitja a Berge-sejtést.

3.1. Aciklikus digrafok

Ebben a szakaszban a korabbi algoritmus egy valtozatat mutatom be, mellyel
aciklikus grafokra bizonyitom a Berge-sejtést. A moddszer elonye, hogy némi
modositdssal kiterjesztheté bizonyos nem aciklikus esetekre is, errdl a dol-
gozat kés6bbi részében lesz majd még sz6. A {6 kiilonbség a két algoritmus
kozott, hogy ez, amit most fogok bemutatni, csak egy elore megadott k-ra ad
ki egy k-optimalis tutfelbontast és egy erre ortogonadlis részleges k-szinezést.
Megint definialunk egy halézatot, ezuttal a digraf és az elére megadott k
szam szerint:
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Adott D = (V, E), V = {v1,0y,...,v,} aciklikus digréfhoz és egy k > 1
egész szam. Hozzarendelliink ezekhez egy N = (V,E w,c,s,t) élkoltséges
halozatot a kovetkezo mdodon:

Jelolje V' és V" az eredeti V csticshalmaz két masolatét, és legyen

V= {stUV'UV", F = {(sv) : o, € VIU{Q'Lt) : o ¢

7

VIR U{(v,vf)} s (v v5) € B)U{(v,v)) + i=1,2,...,npU{(s, 1)}

A kapacitds minden élen egységesen 1, a w(e) koltségfliggvény pedig:

1 hae= (v,,v))

w(e)=4¢ k  hae=(s1)
0 egyébként

Ebben a halézatban tekintiink egy f megengedett folyamot. A folyam
értékét val( f)-fel jeloljiik, a koltségét cost( f)-fel. Mivel a kapacitdsok egészek,
felteheto, hogy f 0-1 értéket vesz fel minden élen. Telitettnek neveziink egy
folyamot, ha minden v; € V' csucsra az (s,v)) és a (v],t) élek koziil legalabb
az egyiken egy értéket vesz fel.

Tegyiik fel, hogy az f megengedett folyam telitett. Ekkor hozza tudunk
rendelni egy P = P(f) ttfelbontast az eredeti D digrdfban: Ha f(v],v}) =
1, i # j, akkor (v;,v;) € E[P], ha pedig f(v},v]) = 1, akkor (v;) egy egy
pontbdl all6 1t lesz - a két eset nem &llhat fent egyszerre, mert c(s,v;) = 1
sériilne kiilonben, ahsonléan latszik az is, hogy valéban diszjunkt utak uniéjat
kapjuk. Mivel az f folyam telitett, ezért valoban minden cstcs le lesz fedve,
tehat ez valoban egy utfelbontas.

(Itt érdemes megjegyezni, hogy ha a grdf nem aciklikus, akkor ezzel a
modszerrel diszjunkt utakra és korokre bontjuk a grdf csucshalmazdt, az ilyen
felbontdsokat t-kor felbontdsnak fogjuk a késobbiekben mevezni, és még vis-
szatérink rajuk)

Ha az igy kapott P tutfelbontasra teljestil, hogy a benne 1év6 legkisebb
nemtrivialis it csucsszama is nagyobb vagy egyenlo, mint k, akkor
Ple = k|P=F| + [P = k|P>Y| + [P = k(n — val(f)) + cost(f))

Errél a megkotésrol feltehetjiik, hogy teljesiil, mert ha a P tutfelbontas
maximum k hosszi utjait felbontjuk trivialis utakkd, az igy kapott P* k-
norméja nem valtozik.

Hasonldan ezt a megfeleltetést visszafelé is meg tudjuk csindlni, ha adva
van egy P utfelbontasa D-nek, akkor ahhoz hozzarendelhetiink egy f = fp
telitett folyamot: Ha (v;) € P!, akkor legyen f(s,v}) = f(vi,v)) = f(v/,t) =

1) 71

1. Minden (v;,v;) € E[P] legyen f(s,v;) = f(vj,v]) = f(v},t) = 1. Minden-

i Yj
hol mashol legyen a folyam értéke 0. Konnyen ellenérizhetd, hogy ez valéban
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egy telitett folyam, és val(f) = n —|P>!|, cost(f) = |P|.

Adott f folyamhoz definidlunk egy N; = (V, E_f, wy, cg, s, t) segédhélézatot:
Ef={e€E : fle)<cle)yU{e : ec E &s f(e) >0},

Ahol e = (u,v) esetén az ‘€ = (v,u), tehdt a megforditdsa. Az ere-
deti halozatban is szerepl6 éleket eldre-éleknek fogjuk nevezni, a régi élek
megforditasaval keletkezo 1j éleket hdtra-éleknek. A kapacitdsok tovabbra
is 1 minden élen, a silyfiiggvény az elére-éleken ugyanaz, mint az eredeti
hélézatban, a hatra-éleken az eredeti él sulyanak a minusz egyszerese.

Lemma. Ha f egy megengedett egész folyam N-ben, g pedig egy megen-
gedett egész folyam Ny-ben, akkor a kovetkezOképpen definidlt f + g folyam
is megengedett N-ben: (f + g)(e) = f(e) + g(e) — g(*¢) minden e € E-re

(ha e ¢ E; vagy ‘e ¢ E;, akkor a hozzdjuk tartozé g érték 0). Tovabbd
val(f + g) = val(f) +val(g), és cost(f + g) = cost(f) + cost(g).

Adott Ny segédhalézathoz definidlunk egy p : V — N potencialt:

p(v) = min{cost(Q) : Q egy s — v ut Ny-ben}

Ez jol definidlt potencial, amennyiben Ny-ben nincsen kor. Ha esetleg
lenne, arra az esetre (is) szolgdl a kovetkezd fogalom:

Definicié. Adott f N-beli folyamra és p potencialra azt mondjuk, hogy
dttorés torténik, ha p(t) < k vagy Ny-ben van negativ koltségi kor.

3.1.1. Allitas. Legyen f eqy N-beli folyam, és p a hozzdtartozo potencidl.
Ha dattorés van ezekre, akkor létezik egy g folyam az Ny segédhdlozatban,
amivel "javithato” f, tehdt amire P’ = P(f + g) dutfelbontdsra |P’'|x < |P|k

Bizonyitas. Ha p(t) < k, akkor Nj-ben létezik egy kevesebb, mint k
koltségti s — t ut, amit jeloljink @-val. A g folyam legyen az, amelyik
ennek az utnak minden élére egyet vesz fel, mindenhol méshol 0-t. Ekkor
val(g) = 1, cost(g) < k, ezért

[P'le = k(n—val(f+g))+cost(f+g) < k(n—val(f)—1)+cost(f)+k = [Pl

Ha van egy negativ koltségli kor Ny-ben, akkor annak meg hasonléan
megfelel egy g folyam, amire val(g) = 0, cost(g) < 0, amibél hasonld szamoléssal
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kijon, hogy |P’[x < |P|-

Amennyiben nem lett volna kikotve, hogy D aciklikus, tehdt N szintén nem
lenne feltétleniil aciklikus, akkor P’ nem lesz feltétlendil utfelbontas, igy csak
annyi mondhatd, hogy kval(g) — cost(g) > 0. Ezt majd késébb haszndlni
fogjuk az dltalanosabb esetekben.

Amennyiben nincsen attorés, akkor (tehat nincsen negativ koltségii kor
Ny-ben - és igy a p potencidlfiiggvény értelmezhetd -, és p(t) = k, akkor az
aldbbi modon definfalunk C4, Cy, . .., C) szinosztalyokat D-ben:

Ci={v; : i=p))+1=p(])}, i=12,....k

Megfigyelés. A p potencialfiiggvény és az Ny segédhdlézat definicidja mi-
att teljestl, hogy

f(u,0) = 1= p(v) = p(w) > w(u, v)
F(1,0) = 0= p(v) = p(u) < w(u,v)

Ha f(u,v) = 1, akkor rdadasul a konstans 1 kapacitdsok miatt az (u,v) él
lesz az egyetlen, amely belép v-be, igy ott egyenldség all fent.

Ennek segitségével belatjuk, hogy a kapott C¥ = {Cy, Oy, ..., Cy} részleges
k-szinezés ortogondlis a P(f) utfelbontasra.

Lemma 1. A -k valéban stabil halmazok.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy u,v € C;, és (u,v) él. Ekkor p(u') +1 =
p(v)+1=pu") = p(v") =i. Ha f(u,v) =0, akkor 3.4 miatt p(v") < p(u’),
ami nem lehet. Ha f(u,v) = 1, akkor 3.3 és az utdna jové megjegyzés miatt
p(v") = p(u'), ami megint ellentmondés

Lemma 2. Minden P>* minden szinosztallyal taldlkozik.

Bizonyitds. Legyen P = (vjvy...v), t > k, egy ut P(f)-ben. Ekkor
flvi) =1 i=12...t—1, f(v,,v/) =0, i=1,2,...,t,és f(s,v;) =

f(vy,t) = 0. Ez utébbibdl kévetkezik, hogy p(v;) = 0, és hasonléan, mivel
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p(t) =k és f(vy,t) =0, ezért p(v)) > k. Tovabba, mivel f(vi,v!) =0, i=

1,2,...,t, ezért 3.4 miatt p(v)) <1+ p(v}). Hasonléan mivel (f(v},v)) =1,
ezért 3.3 miatt p(v]) < p(viprr. Viszont mivel a (v, ,,v)) az egyetlen él
Ny-ben, ami belép vi-be, ezért p(v)) = p(vip17).
Ezekbdl pedig méar kovetkezik, hogy minden 1 < j < k-ra lesz olyan i,
"

hogy p(v}) + 1 = p;(v]) = j, tehat, v; € C;, més széval minden szinosztalyt
metsz az ut.

Lemma 3. A trividlis utak mind benne vannak egy szinosztdlyban (és
korabban feltettiik, hogy minden legfeljebb k hossz utat feltordeltiink trivialis
utakra, igy ezzel majd be is latjuk az ortogonalitast)

Bizonyitas. Legyen {v} egy trividlis 1t, ekkor f(s,v") = f(v/,v") = f(v",¢t)
1. Mivel p(t) = k, ezért p(v") < k, és mivel f(v',v") = 1, ezért p(v') +1 >
p(v"). Azt is tudjuk, hogy (v”,v') az egyetlen él Ny-ben, ami v'-be megy,
ezért itt egyenléség lesz, tehat p(v') + 1 = p(v”). Ezekbél kovetkezik, hogy
létezik olyan 1 < j < k, melyre j = p(v") = p(v') + 1, tehdt v € C;.

Tehat a fentiekbol a kovetkezo algoritmus valoban jél miikodik:

1. Vesziink egy P tutfelbontast.

2. A legfeljebb k hosszi utakat széttordeljiik trividlis utakka, kapunk egy
P* utfelbontast, melynek ugyananannyi a k-norméja.

3. Megcesinéljuk a hozzdtartozé f(P*) folyamot, és a hozzédtartozo p po-
tencialt.

4. Ha attorés van, akkor kapunk egy kisebb k-norméju utfelbontast, erre
ujrakezdjiik az elso 1épéstol.

5. Ha nincs &ttorés, akkor kapunk egy P*-ra (és ezdltal P-re is) ortogonadlis
részleges k-szinezést.

Ezzel aciklikus digrafokra belattuk a Berge-sejtést. Az eljaras erdsségét az
adja, hogy némi mddositassal néhany nem aciklikus digrafra is bizonyithato
vele a Berge-sejtés, igy van esélye, hogy valamikor ennek egy tovabbfejlesztése
egységes bizonyitast fog majd adni az Osszes grafosztdlyra, amire igaz a
Berge-sejtés

A kovetkezo fejezetben egy més megkozelitést mutatok be. Ennek hatranya,

hogy nem aciklikus grafokra nem mond sokat, viszont elénye, hogy egy 1j
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fogalom bevezetésével minden digrafra mond ki egységes tételeket, és ezek a
tételek aciklikus grafokra pont a Berge illetve az Aharoni-Hartmann-Hoffman
sejtést adja.
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4. fejezet

Ut /k6r-felbontasok és
pakolasok

4.1. Bevezetés

Definicié. at/kir-pakoldsnak nevezziik egy digrafban az utak és korok dis-
zjunkt uniéjat. Egy dt/kor-felbontds olyan 1t/kor-pakolds, amibe azt is
beleértjiik még, hogy ezek lefedik az egész csticshalmazt. Ha k-ut/kor-pakoldsrdl
beszéllink, akkor abba beleértjiik azt is, hogy az utak szama k, a korok szama
akarmennyi lehet. Egy tt/kor-felbontdsban az utak halmazat jeldlje Py, a
korok halmazat Pisy

Ezek a fogalmak az aciklikus digrafokra megegyeznek az ttpakolassal és
utfelbontassal, igy tekinthetoek ezek altalanositasainak is nem csak aciklikus
esetben. Ennek az lesz az elonye, hogy ezek a fogalmak valamivel jobban
kezelhet6ek altalanos esetben, mint ha sima titpakolasokkal és -felbontasokkal
probalkoznank, igy altalanosabb tételeket tudunk megfogalmazni, melyek az
aciklikus esetben pont az tutpakolasokra és -felbontasokra mondanak ki dol-
gokat. Az egyik ilyen példa lesz rogton a 4.2.1 allitas is, de el6tte még
sziikségiink lesz az utpakolasok és -felbontasok korében megismert fogal-
makat kicsit altalanositani, hogy azokat az ut/kor-pakoldsokra és -felbontasokra
is hasznélni tudjuk.

Definicié. Legyen P¢ egy 1t/kor-pakolds. Ekkor egy P € P¢ k-normdja:

P min{|P|,k} ~ ha P egy ut
"o 0 ha egy kor
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Definicié. Egy P¢ it/kér-felbontdsnak k-normdja [Plx = > p cpe [Pilk-
A legkisebb ilyen értéket, amit egy 1t/kor felbontds k-norméajaként kijohet,
jelolje 7.

Definicié. Egy Pf k-ut/kor-pakolds mérete az éltala lefedett cstcsok szama.
A legnagyobb értéket, amit ez egy k-it/kor-pakolds méreteként felvehet,
jelolje Af.

4.2. Direkt szorzat

Ebben a szakaszban az 1t/kor-felbontdsok k-norméjéra vezetek le egy min-
max tételt. Elso 1épésben egy matroidelméletes megkozelitést mutatok be,
amivel a k = 1 esetre jon ki a min-max tétel, késébb pedig digrafok direkt
szorzatanak segitségével azt az eredmény minden k-ra altalanositom.

A min-max tételben tehat az egyenldség egyik oldaldn az Gsszes 1t /kor-
felbontas k-normdjanak a minimuma, tehat 7j szerepel majd. Poseteknél ez
a Green-Kleitman tétel szerint egyenl6 volt a legnagyobb stabil méretével,
de mar aciklikus grafokra is konnyl példat taldlni arra, ahogy a legnagyobb
stabil mérete nagyobb, mint a 7, = 7. Ezért egy kicsit médositanunk kell
azt a mennyiséget, amit maximalizalni szeretnénk:

Jel6lés. FEgy A stabil halmazra jelolje (A) a kovetkezd mennyiséget: |A| —
min(|Z| : Z C V lefogja az 6sszes A-b6l A-ba mend utat). Legyen of(D) =
max { (A1), ..., (Ax) : A; — k diszjunkt stabilak}.

Megjegyzés. Egy posetben a tranzitivitds miatt egy antilanc két elem
kozott nem megy irdnyitott ut, ezért ott oy, = o

4.2.1. Allitas. Egy D digrdfban 7¢(D) = o7 (D)

Bizonyitas. A D digraf élhalmazan definidlunk két matroidot:

M, : {F C E fiiggetlen < pp(v) <1Vv e V}

M, : {F C E fiiggetlen < 0p(v) <1Vv eV}

Ennek a két matroidnak a metszete egy olyan élhalmaz, amire nézve minden
csucsnak maximum egy a kifoka és a befoka is. Ez nem jelent mast, mint hogy
az élek csucsdiszjunkt utak és korok unidjanak az élhalmaza. Tehat minden
kozos fiigetlen halmaz egy 1t/kor-felbontdsat adja a digrafnak, és viszont.
Egy ilyen 1t /kor-felbontds egy C' kore |V (C)| darab élet ad a matroid met-
szetbe, egy P 1t meg (|V(P)| — 1)-et. Ebbdl latszik, hogy a kozos fiiggetlen

23



mérete |V|— az utak szama az ut/kér-felbontdsban,tehat a legnagyobb kozos
fiiggetlen mérete pont |V| — w§(D).

Felirva a matroidmetszet-tételt azt kapjuk, hogy
min {r(X1) + 72(Xs) : X1, X, CE, X1 UX, =E} =|V|—a$(D), ahol r,
az M; matroid rangfiiggvénye.

Feltehetd, hogy X;, X, zartak, ami azt jelenti, hogy 377, Z5 C V| melyekre
Xy ={e € E : eegy Zi-beli csticsba 1ép be}, és Xo = {e € E : e egy
Zo-beli csticsbdl 1ép ki}. Ekkor r;(X;) = |Z;|. Ebbdl kovetkezik, hogy

V(u,v)EEfreHulégg vagy vE€Zy {|Z1| + |Z2|} N |V| WI(D)‘ (41)

Vegyiink egy 7, Zo C V part, amire fennall az egyenloség. Mivel Z; U Z,
lefogja az Osszes élt, igy A = V — (Z; U Z5) stabil, rdadédsul olyan, hogy
Z1 N Zy lefogja az 6sszes A-bol A-ba mend utat, mert egy ilyen ttnak egyik
végpontja sincs benne Z; U Zs-ben, ezért hogy minden éle le legyen fogva az
utnak, kell lennie az uton egy Z; N Zy-beli csucsnak is. Tehat kijott, hogy
(A) 2 [Al = [Z1n Zo| = V] = (|21 + | Za]) = ={(D).

A masik iranyt konnyt latni, vegytink egy tetszoleges A stabil halmazt, és
egy P. l-optimalis ut/kor-felbontést. Jelolje Ajefo, az egyik olyan minimalis
elemszamu csucshalmazt, ami lefogja az Gsszes A-bdl A-ba mend utat. Ha
egy P € Py ttra [ANV(P)| =k, akkor V(P) N Ajefoq > (k—1), ezért |A] <
|ANV(P)| < |Pas| + | Aicfog|, amibdl < A >= |A| — |Aiefog] < |Pac| = 75(D).

[ )

4.2.2. Tétel. Egy D digrdfban o (D) = w5 (D)

Bizonyitas. A bizonyitas apréo médositasokkal hasznélja Saks modszerét,
amivel 77-ben bizonyitotta a Greene-Kleitman tételt, és a fenti allitast.

Legyen Dy = (Vi, Ex), ahol Vi, = {i,5) : i € V,j € {1,2,...,k}, és
By = {(u,4),(v,7) : (u,v) € B} U{((wi),(u,j)) : i< j}. Szint-
nek nevezem azoknak a csiicsoknak a halmazat, amelyeknek a mésodik ko-
ordinataja megegyezik, ezek a D egy-egy masolatat feszitik. Egy S C V} hal-
mazra jelolje (S); az i-edik szinttel vett metszetet, tehat (5); = {(u,i) € S}.
Egy P ut/kor-felbontasban egy v cstcs fedi a u csticsot, ha (u, v) él szerepel
az egyik utban.

A bizonyitas harom lépésbdl fog allni:

1. Beldtjuk, hogy aj(D) > a;(Dy)
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2. Definidljuk a Dy, it /kor-felbontdsainak egy specidlis osztélyét (nevezzik
ezeket az egyszeriiség kedvéért specidlis ut/kor-felbontasnak), hogy
minden P speciélis 1t /kor-felbontds Dy-nak meghataroz egy P’ 1t /kor-
felbontdsat D-nek, melyre a P l-norméja nagyobbegyenlé a P’ k-
normajanal.

3. Belatjuk, hogy Dj-nak létezik 1-optimaélis specidlis ut/kor-felbontas.

Ha ezek mind megvannak, akkor a 2. és 3. pontbdl tudjuk, hogy 7$(Dy) >
7e(D), az az eléz6 4.2.1 allitdsbdl tudjuk, hogy aj(D) = w$(D), és ha ehhez
még hozzavessziik az 1. pontot, akkor azt kapjuk, hogy:

a;(D) = ai(Dg) = 75(Dg) = 7 (D)

Azt a korabbiakhoz hasonléan konnyen lehet latni, hogy ¢ (D) > aj(D),
igy a fenti egyenlétlenségben mindenhol egyenléség szerepel, ezzel be is latjuk
a tételt.

1. 1épés: aj(D) > aj(Dy). Legyen A egy stabil Dy-ban, melyre < A >=
a1(Dy). Jelolje Ajerog az A-bSl A-ba mend utak egy minimadlis lefogé pon-
thalmazat. Ekkor (A); is satbil minden 1 < i < k-ra, és mivel a szin-
tek kozott csak felfelé megy él, igy az (A);-b6l (A);-be mend utak végig az
i — edik szinten maradnak, ezért (Aj.roy); lefogja az Osszes ilyen utat. Dy
felépitése miatt az (A);-k vetiilete az 1. szintre diszjunktak, igy aj(D) >

i 1AVl = [(Atesoq)il = 1Al = |Atesog| = a3(Dy)-

2. 1épés: specidlis ut/kor-felbontasok. Egy P¢ 1t/kér-felbontésra
jelolje ini(P¢) a benne 16v6 utak kezddpontjait, ter(P€) pedig a végpontjaikat.
A P 1at/kor-felbontésra jeldlje ter;(P) a (ter(P)); vetiiletét a legfelsd szintre,
tehat hogy az i-edik szinten 1év6 végpontok mely cstcsoknak felelnek meg az
eredeti D digréafban. Egy P ut/kér-felbontas specidlis, ha:

(S1) ter1(P) Dtera(P) 2 --- D terg—1(P)

(S2) Ha a € tery(P) és a ¢ terp_1(P), akkor (a,k) fedi (a,k — 1)-et. Az
ilyeneket jelolje ter,(P), a tobbit meg (amik tery_;(P)-ben is benne
vannak) jel6lje tery(P).

Ha egy P tut/kor-felbontds specidlis, akkor vegytlik a k-adik szintre vald
meszoritasat, ez egy P’ ut/kor-felbontasat adja az eredeti D digrafnak. Mivel
minden tthoz pontosan 1 végpont tartozik, igy |tery(P)| utbdl &ll ez az
ut/kor-felbontas.
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Lemma. [P|; > |[P'|;.

Bizonyitas.
k

|(P)|1 = az utak széma = |ter(P)| = Z [ter;(P)| > k|ter* (P)|+|ter’ (P)|
i=1

, mivel |ter;(P)| > |ter;(P)| minden i > k — 1-re, és [tery(P)| = |teri(P)| +
ters(P)|.

Most nézziik k-adik szintre valé megszoritassal kapott P’ it /kor-felbontasat
D-nek. Azok az utak, melyek végpontja ter)(P)-ben van, egy hossziak
lesznek, a tobbi meg legfeljebb k-t ad az 1t /kor-felbontds k-norméjahoz, igy
kapjuk a fels6becslést: |P’|, < klter*(P)| + |ter’(P) < |P|s

3. 1épés: van 1-optimadlis specidlis. Ha adva van egy P 1t /kor-felbontas,
egy (a,i) végpont és (b,j) csiics benne, hogy ((a, i), (b,j)) egy él Dj-ban,
akkor cserének nevezziik azt a 1épést, hogy a (b, j)-t tartalmazd utat vagy
kort elvagjuk a (b, ) csticsba bemend él kitorlésével (ha van ilyen), és be-
rakjuk az ((a,i), (b, 7)) élt, ezzel az (a,1)-t tartalmazé utat tovabbfiizziik a
(b, 7)-t6l kezd6dé szelettel. Ez az eljaras okozhatja azt, hogy (a,) és (b, 7)
ekkor egy koron lesz, viszont ami nekiink fontos megfigyelés, hogy az utak
szama ezaltal nem nohet.

Vegyiik Dy, egy 1-optimadlis it /kor-felbontésat. Ha egy (a,i+1) végpontra
(a,1) nem végpont, hanem fedi 6t valami (b, j) cstcs, ahol j < k, akkor
csindlunk egy cserét, hogy (b, j + 1) fedje az (a,i + 1)-et. Ezt megtehetjiik,
mert (b, 5) = (b,1) vagy (a, 7), mindkét esetben (a, i+ 1)-b6l meg él (b, j+1)-
be. Ezt addig csindljuk, amig a végén mar nem marad ilyen felallas. Ha
ez az eljaras véges id6 alatt véget ér, akkor egy specidlis ut/kor-felbontasat
kapjuk a Dj-nak, és mivel egyik 1épésben sem nott az utak szama, igy ez is
egy l-optimaélis ut/kor-felbontas lesz.

fgy mar csak annyi maradt, hogy belassuk, hogy ez az eljaras véges sok
ido alatt véget ér. Jelolje v; minden 1 < ¢ < k—1 -re azoknak az i-edik szinten
16v6 (a, i) elemek szamat, melyre teljesiil, hogy 6 egy (b, j)-csticesal van fedve,
az (a,i+ 1) pedig (b,j + 1)-gyel. Minden cserénél, mikor egy i-edik szinten
1év6 végponthoz fliziink hozza tovabbi csucskat, eggyel no a v;_1, és minden
j < j — lre v; ugyanaz marad. Tehat ha nézziik a V = (vy,va,...,04-1)
vektort, akkor az minden cserénél lexikografikusan no, viszont csak véges sok
értéket vehet fel, igy az eljards véges sok lépésben véget ér.

OJ
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4.3. Linearis programozasos megkozelités

Definicié. Egy C* részleges k-szinezés és egy P¢ 1t /kor-felbontds orto-
gondlis, ha minden P; € P¢ legaldbb |P;|; kiilonboz6 szinosztalyt metsz.

Definicié. egy C = {C},Cs,...,C,} szinezése a grafnak és egy Py k-
ut/kor-pakolasa ortogondlisak, ha minden C; € C szinosztaly legaldbb min{|C;|, k}
Pi-beli utat metsz.

Jelolés. Sziikségiink lesz majd a k-nal hosszabb illetve rovidebb utak meg-
kiilonboztetésére, igy P° it /kor-felbontdsra jelolje P<, a k-nal nem hosszabb
utakat, P¢, meg a hosszabbakat.

4.3.1. Tétel. [15] Legyen D = (V, E) egy digrdf és k eqy pozitiv egész. Ekkor
létezik eqy CF részleges k-szinezése a grdfnak, hogy az minden k-optimdlis
ut/kor felbontdsra ortogondlis.

A konnyebb jelolés érdekében a csicsokat megszamozzuk 1-t61 n-ig. Legyen

az I indexhalmaz a kovetkezd:

I={(i,j) : 0<i, j<n, i=0vagy j=0vagy (i,j) € E}

Minden (4, j) € I-hez hozzarendeliink egy z; ; valtozot.
A C = (¢;) koltségfiiggvény legyen a kévetkezo:

cio=0 minden 0 <i<n-—re

coj =k minden1<j<n-—re

;=1 minden1<i<n-—re
;=0 hai,j>0 i#j és (i,j) € E

Tekintsiik a kovetkezo linearis programot:

n
min E Ci 3 i 5

1,5=0
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Z[L’OJ‘ = ZCL’OJ‘ =n (42)
j=0 =0

me =1 Vi>0-ra; Zx” =1 VYj>0-ra (4.3)
Jj=0 i=0
xi; >0 V(i,j) € [ esetén (4.4)

Vegyiink egy P¢ 1t /kor felbontést. Jeldlje ebben a legaldbb k hosszi utak
halmazat P<;, és P, a k-ndl rovidebb utakat. A koroket jelolje Pg,,.. Egy P
tthalamzra jelolje ini[P] és ter[P] a benne 16v6 utak kezdé- ill. végpontjainak
halmazat. Minden ilyen P¢ ut/kor felbontdshoz hozza tudunk rendelni egy
X(P¢) = (z;;) megolddsat az LP feladatnak:

' ' 1 ha j € ini[P<,]
minden j > 0-ra xo; = 0 Sbként -
egyébkén

_ ‘ 1 hai € ter[PS,]
minden ¢ > O-ra x; o = -
0 egyébként

1 haieV(P): PeP,

minden ¢ > O-ra z;; =
0 egyébként

1 ha (4,j) € E(P) : PeP UP

kor

Vi,7 >0, i # j-re x;; =
/ #J ! { 0  egyébként

Ezt leforditva, mit is jelent: Ha egy Pbeli P = {x1,...,2;} it legaldbb

k hosszu s akkor To1l = T12 = T3 = ... = Tj—11 = T10 = 1. Haa P =
{z1,..., 24} 0t kevesebb, mint k hosszisagu, akkor z1; = x99 = 233 = ... =
ey = 1. Egy C = {x1,...,2,} korre pedig x15 = 223 = ... = 2, = 1.

Minden mas valtozé 0. Mivel P. egy felbontds, igy ez valoban teljesiteni
fogja a feltételeket.

Raadasul kénnyen ellenérizhetd az is, hogy » ¢; ;x; ; = |P¢|x. Hasonléan
az LP-fealdat egy egész megoldasa megfelel ilyen médon egy 1t /kor-felbontasnak.
Mivel a feltétel-matrix TU, ezért az optimum egész megoldason is felvétetik.
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Most nézziik a dudlis problémat:

max ZUZ + Zvj + n(ug + o)
i=1 j=1

ahol
u; +v; < ¢ ; minden (i,j) € I-re. (4.5)

Ennek létezik egész optimélis megoldésa, és felteheto réla, hogy
ug=1v9 =0, u; <0 és 0<wv; <k. (4.6)
Ehhez hozzérendeliink egy C* = {C, ..., Cy} részleges k-szinezést:

Co={i>0: u+v,=1 és v; =r}
Lemmal. Ezek valéban stabil halmazok.

Bizonyitas. Legyeni,j € C,. Ekkor u;+v; = 1, tehét (i, 7) ¢ E, kiilénben
u; +v; < ¢;; = 0 lenne, ami ellentmondés.

Lemma2. C* ortogonalis minden k-optimélis tit/kor-felbontésra.

Bizonyitds. Legyen P¢ egy k-optimadlis 1t /kor-felbontds. Az optimalitasi
feltételekbdl tudjuk, hogy

Ti; > 0= u; +v; = ¢ (4.7)

Nézziik azt az esetet el0szor, amikor P egy "rovid” t, tehat legfeljebb
k a hossza. Ekkor a primal megolddsban minden ¢ € P cstcsra az z;; =
1, ami a 4.7 segitségével azt adja, hogy u; + v; = ¢;; = 1, tehat minden
csicsa benne van az egyik szinosztdlyban. Réaddsul ha (i, j) € P, akkor 4.5
u;+v; < ¢ ; = 0, amibdl u; +v; = 1-et felhasznalva kapjuk, hogy v; > v; +1,
tehat az it mentén haladva a szinosztalyokkal szigorian csokken6 sorrendben
talalkozunk.
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Most nézziik azt az esetet, ha P ”hosszu”, tehat legalabb k hosszi. Az
egyszerliség kedvéért most tegyiik fel, hogy P = (1,2,...,t). Ekkor

To1 =T12 = .. Tp—14 = Ty = 1

Mivel (4.7) miatt u, +v9 = ¢ = 0, és (4.6) miatt v, = vy = 0. Ha-
sonléan (4.7) miatt ug + vy = ¢ = k, amibél (4.6) miatt kovetkezik, hogy
vy = k. Minden ¢ = 1,2,...,t — l-re a (4.7) miatt u; + v;y1 = 0, és min-
den i = 1,2,...,t-re a (4.5) miatt u; + v; < 1. Ebbél kovetkezik, hogy
v; > vir1 + 1, tehat a v; mindig maximum egyet csokkenhet, mikozben sor-
ban végigmegytink i = 1,2,...,t-n, és amikor csokken, az pontosan akkor
torténik, mikor u; + v; = 1, tehat az a csics benne van egy szinosztdlyban.
Mivel v; = k és vy = v + uy > 1, ezért valoban P minden szinosztalyt met-
szeni fog.

O

4.3.2. Kovetkezmény. Bdrmilyen D digrafra m5(D) < ap(D), bdrmely k
pozitiv egészre

4.3.3. Kovetkezmény. Egy D aciklikus digrdfra m,(D) < ag(D)

4.3.4. Tétel. [15] Legyen D = (V, E) egy digrdf és k eqy pozitiv egész. Ekkor
létezik eqy C szinezése a grdafnak, hogy az minden optimdlis részleges k-it/kor-
felbontdsra ortogondlis.

Bizonyitas. A csucsokat jeloljiik tovabbra is 1-t0l n-ig az egész szamokkal.
Ha V lefedhet6 korok és legfeljebb k darab it diszjunkt unidjaval, akkor elég
minden csticsot kiilonb6zo szintire szinezni, és ez jo lesz, tehat felteheto, hogy
nem ez az eset all fent. Az index halmaz ugyanaz, mint elébb (emlékeztet6iil:
I = {(27]) 0 0,< 4,5 <n, @ =0wagy j = 0 vagy (Zaj) S E}>7 ac
koltségfiiggvény viszont véltozik:

CL():O V()gzgn

607]':1 ‘v’lﬁyﬁn

Ci,jzl Vi > 0,7 >0, Z#], és (Z,j)EE

A kovetkezo linearis programot fogjuk nézni:
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Zmoj me—k (4.8)

7=0
in’j =1 Vi>0-ra; Zx” =1 Vj>0-ra (4.9)
Jj=0 i=0
x;; >0 V(i,j) € ] esetén (4.10)

Legyen Pf = { Py, P, ..., P,} egy k-ut/kor-pakolds, ahol
P, Py, ..., P (t <k)jeloli az utakat, a tobbi a korok. Ennek megfeleltet-
hetjiitk egy X = (2, ;) megoldasat a fenti LP-feladatnak:

IO’():]C—t

1 hajEini[Pl,PQ,...,Pt]

minden j > 0-ra xo; = { 0 Sbként
egyébkén

1 ha i € ter|Py, Ps, ..., P)]

minden ¢ > O-ra x;9 =
0 egyébként

1 hai¢V(P)U..UV(FP)

minden ¢ > O-ra x;; =
0 egyébként

1 ha (i,j) € E(P.) :1<r<m

Vi3 >0, i# jrex; ;=
0 egyébként

Szovegesen megfogalmazva: Ha P = (1,2,..,1) egy tut, akkor az xp; =
xLQ = =z =x,0=1 HaC=(1,2,.,1) egy kor, akkor x15 = x93 =

=Xy =21 = L.

Ez valéban egy megengedett megoldds lesz, és a [ UPg| = >0, cijvi ;-
Hasonléan visszafelé is miikodik a dolog, egy egész megoldasa az LP-feladatnak
megfeleltethetd igy egy részleges k-t /kor-felbontdsnak.

Nézziik a dudlis feladatot:
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min Zul + Zvj + k(up + vo)
i=1 j=1

ahol
u; +v; > ¢;; minden (i,j) € I-re. (4.11)

Létezik egész optimalis megoldas, és felteheto6 réla, hogy ug = 0.
A szinosztalyokat a kovetkezoképpen definialjuk:

Sy={1>0 : v;=—u(r}

T; ={j}, ahol v; # —u;
Lemma. Ez valéban egy szinezés

Bizonyitas. FEhhez azt kell megmutatni, hogy az S,-ek stabilak. Indirekten
tegytik fel, hogy ¢,j € S, (i,7) € E. Ekkor u; +v; = 0, és u; +v; > 1, amibél
v; — v; > 1, tehat nem egyenldéek, ami ellentmondés.

Az optimalitasi feltételekbdl az el6z6 tételhez hasonld logikaval kovetkezik,
hogy minden 7; benne van egy ttban, és minden S, metsz minden utat.

OJ

4.3.5. Kovetkezmény. Minden digrdfra A\j, > xx.

Bizonyitas. Legyen P egy optimadlis k-ut/kor-pakolds. A tétel szerint
létezik egy C = {C1,Cs, ..., Cp,} szinezés, ami ortogondlis erre. Ekkor

X =[Pgl =Y _[CNV[P] =Y min{|Ci|,k} = |Cls > xa

i=1 =1

Ezek utan felmeriil a kérdés, hogy ezek a tételek a masik iranyba is igazak-
e, nevezetesen, hogy mindig létezik olyan k-ut/kor-pakolds amire minden k-
optimadlis szinezés ortogonalis illetve hogy létezik-e olyan 1t/kor-felbontds,
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ami minden optimalis részleges k-szinezésre ortogonalis. A vélasz az, hogy
nem, s6t, még csak nem is minden optimaélisra létezik egy ortogonalis. Ez mar
aciklikus digrafokra sem teljesiil, lasd ak = 1 esetre a lenti abrat: a szinezés 1-
optimalis, viszont semelyik 1t sem metszi az Osszes szinosztalyt. Hasonléan
ha az abran kitoroljiik az E cstcs szinét, akkor egy 2-optimélis részleges
szinezést kapunk, amire egyetlen 1t/kor-felbontés se lehet ortogonalis, mert
annak fednie kéne az F cstcsot, ami nincs szinezve, akkor viszont egy olyan
uttal, ami legaldbb 3 hosszud, de olyan nincs a digrafban.
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5. fejezet

A Berge-sejtés altalanos
grafokra

Nem feltétleniil aciklikus grafokra nem ismertek olyan altaldnos tételek, mint
aciklikus esetben. Egyes esetekben viszont nem aciklikus grafokra is tudjuk,
hogy a Berge-sejtés megall. Az egyik legegyszertibb ilyen, ha a grafban 1étezik
Hamilton-ut, hiszen ekkor minden k-ra ez lesz az optimalis tutfelbontds, és
k(D) = kag(D) automatikusan teljesiil, rdaddsul barmely olyan részleges
k-szinezés, aminek nincsen iires szinosztalya, ortogonalis lesz a Hamilton-
utra. Hasonldéan a Hamilton Ut minden k-ra egy optimalis k-utpakolést is
ad, igy A\g(D) =n > xx(D), rdadasul a Hamilton-it ortogonélis lesz barmely
szinezésre.

Ezen kivil még ismert, hogy teljesiil a Berge-sejtés a k = 1,2, A — 1, A
esetekre. Ezekbdl a k = 1 és k = X két klasszikus tétel, amiket teljes bi-
zonyitassal kozlink. A k=2 és k = X\ — 1 két elég firss eredmény. Hartman
legtijabb, a dolgozat irasanak idopontjaban még nem megjelent cikkében
egységes megkozelitési mdédot javasol, melyrol bizonyitja, hogy mikodik a
k=1,A—1 és X\ esetekre. Ennek az eljarasnak lényege szerepel a dolgozat-
ban, a technikai meggondolas mindharom esetre, hogy ez miikodik, az eredeti
cikkben olvashatd, mely Irith Hartman honlapjan megtaldlhato. A k = 2 eset
kakukktojas ilyen szempontbdl, ezt (még?) nem sikeriilt az egységes médszer
mentén bizonyitani, mindenesetre a jelenleg ismert bizonyitas nem hasznal
lényegesen mas otletet, mint az egységes modszer, igy itt csak emlitjiik, hogy
ez is ismert eset, a kiilon erre érdekléddk a [10] cikkben megnézhetik a bi-
zonyitast.

5.0.6. Tétel (Gallai-Milgram). Egy D digrdf lefedhetd mazximum a(D)
pontdiszjunkt ittal, mdsképpen m (D) < aq(D)

A bizonyitas az aldbbi, er6sebb tételbdl jon ki:
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5.0.7. Tétel. [3] Ha adva van egy digrdaf és annak eqy P = { P, Py, ..., Py}
utpakolas, akkor az alabbi két eset kozil legalabb az eqyik teljesul:

(1) Létezik eqy P-re ortogondlis k-stabil halmaz, vagy

(2) Létezik eqy Q = {Q1,Qa, . .., Qm_1} Utpakolds, melyre ini(Q) C ini(P),
ter(Q) C ter(P), és |R(Q)| <k — 1.

Bizonyitas. Cstucsszam szerinti indukciéval. Ha az n = 2, akkor az &llitas
igaz. Tegyiik fel, hogy adva van egy n csicsi graf, és minden n’ < n-re
teljesiil a tétel minden £ és m esetén.

Els6 megfigyelés, hogy felteheté minden P; € P-re, hogy |P;| > k, hiszen
kiilonben elég lenne térolni Pi-t P-bdl. Jelolje a tovabbiakban a; a P; 1t elso
csucsat, b; a masodikat. Két esetet kiillonboztetiink meg;:

1. eset:. ini(P) nem stabil, mondjuk az ajas € E.

Ekkor ha |P| = k, akkor a;-et atrakjuk P, legelejére - ezzel eggyel
meghosszabitva azt -, a P, maradékat meg toroljik az tutfelbontasbol, ezzel
meg is kaptunk egy a (2)-t teljesit6 részleges tit-felbontast.

Tehét feltehetjiik, hogy |Pi| > k + 1. Toroljik a grafbdl az a; cstcsot,
ekkor az indukcids feltevés miatt a maradék n — 1 csicsu gréafra és P/ =
{P\\{a1}, P, ..., P,} ut-felbontdsra mar teljesiil a tétel. Ha az (1) eset all
fent, akkor - mivel P’ minden eleme legalabb k hosszi 1t - a kapott k-stabil
halmaz az eredeti grafra és P-re is jé lesz. Nézzik, ha a (2) teljesiil, és
egy @ ={Q1,...,Qm_1} ttpakoldst kapunk, amire |R(Q')| < k — 1. Mivel
ini(Q') egy m—1 elem részhalamza az ini(P) = {by, as, . . ., a,, } halmaznak,
igy Q1-16l feltehetd, hogy ini(Q1) = by vagy as. Béarmely esetben az a;-et
hozza tudjuk venni a ()7 uthoz, mint legelsé elemet, igy kaptunk egy Q
utpakoldsat D-nek, ami teljesiti (2)-t.

2. eset:. ni(P) stabil. Ekkor vessziik D' = D — ini(P)-t,
P ={P\{a1},..., Pu\{an}}-et és k' = k—1-et, az indukciés feltevés szerint
erre mdr teljesiil a tétel. Ha az (1) teljesiil, akkor ini(P)-t hozzdcsapva a k’-
stabil halmazhoz, egy ortogonélis k-stabilt kapunk. Ha a (2) teljesiil, akkor
legyen @' = {Q},...,Q.,_,} akapott utpakolds. Feltehetd, hogy ini(Q}) = b;
mindeni € {1,2,...,m—1}-re, és |R(Q")| = [V'\(Q U---UQ" )| <k —1=
k— 2.

Legyen Q; = QUay (i € {1,...,m—1}. Ekkor Q egy utpakoldsa D-nek,
IR(Q)| = |R(Q)|+1<k—1,ésini(Q) Cini(P), tehat teljesiti a (2)-t.

O
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5.0.8. Kovetkezmény. Ha egy digrdfban van olyan k-optimdlis utfelbontds,
amiben minden 1t legalabb k hosszi, akkor arra az utfelbontasra létezik orto-
gondlis k-stabil halmaz

Ez értelemszertien magaban foglalja a Gallai-Milgram tételt is. A kovetkezo
tétel bizonyos szempontbol a masik végletet fogja meg, mikor van egy olyan
k-optimalis utfelbontas (és ilyenkor az dsszes ilyen), amelyikben minden 1t
legfeljebb k hosszi. Ekkor a 7 (D) = n, és ez pontosan akkor lehet, mikor
a k nem kisebb, mint a leghosszabb 1t hossza (A(D)), tehédt a Berge-sejtés
ebben az esetben azt mondja ki, hogy ha k > A(D), akkor a graf csicsai
kiszinezhet6ek k szinnel. Megint picit masképp megfogalmazva:

5.0.9. Tétel (Gallai-Roy). Egy D digrafban A\(D) > x(D).

Bizonyitas. A grafbdl kitorliink néhéany élt, hogy egy D’ maximalis acik-
likus grafot kapjunk. Mivel él torlésével csak romolhat az optimum, igy
(D) = n. A 4.2.2 tételbdl tudjuk, hogy n = m(D') = «f(D’), tehat
van olyan k-szinezése D’-nek, melyben semelyik szinosztalybdl nem vezet 1t
onmagaba. Ekkor viszont az eredeti D grafban sem lehetett egy szinosztalyon
beliil él (mert D' maximadlis aciklikus részgrafja volt), igy ez a szinezés D-re
nézve is jo.

OJ

Ezzel a két szélso esetet, a k = 1, és k > X eseteket végignéztiik, két,
az eredeti bizonyitasokkal lényegében megegyezd bizonyitasokat adva. A
kovetkezo részben visszatérnék egy korabban mar utalds szintjén szerepelt
reményteljes egységes modszerre, amivel tobb esetet lehet egyszerre kezelni.

Mar a 3.1 kapcsan emlitettiik, hogy az aciklikus digrafokra adott algo-
ritmus modosithato gy, hogy bizonyos nem aciklikus grafokra is jo alka-
Imazhat6 legyen. Ami problémat okozhat, ha az eredeti algoritmust sz-
eretnénk nem aciklikus esetekre is hasznalni, hogy semmi nem garantdlja,
hogy a halézatban egy telitett folyam egy utfelbontésnak felel meg, csak an-
nyit mondhatunk, hogy egy 1t /kor-felbontédsnak. fgy nem tudtuk garantalni,
hogy P(f + g) utfelbontés lesz, ha pedig nem, akkor arra nem lesz igaz a
képletiink a k-normaéjara, igy az attoréseknél nem tudjuk garantalni, hogy
valéban javitunk. Az altalanositds kulcsa ezért az lesz, hogy biztositsuk,
hogy P(f + g) utfelbontés lesz. Ehhez azt a mddszert fogjuk hasznalni, hogy
a segédhéldzatnak igyeksziink olyan kicsi részét nézni, amekkora még épp
elég, hogy az arra nézve kijovo szinezést ne rontsak el a nem nézett élek, de
elég pici ahhoz, hogy P(f + ¢) aciklikus maradjon, tehat utfelbontds. Ehhez
kelleni fog az alabbi fogalom:
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Definicié. Ha adva van egy N = (V(N), E(N),w,c,s,t) hilézat és egy
R C E(N) élhalmaz, akkor az N® = (V(N), R,w|R, c|R, s,t) hélézatot az
R-re megszoritott hdldzatnak nevezzik, ahol a w|R, ¢|R az adott fliggvények
R-re valé megszoritasat jeloli.

Az aciklikus Az aciklkus digrafokhoz hasznalt eljaras altalanositasdhoz a
segédhalozat élhalmazéanak egy kezdeti R részhalmazara fogjk megszoritani
a segédhdalézatot. Ebben a megszoritott segéghaldzatban definidljuk a pgr
potencialt, és nézziik meg, hogy van-e attorés vagy sem. Ha lesz attorés,
akkor az megad egy masik 1t /kor-felbontast, ami ha utfelbontds, akkor jobb
(kisebb k-norméji), mint az eddigi, és akkor annak vessziik a hozzatartozo
folyamot és segédgrafot és ahhoz egy R élhalmazt, amire megszoritjuk, és
ismét megnézzik, hogy van-e attorés. Az eljaras kulcsa az lesz, hogy biz-
tositani tudjuk, hogy valéban tutfelbontast kapunk. Ha ez sikeriil, akkor
el6bb-utébb nem lesz tébb attorés (ha mas nem, ha mar egy k-optimalis
utfelbontasbdl indultunk ki), ekkor a kapunk az éppen aktudlis utfelbontasra
ortogonalis k-szinezést. Az egyetlen probléma az lehet, hogy a maradék ere-
deti éleket még vissza kell venni, és ezek elronthatjak a szinosztalyokat, mert
nem lesznek tobbé stabilok, ezért ha van ilyen él, amelyik ezt elrontand, akkor
az egyiket hozzavessziik a megszoritott segédhalézatunkhoz, és ijra keresiink
attorést.

A kiindulé R élhalmaz alljon az Osszes héatra-é1bol és azokbdl az elére-
/

élekbdl, amelyek (s, z), (y,t), (s,t) vagy (vi,,7") alakidak, meg még azokbdl
a (vj,v]) elére-élekbdl, amelyekre (v, v}) egy max k hosszi ttnak az éle

(€ E[P=H: o

Riee = {(w,0) € By : f(u,0) =065 u=s vagy v=1}
U{(v, o)+ (o) 0]) = 0hu{(v,w) + flu,v) = LJU{(v],v) = (v}, v)) € E[P="]}
Az igy kapott R-re megszoritjuk az N; segédhdlézatot, az igy kapott
megszoritott segédhélézatott jelolje N*. Ebben az N hélézatban definidljuk
a p potencialt, ami tehét p, (v) = min{cost(Q) : Q egy s — v Gt N[-ben}.

Azokat a kihagyott éleket, amik elrontjak majd a kijové k-szinezést (ha
nincs attorés), jelélje Ay ,. Ezek tehat nem mésak, mint:

App =W}, v]) € By + i # j, f(v},v]) = 0, p(v]) = p(v))+1 = p(v])+1 = p(v]) < k}

Ezekkel a jelolésekkel a fentebb leirt algoritmus formalizdlva a kovetkezoképpen
néz ki:
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1. Vesziink egy P ttfelbontast.

2. Megcsinéljuk a hozzétartozo f(P) folyamot, a hozzatartozé Ny segédhélézatot.
Kivélasztjuk az R-beli éleket, és megszoritjuk erre a segédhalozatot, igy
megkapva N f-et. Ebben definfaljuk a p = pp potencidlt.

3. Ha attorés van, akkor kapunk egy kisebb k-normaju utfelbontast, erre
ujrakezdjiik az els6 1épéstdl erre az utfelbontasra.

4. Amig nincs attorés, és Ay, # (), addig minden ciklusban hozzaadunk
a hélézatunkhoz egy Ay -beli élet, és eszerint frissitjitk p-t.

(a) Ha Ay, = 0, akkor kapunk egy P-re egy ortogondlis k-szinezést,
az algoritmus ledll, és ezt adja vissza.

(b) Ha attorés lesz, akkor javitunk az utfelbontdasunkon, és tjrainditjuk
az algoritmust az 1j utfelbontassal.

Irith Hartman és Eli Berger legfrissebb cikkiikben bebizonyitottak, hogy
ez az algoritmus a k = 1, A\—1, X esetekben garantélja, hogy P(f+g) valéban
aciklikus lesz, tehat az algoritmus miikodik ezekre az esetekre, egy algorit-
mikus bizonyitast adva ilyenkor a Berge-sejtésre. A bizonyitas [9]-ban meg-
talalhato.
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6. fejezet

Iranyitatlan grafok

Legyen G ezuttal egy irdnyitatlan graf. Jelolje mx(G) a Wk(a)—k maximumat,
H
ahol G végigfut a G Gsszes irdanyitasan.

6.0.10. Sejtés. Ez a mi(G) egy aciklikus irdnyitdson is felvétetik.

Ez a sejtés ekvivalens a Linial-sejtés els6 részével, hogy ax(G) > 7 (G).
Tegyiik fel, hogy a fenti sejtés igaz, és vegytink egy D digrafot. " Felejtsiik el”
az élek irdnyitasat, igy egy G p iranyitatlan grafot kapunk. A stabil halmazok
szempontjabdl mindegy, hogy Van—el;ényités, ezért oy nem valtozik. A Gp-

nek pedig a sejtés szerint van egy Gp aciklikus irdnyitasa, amelyre a m(G)
felvétetik, igy mp(D) < 7rk(G_D)) < ak(G—[;) = (D).

A maésik iranyhoz tegyiik fel, hogy a Linial-sejtés elsé része teljestil, és
vegyiink egy G irdnyitatlan grafot. Legyen C* = {C},Cs,...,Cy} egy op-
timélis részleges k-szinezése G-nek. Kzt néhany 1j szinosztily bevételével
kiterjesztjiik egy C = {C4, Cy, .. ., O }teljes szinezéssé. A D¢ legyen a G-nek
az az iranyitasa, amelyikben minden él egy magasabb sorszamu szinosztalybol
mutat egy alacsonyabba (tehat ha (y,z) = E(D), és v € C;, y € C}, ahol
i > j, akkor a Dg-ben ennek az élnek az irdnyitdsa x — y lesz). Ez az
iranyitas aciklikus, és minden P Dg-beli irdnyitott 1t legfeljebb min{|P|, k}
csticsban metszi a CF-t. Vegyiink egy P = {P, P»,...,P,} k-optimélis
utfelbontast, ekkor erre felirhatjuk, hogy.

m m

ax(De) = [C¥ =) (AN C*) < min{|P|, k} = m(De) (6.1)

=1 i=1

Most felhasznalva a Linial-sejtést, igy ax(Dg) > m,(Dg), tehat a fenti egyen-
16tlenségben igazibdl egyenléséggel teljestil. Ekkor viszont szintén a Linial-
sejtés miatt ax(G) = m(Dg) = m(G).
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Hasonlé médon Ag-ra is megesinalhatjuk ezt, egy G irdnyitatlan grafra

jelolje \x(G) = min /\k(a), ahol G végigmegy a GG Osszes iranyitasan.
6.0.11. Sejtés. Ez a /\k(ﬁ) eqy aciklikus 1ranyitason is felvétetik.

Ez a sejtés ekvivalens a Linial sejtés masodik részével.
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7. fejezet

Erosen osszefuggo grafok

Egy masik altalanositasi modja az ilyen jellegii tételeknek, ha erésen Gsszefligg6d
grafokat néztink. Ennek elonye, hogy ha van egy barmilyen digrafunk, akkor
egy 1j csucs felvételével, amivel oda-vissza minden eredeti csiicsot 6sszekotiink,
egy erdsen Osszefliggd digrafot kapunk, aminek a stabilitdsi szdma (a legna-
gyobb stabil halmaz mérete) ugyanakkora, mint az eredeti digrafé. Emi-
att az erGsen Osszefliggé digrafokra kimondott tételek egy részét jol lehet
altalanositani altalanos digrafokra.

7.0.12. Tétel (Camion). Egy erdsen dsszefiiggd irdnyitott turnamentben
van Hamilton-kor.

7.0.13. Tétel (Chen, Manalastas[17]). Ha eqgy D erdsen dsszefiiggd digrafra
a(D) = 2, akkor a csicsok lefedhetdek két irdnyitott korrel, amik vagy dis-
zjunktak, vagy eqy utban metszik eqymast.

Ebbdl kovetkezik, hogy ilyenkor is létezik Hamilton-ut. Ha pedig létezik
Hamilton-it, akkor egyrészt 7 (D) = k < ag(D), masrészt A\y(D) = n >
Xk(D). tehdt mindkét Linial-sejtés teljesiil.

7.0.14. Tétel (Thomassé[16]). Ha egy D erdsen dsszefiiggd digrdafra a(D) >
2, akkor létezik benne eqy feszitd fenyves, aminek legfeljebb a(D) — 1 darab
levele van.

Minden feny6t fel tudunk darabolni annyi ttra, amennyi levele van, igy a
fenti tétel egyenes kovetkezménye:

7.0.15. Kovetkezmény. Ha egy D erdsen dsszefiiggd digrdfra a(D) > 2,
akkor m(D) < a(D) — 1.
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Ebbol pedig kovetkezik a Gallai-Milgram tétel, hiszen ahogy fentebb le
volt irva, D digrafhoz felvesziink egy 1j s cstcsot, azt minden eddigi csuccsal
oda-vissza Osszekotjik, az igy kapott D’ digraf erésen osszefiiggd lesz, és
a(D') = a(D). Ha vessziik a D' egy tutfelbontdsd legfeljebb a(D’) — 1
darab uttal, akkor az s cstcsot elhagyva az eredeti D digraf egy legfeljebb
a(D') = a(D) darab utbdl all6 utfelbontasat kapjuk.

7.0.16. Tétel (Bondy[18]). Legyen D eqy erdsen dsszefiiggd digrdf, ekkor
létezik benne egy legaldbb x (D) hosszi irdnyitott kor.

Ebbdl az el6z6 maddszer segitségével kovetkezik a Gallai-Roy tétel, annyi
megfigyelés kell csak hozza, hogy az 1j csics hozzavétele a grathoz eggyel
noveli a kromatikus szamot.

Erdemes még megnézni, hogy a Greene-Kleitman tétel is kijon ertsen
osszefiiggd digrafok segitségével. Ehhez eloszor kell a kovetkezd tétel, és az
abbdl ad6do fogalom:

7.0.17. Tétel (Knuth). Legyen D = V., E) eqy erdsen dsszefiiggd digrdf.
Ekkor létezik eqy vy, vs, ..., v,, amire minden e € E él benne van eqy olyan
korben, aminek csak egy hatra-éle van

A hdtra-€l alatt olyan élet v;v; € E értiink, amire ¢ > j.

Definicié. Egy ilyen sorrendet nevezziink koherens sorrendnek, a tétel azt
mondja ki, hogy ilyen van, szoval vegyiink egyet, és azt rogzitsiikk. Erre a
kivalasztott koherens sorrendre minden C' irdnyitott kornek lesz egy értéke
(indexe), amit ind(C)-vel jelolink. Ez jelolje a hatra-élek szamét a kor élei
kozott. A korok egy C halmazara is definidlhatjuk az indexet, ez legyen a
benne 1év6 korok indexeinek 6sszege.

Ennek segitségével megadhatjuk a D stabil halmazainak egy részosztalyat:

Definicié. Egy adott koherens sorrendre nézve egy S halmazt nevezziink
ciklikus stabilnak pontosan akkor, ha

1SN C| < ind(C)

minden C' irdnyitott korre. Egy ilyen valéban stabil halmaz lesz, hiszen
tegyiik fel, hogy feszit egy ab élt. ekkor a koherens sorrend tulajdonsaga
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miatt 1étezik oyan C' kor, ami tartalmazza az ab élet, és az indexe egy. Ekkor
ISNC| >2>1=ind(C), tehdt S mégse lehet ciklikus stabil.

Ennek az 1j fogalomnak a segitségével felirhatunk egy min-max tételt.
Korok egy C halmazéra jelolje az R(C) a korok altal nem fedett csucsokat
(hasonléan, mint kordbban az utfelbontdsoknal).

7.0.18. Tétel. max{|S; U...Sx| : S; cikikikus stabil} = min{|R(C)| + k -
ind(C) : C kordk egy halmaza}

Ebbdl kovetkezik a Greene-Kleitman tétel nem trividlis irdanya, hiszen
ha adva van egy poset, abbdl a fent leirt mdédon erdsen Osszefiiggd digrafot
csinalunk, erre vessziik a korok egy optimalis C halmazat, amibol ha levagjuk
az 1j csucsot, akkor csupa utat kapunk, maximum ind(C) darabot, hiszen
minden korre az index legalabb 1 volt. Mivel tranzitiv a digraf, igy nem okoz
gondot, hogy az igy kapott utak nem diszjunktak. Az R(C)-beli pontokat
tekintsiik trivialis utaknak. Ekkor a poset egy olyan utfelbontasat kapjuk,
aminek a k-norméja legfeljebb |R(C)| + k - ind(C), amire a tétel kimondja,
hogy van ekkora halmaz, ami k darab (ciklikus) stabil unidja.

A fenti tétel bizonyitasa és tovabbi ennek a min-max tételnek tovabbi
kévetkezményei elolvashaték a [3]-ben.

Az viszont mar itt is latszik, hogy mi a hatranya az erdsen Osszefiiggo
digrafokkal valé megkozelitésnek: atalaban nem tudjuk garantalni, hogy a
korok/utak diszjunktak legyenek.
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8. fejezet

Osszefoglalé

A posetek korében a Greene és a Greene-Kleitman tétel azt mondta ki, hogy
minden optimadlis k-utpakoldsra létezik ortogondalis (optimadlis) [-szinezés, és
minden optimdlis g-szinezésre 1étezik ra ortogonalis (optimalis) r-utpakolas.
Ezekbol, kihasznédlva a posetek tranzitivitasat, két min-max tétel is rogton
kovetkezett, az egyik k darab diszjunkt 1t altal lefedett csticsok maximalis
szamara, a masik az [ darab stabil halmaz uni¢janak maximalis méretére.

Ha elhagyjuk a tranzitivitast, akkor az ortogonalitds mar csak egyen-
16tlenséget garantal az iranyitott grafokban, ennél tobbet viszont nem is
remélhetiink. fgy az altalanos esetben a f6 kutatasi irany, hogy mely es-
etekben létezik a posetekhez hasonld ortogonalitdsi tulajdonsag. A Berge és
az Aharoni-Hartman-Hoffman sejtés azt allitja, hogy minden digrafban. Ed-
dig ezeket az aciklikus digrafok korében sikeriilt bizonyitani, illetve a Berge-
sejtést a k = 1,2, A — 1, A, illetve ha létezik Hamilton-ut, vagy olyan k-
optimaélis utfelbontds, amiben minden 1t legalabb k hosszu (ennek specidlis
esete, ha k = 1, mert minden 1t legalabb 1 hosszi), vagy amiben minden 1t
legfeljebb k hosszi (ennek meg specidlis esete a k = A).

A Greene és Greene-Kleitman tételek egy masik altalanositési lehetésége,
ha megengediink koroket is. Ekkor altalanos digrafokra is teljesiil a két sejtés
megfelelden dltalanositott valtozata. A masik elénye ennek az iranynak, hogy
erre képesek vagyunk min-max tételt felirni.
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