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1. Bevezetés

A halmazelmélet egyik alapveto eszkoze a transzfinit rekurzié, amely a mate-
matika lényegében minden végtelen halmazokkal foglalkozé agaban gyakran
elofordul. Az igy valogatott halmazok dltalaban meglehetosen bonyolultak,
létezésiik sokszor ellenkezik a természetes intuiciéval.

Ennek segitségével konstrualhato példaul a siknak egy részhalmaza, mely
minden egyenest pontosan két pontban metsz, az ilyen tulajdonsagu halma-
zokat 2-pont halmaznak nevezziik. A mai napig megoldatlan kérdés, hogy
Borel van-e, ami ismert, hogy F, nem létezik. A. W. Miller [11]-ben iga-
zolta, hogy extra halmazelméleti feltevések esetén van koanalitikus (vagyis
Borel halmaz vetiiletének komplementere), sét egy eljarast taldlt meg, mely-
nek segitségével bizonyos fajta transzfinit rekurziéval megadott halmazokat
koanalitikusnak is meg tudunk vélasztani. fgy példaul azt is igazolta, hogy
létezik koanalitikus Hamel-bazis, vagy w részhalmazainak koanalitikus, ma-
ximalis majdnem diszjunkt rendszere. A cikkben talalhaté bizonyitds meg-
lehetOsen nehezen értheto, dltalanos elvet nem is fogalmaz meg. Ilyen jellegii
allitdsokat toébben is prébaltak igazolni, hol precizen, hol pedig [11]-re hi-
vatkozva ([2],[4],[5],[7])-

A dolgozatban elOszor felépitjiik a bizonyitds eszkoztarat, szamos jol is-
mert tételt bizonyitas nélkil vagy csak vazlatos bizonyitassal kozlink. Ez-
utan igazoljuk Miller eredményét, a hozza kapcsolédo tételeket, végiil egy
joval altalanosabb tételt latunk be, amely hasznalhato lehet koanalitikus hal-

mazok konstrualasara. Legfontosabb eredménytink talan a kovetkezo:

1.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy F : [2°]=%0 x 29 — 2% Borel leképezés, P C 2
Borel halmaz, |P| > No. Tegyiik fel még, hogy minden A € [2°]5% p € P

pdrra

ha F(A,p) = s, akkor s egy Bs Borel halmaz kddja, és
(Vy € 2¥)(3z € By)(z >1 y).
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Ekkor van a halmazelméletnek egy modellje, melyben létezik a P-nek egy {pa
a < wi} felsoroldsa és eqy {ry : @ < wy} C 2¢ I, hogy minden a < wy-re
To € By, ahol s, = F({zs: 0 < a},pa).

Ahol © >7 y azt jeloli, hogy van egy Turing-gép, amely = ismeretében
kiszamitja y-t.

Vagyis lényegében arrél van szo, hogy ha a vélasztési szabadsag olyan
nagy, hogy mindegyik 1épésben a ”j6” halmaz Turing kofinalis, akkor tudunk

koanalitikus halmazt valasztani.

1.1. Jelolések, konvencidk

A dolgozatban igyeksziink standard jeldléseket hasznélni, 1ényegében [8] és
[12] nyoméan. Rogzitiink egy rekurziv bijekciot w és w™, w<¥, 2<% sth. kozott,
ezeket igy azonosnak fogjuk tekinteni, hasonléan 2¢-t és (2¢)“-t is.

[A]=" ={B C A:|B| <k}

(M, R) = ¢ az M modellben kiértékelve igaz a ¢ formula. Az R relaciét, ha
egyértelmii, elhagyjuk. Amennyiben ¢ a halmazelmélet egy konstansmentes
formulaja, a kifejezés azt jeloli, hogy ¢-ben minden €-t R-rel helyettesitiink
2.17

xRy, ha R kétvaltozés relaci6 és R(z,y)

P(A) ={B: B C A}, A hatvanyhalmaza

D(A) az A-bdl definidlhat6 halmazok, 1dsd 2.6

L, L, a konstrualhaté univerzum, konstrualhaté halmazok szintjei, lasd 2.8

o(z) x rendje, ldsd 2.9

<p L jolrendezése, lasd 2.13

r <7y x Turing-gyengébb, mint y, lasd 3.1

mx egy X X ... szorzattérbdl az X-re valo vetitést

A, AV az A C X x Y halmaz © € X és y € Y szekcidja, vagyis {y € Y :
(z,y) € A}



Y1, Al ... projektiv osztdlyok, l14sd 3.5

¥2(2), Ai(2), ... relativ projektiv osztalyok, ldsd 3.7
st jeloli az s és t sorozatok konkatendaciojat

B. a c altal kodolt Borel halmaz, lasd 3.12

T € (w, F) lasd 4.3

wi az elsé x-ben nem rekurziv rendszam, lasd 5.13

S az onkonstrualé valésak halmaza, lasd 6.3

2. A konstrualhatésagi axiéma és egyéb hal-

mazelmeéleti tételek

Ebben a fejezetben klasszikus tételeket és definicidkat mondunk ki,

lényegében [3],[6],[9] nyoman.

2.1. Fodor-lemma és suvasztasi lemma

2.1. Definicié. Fgy A C wy halmaz kofzdrt, ha kofindlis és zart a
rendszdmok rendezéstopologidjaban.  Staciondrius, ha minden kofzartat

metsz.

Kofzéart példaul a {# : § > «a} halmaz minden a < wi-re, vagy a limesz-

rendszamok halmaza.

2.2. Definicié. Legyen A C wq, ekkor eqy f : A — wy figguényt reg-

resszivnek neveziink, ha minden o € A-ra vagy o = 0 vagy f(a) < « teljesiil.

2.3. Lemma. (Fodor-lemma) Staciondrius halmazon regressziv fiigguény

staciondrius halmazon konstans.

2.4. Definicié. Egy E relacio X-en jolfunddlt, ha nem létezik végtelen

leszallo lanc, vagyis olyan x,, € X, hogy Vn € w-ra 1 Ex,.
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2.5. Lemma. (Suvasztisi lemma) Tételezziik fel, hogy (X, E) adott, E
jolfundalt reldcio M-en, melyre teljestil, hogy

(Vu,v € X)(u#v= (Fz € X)((xEBuA~(zEv)) V (zEv A —~(zEu))))

(E-re teljesil a meghatdrozottsag). FEkkor van egy egyértelmi = : X — M,
hogy M tranzitiv és xEy <= 7(z) € 7(y), vagyis X suvaszthatd egy

tranzitiv izomorf képre.

A bizonyitas kézenfekvo, az izomorfizmust transzfinit rekurziéval épitjiik fel.

2.2. Konstrualhatésag

Legyen A tetsz6leges halmaz, legyen D(A) az A-bdl formulaval definidlhaté

halmazok rendszere:

2.6. Definicié. D(A) = {B C A : létezik eqy ¢(x,yo, ..., Yn) N + 2-vdltozds
formula és yo,...,y, € A, hogyx € B <= (A, €) = o(z,v0,---,Yn)}-

2.7. Allitas. Nyilvin teljesil, hogy D(A) C P(A), ha A tranzitiv, akkor
A CD(A).

2.8. Definicié. Transzfinit rekurzioval definidljuk L-t:
e Lp=1
e Lo,.1 =D(L,)
® Lo =Upseq L, ha a limeszrendszdm.

Legyen L = | J{La : « rendszam}.

2.9. Definicio. A konstrudlhatosdgi axioma azt mondja ki, hogy minden hal-

maz konstrudlhatd, vagyis (Vx)(Ja)(x € Ly). Jeldlése V = L.



2.10. Definicié. Egy * € L halmazra o(x) jeldli azt a minimdlis o

rendszdmot, melyre x € L, Ezt x rendjének nevezziik.

Indukciéval vilagos, hogy az L,-k novo rendszert alkotnak, mindegyik tran-
zitiv, ha a < 3, akkor o € Lg. |Lo| = |a|, ha o > w. Ezen feliil az L,-k
limesz a-ra "elég sokat” tudnak a halmazelméletrol. Tekintsiik az (L, €)
modellt. Ekkor ebben is definidlhaté L és Lg minden 3 € L, rendszamra.
Jelolje az igy kapott részhalmazt (Lg)le.

2.11. Allitas. Limesz a-ra (Lg)b = Lg.

Tehét az Lg-k ilyen (s6t valéjdban erésebb) értelemben abszolitak. L
létrejottének eredeti célja az AKH és a kivalasztési axiéma konziszten-

cidgjanak igazolasa volt.
2.12. Tétel. (ZF)
o LEZF
o L= AKH
o L-ben igaz a kivdlasztdsi axioma

Tehat amennyiben ZF-nek van modellje, akkor ZFC-nek és AKH-nak is van.
Ezek az eredmények lényegesen hasznaljak L egyik fontos tulajdonsagat, je-

lesiil, hogy jolrendezheto.

2.13. Allitas. Létezik egy o(x,y) formula, mely z,y € L elemein
jolrendezést ad meg. Azt, hogy L |= ¢(x,y) © < y-nal jelolyik.

B1zoNYITAS. Rogzitsiik most a halmazelmélet formuldinak egy felsoroldsat
(On)new, Ugy, hogy, ha ¢-ben tébb szabad valtozé van mint i¢-ben, akkor
1) hamarabb kovetkezzen. Transzfinit rekurzioval bizonyitunk. Tegyiik fel,

hogy Vx,z' € L,-ra definidltuk a < rendezést. Ha o(y) = o + 1, akkor
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legyen © <y y minden z € L,ra. Legyen most o(y') = a + 1. Ekkor
Loy definicidja miatt vannak ¢, ¢, formuldk (rogton tekintsiik a leg-
kisebb indexticket a felsorolds szerint) és wx,...,z, 2, ...,z € Lo, hogy
z2€yY < Lo dm(z,20,...,201) és 2 €Y <= Lo E b (z,20,...,2)).
Ha m < m/, akkor legyen y < v'. Ha m = m/, akkor [ = I’, tekintsiik a
lexikografikus rendezést <p, szerint az (xo,...,x;) és (xy, ..., z)) kozt, y,y'-t
rendezziik ennek megfeleléen. Ez csak akkor nem &ll fenn egyik iranyban
sem, ha a két sorozat megegyezik. De ekkor y = 1/.

Limesz a-ra unidzzuk az eddigi rendezéseket. igy egy teljes rendezést
adtunk meg, amely természetesen jélrendezés. ]

Vildgos, hogy az L,-k a < rendezés kezdOszeletei. Erdemes bevezetniink

a kovetkezo fogalmat.

2.14. Definicié. Egy ¢(-) konstansmentes halmazelméleti formuldrdl azt

mondjuk, hogy limesz abszolit, ha minden a limeszrendszamra és x € L,-ra

Lo = ¢(x) <= L= ¢(x).

2.15. Allitas. Ha z,y € Ly, akkor x <, y < L, =z <i y, ahol
v > max(w,a + 5).

Specidlisan < limesz abszolut.

2.16. Allitas. A kivetkezd tulajdonsdgok definidalhatoak konstansmentes for-
muldval és a definicid limesz abszolit: f figgvény, dom(f), ran(f), «
rendszam (jelélése ord(«)), o limeszrendszam (jel. lim(a)), n természetes
szdm (jel. 1), w (jel. &), o(z), Lo (jel. La, s egy sorozat, s(n) a sorozat

n-ik tagja.

2.17. Megjegyzés. Az eldzd allitasban minden felsorolt  fogalomhoz
rogzitink eqy konstansmentes formulat. Ezek utan, ha egqy formuldban vala-

melyiket haszndljuk, akkor az alatta azt értjik, hogy Iz, amely teljesiti a neki
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megfeleld formuldt és erre az x-re teljesil valami. Példaul (M, R) = nRw je-
lentse, hogy (M, R) = (3z)(3y) (VE(x) AMbE(y) AzRy), ahol a Y® azt jelents,
hogy ¥-ben minden € helyére R-t irunk. A felsé indexbdl a reldciot elhagyjuk
késdbb.

Szintén fontos tulajdonsaga L-nek, hogy minden tranzitiv részmodell, amely

"elég sokat tud”, megegyezik egy Lg-val.

2.18. Tétel. (Kondenzdcios lemma) Létezik eqy o konstansmentes zdrt for-
mula, hogy ha (w, E) |= o, és E jolfunddlt, akkor van egy egyértelmi o < wy
limesz, hogy (w, E) = (Ly, €). S6t az is igaz, hogy Yo < wy limeszre L, = 0.

A bizonyitds azon miulik, hogy egy olyan modellben, amely teljesiti a fenti
kritériumokat, meg tudjuk fogalmazni, hogy minden halmaz konstrualhato,

hasonlé okoskodast még fogunk latni.

2.19. Megjegyzés. Altaldnosithaté a konstrudlhaté halmazok hierarchidja,
mégpedig 1gy, hogy nem az treshalmazbol indulunk ki, hanem eqy a € V-bdl,
tiptkusan a € 2¥. Az igy kapott osztdlyt Lla| jeloli, sokban hasonlit L-re,
részleteket lasd [3]-ban.

3. Effektiv modszerek

3.1. Rekurzidelméleti attekintés

Az effektiv médszer alapgondolata, hogy 0sszekoti a rekurzidelméletet a leird
halmazelmélettel, ezzel a Borel halmazok egy finomabb osztalyozasat meg-

adva.

3.1. Definicié. Legyen z,y € 2*. Azt mondjuk, hogy x <r vy, ha van egy
olyan kétszalagos Turing-gép, amelynek eqyik szalagjara bemenetként y-t irva

a masik szalagra x-et irja.



3.2. Definicié. Legyen (X,d) metrikus tér. Egy {r;}ico sorozatot rekurziv

prezentacionak nevezunk, ha sturi X-ben, €s a

m
d R §—7
(T T]) +1
m

o

d(?”i, Tj) < /{J—

+
—

(4 vdltozds) reldcick rekurzivak.

Minden szamunkra érdekes térnek van rekurziv prezentacidja, igy példaul
w,w", 2°-nak is. Egy adott térhez rogzitsiink egy rekurziv prezentaciéot. Ek-
kor egy bazis felsoroldsat adja meg {N(X,n) = B(ry,m), %) tn € w},
ahol f; a jol ismert rekurziv w — w? bijekcié i-edik koordinatafiiggvénye.
Jelolje ezt a bazist B. Szorzatterekre a rekurziv prezentacié és bazis

értelmezése kézenfekvo.

3.3. Definicié. Egy G C X szemirekurziv, ha G = U, N(X, f(n)) valamely

f rekurziv figguényre, vagyis eqy rekurziv bazis rekurziv unidja.

3.4. Allitas. Két szemirekurziv halmaz metszete, unioja is az, ha A C X Xw

halmaz szemirekurziv, akkor wx(A) is az.

3.5. Definicid. Jelolje az X -beli szemirekurziv halmazok osszességét 9(X)

(ha egyértelmii a tér, akkor csak 33V ). Legyen
MO(X) = {X\ A: A €50},
£0(X) = {mx(A) s A € (X x w)).

Az igy definidlt halmazok Osszességét aritmetikus halmazoknak nevezziik,
ezek egy lehetséges effektiv verzidi a Borel halmazoknak. Vezessiikk be az
effektiv projektiv osztalyokat. A klasszikus Borel és projektiv osztalyokat
félkovér (X, I1, A) betiikkel jeloljiik.



3.6. Definicid. Legyen 31(X) = {mx(A) : A € IIY(X x w¥)},
M(X) = {X\ A: A€},
Sra1(X) ={rx(A): A€ I (X x w*)}.

Ezek utan definidljuk a Aé = Z; N H;, i = 0,1, j € w osztalyokat. A
tovabbiakban halmazosztalyon az imént definidlt részhalmazrendszerek va-

lamelyikét értjik.

3.2. Relativizacid

3.7. Definicié. Legyen X, Z két tér rekurziv prezentacioval. FEkkor ha T’
halmazosztaly, z € Z-re értelmezziik I'(z) relativizdltat gy mint azon A C X
halmazokat, melyekre van olyan B € T'(X x Z), hogy B* = A, vagyis B
z-szekcidja épp A. Egy A € T'(2)-halmaz T' modulo z.

Egy x € X pontot rekurzivnak mondunk, ha {n : z € N(X,n)} rekurziv
halmaz, vagyis X{(w)-beli. z € X rekurziv modulo z, ha a fenti halmaz

¥(X)(2)-beli.

3.8. Allitas. A X0(2) osztdlyok zdrtak az X x w-bdl vald vetitésre, véges
metszetre és unidra. A X} (z) alakidak zdrtak tovdbbd X x Y -bdl vald vetitésre

18, ahol 'Y tetszoleges rekurziv prezentdacioval rendelkezd tér.

A relativizacidnak értelmet ad a kovetkezo egyszerii észrevétel.
3.9. Allitas. Ha 3} = U.epoXi(2), hasonldan T-re és A-ra.

BizONYITAS. (Vézlat) Elég az allitdst Xi-ekre ldtni, hiszen onnan egyszeri
indukcié. Ha G € X9(X), tekintsiik az U C X x 2% halmazt, ahol (z,t) €
A < 1z €U, N(X,n). Ekkor természetesen 3t € 2%, hogy G = A'. Elég



tehat beldtni, hogy A egy X9(X x 2¢) halmaz. A definiciéja pedig atirhaté:
(x,t) € A <= (x,1) € Txx2+(B), ahol

B={(z,t,n):x€ N(X,n)An€t}=

((Upn x N(X,n)) x 2°)N{(x,t,n) : n € t}.

Itt mindkét halmazrél 1atszik, hogy ¥9-beli. ]

3.10. Megjegyzés. Az dllitasban konstrualt U halmaz azzal o tulaj-
donsdggal rendelkezik, hogy X9 és minden X9 halmaz elédll szekcidjaként. Az
ilyen tulajdonsdgi halmazokat univerzdlis X9 halmazoknak nevezziik. Komp-
lementerrel és vetitéssel képezheto minden 11 és X osztalyra univerzalis hal-

maz.

Szamos leird halmazelméleti tételnek 1étezik verzidja a rekurziv osztalyokra,
ezek pedig sok esetben relativizalhatéak. A klasszikusakhoz hasonléan
adodnak a normalalakok, ez egy szép ”dualitast” mutat a formulak kvan-

torai és a megfelel6 osztalyok kozt.

3.11. Allitas. A definiciokbol vilagosan ldtszik, hogy eqy A C X -re

A € XUz2) <= létezik egy B € XX x Z) reldcid, hogy v € A <=
B(z,z).

A€ XY(z) < létezik egqy B € IIY(X x Z x w) reldcid, hogy v € A <
(In € w)B(x, z,n).

A€ XY(z) < létezik eqy B € X9(X x Z xw X w) reldcid, hogyx € A <=
(In € w)(Vm € w)B(x, z,n,m) és igy tovdbb.

Hasonloan

A e Xl(z) < létezik egy B € IV (X x Z x w®) reldcid, hogy v € A <=
(s € w¥)B(x, z, 5).

A € 3i(z) <= létezik egy B € YY(X x Z X w* x w*) reldcid, hogy
re€A = (Isew’)(Vt € w’)B(x,z,s,t).

10



3.3. Borel halmazok kddolasa

Legyen T C w<¥ egy jolfundélt fa (vagyis nincs végtelen 4ga), p,q
fiiggvények, p T" minden levélhez egy B-beli elemet rendel, ¢ pedig minden
nem levél ponthoz 0-t vagy 1-et. Definidljuk rekurzivan egy s € T pontra
a B, halmazt: ha s levél, akkor legyen By = p(s), Bs := Mi—gnter B, ha
q(s) = 0, valamint By := Ui—g, 17 By, ha q(s) = 1.

3.12. Definicié. Ha B = By, akkor a (T,p,q) hdrmas a B egy Borel-kidja.
Az igy kaphato halmazokat Borel (vagy hiperaritmetikus) halmazoknak ne-

vezzlk.

Természetesen ez is relativizalhaté. Amennyiben B-nek van egy (7, p,q) <r
x Borel kédja valamely x € 2“-ra, akkor B rekurziv Borel modulo z. Ha
c € 2% kéd, jelolje a kodolt halmazt B.. Fontos tétel ezzel kapcsolatban a

kovetkezo:

3.13. Tétel. Legyen x € 2%, a modulo x rekurziv Borel halmazok rendszere

megegyezik Al(x)-szel.

Ebbél az latszik, hogy a A} halmazokat ”alulrél” is felépithetjiik.

4. Miller tétele

4.1. Elokészités

Most, hogy tul vagyunk a sziikséges bevezetésen, végre megvan a megfelelo
eszkoztarunk ahhoz, hogy elinduljunk a Miller-tétel bizonyitasahoz vezeto
rogos uton. Az okfejtés soran mindig a 2.17. Megjegyzés szerint haladunk.
Tudjuk, hogy L viszonylag egyszeri moédon jolrendezheté. Ha a
jolrendezés torténetesen valamilyen alacsony bonyolultsagi osztdlyba tarto-
zik, akkor ennek segitségével esetleg kaphaté alacsony bonyolultsagi osztalyu

transzfinit konstrukcid.
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4.1. Tétel. (V=L) Van A} jélrendezése 2“-nak.
BizoNYiTAs. Tudjuk, hogy limeszrendszémokrax <py <= L, E 2z <p v.

4.2. Lemma. Legyen ¢ tetszbleges formula. Ekkor {(E,x1,...,x,) € 2¥ X
W (W, E) E é(xy, ..., 20} A, s6t valamely n € w-ra 3.

BizoNYyiTASs. Formulaindukciéval nyilvédnval. Primformulédkra zEy <=
(r,y) € E az kell, hogy {(F,z,y) : (x,y) € F} Al, ami igaz. Az A és a —

metszetnek és komplementernek felel meg.
{(E,x9,...,2y) : (w, E) EV10(21, 20, ..., 2,)} =
Nmew{(E,m, 2o, ..., 2,) : (w, E) = p(m,za...,x,)}
]

4.3. Kovetkezmény. Legyen E,x € 2, jelolje & € (w, E) a kovetkezd for-

maulat:
(s € w)(Vn € w)(((w, E) = s(n) = 1) <= z(n) = 1)
Ekkor {(E,x) : 2 € (w, E)} A].

2.17-hoz hasonléan egy 1 (z) formula a tovabbiakban azt roviditi, hogy 3s,
amely fenn az imént definialt, és erre v (s).

Belatjuk, hogy: x,y € 2*-raz <y y < JF C w X w, hogy:
1. E jélfundalt,
2. (w,B) Eo,
3. 7€ (w, E),

4. 9 € (w, E),
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5. (w,E) E (& <1, ).

Egyrészt, ha = < y, akkor tekintsiink egy « limeszt, hogy =,y € L,. Ekkor
van egy F C w X w, hogy (w, F) = (L,, €). E nyilvan megfelel, hisz, mivel
E jolfundalt, és o teljesiil. x és y képére a 3. és 4. teljestil, és mivel < -t
formulaval definialtuk, a képekre is igaz kell hogy legyen.

Visszafelé, ha van egy E teljesitve ezeket a feltételeket, az automatikusan
egy limesz a-ra L,-val izomorf a suvasztasi lemma miatt. Tovabba z és y
képe x és y lesz, igy sziikségképp x <y y.

Az elsé feltételt kielégité E-k halmaza II] ([8]). A tobbi pedig (haszndlva
az el6z8 lemmat) vildgos médon Al Osszességében tehét 14tjuk, hogy ¥l
Innen kétféleképp fejezheto be a bizonyitas.

Az egyszeriibb 1t azt észrevenni, hogy egy (2¥ <) 3i rendezés
sziikségképp I13 is, hisz © <y <= (z # y A —(y < x)). A hasznosabb
ut pedig igazolni, hogy: z,y € 2*rar <py < VE Cwxw 1,2,3,4=5.
Errél latszik, hogy I3, Ha z <p y akkor persze tetsz6leges E-re, melyre igaz
1,2, 3,4 az el6z6 indoklds miatt 5 is teljesiil. Mésrészt, ha minden E-re igaz
1,2,3,4 = 5 implikacid, akkor ha van olyan, amelyre 1,2,3,4,5 teljesiil is,
akkor x <y y. De az nyilvanvald, hisz ha E olyan, hogy (w, E) = (Lg, €) és
a elég nagy limesz, akkor 1,2, 3,4 teljestl. ]

A masodik befejezést azért volt értelme mégis végiggondolni, mert

hasznalni fogjuk a késébbiekben.

4.4. Definicié. Egy H C R halmazt Luzin-halmaznak nevezink, ha
nem megszamlalhato és minden elso kategoridaji halmazzal vett metszete

megszamlalhato.

(CH) esetén konnyen konstrualhatunk transzfinit rekurziéval Luzin-halmazt.

Ennél viszont L-ben jéval tobb is igaz.

4.5. Tétel. (V = L) Létezik Luzin-halmaz, amely AJ.

13



BizoNYITAs. (Vazlat) A bizonyitds sokban hasonlit majd az elézére. Legyen
ugyanis {7, : @ < wy} a sehol sem siiril zart részhalmazokat meghatérozd
fak halmazanak < novo felsorolasa. Transzfinit rekurziéval definidljuk X-et,
tegyiik fel, hogy o’ < a-ra készen vagyunk, ekkor legyen x, a <; minimalis
olyan, amely € 2¥ \ (Uy<o|Tl] U {zy : 7' < v}). Jeldljiikk a rekurziét meg-
ad6 formulat ¢(f, x)-szel, ahol f egy rendszamrol képezd fiiggvény, amely
felsorolja az eddig valasztott elemeket. Vilagos, hogy a rekurziét definidld
formula limesz [-kra Lg-ban pontosan akkor igaz, mikor L-ben is (feltéve,
hogy Lg-beli paramétereket hasznalunk). Ekkor igaz, hogy

r € X <= 3JE C w X w, hogy E jélfundalt, (w,E) | o, ¢ € (w, E),
valamint (w, E) | 3f (Vo' Edom(f)o(fl/, f(&)) A o(f,x)).

Ezzel igazoltuk a Y1-séget. Masrészt az eléz8 bizonyitashoz hasonléan az
is teljesiil, hogy x € X <= VE C w X w, ha E jélfunddlt, (v, F) = o,
i € (w, E), akkor (w, E) |= 3f (Yo' Edom(f)¢(flo/, f(a')) A o(f, x)).

Ennek oka, hogy tetszoleges Ls-ra, ha x € Lg, 3 limesz, akkor definidlhaté

benne a rekurzio, és az L-ben kapott halmaz kezdoszeletét adja. ]

4.2. A Miller-modszer

4.6. Tétel. (Miller) (V = L) Van olyan 11} halmaz a sikon, amely minden

egyenest pontosan két pontban metsz.

A bizonyitashoz felhasznalunk néhany lemmat. Maga a bizonyitds inkabb
szemléletes, mint perciz lesz, a mdodszert modositva precizebben lasd a 6.8.

Tétel bizonyitasaban.

4.7. Lemma. Azon a < wy limeszrendszamok halmaza, melyekre L., =
"Af 1w — L, bijektiv” kofindlis.

Mostantél egy ilyen bijekcié alatt mindig a < minimalisat értjik.
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4.8. Lemma. Legyen a < wy rendszdm, (w, Ey) = (Lq, €), ekkor van olyan

Ea+w2 CwX W, Ea+w2 € AHE&) és (waEa+2w) = (La+w27 6)-

4.9. Lemma. (Spector-Gandy) Tegyik fel, hogy 0(x,y,z) egy 111 formula

(vagyis {(x,y,2) : 0(z,y,2)} ). Ekkor y(y,2) = 3v € Ay(y)b(z,y,2)
szintén 11 formula.

4.10. Lemma. (Kddoldsi lemma) Létezik eqy F rekurziv gy, hogy adott
sikbeli pontok egy megszamldlhaté {x, : n € w} halmazahoz, melyek kézil
semmelyik 3 sincs eqy eqyenesen, eqy | eqyeneshez, melyen legfeljebb csak eqy
pont van, valamint eqy z € 2“-hoz eqy olyan y € R? pontot rendel, melyre
z <rvy,y €l valamint {y} U{z, : n € w} semelyik harom pontja sincs eqy

egyenesen.

4.11. Megjegyzés. Ekkor F' kodolhato eqy T Turing-gép leirdsdval is, ezért
T € L, automatikusan teljesil. Ha {x, :n € w},l,z € Ly, akkor y € L.

BI1zZONYITAS. (Miller tétele) Legyen [, az a-adik egyenes az L-beli
jolrendezés szerint. Transzfinit rekurzioval konstrudlunk egy X halmazt,
majd err8l belatjuk, hogy II}. Minden lépésben legfeljebb két 1j pontot
vélasztunk majd. Tegyiik fel, hogy v < a-ra megvdlasztottuk z.,z!-t,
Xo = {xv,x’7 ;v < a}. Legyen 3, a minimélis olyan limeszrendszam, hogy
lo,Xo € Lg, és Lg,+, ="3f 1w — Lg, bijektiv” (a 4.7. Lemma miatt ilyen
van). Akkor jelélje Ej, azt a reldciét w-n, melyre nEg, m <= f(n) € f(m).

Ha most |l, N X,| < 2, akkor alkalmazzuk F-et az | = [,-ra, z = Ejg -
ra és az eddigi pontok egy <, minimadlis felsorolasara {z, : n € w}-ként,
megadva x,-t (véges sok pont esetén ismételjiik meg az elsé pontot végtelen
sokszor). Ha ezek utén [,-n csak egy pont van, akkor hasonléan konstrualjuk
meg x,-t lo-ra és az X!, = {z,} U X, halmazra. A kapott z,,2!, € Lg, +a,
hisz g, € Lg, +w, azaz valamely n € w-ra Eg € Lg, 1n, igy a kovetkezOben

mar xz, is benne van.
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Az indukcié végigviheté w; 1épesben. Elég tehdt megmutatni, hogy az

igy kapott X halmaz IT}. Beldtjuk, hogy

r€X < JE Cw X w, hogy F € A{(z), E jélfundilt, (w, F) = o,
T € (w, F), valamint (w, E) = ¢(2)

teljesiil, ahol:

¢(z) egy formula mely eldonti x-rél, hogy az (w, E)-ben konstrudlt X-
ben van-e. Precizebben: legyen ¢/(z, g) a rekurzié kovetkezd 1épését definidld
formula (ezt megadtuk, fel lehet irni konstansok nélkiil, ugy értve, hogy ha
nincs megfelels (., akkor megéll), ahol g az eddig vélasztottak felsorolasa.
Legyen ¢(z) <= (3g)((VBEdom(g))¢'(9(3),9|8) A ¢'(x,g))-

(=) Legyen x € X. Ekkor volt olyan 1épés melynek sordn z-et
bevalasztottuk, azaz van olyan (3, < wi, hogy x € Lg, 4, ¢és Eg, <r z,
hogy (w, Eg,) = (Lg,,€), akkor a 4.8. Lemma szerint van olyan Eg .9 €
Al(Egs,), hogy (w, Es, 1w2) = (Lg, +u2, €)-nel. Ekkor Fj_ 4,0 teljesiti a jobb-
oldali azonossdgot, ugyanis ha Ez, <r x, és Eg, 102 € Al(Es,), akkor
Es, 402 € Al(z). Tovabba, = képét tekintve vildgos, hogy & € (w,Ep,)
szintén teljesiil, az egyetlen kérdés, hogy miért igaz, hogy (w, Eg, +w2) = ¢(2).
Ehhez vegyiik észre, hogy ¢(x), vagyis a rekurzié kovetkezo 1épését megadd
formula, minden € Lg_ -ra pontosan akkor teljesiil L,-ben o > 8, + w2
limeszre, ha L-ben is. De L |= ¢(x), hisz x € X, tehat (w, Es, 1w2) = ¢(2).

(<) Tegyiik fel, hogy 3 E, amely teljesiti a fenti feltételeket. Akkor
a kondenziciés lemma miatt van egy egyértelmii v limesz, hogy (w, E) =
(L, €). Tudjuk, hogy (w,E) = ¢(z), ekkor L, = ¢(z). A konstrukecié
jellegét tekintve viszont (minden limesz abszolit volt), ha valamely z € L., -
ra L., = ¢(z), akkor L = ¢(x), amib6l kovetkezik, hogy = € X.

Most igazoljuk, hogy a fenti formula IT} halmazt hatdroz meg. Az 4.9.
Lemma miatt elég beldtni, hogy a IF € Aj(x) utdn kovetkez6 formula 1. A

jolfundéltsdg I1; tulajdonsdg, a maradék rész pedig 4.2. Lemma miatt Borel.
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5. A Miller-tétel lemmai

5.1. Kdédolasi lemmak

Az el6z6 fejezetben ldtott bizonyitds természetesen nem csak a I} 2-pont

halmazok létezésének igazolasara alkalmas. Lassuk be a kédolédsi lemmat!

5.1. Lemma. Létezik eqy F rekurziv fligguény, igy, hogy adott sikbeli pontok
egy megszamlalhaté {x,, : n € w} halmazdhoz, melyek kézil semelyik 3 sincs
eqy egyenesen, eqy | eqgyeneshez, melyen legfeljebb csak eqy pont van, valamint
eqy z € 2¥-hoz eqy olyan y € R? pontot rendel, melyre z <r y, y € | valamint

{y} U{z, : n € w} semelyik hdrom pontja sincs egy egyenesen.

BizoNYITAS. Egy egyenest el tudunk tgy kédolni 3 adattal, hogy az elsd
0 vagy 1 attdl fliggden, hogy az egyenes fiiggoleges-e, a masik két adat pe-
dig 2 kiilonb6z6 pontja. Feltehetd, hogy nem fiiggoleges egyenesrdl van szo,
egyébként az algoritmus ugyanaz, megcserélve a két koordinata szerepét. A
rekurziv fiiggvény megad egy pontot az egyenesen, amely semmelyik eddig
meghatarozott egyenesen sincs rajta. Ezt ugy érjiik el, hogy olyan x; koor-
dinatat valasztunk, mely f6lott nincs metszéspont (ez megtehetd a 2n-edik
szamjegyekben), mig a paratlan jegyek kodoljdk z jegyeit, xo-t pedig tgy,
hogy (x1,z2) € [ teljesiiljon. ]

Most igazolunk még ilyen jellegii lemmakat.

5.2. Definicié. Egy A C w* majdnem diszjunkt (AD), ha VA, B € A, |AN
B| < Xy. Mazximalis (MAD), ha nem bévithetd tovabb.

5.3. Lemma. Ha P C w® megszdmldlhato majdnem diszjunkt halmazrend-
szer, z € 2% tetszoleges, P tartalmaz eqy rekurziv w particiot amely végtelen
halmazokbdl dll, a majdnem diszjunkt minden P-beli elemtdl. Akkor van egy
x, hogy z <7 x, x P minden elemétol majdnem diszjunkt, a C x, sét x a

kezdeti adatokbol rekurziv eljardssal kaphato meg.
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BizoNYITAs. Legyen A, a rekurziv particié. Ekkor legyen {B, : n € w} a
maradék P-beli halmazok felsorolasa. Valasszunk egy olyan F, C A, véges
halmazokbdl all6 rendszert, hogy ha m < n F), diszjunkt B,,-t0l, valasszuk
tovdbba meg F,-t ugy, hogy z = a U |J, F,,-re minden n € w-ra [z N A,
paros <= z(n) = 0, ez megtehetd, az igy kapott z-re, z <r x, mivel az

elore rogzitett particié. ]

5.4. Kovetkezmény. (V=L) Létezik 11} mazimdlis majdnem diszjunkt hal-

mazrendszer.

A kovetkezmény bizonyitasa teljesen analdg a Miller-tételnél végiggondolt
okoskodassal.
Ha X C R, jelolje Q[X] az X 4&ltal generdlt raciondlis szamok feletti

alteret.

5.5. Lemma. Legyen X C R linedrisan figgetlen, z € R\ Q[X], w € 2¥
tetszdleges. Ekkor van olyan yi,ya, hogy w <7 y1 és w <7 y2, X U {y1, 92}
még mindig linedrisan figgetlen, z € Q[{y1,y2}], s6t y1 €s ya a kezdeti ada-

tokbol rekurziv elyardssal kaphato meg.

BizoNYITAS. Feltehets, hogy w semelyik X U {z} véges részhalmaziban

nem rekurziv, hiszen egyébként lecserélheté bonyolultabbra. Most legyen
v =0,w(0)w(0)w(l)w(l)...

Ekkor valasszuk r € Q-t olyannak, hogy 1 > rz > %, u = rz —v. Legyen
most

y1 = 0, w(0)u(l)w(1)u(3)...

Y2 = 0,u(0)w(0)u(2)w(l)...
Ekkor persze y; +yo = rz, y1 € Q[X], hisz egyébként w rekurziv volna azok-
ban az X-beliekben, melyek racionalis kombinéciéjaként vy, eloall. Masrészt
yo & Q[X U{y1}], ugyanis y; € Q[X U{z}] volna, ami ellentmond a w-re tett
bonyolultsagi feltételnek. (]
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5.6. Kovetkezmény. (V=L) Létezik 11} Hamel-bdzis.

Végiil igazoljuk a kovetkez6 lemmadt. A Sard-lemma miatt egy C! fiiggvény

csak nullmértéki sok érteket vehet fel végtelen sokszor.

5.7. Lemma. Ha adott megszdmldlhatd sok C* fiigguény vagy annak inverze,
gy, hogy a raciondlis r-ekre ismerjik f(r)-t, valamint z € 2¥ tetszdleges,
akkor van eqy olyan x € R%, hogy v <r z, valamint a megszamldlhaté sok
fugguény mindegyikének grafikonjat elkerili, rdaddsul megadhato a bemeneti

adatokban rekurzivan.

B1zoNYiTAS. Elegendd rekurzivan vélasztani egy vizszintes egyenest, ame-
lyet minden grafikon csak egy pontban metsz (hisz abbdl mindegyik grafiko-
ninverz csak egy pontot zarhat ki), egy ilyen halmazba, ahogy mér lattuk,
tudunk kdédolni egy tetszoleges valost. Ez pedig egyszertien megteheto. Te-
kintsiik a fliggvények egy felsorolasat. A derivalt korlatos intervallumon
egyenletes folytonossaga miatt a Q helyeken felvett értékekbdl meg tudunk
hatérozni egy z € R pontot, hogy f/(z) # 0, ekkor ez igaz z egy baziskornye-
zetére is, ahol f; injektiv (pl. az implicitfiiggvény-tétel miatt), vegyiink az
intervallum képében egy bazisnyiltat. Most fi-re taldlhaté ennek egy nyilt
része, mely vagy nem all el6 képként, vagy injektiv képkent all él6 stb. ]

5.8. Kovetkezmény. (V=L) Létezik nem megszdmldlhatd 11} halmaz, mely

minden Ct fiigguényt, vagy annak inverzét < Ry pontban metsz.

5.2. Lemma a kofinalitasradl

5.9. Lemma. Azon a < w; limeszek, melyekre Loy, = 7"3f 1w — L,
bijektiv” kofindlis.

5.10. Definicid. Rogzitsik a két szabadviltozds konstansmentes formuldk

eqy {¢; : 1 € w} felsorolasat. Legyen L, adott. Azt mondjuk, hogy h(i,x)
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Skolem fiigguény, ha minden két szabadvdltozds ¢;(x,y) formuldhoz, minden

x € Lo-ra Lo = Jyoi(x,y) , akkor h(i,x) épp eqy, a formulat kielégitd y.

Ezzel parcidlis figgvényt definidltunk w x L,n. A kovetkezd allitdsra

sziikségiink van a lemma igazolasahoz.

5.11. Allit4s. Legyen o« > w limeszrendszdm. FEkkor van egy ©(i, j, x,y)
formula és h, Skolem-figgvény, hogy

Y= ha@)x) < Lo ): @(Z,ZL‘,y)
S6t, ha x € L, tetszdleges, akkor hao(w X {x}) < L.

Az allités jelentosége abban van, hogy egy definidlhaté Skolem-fiiggvényt ad
meg.

B1zONYITAS. Most ho(i,2) =y <= L, | "y a<y minimalis olyan, hogy
¢i(y,x)”. A jobboldal megadja a © formulat, (persze a formuldk felsorolasa
megadhaté rekurzivan).

A maésodik részhez hasznaljuk a Tarski-Vaught-kritériumot. Legyen
(a1, ..., Ty, y) tetszbleges, feltehetd, (a paraméterek Gsszevondsaval) hogy
¥(x,y) alaki, legyen p = h, (i, z) paraméter. Be kell latnunk, hogy ha L, =
Jy(y, p) akkor Jy € hy(w x {z}) is, hogy L, = ¥(y,p). h, definiciéja miatt
van egy i, hogy Lo |= O(i,z,p). Ekkor L, = Jy(3p(O(i,z,p) A ¥(y,p))),
persze ekkor 3¢, hogy L, = ¥(ha(?, ), p). [ ]

Most pedig belatjuk a lemmat. Legyen 6 < wy, olyan, hogy Ls < L, és
a minimalis, hogy L, |= |Ls| = w. Tegyiik fel, hogy X < L,. Ekkor X = L,
valamely ~-ra (limeszre a-ra mar tudjuk, a maradékra lasd [3],[1]). Mivel «
a minimalis ilyen, ezért a sziikségképp rakovetkezo. Ls elemi részsége miatt
Ls E”minden rendszdm megszamlalhatd”, tehat igaz, hogy L,_1 = "0 az els6
nem megszamlalhaté rendszam”, azaz ¢ definidlhaté L,-ban, akkor 6 C L.,

st Ls megszamlalhaté L.-ban is. Vagyis L, D L,, de akkor L, = L,,
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ugyanis a suvasztas soran minden elem rangja csokken. igy belattuk, hogy
L, tetszdleges elemi része L,-val izomorf.

Igazoljuk, hogy L,-nak nincs olyan valédi elemi részhalmaza, mely izo-
morf volna vele. Tegyiik fel, hogy mégis van. Legyen az izomorfizmus
I : L, — A, legyen a € L, \ A <, minimalis. Vegyiik észre, hogy
a ¢és I(a) kozt (<r) nincs A-beli elem. Ekkor van egy ai,...,a, € A
paraméterhalmaz és ¢, formula, mely definidlja a-t L,-ban. Persze az
is igaz, hogy L, = b € (I(a) \ a) U (a \ I(A)). Ekkor szikségképp
(A,€) =T e (I(a)\a)u(a\1(A)), ahol a jeldli a ¢, altal definialt formulét.
Node ez A-ban épp I(a). Ellentmondas.

Tudjuk viszont, hogy h,(w x {z}) < L, tetszbleges x € L,-ra. Vagyis
ho(w x {x}) = L, az el6z 6 allitds miatt h, € Lyy1, vagyis ilyen a-kra van
f € Loyo [ w — L, bijektiv. A -k halmaza kofindlis, ezzel belattuk a

lemmat. [ ]

5.3. Aj reldcié 1étezése

5.12. Allitas. Ha w < o < wy-re és (w, By) = (L, €), E, € Ly, akkor van
eqy Eoi1 € Lpy1, hogy (W, Eqr1) = (Lot1, €), $6t Eqr1 € AL(EL).

B1zONYITAS. Most E,,1 legyen a kovetkezd: m,n € w
e n,m parosak, akkor nE,1m <= $E,%

e n paros, m paratlan, akkor nFE,,1m <= i (; k véaltozos formula,
3ly, ... Iy € w, hogy (w, E) = (i(5, 0, ..., k) valamint a (-, l,..., )

altal definialt halmaz 1j, és épp az mTH—edik 1]
e paratlan és paratlan nem all relaciéban

Ezzel vilagos médon egy FE,, felhasznalasaval E,,1-et definidltunk, vilagos az

is, hogy E,11 € L. |
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Ebbél az is latszik, hogy létezik E, o € AL(E,), hogy (w, Eqia,), hisz
a +n-ek megkaphatoak az el6zobdl a fent latott médon, limeszre pedig bont-
suk w-t végtelen sok diszjunkt rekurziv végtelen halmazra, ezeken vegyiik
az F,. -k unigja altal megadott relaciét. Kimondhatunk egy joval erdsebb

allitast is.

5.13. Definicié. wi = min{a : AW, <r x)((w, W,) = (o, €))}, a legkisebb

nem rekurziv rendszam x-ben.

Konnyen meggondolhatd, hogy ez megegyezik az x-ben rekurziv rendszamok

sup-javal.
5.14. Tétel. A € AL(E,) pontosan akkor teljesiil, ha A € Lo ypo-

A fejezetbeli eddigi eredmények csak olyan jellegii dolgot allitanak, hogy ha
egy adott I, € Lg, akkor ez sziikségképp behoz tjabb Eg-kat. Kérdés vi-
szont, hogy rogzitett a-ra mikor jon be E,. Azt lathattuk, hogy bizonyos
specidlis # < w; sorozatra (a kofindlis részsorozatrdl sz6l6 lemméban meg-

adottra) kénnyen adddik Eg € Lgy,. Azonban ennél jéval tobb is igaz.

5.15. Allitas. Legyen w < a < wy rendszdm, melyre van B € Layq \ La,
B C w, ekkor van egy olyan E, C w X w, hogy (w, E,) = (La, €) és E, €

Lost.

5.16. Lemma. o < w; olyan mint elébb, akkor létezik eqy A € Lat1 \ La,

A C w, mely konstansmentes formulaval definidlhato Lo-bol.

B1zONYITAS. Legyen ugyanis ¢(x,p) Lay1-beli w részhalmazt definidld for-
mula. Tekintsiik a ”3Jy¢(x,y) és y < minimdlis olyan, amely nem L,-beli
részhalmazat definidlja w-nak ¢ altal”. Az igy kapott formula nyilvan 1j
részhalmazt definidl és paraméternélkiili. ]
BizoNYITAs. (5.15) Természetesen E, tekinthetd w részhalmazdnak. Csak

limesz a-kra bizonyitunk. Megjegyezziik, hogy kis munkaval igazolhaté az
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allitas teljes altaldanossagban, hasznalva azt a tényt, hogy minden n-re van
egy o formula, melyre, ha (w, E) |= 0, és természetesen E jélfundalt, akkor
(w, E) = (Lg4n, €), ahol [ limesz.

Most csak egy o konstansmentes formula létezéset hasznaljuk, hogy (X, €
) FE o & X = L, valamely limesz y-ra. Legyen A pedig az allitasban
garantdlt halmaz, hozzd ¢(x) a megfelel6 formula (itt ¢-rél feltehets, hogy
csak természetesek elégitik ki). Tekintsiik az S halmazt, mely w lezartja
a g, ¢, 7¢-hez tartozd Skolem fliggvényekre. Ekkor persze (S, €) | o, igy
(S,€) = Lg valamely § < a-ra. Ekkor A € Lgiy, hisz A = {z : L, =
o(x)} ={z: Lg = ¢(x)}, tehdt § = . Mivel S € L1, van egy ¢ formula,
hogy S = {x: L, = ¢¥(x)}. Most legyen nE,m <= Jaxy(Y(x)Ap(y)Ax €
y A Code(n,z) A Code(m,y)), ahol Code(n,z) egy L,-beli formula, amely
kédolja, hogyan jutott z S-be: Code(n,x) <= ”"van egy sorozata a o,
¢, —~¢-hez tartozd Skolem-fiiggvények alkalmazasdnak, kordbbiakbdl pedig
nem szarmagzik x, valamint, kédoljuk a paros szamkkal w elemeit.” igy még
csak w egy részhalmazan definidltuk a relaciot, ez persze konnyen atviheto

az egészre. |

5.4. A Spector-Gandy-tétel

[10]-ben taldlhaté a Spector-Gandy-tétel alabbi bizonyitdsa. Ehhez be kell
vezetniink a A} kédolds fogalméat. Legyen X = w vagy 2“.

5.17. Definicié. Tegyiik fel, hogy van C' C w x 2¥, valamint P, S C w x 2“ x
X, hogy C, P 113, S pedig 31, 1igy, hogy:

o minden (e,u)-ra {v € X : (e,u,z) € P} ={x € X : (e,u,z) € S}

e minden u € 2°-ra és D € Aj(u)(X)-re van olyan (e,u) € C, hogy az

elozo pontbeli szekcio épp D,
ekkor e-t D egy Al(u) kddjanak mondjuk.
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Hasznéljuk a jol ismert IT} redukcids tétel relativ valtozatét.

5.18. Tétel. (II} redukcid) Legyen A, B Tli-ek. FEkkor van eqy Ay, By 11}
diszjunkt par, hogy AUB = AgU By és Ay C A, By C B.

5.19. Tétel. (Spector-Gandy) Létezik a definicicban megadott tulag-
donsagokkal C, S, P halmazhdrmas.

BIZONYITAS. Sziikségiink van az univerzélis 1} halmazra, vagyis egy U C
w X 2 x X, hogy tetsz6leges u € 2¥-ra és D € Al(z)-re van olyan e € w,
hogy D = {y € X : (e,u,y)}. Ilyen U konnyen megadhatd, ha ismerjiik
univerzalis nyilt konstrukcidjat.

Rendeljiik e € w-hoz egy (e, e1) péart a természetes bijekcidval. Legyen
Up = {(e,u,z) : (eo,u,z) € U},

Uy ={(e,u,z) : (e1,u,x) € U}.

Ekkor Uy és U TI} univerzalis par, azaz minden A, B € I1}(u) van e, hogy a
két halmaz szekcidi épp ezek. A legyen a redukcids tételbol adédo két halmaz
Py C Uy, P, C U;. Definidljuk P = Py-nak, S = Pf, C pedig azon (e, u)-
k halmaza, hogy Vo € X-re (z,e,u) € Py U Py, ez nyilvan II}, és minden
(e,u) € C feletti szekcidja P-nek és S-nek megegyezik. Legyen u € 2¢
D € Al(u) tetszbleges. Ekkor van egy (e,u), hogy Uy és Uf (e,u) szekcidja
is D. [ ]

5.20. Kovetkezmény. Amennyiben x,y,2 € 2*, 0(x,y, 2) I} formula, ak-
kor ¥(y,z) = 3w € Al(y)0(x,y, 2) is az.

BIZONYITAS. 1(y, z) pontosan akkor teljesiil, ha Je € w
1. e egy Af(y) kod
2. Vz, ha x az (e, y) szekciéja S-nek (vagy P-nek), akkor 6(z,y, 2).
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Ahhoz, hogy a formula IT} legyen, az implikdci6 elsé felének Yi-nek (z az
(e,1) szekcibja S-nek (vagy P-nek)) kell lennie. Node ez igaz, (s6t Al-ség is)
hisz = az (e, y) szekcidja S-nek (vagy P-nek) <= Vn € w

1. han € z, akkor (e,y,n) € S,
2. ha (e,y,n) € P, akkor n € x.
Vildgos, hogy mindkét feltétel 1. ]

5.21. Megjegyzés. A kovetkezmény igaz v € Al(y) helyett D C 2¥-ra D €
Al(y)-re is.

6. Az altalanos eljaras

Ezek utan megfogalmazhatunk egy kritériumot, amely altalanositja az eddigi
eredményeket. Legyen F' : 2<¥ — 2<¢ fiiggvény olyan, hogy tetszoleges
z €2 st €2%%ra

e sCt= F(s)C F(t),
® 5, C Spit, 6sl(s,) — 00 = U(F(s,)) — o0,

e ha Vn € w-re s, C spy1 és Vb < I(sp)/2-re s,(2k) = 2(2k), akkor
z ST Un€w F(Sn)

Kédoljuk a fiiggvényt egy F' C w valdssal. Legyen (3, egy, a 4.7. Lemméban
garantalt sorozat eleme, ugy, hogy F' € Lg,, valamint 8,41 > B, + 2w.
Egy {a, € 2¥ : a < B} megszamldlhaté sorozatra jeldlje a < szerint els6
felsorolast a,. Rogzitsiik tovabba a,, koordinatainak egy a paratlan, z koor-
dinatainak a paros koordinatdkba vald beirasat. Az ezen valds megszoritasait

az els6 n koordindtéra jeloljiik s,-nel, F(z,{aa}a<g) = U, e, F(5n).
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6.1. Allitas. (V = L) Amennyiben z, = Es, (Eg, a Miller-tétel bi-
zonyitdsdhoz hasonldan konstrudlt reldcid), az = F(z,{aa}a<p), akkor az
{ag : o < w1} halmaz T (F).

Bi1zOoNYITAS. Analdég a 4.6. Tételndl mér végiggondolt bizonyitdssal. ]

Természetesen F' ilyenkor megad egy 2¢¥ — 2% fiiggvényt, amely foly-
tonos is, masrészt tetszoleges G : (2¢¥)¥ x 2¥ — 2¢ folytonos fliggvény,
melyre G(z,z) >r z minden z-re, jé leképezés, persze a Turing-nagyobbsag

cserélhetd Al-ségre is. Ezt 6sszefoglalva:

6.2. Allitas. (V = L) Ha az eljards olyan, hogy megszamlalhatd sok ponthoz
valasztunk eqy kovetkezot, és ez megtehetd eqy F' : R x RY — R folytonos
flgguény segitségével, melyre igaz, hogy V({x,7) € R x R*)(F(x,y) > 2)
(vagy z aritmetikus F(x,y)-ben) akkor az eljdrds folytathats wy lépésben és

a kapott értékek halmaza TI} lesz.

6.1. Elegend6en abszoliutsag

Tovabbi kérdés, hogy milyen "nagy vélasztasi szabadsag” esetén valaszthato
meg ITi-belinek. Megfogalmazunk egy altaldnos elvet, majd azt bizonyitjuk

is. Felhasznaljuk a kovetkezo tételt.

6.3. Definicié. Az S = {x € 2* : € L.} halmaz elemeit onkonstrudlo

valosaknak nevezik.

6.4. Tétel. ([13]) S T} halmaz, tovdbbd egy dnkonstrudlé x € 2*-ra és z C
w-ra z € Aj(z) <= 2 € Lys.

6.5. Definicié. Legyen ¢(x,...) formula. Ekkor azt mondjuk, hogy ¢ ele-
gendden abszolit az elsé vdltozéban (x-ben), ha minden x € S-re van egy

ap(p,x) < Wi, hogy Yyr, ..., yn <g x-1e és Yo > o limeszre
Lo = oz, y1,-- - yn) <= LEo(@,y1,.. Yn)
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Tegyiink néhany észrevételt az elegendden abszolitsagrol. Nyilvanvald, hogy
¢, elegendden abszolit formuldkra ¢ A és —¢ is elegendden abszolut. Ha-
sonl6an vildgos, hogy egy o(x,y1,...,y,) formula elegendéen abszolitsiagan
nem valtoztat, ha ¢ helyett a ®(x,y1, ..., yn) = O(T, Y1, ..., Yn) Ni<n (¥; < )

formulat tekintjiik.

6.6. Allitas. Tegyiik fel, hogy o(z,y1,Y2, ... ) elegendben abszoliut x-ben, ak-

kor a (Vy1 <p x)9(x,y1, Y2, ) €s a (Vy2 <p y1)d(, Y1, Y2, ... ) formuldk is
elegendoen abszolutak x-ben.

BizoNYITAs. Ha ugyanis a > «p limesz és L, E (Vy <p x)¢(z,y,...)
x € Lg, 1gy, mivel L, < szerinti kezdoszelet és < limeszekre abszolit, ez
pontosan akkor teljesiil, ha(Vy <p )L, E ¢(x,y,...) <= My <pz)L |
o(z,y,...) <= LE Yy <gx)p(x,y,...). A masodik allitas is ugyanigy
igazolhatd. |

6.7. Kovetkezmény. Az elso valtozoban elegendden abszolit formuldk meg-

felelé (nem az elsé vdltozdt korlatozd) korldtos kvantorokra zdrtak.

Nyilvanvald, hisz pl. Jy € z¢(z,y, z) atirhaté Jy < 2(y € 2z A o(x,y, 2)
alakba.

6.8. Tétel. Tegyiik fel, hogy p € 2¥ régzitett paraméter, ¢(z, f,p) elegendden
abszoliit z-ben, L = V35 ad(x, f,p). Tegyiik fel még, hogy van egy f : wy —
2¢, X = ran(f) C S, valamint minden o < wy-re L = ¢(f(a), fla,p) és
fla,p <1 f(a). Ekkor X T (p).

BIZONYITAS.
Legyen ®(x, f,p) = o(x, f,p) A f,p <p x, ® persze szintén elegendben
abszoltit. Belatjuk, hogy € X <= VT Turing gépre IE € Aj(x), hogy

L pe(wE),
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2. E jélfundalt,

3. (w,FE) Eo,

o

4. ©,T(x) € (w, F),

o

5. (w, E) ="haT(z) jélrendezés w-n, akkor 353g(ord(5) Ag izomorfizmus
(&.T(x)) & (5, E) koat)”,

6. (w, B) = 3f(®(2, f,p) A (VBEdom(f))®(f(5), f15, p)-

Ez elég, ugyanis: Turing gépbol megszamlalhaté sok van, igy, hasznalva
a Spector-Gandy tételt azt kell bizonyitani, hogy {(F,z,p) € 2¥ x 2 x 2¥ :
(E,z,p)-re 1 — 6} II] halmaz. Ezt pedig mar meggondoltuk 4.3-ben.

5-ben még meg kell adnunk mit értiink a jolrendezés alatt. Azt mondjuk,
hogy az A € 29*¢ jélrendezés w-n, ha rendezés (a klasszikus definicié szerint),
és nincs egy f: w — w leképezés, melyre Vn,m € w(n >m = f(n)Af(m)).
A felirt definiciéban csak az w-t hasznaltuk konstansként, de ez limesz
abszolut, azaz van egy formula, amely konstansmentes és definidlja, ezt
hasznéljuk (w, F)-ben (lasd 2.17-t).

Miért kell az 5, 6 feltétel? Ezek biztositjak, hogy minden elég nagy o < wy

limeszre L,-ban mar igaz ¢, ahogy majd latni fogjuk.

6.9. Lemma. Tegyiik fel, hogy adott eqy v, 3, ¥ formula, hogy minden o >

g limeszre

(Va,y € Lo)(La = ¢(z,y) <= L ¢(x,y)),

¥ olyan formula, melynél eqy x-hez legfeljebb eqy y tartozik L-ben, valamint

teljesiiléséhez x-nek eqy rendszdmral kell figguénynek lennie, tovabbd Af € L,
hOgy f : ﬁ - Lao €s V’}/ < 6 L }: ¢(f|/77 f(/Y)) Akkor f € La0+ﬂw2+w+1~
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BizoNYITAS.  Transzfinit rekurziéval bizonyitunk.  Vildgos, hogy f
egyértelmi minden kezddszeleten, azaz minden (-ra és oy < « limeszre leg-
feljebb egy olyan f : f — L,, létezhet, hogy L, | (V3" < B)u(f|F, f(5)),
persze ezek is egymas kiterjesztései.

Tegyiik fel, hogy ' < (-ra belattuk. Ha 3 limesz, legyen (£, z) € f3 <=

Lagtpwre = 3f. 8 < B)(f 1 8" — LagN& z) € FAB" < B)0(f18", F(B)).

Persze fsz € Log+gw2tw+1- Belatjuk, hogy az igy definidlt fz fliggvény, ez
kovetkezik egyértelmiiséghél. dom(fz = 3), hisz, ha 5 < (3, akkor az induk-
cids feltevés miatt 3 + 1-re van egy fa1+1 € Lag+(3+1)w24wr1 C Lag+pwrtw-

Ha [ rakévetkezo, legyen (€, z) € fz <=

La0+ﬁw2+w ): <£7 £C> € fﬁfl V w(fﬁ*hx)'

Ehhez persze elég, hogy ap + (8 — Nw2 +w + 1 < ap + w2 + w. ]
A kovetkezo fontos tételt csak vazlatosan bizonyitjuk, ehhez felhasznaljuk

az alabbi, nem tul nehéz allitast:

6.10. Allitas. Legyen x,y € 2*. Hax € Loy, akkor i < wi. ([13])

6.11. Tétel. Ha x € S, akkor minden 3 < wi-re van Ez € L.z, hogy
(w, Eg) = (Lg, €).

BIzZONYITAS. (Vézlat, a részleteket lasd [1]-ben.)

Tegyiik fel, hogy o(z) = ¢+ 1. Ekkor, mivel z € S, ¢ < wf. Az 5.15.
Allitds miatt kapjuk, hogy van egy E, € Ly, hogy (w, E,) = (L,, €).

Konnyti latni, hogy E, € S. Ekkor minden 3 < wr-re létezik E. 5 €
AL(E,), melyre (w, E,y3) = (L,44, €). Ugyanis 5.12-ban lattuk, hogy A}(E,)-
ban van E,; (s6t E,1,). 6.9 segitségével felépithetjiik hasonldan az E, s-kat
B < whra.

Tovabba, x € Lw{aL, akkor wi < waL, azaz minden ¢ < 8 < wi-re igazoltuk

az allitast. De, ha § < ¢+ w < wy, akkor van Eg € Lz, jelesiil tudjuk, hogy
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van egy ¢(3) formula mely definidlja L,y,-ban Lg-t, azaz meg tudjuk adni
w egy H részhalmazét, amely (w, E,;,)-ban épp Lg, és erre megszoritjuk

E,;,-t. Ebbdl konnyen megkaphaté Eg. [ |

6.12. Lemma. Ha z € S, a < w{ limesz, akkor létezik eqy g, W, €
Lotwzatwst C Loy pdr, hogy g : (o, €) = (w, Wy).

B1zoNYITAS. Tudjuk, hogy minden ilyen a-hoz van egy E, € Lye, hogy
(Lo, €) = (w, E,). Ekkor legyen H = {r € w: (w, E,) F ord(x)}, H € Ly,
hisz formuldval definidlhaté. Tekintsiik az E, |y, ez izomorf («, €)-nel. Akkor
egyszeriien felsorolva H-t w-ra athizhaté a rendezés, igy kapjuk W,-t.
Felépitjiik a g izomorfizmust. Legyen ¢(g,y) <= ¢ : [ — w valamely
B < a-ra, y € wa W, minimélis w \ ran(g)-beli. Tekintsiik a 6.9 lemméban
(amely itt nyilvan hasznalhaté) megadott kiiszobot, ez azt adja, hogy g €

Lagt2+w2atwi1, valamely ap < wi-re, tehdt specidlisan € L. [ |

6.13. Lemma. Tegyik fel, hogy R € L, rendezés w-n, amely nem
jolrendezés. FEkkor van eqy r : w — w leképezés, amely taniusitja ezt, €s

re La+3

B1zoNYiTAS. Valamely o < wf limeszre R € L,. Legyenz € H <= L, |
(In)((zRn) A (Ym)(xRm = (3k)(xRk N kRn))) azaz azon elemek halmaza,
amelyeknél nincs R nagyobb R minimadlis. Ha R nem jolrendezés, a csokkend
lancot pedig kivalogathatjuk H elemei koziil, példaul mindig a minimalis H
beli vélasztasaval, amely kisebb az eddigieknél. ]

Most ratérhetiink a 6.8. Tétel bizonyitasara. Tegyiik fel el6szor, hogy
r € X, legyen T rogzitett, ekkor persze T'(x) € Lys. Amennyiben T'(z) w
egy jolrendezése, akkor az a rendszam, amellyel izomorf nyilvan < w{. A 6.12.
Lemma miatt van tehdt egy g € Ls izomorfizmus. Valamely a-ra z = f(«),
a feltételek miatt van egy § < w?® limesz, hogy p, fla, x,T(x),g € Ls, és

§ > ag(®,x). igy, haszndlva 6.11-t kapjuk, hogy van egy Es € Al(z), hogy
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(w, Bs) & (Ls, €). Azt allitjuk, hogy ekkor az Fs kielégiti az 1—5 feltételeket.
1 — 3 nyilvan teljesiil, hisz legyen példaul x az x izomorfizmusnél vett képe.

Ha T'(xz) L-ben nem jdlrendezés, akkor vagy nem rendezés (ekkor persze
Ls-ban sem) vagy nem jélfundalt. Ezt egy leszallé csokkend lanc tanusitja,
ez benne volna Ls-ban, igy ekkor Ls = "T'(x) nem jélrendezés”. Tehat 4
teljesiil.

Masrészt § megvélasztasa miatt, ha T'(x) jélrendezés, akkor Ls-ban van
azt tanusito izomorfizmus.

Tudjuk, hogy 6 > ao(P,z) és ® elsé valtozéban elegendben abszolit.
Ezen felil az is igaz, hogy

L = (V8 € dom(f|a))(®(z, fle, p) A @(z, fla, p)
= Ls (V8 € dom(fla))(®(fla(B), (fla)B,p) A ®(x, fla, p)
= (w, Es = (3f)((VBEsdom(f))(®(f(8), [18,p) A (&, f,P)),
hisz fla,p <p 2. Az” <= " rész azért teljesiil, mert a ¢ formula elegendéen
abszolut, ekkor a ®'(z, f, p, 5) = ®(f(5), |5, p) is az, ebbdl pedig egy (V5 <,
(ord(B)NG € dom(f)ND'(z, f,p, 3)), ami szintén elegendéen abszolit (6.6).
Azaz 5 is teljestl.

A masik iranyhoz tegyiik fel, hogy z-re teljesiil a jobb oldal. Belatjuk,
hogy ekkor z € S. T-t tetszélegesen vélasztva, mivel E € Al(z), és @ €
(w, E), E-re teljesill 2, ezért x € Lg valamely f-ra, hogy (w, E) = (Lg, €).
Node ekkor persze 8 < wfﬁ < w® (6.10. Allitds miatt). Azaz z € L.

Most elég igazolni, hogy van olyan §, melyre létezik egy Fs € Al(x) ki-
elégit az 15 feltételt, § > ag(¢p, x) és (Ls, €) = (w, Es). Ugyanis amennyiben

ilyen 0 van, akkor

(w, E5) = AN ((YBEsdom(f))(@(f(8), F18,D) A (%, f,))

ami pontosan akkor, ha

Ls = BNH((VE € dom(f))(@(f(B), f1B,p) A ®(z, f,p)).
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Akkor van egy f € Ls, hogy

Ls |= (V6 € dom(f))(®(f(8), f18,p) N ®(x, f,p))-

Hasznélva az elegendden abszolutsagot kapjuk, hogy

L= (V6 € dom(f))(®(f(0), f15,p) A ®(x, f,p)),

viszont a f természetesen egyértelml, s6t kezddszeletei is azok, igy
fldom(f) = f, rdadasul f kovetkezd értéke épp z, vagyis o € X.

Belétjuk, hogy Jilyen 6. Legyen ¢ > (¢, x), &' < wi tetszbleges, ekkor
van egy Wy is, hogy (w, W) = (¢’, €). Mérmost definc¢ié szerint 1étezik egy
T Turing gép, hogy T'(x) = Wy, erre létezik egy megfelel6 E. Akkor (w, E)
természetesen izomorf (Ls, €)-nel valamely d-ra, 4 miatt van egy g € Lg

izomorfizmus g : (w, Wy) = (8, €), ekkor persze §' € Ls, igy § > op(P,z). m

6.2. Az altalanos tétel néhany kovetkezménye
Szeretnénk beldtni a most bizonyitott tétel néhany hasznos kovetkezményét.
6.14. Tétel. (V = L) Tegyiik fel, hogy F : [2*]=%0 x 2¥ — 2% Borel leképezés,

P C 2¥, |P| > Ny szintén Borel. Tegyiik fel még, hogy minden A € [2*]=N
p € P parra

F(A,p) = s, akkor s eqy By halmaz Borel kédja, és erre teljesil, hogy
|BS N S| > No.

Legyen P = {p, : @ < w1} <y szerinti felsorolasa. Ekkor van eqy {x, : a <
w1} C 2¢ II7 halmaz, hogy minden o < wy-re T, € By, ahol s, = F({zp :
B < a},pa).

A tétel tulajdonképpen arrdl szél, hogy ha van egy transzfinit rekurzids

eljardsunk (F), amely az el6zéek és egy paraméterhalmaz (P) fiiggvényében
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megmondja a jé valasztasok halmazéanak Borel kodjat, és ez a halmaz meg-
feleléen nagy, akkor az eljards végigvihetd gy, hogy koanalitikus halmazt
kapjunk.

BizoNYITAs. Rogzitsiink egy-egy cr, cp kédot, melyekre F' = B.,., P = B.,.

A rekurziot elegendéen abszolit médon definidljuk. ¢(x, f,cp,cp) <~

CF

x a <; minimélis olyan, melyre 3. <; x, hogy o(x) = ¢+ 1 és

3s,g,0,7, 0", W € Lo(z)42,
1. f fuggvény, dom(f) = «, ord(«)
2. f,h,s,p €L,
3. g:w — ran(f) sziirjektiv
4. p' € By, p' <p-szerint a-adik
5. ((ran(g),p’),s) € B, és x € B,,
6. (w,W)=(r,€)ésW <puz

1 — 3-rél vildgos, hogy elegendden abszolut z-ben, 4 — 5 pedig kovetkezik

az aldbbi lemmabdl.
6.15. Lemma. A ((z,¢) <= x € B. formula elegendéen abszolit x-ben.

Bi1zoNYiTAS. Ehhez beldtjuk a kovetkezd allitdst.

6.16. Allitas. Tegyiik fel, hogy T € L, jolfunddlt fa w<*-n, a limesz. Ekkor
rk(T) < a.

BizoNYITAS. T rangja szerinti indukciéval bizonyitunk. Tudjuk, hogy
rk(T) = sup,e,7k({t € T : t(1) = n}). Nyilvanvals, hogy Vn-re
{t € T :t(l) = n} € L, szintén. Ekkor az indukciés feltevés miatt
rk({t € T : t(1) = n}) < a, akkor persze sup-juk is kisebb. u
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Az elegendGen abszolutsag igazolasahoz legyen ¢ <; xz. Ha B = B,
bazisnyilt, akkor az x € B formula nyilvan elegendden abszoliat. Akkor, ha
B.-hez a T fa tartozik, természetesen T € Lye. Ez esetben rk(T) < wf.
Akkor rk(T') hosszu rekurzidval tudunk definidlni egy b : T" — 2 leképezést,
amely egy csucsrél megmondja, hogy a cstics altal meghatarozott részfahoz

tartozé Borel halmaznak elme-e z. Legyen ((x,¢) <=
(F)(b: T —2Ab0)=1A (Ve T)(b(t) =1 <=

(V/3Inew)(tn e T ANb(tn) =1)V (An)(tn € T)(x € p(t)))

V vagy 3 attdl fliggden, hogy az adott csicsndl metsziink vagy uniézunk.
Haszndlva a 6.9. Lemmdt kapjuk, hogy b € L,=. Akkor, ha b € L,,, akkor
nyilvanvald, hogy minden o > «y limeszre L, = ((z,¢) <= L | ((z,¢). B

Fejezziik be a 6.19. Tétel bizonyitasat. 6 elegendden abszoltutsaga azon
mulik, hogy tudjuk, egy (w, W) = (¢, €) izomorfizmus € L, ,2,1.+1-ben van.
igy, ha L |="3W € L,;y, melyre 67, akkor 8 > ¢ 4+ w2 + w + 1 limeszre Lg-
ban szintén teljesiil. Az 1 — 6 formulak elé csak korlatos kvantorokat irtunk,
L, limesz abszolit médon definidlhato. Innen vilagos, hogy a felirt ¢ formula
elegendben abszoltt.

¢-nél egy fix f-hez legfeljebb egy z jé, a <p minimalitds miatt. Ah-
hoz, hogy tudjuk hasznalni a ¢-re az el6z6 alfejeztben bizonyitott altalanos
tételt, még igazolnunk kell, hogy létezik egy f leképezés, amely teljesiti a
feltételeket. Transzfinit rekurzidéval konstrualjuk meg. Tegytik fel, hogy
a < wi-ig megvagyunk az f : o — 2% leképezéssel. Most vélasszunk egy z-et,
amely S-beli és teljesiil rd ¢(x, f,cr,cp). Ez a kovetkezéképp teheté meg:
legyen x a <y minimalis SN F(ran(f), pa)-beli, hogy 3¢ : w — ranf sziirjek-
Ci0, g, Pa,Cp,CF € Lo(y). llyen x valaszthato, hisz nem megszamldlhaté sok
valésra a rendjeik halmaza kofinalis wi-ben.

Egy elozéekben hasznalt gondolatmenetet ismételve belatjuk, hogy = €
S <= IW € Lya, (W, W) = (1,€). Hax € S, akkor o(z) < w{, ekkor
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van egy W <p x, hogy (w,W) = (1, €), tovdbba T'(x) € Ly)4+2 minden
T Turing gépre. Mésrészt, ha van ilyen W, akkor o(z) < wf, ekkor persze
o(z) +1 < wi, tehdt z € S.

Tehat jelen esetben a <; minimdlis elem megegyezik a <; minimalis S-
belivel. Ezzel belattuk, hogy a rekurziéval definidlt f j6. Akkor 6.8 miatt
ran(f) I} (cp, cp). |

A tétel minden tovébbi nélkiil dtvihetd I13-re, ha sikeriil a 6.15. Lemmét

atiltetni. Ez viszont igaz, ugyanis:

6.17. Tétel. [2] A pontosan akkor 111(z), ha van egy csak korldtos kvanto-
rokkal felirhato 1 formula, hogy

y€A = Ly:ly,2| = Ja(z,y).

Tudjuk, hogy van U univerzalis II} halmaz, azaz olyan, melyre minden A

I1}-re van egy z, hogy U, = A.

6.18. Kovetkezmény. Tetszidleges z € 2°-ra az x € U, formula elegendden

abszolut x-ben.

B1ZONYITAS. Az eléz8 tétel miatt, ha = € S, z < x, akkor (z,7) €
U < Lg=[z2] F yv((z,2),y). Persze L,z=[z,x] = Lyg, van olyan
oy < wi, amelyre y € L,,. Mivel 1-ben csak korlatos kvantorok vannak,
Lo E Jy((z,x),y), ha a > «p. u

6.19. Tétel. (V = L)Tegyiik fel, hogy F : [2*]=% x 2 — 2% T} grafikoni
leképezés, P C 2¢, |P| > N szintén 1} halmaz. Tegyiik fel még, hogy minden
A€ [2¢]=% p e P pdrra

F(A,p) = s, akkor |U;N S| > Ny

Legyen P = {po : a < w1} <p szerinti felsoroldsa. Ekkor van egqy {x, :
a < wi} C 2¥ I3 halmaz gy, hogy minden o < wi-re x, € U, , ahol

So = F({zs: B < a}l,pa).
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6.20. Megjegyzés. Az, hogy F grafikonja TI1 halmaz, nem wvalddi
altaldnositds, ugyanis egyszeriien meggondolhato, hogy minden ilyen

sziikségképp Borel is.

6.21. Allitas. A megfogalmazott nagysdgi feltétel (\UsN S| > Rg) ekvivalens
azzal, hogy minden x € 2%-ra van y € Uy, hogy v € Al(y).

BizONYITAS. Az egyik irdny vildgos, most tegyiik fel, hogy U,-ben van
tetszolegesen magas elem. Belatjuk, hogy van S-beli is. Legyen x € 2¥
tetszbleges. Létezik egy t € S, hogy t <7 w, s, tekintsiik a {y : t € Al(y)}NUj
halmazt. A feltevés szerint ez nemiires, € I1j(¢). Ekkor van egy y eleme
melyre y € Lw%,t[t] = L,v. Mindkét utébbi &llitds (jelesiil hogy ez a halmaz
I1}(t), és hogy van ilyen y) igazoldséat ldsd [13]-ban. [

6.22. Kovetkezmény. (V = L) Tegyiik fel, hogy F : [2*]=% x 2¢ — 2« TI}
grafikoni leképezés, P C 2¥, |P| > Vg szintén 17 halmaz. Tegyiik fel még,
hogy minden A € [2¢]<% p € P pdrra

F(A,p) = s, akkor minden z € 2°-ra Jy € Uy, hogy z € A (y)

Legyen P = {p, : a < w1} <p szerinti felsoroldsa. Ekkor van egqy {x, :
a < w} C 2¥ I} halmaz tdgy, hogy minden o < wi-re x, € U,,, ahol

Sa = F({zs: B <a}l,pa).

6.23. Megjegyzés. Vagyis elég, hogy a jo vdlasztasok halmaza mindig ko-
findlis legyen <p-szerint, hisz ha ¥ <7y akkor x € Al(x).

6.24. Megjegyzés. A F : [29]SR0 x 2% — 2% cserélhetd F @ [R]¥ x 2% — 2%-
ra, eqgyszerten eqy valoshoz hozzdrendelve a binedris alakjat 2¥-bol csak
megszamldlhato sok elem marad ki, ez a leképezés persze rekurziv Borel. Ak-

kor a 2¥-ban konstrudlt halmaz &se T1j.

6.25. Megjegyzés. Ugyanezt a gondolatmenetet végigokoskodva, amennyi-

ben az U, halmazrol csak azt tudjuk, hogy nem tres, X% halmaz érhetd el.
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7. Alkalmazasok

A kimondott altalanos tétel leginkabb hasznélhatd, a bevezetésben is idézett

formdja a kovetkezo:

7.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy F : [2°]=%0 x 2¥ — 2% Borel leképezés, P C 2¥
Borel halmaz, |P| > Ry. Tegyiik fel még, hogy minden A € [2°]=% p € P

pdrra

ha F(A,p) = s, akkor s egy Bs Borel halmaz kddja, és
(Vy € 2°)(3r € Bs)(x 21 y).

Ekkor van a halmazelméletnek egy modellje, melyben létezik a P-nek eqy {pq
a < wi} felsoroldsa és eqy {ry : @ < wi} C 2¢ I, hogy minden a < w;-re

To € By, ahol s, = F({zs: 0 < a},pa).

Az eddig kédolasi lemmék és a Miller tétel Gjra végiggondolasa aran bi-
zonyitott allitasokat most konnyedén igazolhatjuk, ugyanis maguk a kédolasi
lemmak megadjak 2* egy beleképezését a ”jé” halmazba ”Turing erdsito”
médon. A moddszer egyenes kovetkezménye, hogy konzisztensen létezik ko-

analitkus:

e 2-pont halmaz,
e MAD-csalad,
e Hamel-bazis,

e nem megszamlalhaté halmaz, mely minden C! sikgorbét

megszamlalhato sok pontban metsz.

Mlusztracicképp igazoljuk a I11 Hamel-bazis 1étezését, mely taldn a
legkoriillményesebb.

Definidljuk az F : [R?]¥ x 2¥ — 2% leképezést, F({xn,y, : n € w}, 2)-t
adjuk meg:
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e ha {Z,2,,y, : n € w} linedrisan fliggetlen, akkor legyen az {(z,y) :
v,y e Rox+y = z,{x,y,2,,y, : n € w} linedrisan fiiggetlen} halmaz

egy Borel-kddja, ahol z a z € 2*-nak megfelel6 valds,

e ha {Z,x,,y, : n € w} linedrisan Osszefliggd, akkor legyen {(z’,v’) :

{2,y , T, yn : 1 € w} flggetlen} halmaz egy Borel kddja,

e ha {z,,y, : n € w} linedrisan osszefiiggd, akkor legyen egy R2-et kddold

2¢_beli elem.

A Borel kédok kivélasztasa megadhaté kanonikusan, igy a megadott F
nyilvan Borel. A ”j6”, vagyis a kodolt Borel halmazba képezheto 2¢ Turing-
fok novel6 modon, jelesiil, ez a halmaz az elso6 esetben a legsziikebb, ekkor
is megszamlalhaté sok kivétellel minden s € R "felett” van jo pont: z — s,
akkor rendeljiik egy 2“-beli ponthoz a ”felette” levo j6 pontot.

Teh4t a tétel garantal egy sikbeli I halmazt, mely elemeinek koordindtéi
nyilvan paronként kiilonboznek és Hamel-bazist alkotnak. Vetitsiik le ezt a
halmazt a két tengelyre majd unidzzunk. Az igy el6allitott halmaz koanali-
tikus injektiv vetiileteinek unidja tehat koanalitikus (lasd [8]). [

A bizonyitott tételt alkalmazva kaphatjuk meg a kovetkezd eredményt is:

7.2. Allitas. (V=L) Tegyik fel, hogy van egy R TI} reldcid 2
megszdamldlhatd részhalmazain. Tegyiik még fel, hogy minden H € [2<]=R0
és R(H), akkor 3f : 2¥ — {H' : R(H U H')}, amely néveli a Turing-fokot.
Ekkor van egy mazimdlis X C 2% koanalitikus, hogy H € [X]=%0-ra R(H).

8. Ellenpéldak

Vonzo elképzelés volna egy éaltalanos elv megalkotasa, mely minden transz-

finit rekurziés eljarast, amely rendelkezik bizonyos tulajdonsiagokkal, ugy
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igazit, hogy a kapott halmaz II1 legyen. Erre konstrudlunk néhdny el-
lenpéldat.

Vildgos, hogy egy Bernstein-halmaz (a szdmegyenes olyan részhalmaza,
amely és amelynek komplementere nem tartalmaz perfektet) nem lehet ko-
analitikus, hiszen ekkor komplementere - mint analitikus halmaz- tartalmaz-

na perfektet.

8.1. Allitas. Tegyiik fel, hogy H C R olyan nem megszamldlhato, hogy
minden nem megszamldalhato részhalmaza pozitiv kulsé mértéki.  Ekkor
H nem lehet mérhetd, masrészt CH esetén egy ilyen tulajdonsdgi halmaz
konstrudldsahoz van olyan rekurzios eljaras, melyre minden lépésben a nem

valaszthato pontok halmaza nullmértékii.

Bi1zONYITAS. A kézenfekvé transzfinit rekurzids eljardst alkalmazzuk: sorol-
juk fel a nullmértékii G5 halmazokat N,, a < wy, tegyiik fel, hogy a < (-ra

a<ﬁNaU{xa ca < B},
a kizart pontok halmaza ekkor természetesen nullmértékii. [

mar megvalasztottuk x,-t, x5 pedig legyen € R\ (|

Ebbdl vilagos, hogy egy ennyire "szabad” valasztds esetén sem kaphaté
mindig koanalitikus halmaz, hisz az sziikségképp mérheté ([8]).

Most belatunk egy erdsebb allitast, hogy egy tetszoleges rekurzios eljaras,
amely minden lépésben megszamlalhaté sok pontot zar ki, nem feltétlentil

dolgozhaté 4t olyanna, amely IT1 halmazt ad.

8.2. Allitas. (CH) Létezik megszdmldlhaté halmazok eqy Ag, o < wi rend-
szere gy, hogy ha X = {x, : o < wi}-re x,, & Ay, v > «, akkor X nem

lehet koanalitikus.

Bi1zoNYITAS. Vegyiik y.-k egy rendszerét, tigy, hogy o < 3 esetén y, <1 Yo,
valamint a rendszer Turing-teljes, vagyis Vx € R-hez taldlhaté «, hogy
r <1 Yo. Most definidljuk a megszamlalhaté halmazokat, Ay legyen olyan,

hogy amennyiben H € TIIj(yo), akkor H N Ay # (. Természetesen ez
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megtehetd, hisz megszdmlalhaté sok I1i(y) halmaz van. Tegyiik fel, hogy
Ayt megvalasztottuk a < [ < w; -re. Ekkor Ag teljesitse e kovetkezd
feltételt: [H N (Ag\ Uyep Aa)| > 2 valahdnyszor H € T (ya), [H| > R, és
Ua<ﬁ A, C Ap. llyen Ag persze létezik, hisz X, sok pontot dobtunk ki, a
H-k halmaza pedig megszamlalhaté.

Tegyiik fel most, hogy mégis volna egy X € II} teljesitve a fenti
feltételeket. Tehdt volna egy ap, hogy X € TIi(ya,). 1gy |[X N (4s \
Ug<aAp)| > 2, ha o > ap. Ekkor rogzitett a > ap-hoz rendeljitk a legki-
sebb X N (An11 \ Aq)-beli indexét. Mivel a metszet nem iires és v > a-ra
xy & Aq, ezért az hozzérendelt index kisebb mint a. Node ez a leképezés
nyilvan injektiv és regressziv w; egy végszeletén, ami ellentmond a Fodor-

lemmanak. "]

8.3. Megjegyzés. Az elozd tétel ugyanigy bizonyithato tetszéleges projektiv

osztdlyra.

Most belatjuk, hogy a Miller-moddszer altalanositasai més modellekben nem
miitkodnek. Konkrétabban, ha a modell valésai nem mind L[a]-beliek vala-
mely a € R-re, akkor nem viheté végig a bizonyitas. Ugyanis a Miller-féle
konstrukeié alapvetd tulajdonsdga, hogy olyan II] halmazt ad, amelynek

barmely x,y elemére z € Al(y) vagy y € Al(z) teljesiil.

8.4. Allitas. [13] Ha P C R perfekt, akkor létezik x,y € P, hogy x & Al(y)
ésy & Aj().

8.5. Kovetkezmény. Ilyen jellegi konstrukciokkal megadott halmazokban

nem lehet perfekt.

Ha most a modelliink olyan, hogy van z € R\ L[a] minden a € R-re, akkor
az Osszes targyalt (2-pont halmaz, Hamel-bézis, MAD csaldd, C! fliggvények)
esetben kell, hogy legyen a konstrudlt halmazban L[a|-n kiviili elem. Ekkor

viszont, a kovetkezo tétel miatt van perfekt része.
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8.6. Tétel. [6] Ha egy 3i(a) halmazban van R\ Lla]-beli elem, akkor van
P perfekt része.

9. Tovabbi kérdések

Az altalunk belatott dltaldnos tételnél gyengébb allitast igazolnak [2]-ben. A
szerzok eredménye ekvivalens egy konkrét halmazelméleti feltétellel. Ennek

alapjan feltételezhetd, hogy a kovetkezo kérdésre pozitiv a valasz.

9.1. Kérdés. Igaz-e, hogy a 6.19. Tétel a V = L feltételt elhagyva pontosan

akkor teljesiil, ha wy; = wi?

Tudjuk, hogy sem a teljes mértékiiséghdl, sem pedig a rezidualitdsbol nem

kovetkezik a megkovetelt nagysagi feltétel (lasd az eléz6 fejezetben).

9.2. Kérdés. Van-e valamilyen 7jol haszndlhato” sziikséges P feltétel, hogy
ha P(A) valamely A TIi-re, akkor minden x € 2%-ra van egy y € A, hogy
r e Al(y)?
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