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1. Bevezetés

Dolgozatom célja a normdl atépitések elméletének, és annak a sokasagok oszta-
lyozasaban valé alkalmazédsdanak bemutatdsa Browder [2] konyve alapjéan.

A sokasagok osztalyozasdnak egy alapveto kérdése, hogy egy adott Poincaré-
komplexushoz 1étezik-e vele homotopikusan ekvivalens sima sokasag. Ennek a prob-
léméanak egy részét vizsgalja az atépitések elmélete: ha adott egy vektornyaldb a
Poincaré-komplexus felett, és ki van jelolve egy normal kobordizmus osztaly, abban

van-e homotopikus ekvivalencia.

A dolgozat felépitése a kovetkezo:

A 2. fejezetben szerepel a dolgozatban hasznalt fogalmak és jelolések bevezetése,
valamint a fontosabb felhasznalt tételek.

A 3. fejezetben mondom ki és bizonyitom be a normadl atépitésekre vonatkozé
fotételt, ami sziikséges és elégséges feltételt ad arra vonatkozdan, hogy egy normal
kobordizmus osztalyban mikor van homotopikus ekvivalencia. Pératlan dimenzids
esetben mindig van, paros dimenzids esetben pedig egy bizonyos, o-val jelolt obst-
rukcié eltlinése a feltétel.

A 4. fejezetben ismertetem néhany, a sokasagok osztalyozasara vonatkozo tétel

bizonyitasat, melyek mind a fotételre alapulnak.

Koszonetnyilvanitas

Szeretném megkoszonni témavezetémnek, Szlics Andrasnak a téma részletesebb

megismeréséhez és a dolgozat elkészitéséhez nytjtott segitséget.



2. Elokészuletek

Bevezetjiik az alapveto definicidkat, jeloléseket és attekintjiik a felhasznalt tételeket.

A dolgozatban minden sokasagrol feltessziik, hogy sima (C°°), kompakt és irdanyitott.

2.1. Leképezések k-0Osszefiiggdsége

Definicié. Az f : A — B leképezés cilindere Cy = A x [0,1] U B, ahol az uniéban

az (a,1) és f(a) pontokat azonositjuk (minden a € A-ra).

Cf ~ B (mert definidlhat6 egy r : Cy — B deformécios retrakeio: r(a,t) = f(a),
ha (a,t) € Ax [0,1] ésr(b) =bhabe B), és A~ A x {0} be van dgyazva Cy-be.

Jelolés. m;(f) = m(Cy, A)
H;(f) = Hi(Cy, A)
H'(f) = H'(Cy, A)

fgy a (Cy, A) par homotopikus egzakt sorozata a kovetkez6 alakban is felirhato:

— s m(A) L m(B) —— m(f) —— ma(A) —L

Hasonléan az f homologikus és kohomologikus egzakt sorozata:

—— H(4) L H(B) — H(f) — Hi,(4)

L YA —— Hi(f) — HI(B) L HA) —

Definicié. Egy f : A — B leképezés k-sszefiiggd, ha m;(f) = 0 minden i < k-ra.

Az f homotopikus egzakt sorozatabdl leolvashatd, hogy ez ekvivalens azzal, hogy
fs i mi(A) = m(B) minden 0 < i < k esetén izomorfizmus, és i = k -ra sziirjektiv.

(A 0. homotopikus ,,csoport” a tér tutésszefiiggéségi komponenseinek halmaza.)

1. Allitas. Ha M egy n-dimenzids sokasdg, f : M — X, \ € Tpr1(f), p < 5, és

n > 4, akkor \-t , reprezentdlhatjuk” eqy f : M %(J) DPtY 5 X leképezéssel, ahol a
ragaszté leképezés eqy @y : ODPT = SP — M bedgyazds.



Bizonyitds. Vegyiik X egy [ : (DP*!, SP) — (Cy, M) reprezentansat. Ha p < %, akkor
Whitney tétele alapjan l| o approximalhato bedgyazassal. Ha p = 5, akkor [| -t
egy immerziéval kozelithetjiik, amirdl feltehetd, hogy ontranszverzalis, tehat csak
véges sok kettds pontja van, és a Whitney-triikkel el tudjuk tiintetni ezeket. Tehat

ha p < Z, akkor l! g Bomotdp egy bedgyazdssal. Ennek a homotépidnak és [-nek

az Osszeragasztdsaval kapjuk A egy olyan I’ : (DPT, SP) — (O}, M) reprezentdnsat,

amire l/|Sp bedgyazas, legyen ez @y. Legyen f(x) = f(x), hax € M, és f(y) =
r(I'(y)) ha y € DP*! (ahol 1 a C; — X retrakci6), ezzel egy jéldefinidlt f : M e
DPFL 5 X leképezést kapunk. O

2.2. 1 foku leképezések

Definicié. (A, A’) n-dimenziés Poincaré-par, ha létezik [A] € H, (A, A") végtelen
rend(i elem, (A, A’) fundamentdlis osztalya, amire [A]N : H(A, A") — H,_;(A) izo-
morfizmus minden i-re. (Ez ekvivalens azzal, hogy [A|N : H'(A) — H,_;(A,A)
izomorfizmus minden i-re.)

A n-dimenzids Poincaré-tér, ha (A, ) n-dimenziés Poincaré-par.

Ha (A, A’) n-dimenziés Poincaré-pér, akkor A’ (n — 1)-dimenziés Poincaré-tér
(és 0[A] = [A] a fundamentélis osztalya, ahol 0 az (A, A") par homologikus egzakt
sorozatdban a hatarleképezés).

Ha M n-dimenzids sokasag, akkor (M, 0M) n-dimenziés Poincaré-par.

Definicié. Legyenek (A, A') és (B, B") n-dimenzids Poincaré-péarok, a fundamentalis
osztalyuk [A] ill. [B]. f: (A, A") — (B, B') 1 foku leképezés, ha f.([A]) = [B].

2. Tétel. Legyenn > 2, (X,Y') n-dimenzids Poincaré-pdar, X egyszeresen dsszefiiggd,
és M n-dimenzids sokasdg. Ha f : (M,0M) — (X,Y) 1 foki leképezés, (f|6M)>k :
H.(OM) — H.(Y) izomorfizmus, és f (\_gj + 1)—6sszef'1iggé’, akkor f homotopikus

ekvivalencia.

Bizonyitds. Mivel f (|2]| + 1)-0sszefiiggd, azaz m;(Cy, M) = 0 ha i < [%] + 1,
és X egyszeresen Osszefliggd, ezért a relativ Hurewicz-tétel miatt H;(Cy, M) = 0
ha 7 < L%J + 1. A (Cf, M) péar homologikus egzakt sorozatdbdl azt kapjuk, hogy
fe Hi(M) — H;(Cy) = H;(X) izomorfizmus, ha i < LgJ



Ebbdl kovetkezik, hogy f* : H'(X) — H'(M) is izomorfizmus, ha i < [2].
Ugyanis felirhatjuk M-re és X-re az univerzalis egyiitthato formulabol kapott révid
egzakt sorozatokat, és az f dltal ezek kozott indukalt diagramot, és erre alkalmaz-

hatjuk az 5-lemmaét:

0 —— Ext(H; 1(M),Z) —— H'(M) —— Hom(H;(M),Z) —— 0

T Ir T
0 —— Ext(H;1(X),Z) —— HY(X) —— Hom(H;(X),Z) —— 0
Mivel f 1 foku leképezés, ezért a Poincaré-dualitas miatt a homoldgiakon indu-
kalt f. : H,—i(M,0M) — H,_;(X,Y) leképezés is izomorfizmus, ha i < \_%J, azaz
n—i> 3]
Most irjuk fel a parok homologikus egzakt sorozatai kozott indukalt diagramot:

lf* l(ﬂaM)* lf* Jf* l(f‘BM)*

Hig(X)Y) —— H(Y) — H(X) — Hi(X,Y) —— Hi_((Y)

Az eddigiek alapjan f. : H;(M,0M) — H;(X,Y) izomorfizmus, ha j > (%1, a tétel
kikotése szerint (f}aM)* : H;(OM) — H;(Y) pedig minden j-re izomorfizmus, ezért
az 5-lemmabdl azt kapjuk, hogy f. : H;(M) — H;(X) izomorfizmus, ha ¢ > {%W

Tehét f. izomorfizmus H,(M) és H.(X) kozott, és X egyszeresen Osszefiiggd,
és M is (ez f homotopikus egzakt sorozatabdl latszik, felhasznalva, hogy f (L%J +
1) > 2-0sszefiiggd), ezért alkalmazhaté Whitehead tétele, f tényleg homotopikus

ekvivalencia. ]

A fejezet hatralevé részében legyen adott egy G egytitthatocsoportot. Minden ho-
molégia- és kohomolégiacsoportot G egyiitthatdsnak tekintiink (de ezt nem jeloljik).

Az eredményeket késobb a G = Z és G = Z, esetekben fogjuk hasznalni.

Legyen f : (A, A") — (B, B’) 1 foku leképezés. Tekintsiik a kovetkezd diagramo-

kat, ahol a fiiggbleges nyilak izomorfizmusok:

Hi(A, A +L— Hi(B, B Hi(4) <+~  H(B)
l[“”” l[B]ﬂ l["”” l[mm
H,i(A) —— H, .(B) Ho (A A —f— H, (B, B)



A N szorzés természetes, azaz ha adottak olyan a € H,(A, A’), b € H,(B,B’),
a € H1(AA') és B € HY(B, B') elemek, amelyekre f,(a) = b és f*(8) = a teljesiil,
akkor f.(aNa) =0bNp € H,_((B). Ezt az a = [A], b = [B], valasztéssal alkalmazva
azt kapjuk, hogy f.([A] N f*(8)) = [B]N B € H,_;(B) minden § € H'(B, B')-re
tehédt az 1. diagram kommutativ. Ugyanez elmondhat6 a 2. diagramrol is.

Ez azt jelenti, hogy a homoldgia- és kohomologiacsoportoknak a Poincaré-dualitas
altal meghatérozott izomorfizmusokkal valé azonositasa utan az f, o f* homomorfiz-
mus identikus. Az azonositas nélkiil ezt a kovetkezoképpen fogalmazhatjuk meg:

Jelolje Dp a ([B]N) izomorfizmus inverzét B ill. (B, B’) homolégiai és koho-
moldgiai kozott. Ekkor f.-nak van jobbinverze, mégpedig ([A]N) o f* o Dp. f*-nak
pedig balinverze van, Dg o f, o ([A]N).

A kovetkezo6 két allitas ennek egyszerti kovetkezménye.

3. Allitas. Ha f 1 foku leképezés, akkor f, sziirjektiv és f* injektiv.

4. Allitas.  H,(A) = Ker(f.); ® Im(([A]N) o (f*)n_i © Dp)
H;(A, A') = Ker(f.); @ Im(([A]N) o (f*)u—i © D)
H'(A) = Ker(Dg o (fo)ni o ([A]N)) ® Im(f*);
H'(A, A') = Ker(Dp o (fu)n—i o ([A]N)) ® Im(f*);
Jelolés.  K;(A) = Ker(f. : Hy( HZ-(B))
K;( ,A’) Ker(f.: H;y(A,A") — H;i(B,B))
(A) = Ker(Dp o f. o ([A]N) : H'(A) — H'(B))

K'(A, A’) = Ker(Dgo f.o ([AN): H(A,A') — H'(B, B'))

Megjegyzés. A jelolésben nem tiintetjiik fel f-et, a hasznalat soran mindig egyértelmi

lesz, hogy milyen leképezés magjarol van szo.

A definiciébol 1atszik, hogy ([A]N) lesziikitése izomorfizmus K*(A) és K,,_;(A, A'),
ill. K(A, A") és K,,_;(A) kozott. Erre kés6bb ugyantigy Poincaré-dualitasként fogunk
hivatkozni, mint a teljes homoldgia- és kohomoldgiacsoport kozti izomorfizmusra.

f* injektivitasa miatt a most bevezetett jelolésekkel a 4. allitas a kovetkezd alakba

irhaté:



5. Allitas. A és (A, A”) homoldgidi és kohomoldgidi kanonikus médon direkt dsszegre

bomlanak:

) = Ki(A) & Hy(B)

)= K;(A,A) @ Hy(B,B)
H'(A) = K'(A) @ H(B)

)2 K'(A,A')® H'(B,B)

i

6. Allitas. K;(A) = H,,1(f) és K
sak).

A) = H™Y(f) (és az izomorfizmusok kanoniku-

N
—~

Bizonyitds. Tekintsiik f homologikus egzakt sorozatat:

(f*)i+1 (f*)z

Hi1(A) Hi11(B) —— Hiw(f) —— Hi(A) H;(B)

(fi)ip1 szirjektivitdsa miatt a H;y1(B) — H;+1(f) homomorfizmus 0. Ezért a
Hi1(f) — H;(A) homomorfizmus injektiv, tehat izomorfizmust ad meg H;1(f) és
Ker(f.); = K;(A) kozott.

Az allitds masik fele a kohomologikus egzakt sorozatbdl jon:

Hi(B) L Hi(A) —— HH(f) —— BH(B) L g
(f*)is1 injektiv, ezért a HY(f) — H*™'(B) homomorfizmus 0. Ezért H'(A) —
H™(f) sziirjektiv, tehdt H(f) = HY(A)/Im(f*); = K'(A). O
7. Allitas. K'(A) = Hom(K;(A), G) @ Ext(K,_1(A),G).

Bizonyitds. Felirhatjuk a (Cf, A) parra vonatkozd univerzilis egyiitthaté formulat:

H™Y(Cy, A) 2 Hom(H;11(C, A), G) & Ext(H;(Cy, A),G). Ez pedig az elézd allitas
miatt pont azt jelenti, hogy K'(A) = Hom(K;(A),G) ® Ext(K;_1(A),G). O

Megjegyzés. Az univerzélis egytitthato formula tobbi alakjanak megfeleléje is ugyanigy
bizonyithaté.

A kovetkezo éllitashoz sziikségiink lesz két algebrai lemmara.



Py Py

Tegyiik fel, hogy adott az abran lathaté kocka alaku, Abel-csoportokbdl allé
diagram, aminek a lapjai a folytonos vonallal jelzett nyilakkal (el6jeltdl eltekintve)
kommutativak, és a fiiggéleges nyilak izomorfizmusok. Ekkor a P, — ); nyilnak van
jobbinverze (a Q; — Q; — P; — P; kompozicié), legaldbbis el6jeltdl eltekintve
(tehat a kompoziciéjuk £idg,). A Q; — P; nyilnak pedig hasonl6 balinverze van (a
P, — P, — Q; — Q; kompozicid). Ezeket a féloldali inverzeket forditott irdnyt
szaggatott nyilakkal jelezziik.

Megjegyzés. Ha a fiiggbleges nyilak (izomorfizmusok) koziil néhanyat megforditunk,
akkor a ,,P” és Q" oldal (el6jeltél eltekintve) kommutativ marad (de az ,,17 és ,,2”

oldal nem).

8. Lemma. A vizszintes lapok a szaggatott nyilakkal is kommutativak (eldjeltdl el-
tekintve).

Bizonyitas. Konnyen ellendrizhetd, hogy a kovetkezd két atalakitéassorozatban az

egymaés utan kovetkezé kompozicidk (el6jeltél eltekintve) megegyeznek:

Py 1 Q2 Q1 P P,
Py P Q1 o Q2 o Q1 Py P P,
Py P Q1 Q2 Q2 Q1 Q1 Py Py P,
Py P P, Q2 Q2 o Q1 Q- Py P,
Py Py P, Q2 Q2 o Q2 Q2 Py P,
Py Py Q2 Q1 Q2 P,

Az elsé atalakitassorozat a felso lap, a mésodik pedig az alsé lap kommutati-

vitasat bizonyitja. O]



Tegyiik fel, hogy adott a kévetkezo diagram, ahol a sorok egzaktak, és minden

i-re 1; 0 5; = idwy,.

v1 V2

Vi Va Vs

W, —2 =Wy —2 = Wy

Ez a diagram a kovetkezo két diagram egymasra rakésaval keletkezik:

U1 U2 U1 U2

Vi Vs V3 Vi Va Vs
Wy, —2 s Wy —2 = TV, W, —2 s Wy —2 = Wy

Vezessiik be a K; = Kerr; jelolést.

9. Lemma. Ha az r;-ket tartalmazo és az s;-ket tartalmazo diagram kommutativ
(eldjeltdl letekintve), akkor v;(K;) C Ky (i = 1;2), és a K;-kbdl dlld sorozat egzakt:

v1\K1\ va| K,

K, Ky K

Bizonyitds. Ha x € K;, azaz r;(xz) = 0, akkor w;(r;(z)) = £rip1(vi(x)) = 0, tehdt
vi(z) € Kiqq.

r; 0 s; = idy, miatt V; = K; @ Ims;.

Ha z € Ims;, azaz x = s;(y) valamilyen y € Wi-re, akkor v;(x) = v;(si(y)) =
+5;01(w;(y)), tehat v;(x) € Im s;41. Ez azt jelenti, hogy a

Vi=K, ®Ims; —— Vo=KoPImsy —=— V3= K3 ® Im sy

egzakt sorozatban a homomorfizmusok megtartjak a direkt osszeadanddkat. Az eg-

zaktsagbol kovetkezik, hogy az aldbbi két (a komponensekbdl all) sorozat is egzakt:

U1|K ’UQ‘K vl‘Ims ’U2‘Ims
Kl —1> K2 —2> Kg IIHSl ! Im82 2 Im83
Az el6bbi pont a lemma allitasat adja. O

Megjegyzés. A W-sorozat egzaktsagat nem kellett volna feltenniink, hiszen nem
hasznaltuk a bizonyitas folyaman. Sot, ez ki is jon a bizonyitasbdl, mert a masodik

komponensekbdl 4ll6 sorozat (s; injektivitdsa miatt) pont a W-sorozat.



10. Allitas. Legyen f : (A, A') — (B, B) 1 fokii leképezés. Ekkor létezik a kivetkezd

egzakt sorozat:

ahol Ki(A') = Ker((f| )« : Hi(A") = Hy(B')), és a homomorfizmusok az (A, A)

pdr homologikus egzakt sorozatdaban szereplé homomorfizmusok leszikitései.

Felirhato ennek a sorozatnak a dudlisa is:
— K71(A) —— KY(AA) —— KY(A) —— KY(A) —

Bizonyitas. Tekintsiik a kévetkezo diagramot:

H-Y(B) H(B, B) H(B) Hi(B)
f/1 f* g 7 f* g 7 f* 7
. / / . / / . - - . - g -
Hzfl(A/) HZ(A, /) Hz(A) Hz(AI)
[B']ﬂl [B]ﬂ\ [B}ﬂ\ [B']N
Hn—i(B/) - | Hn—z(B) - n—i(B7 B/) - | n—z’—l(B/)
win| o2 ap| o an| 2 win| 2
s s et e
Hn—i(A/) Hn—z(A) Hn—i(Aa Al) Hn—i—l(A/)

Ebben a fiiggéleges nyilak izomorfizmusok (Poincaré-dualitds). A | ferde” nyila-
kat tartalmazo fliggbleges lapok a N szorzéds természetessége miatt kommutativak (a
folytonos vonald nyilakkal). (Az eddigiekbdl kovetkezik a féloldali inverzek, vagyis a
szaggatott nyilak létezése.) Az elsé ill. hatsé lap a Poincaré-dualitas altal az (A, A”)
ill. (B, B’") par homologikus és kohomologikus egzakt sorozata kozott indukalt di-
agram; ezek el6jeltdl eltekintve kommutativak. Az alsé ill. fels6 lap az f altal az
(A, A") és (B, B') parok homologikus ill. kohomologikus egzakt sorozatai kozott in-
dukalt diagram; ezek kommutativak.

Tehéat a diagramon szereplé mindharom kocka osszes lapja eldjeltdl eltekintve
kommutativ, ezért mind kielégiti a 8. lemma feltételeit. Ezért a vizszintes lapok
kommutativak (eléjeltdl eltekintve) a szaggatott nyilakkal is.

Ezért alkalmazhaté a 9. lemma gy, hogy a V-sorozat az (A, A’) par homologi-
kus egzakt sorozata, a W-sorozat a (B, B') paré, r; = f., és s; az f. jobbinverze.

Eredményiil pont az allitasban szerepl6 egzakt sorozat 1étezését kapjuk.

10



A kohomologikus egzakt sorozat ennek a Poincaré-dudlisa. (Vagy bebizonyithaté
ugy is, hogy a 9. lemmaét a diagramban szereplo kohomologikus egzakt sorozatatokra

alkalmazzuk, az s; = f* vélasztassal). O

A A A,

1. 4bra

Definicié. Ha (A, A') n-dimenziés Poincaré-par, A = A; U Ay, Ag = A1 N Ay, Al =
A;NA (A, AU Ap) és (Ag, AL U Ap) n-dimenzids, (Ao, Ap) pedig (n — 1)-dimenzids
Poincaré-par, akkor azt mondjuk, hogy (A, A") az (A;, A} U Ag) és (As, AL, U Ap)

Osszege (Ag, Aj) mentén (1. dbra).

Ennek specidlis esete sokasagok Osszefiiggd unidja ill. perem menti Osszefiigg6d
uniéja. Az M és N n-dimenzids sokasagok Osszefliggé unidja, M# N, az a sokasag,
amit ugy kapunk, hogy M és N belsejébol kivagunk egy kis D™ golyét, és a keletkez6
S™=1 peremeket egy iranyitasvélté diffeomorfizmussal azonositjuk. Hasonléan ha M
és N pereme nem tires, akkor vehetjik M#5N-t, a perem menti 6sszefliggd unidjukat:
kivagjuk egy (D%, D" ') — (M,0M) és (D', D" 1) — (N,0N) leképezés képét, és
a keletkezé S7' peremeket azonositjuk. Ezeknek a konstrukcidknak a megfelel6i

elvégezhet6k n-dimenzids Poincaré-terekre ill. parokra is (1d. Wall [13]).

Tegyiik fel, hogy (A, A’) az (Ay, AJUA) és (Ag, ALUA) Osszege (Ag, Af) mentén,
(B, B') pedig az (B, B} U By) és (Bs, By U By) osszege (By, Bj)) mentén. Legyen
f: (A A) = (B,B) 1 fok leképezés, amire f(A;) C B;. (Ekkor f|<Ai,aAi> :

11. Allitas. Ekkor létezik eqy ilyen egzakt sorozat:

11



Illetve a dudlisa:
Ki_l(AQ, A6> —_— Ki(Al, All U Ao) b KZ(AQ,Aé U Ao) E— KZ(A, A/) E— Ki(Ao, A6)

Bizonyitds. Tekintsiikk az A = A; U Ay felbontas homologikus Mayer-Vietoris soro-

zatat, és ennek a dudlisat:
Hi_l(Ao, Aé) e Hi(Al, All U Ao) @ Hi(AQ, AIQ U Ao) —_— HZ(A, A,) e Hi(Ao, A6)

L[Ao}ﬁ l([Aﬂﬁ)@([Aﬂﬁ) L[A]ﬂ j[AO]ﬁ
H,_i(Ao) H,_(A)) & H,—i(As) H,_i(A) ——H,_;_1(Ao)

Ebbdl elkészitheto egy, az elozo allitasban szereplohoz hasonld kockés diagram, ahol

minden lap kommutativ. A 8. és a 9. lemmabdl kovetkezik az allitas. ]

2.3. Vektornyalabok a gombon, specialis ortogonalis csopor-

tok és Stiefel-sokasagok

Definicié. Legyen ¢ egy k-dimenziés vektornyalab S™ felett. S™ felbonthato két,
a peremiiknél Gsszeragasztott D™ uniéjara, ezek felett ¢ trividlis, és (homotdpia
erejéig) egyértelmii a trivializdldsa. A két trivializdlds eltérése a kozOs peremen
megad egy S 1 — SO, leképezést, ez £ karakterisztikus leképezése. Ennek a ho-
motoépiaosztalya egyértelmi, ezt jeldlje o(§) € m,_1(SOy).

A karakterisztikus leképezés meghataroz egy bijekciot az S™ feletti k-dimenzids

vektornyaldbok és m,_1(SOy) kozott.

Jel6lés. Gi(R™) az R" irdnyitott k-dimenziés altereibél all6 Grassmann-sokasag.

Az ESO, 50k, BSO;, univerzalis principalis SOg-nyalab bazistere BSO, =

Gr(R>). Egy S™ feletti k-dimenzids £ vektornyalab Gauss-leképezése a -t az uni-
verzalis nyaldbbdl indukélé (homotdpia erejéig egyértelmii) S™ — BSOy, leképezés.
Ez megad egy bijekciét a vektornyalabok és m,(BSOy,) elemei kozott.

Az ESOy 5%, BgS Oy, nyalab homotopikus egzakt sorozataban a hatarleképezés
izomorfizmus 7, (BSOy) és m,_1(SOy) kozott (mert £SOy pontrahtuzhatd). Ez az
izomorfizmus az S™ feletti vektornyalabok Gauss- és karakterisztikus leképezését fe-

lelteti meg egymaéasnak.
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Jelolés. A Vi (R"™) Stiefel-sokasag az R"-beli ortonormalt vektor-k-asok tere.

Ennek specialis esetei az ortogondlis csoport (Vi,(R*) = Oy), a speciélis orto-
gonalis csoport (Vi1 (R¥) & SO, mert egy ortonormalt vektor (k—1)-es egyértelmii-
en egészithetd ki pozitiv irdnyitast ortonormdlt bazissd) és a gomb (Vi (RF) = S*1).
M ch ( Rb+c)

nyaldb. p egy vektor-(a + c)-eshez az elsé ¢ vektorat rendeli, a V,(R?) — V,.(R""°)

Minden a < b és ¢ pozitiv egész esetén létezik egy p : Vo RPT)

bedgyazas pedig (v1,vs,...,04)-t (€p11, €012, -+, Ehie, V1,02, ..., V,)-ba viszi, ahol e;

az R**¢ standard bdzisanak i. vektorat jeloli.

Tekintsiik az SOy 9%, Gk nyalab homotopikus egzakt sorozatit:

miv1(S%) LN mi(SO) SELEN 7;(SOk41) U m:(S%)

ahol j : SOy, — SOy, a bedgyazds és p : SO — S* a vetités.

Ha i+ 1 < k, akkor m;,1(S*) = mi(S*) = 0, ezért m;(SO) = 7;(SOky1). Tehat
mi(SOi2) 2 mi(SO;3) = ..., és az izomorfizmusokat a bedgyazdsok indukaljak.

Az i =k — 1 esetben m;_1(S*) = 0 miatt j, : m,_1(SOy) — 7_1(SO11) sziir-
jektiv. A magja a O hatarleképezés képe. Mivel 1 (S*) = Z, és egy generdtora [idgx],

az identikus S* — S* leképezés homotépiaosztalya, ezért ezt 9([idgr]) generdlja.
12. Allitas. 9([idgs]) = o(TS*) € m_1(SO).

Bizonyitds. A fibralas egzakt sorozata nem méas, mint az (SO, SOy) par egzakt
sorozata, figyelembe véve, hogy m;(SO11,S0;) = 7;(S*). Az [idgk]-nak megfeleld
elemet egy olyan f : (D* S*1) — (SOy11, SOy) leképezés reprezentélja, amire po f
D* — S* a peremet 1 pontba vivé faktorleképezés. Ekkor tetszbleges x € int DF =
Sk \ x pont esetén f(x) egy olyan bdzis RF¥™'-ben, aminek az elsé vektora z, tehdt
a maradék egy bézis a T,S* érinttérben. Igy f}int pr megadja T S* trivializalasat
1 ponton (vagy annak egy kis kérnyezetén) kiviil. 9[f] = [f‘sk—l] € m—1(SOy)
pedig ennek a trivializalasnak és a pontbeli (vagy a pont egy kis kérnyezetén adott)

trivializaldsnak az eltérése, vagyis o(7TS*). O

k—1
Hasonléan tekintsiik a Vy(RF*1) S, gk nyalab homotopikus egzakt sorozatat:

(8% —2s w1 (SFY) T e (Va(RMY)) P 1 (SP)
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13. Allitas. & ([idgr]) = x(S*%)[idge-1] € mp_1(S*1).

Bizonyitdas. Ezt az el6zo allitashoz hasonléan bizonyitjuk, most azt hasznalva, hogy
a p’ projekcié egy mp(Vo(REFL), S*1) = 7 (S*) izomorfizmust indukal. Vegyiik
[idgr] egy f : (D* S 1) — (Vo(RF),S* 1) reprezentansit. Ez minden x €
Sk \ % ponthoz egy olyan ortonormalt vektorpart rendel, aminek az elsé vektora
x. Tehat a mdsodik vektor meghatdroz egy nem nulla érinté vektormezét (S*\ *) -
on. J'([f]) € mr_1(S*¥1) = Z ennek a vektormezének az indexe a kihagyott pont
koriil, ami a Poincaré-Hopf tétel szerint megegyezik S* Euler-karakterisztikajaval.
Tehat O ([idgr]) = x(S*)[idgr-1]. O

14. Allitas. p.(o(TS*)) = p, 0 8 ([idgr]) = x(S*)[idge-1].

Bizonyitds. Az elso egyenloség a 12. allitasbol kovetkezik. A masodik pedig abbdl,
hogy az SOpy1 — Vo(RFFL) vetités egy kommutativ diagramot indukal a két egzakt

sorozat kozott:

m(SF) —25 1 1(SO) —E  m_1(SOps1) —2s m_1(SF)

| | | |

4

(5% —2 s e (SFY) s (Ve(RMY)) s w1 (S%)

Ebbdl leolvashatod, hogy p, o 0 = &, és alkalmazhaté a 13. &llitas. n

15. Allitas.
hat<mésk>1

0
T(Ve(R™"N) =2 7 hai=m pdros és k > 2

Zy ha 1 =m pdratlan és k > 2

Bizonyitas. k szerinti teljes indukcioval bizonyitunk.
Ha k =1 és i < m, akkor Vj(R™) = S™ és m;(Vi(R™)) = 7;(S™) = 0. Ha

’ . m S m ,
k=2 ési=m, akkor a Vo(R™"?) —— S™! nyaldb egzakt sorozata:

Toar (S =2 1 (S™) —Ls 7 (Va(R™2)) —Zy 7, (S7H)
Ebben az elsé két csoport Z, az utolsé pedig 0. A 13. allitds szerint & a x(S™!)-el
val szorzds, ezért m,,(Va(R™?)) = Z/x(S™™)Z. Ez Z, ha m péros, és Zy, ha m

paratlan.
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Hak > 1ési < m,vagy k > 2ési = m, akkor m;(Vi,(R™1*)) 2 7, (Vi 1 (R™TFTL)),
m+k
ugyanis a Vj i (R™HFHL) Vel gtk nyaldb homotopikus egzakt sorozatédban a
két széls6 tag 0:

Tt (S™H) —— m(Vi(R™)) —— mi(Vien (R™HH) —— m(S™F) o

2.4. Normal atépitések

Legyen M n-dimenziés sokasdg, ekkor definidlhaté az M stabil normalnyalabja:
Legyen k nagy (legaldbb n+2). Ekkor létezik (M, M) — (R R"*5~1) bedgyazds
(amirdl azt is feltehetjiik, hogy R™"*~lre transzverzlis), és barmely két ilyen izot6p.
Ezért a normalnyalabjuk nem fiigg a bedgyazastol, csak M-tdl, ez M k-dimenzids
normalnyalabja.

Ez minden elég nagy k-ra létezik, és ha [ > k, akkor az [-dimenzids normélnyaldb
eléall, mint a k-dimenziés normalnyaldb és az £/=* trividlis nyalab Whitney-osszege
(mert egy R™™*-ba val6 bedgyazds tekinthetd R""-be menének is). M k-dimenziés

normélnyalabjanak lesziikitése OM-re a perem k-dimenziés normélnyalabja.

Definicié. Legyen M egy n-dimenziés sokasag, v a stabil (k-dimenziés) normélnya-
labja, (X,Y) tetszOleges térpér, és £ egy k-dimenzids nyalab X felett. (f,b) egy
normadl leképezés, ha f : (M,0M) — (X,Y) ésb: v — £ egy f feletti nyalableképezés.

Lo

ML x

Tehat ekkor v izomorf f*&-vel, és b meghataroz koztiikk egy konkrét izomorfizmust.

(S6t, egy f feletti b megadésa egyenértékii egy v — f*€ izomorfizmus megadasaval.)

Definicié. (f,b) 1 foki normél leképezés, ha (X,Y) n-dimenziés Poincaré-par, és
f:(M,0M) — (X,Y) 1 foku leképezés.

Definicié. M és M’ n-dimenzids sokasdgok kobordédnsak, ha létezik olyan W (n+1)-
dimenzids sokasdg, amire OW = M U U U (—M’"), ahol oU = oM U (—0M’) (vagy
ha M és M' zart, akkor U = ().

M és M’ relativ kobordansak, ha U ~ 0M x [0, 1] (ekkor OM' ~ OM).
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Definicié. Az (f,b) és (f',b') normal leképezések (ahol f : (M,0M) — (X,Y),
fo(M',0M') — (X,Y)) normél kobordénsak, ha létezik egy W kobordizmus M és
M' kozott, F - (W,U) — (X,Y), ésc:w — £ az F felett (ahol w a W normalnyaldb-
ja) gy, hogy (F,c) lesziikitései M-re és M'-re (f,b) és (f',0).

(f,b) és (f', V') relativ normédl kobordénsak, ha W relativ kobordizmus, és (F)c)
lesziikitése U =~ OM x |0, 1]-re megegyezik az OM x [0, 1] — OM vetités és (f,b) OM-re
vett leszilikitésének kompozicidjaval (ekkor (f,b) és (f',V') peremre vett lesziikitései

megegyeznek).

16. Allitas. Ha (f,b) 1 foki normdl leképezés, és (f', V') normdl koborddns vele,
akkor f' is 1 foka.

Bizonyitds. Legyen F : (W,U) — (X,Y) az f és f’ kozotti normdl kobordizmus.
F indukal H, (W) — H.(X) és H,(0W,U) — H.(X,Y) homomorfizmusokat, mind-
kett6t Fi-gal jeloljikk. A bedgyazédsokat jelolje i : X — (X,|Y), j: OW — (0W,U),
h:(M,0M)— (OW,U), és b : (M',0M') — (OW,U).

i (FL((W])) = 0 (mert Hyy (X,Y) = 0), ezért o, (F.([0W])) = 9i(F.([W])) = 0.
L (E((0W]) = F(.(0W]) é jo([0W]) = ha([M]) — (M), enéxt F.(ha((M])) —
FL(L(M) = 0. Mivel E(h.((M])) = £.(IM]) és F.(K,(M1) = £1(M7), ez azt
jelenti, hogy fL([M']) = f.([M]) = [X], tehat f" 1 foku. O

Definicié (Atépités). Legyen M egy n-dimenzids sokasag, és ¢ : SP x D" P
int M bedgyazas (0 < p < n — 1). Ekkor M-et &tépithetjiik ¢ mentén egy M’ =
M \ int p(SP x D"7P) U DPT! x S"7P~1 sokasdgga (ahol az unié o(SP x S™7P~1) és
SP x SnP~1 Gsszeragasztdsat jelenti).

M’ relativ kobordans M-mel, W = M x [0, 1] WL%U DPFL % D"P egy kobordizmus
koztiik. M’'-n és W-n megadhaté sima struktira, tehat ezeket is tekinthetjiik sima

sokasagoknak.
Errél az eljarasrdl részletesebb leirds talalhaté pl. Milnor [9] konyvében.

Definicié (Normdl atépités). Legyen (f,b) normél leképezés, ¢y : SP — int M
bedgyazés, és f : M U Drtl = M — X. Ha ¢, kiterjed egy o : SP x D" P < int M
beagyazassa, akkor ementen végezhetiink egy atépitést. Ekkor f kiterjed egy F :
(W,0M x [0,1]) — (X,Y) leképezéssé (mert M deformdciés retraktuma W-nek).
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Ha b is kiterjed egy ¢ : w — £ leképezéssé F' felett, akkor ezt a konstrukciot normal
atépitésnek nevezziik.

Ebben az esetben (F,c) egy relativ normél kobordizmus (f,b) és (f’, V') kozott,
ahol f' = F}M, és b = c‘

Vg?

Megvizsgaljuk, hogy mikor lehet egy adott f leképezésbél kiindulva normal atépi-

tést végezni, azaz p-nak ill. b-nek mikor létezik ¢ ill. ¢ kiterjesztése.

Definicié. Vegyiink egy i : M — R""* bedgyazast, és ennek egy 1 : M — RPHF+1
kiterjesztését gy, hogy ﬂ 1 merdleges R™*_ra.  Jelolje DP*! normalnyalabjat
R 1l ben v, ez trividlis, és a trivializdldsa (homotdpia erejéig) egyértelmi. ~ le-
sziikitése kijeloli i(oo(SP)) R *-beli normalnyalabjénak egy trivializaldsat.

Mivel f o ¢y nullhomotép (és f ‘ o1 megad egy homotopidt f o g és a konstans

leképezés kozott), ezért V}(p "¢ trividlis (ahol v az M normalnyaldbjat

< 59y = (Flaogsn)
jeloli), és f | poi1 €8 b meghatdrozza egy trivializdldsét (homotépia erejéig). V‘(po (57)
tehdt egy trivializdlt résznyaldabja a (szintén trivializlt) ’y‘ o Nyaldbnak, ezért SP
minden pontjahoz kijeloli Vi (R"*~P) egy elemét. Az igy kapott (homotdpia erejéig

definidlt) o leképezés homotépiaosztalya legyen o € m,(Vi.(R™ 7).
17. Tétel. pg-nak ill. b-nek létezik ¢ ill. c kiterjesztése < o = 0.

Bizonyitds. Elészor tegyiik fel, hogy léteznek a megfeleld kiterjesztések, azaz tu-
dunk normdl Atépitést végezni. Terjessziik ki i-t egy W < R"™**! bedgyazdssa.
Ekkor W normélnyaldbjanak lesziikitése, w| Drtl = ( f } Dr +1)*€ trivialis, és az egyet-
len trivializalasa kiterjesztése v o (SP) kordbban definidlt trivializalasanak. Mivel
ez résznyalabja y-nak, ezért a trivializdldsa DP! minden pontjaban meghatdrozza
Vie(R"F=P) egy elemét, és az igy kapott leképezés kiterjesztése o-nak. Tehat o = 0.
Most tegyiik fel, hogy o = 0. Ekkor o kiterjed egy DP™! — V. (R"5=P) leképezéssé.
Ez meghatarozza v egy k-dimenzios trivializélt ' résznyalabjat, aminek a lesziikitése

u‘ a korabban definialt trivializaldssal. Ezért o/ és v Osszeragaszthaté egy M

®o(5P)’ - N
feletti v nyalabbd, és b kiterjesztheto egy f feletti b: v — & leképezéssé.

Legyen ' ortogonalis kiegészitéje 7. Ez DPT! feletti nyaldb, tehat trividlis, és
egyértelm a trivializdlasa. A lesziikitése o(SP) M-beli normalnyaldbja, aminek

igy szintén megkapjuk egy trivializalasat. Ez meghatérozza ¢, egy kiterjesztését
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@p-vé. Az ebbdl kapott W bedgyazhaté R*"**+1-be tigy, hogy DP*! x D" Pt 4" go-
lyényalabjaval azonositjuk. fgy W normalnyaldbjanak leszilikitése w‘ 0= Es mivel

M deforméciés retraktuma W-nek, ezért b kiterjed egy ¢ : w — € leképezéssé. [

Abban az esetben, ha o = 0, volt egy valasztasi lehetéségiink: az o nullho-
motépidjat megadé DPFTL — Vi (R"E~P) leképezés nem feltétleniil egyértelmt. Ha
masik nullhomotépiat valasztunk, akkor megvaltozik ~' és ~”, és az 10j " trivia-
lizaldsa g egy masik p-vé valo kiterjesztését hatarozza meg. Megvizsgéljuk, hogy mi-
lyen -k kaphatdak igy meg, azaz po mely kiterjesztéseivel végezhet6 normal atépités.
Két kiterjesztésnek, azaz po(S?) M-beli normélnyalabja két trivializaldsdnak eltérése
lefrhaté egy a : S? — SO,_, leképezéssel, illetve ennek [a] € 7,(SO,,_,) homoté-
piaosztalyaval.

Most tehat tegytlik fel, hogy o = 0, és rogzitsiink egy ¢ : SP x D"P — M
bedgyazast, ami normal atépitést hataroz meg. Az el0zOek szerint ez azt jelenti,
hogy ~ felbomlik ' és v Gsszegére ugy, hogy +/ trivializdldsanak peremre vett le-
szikitése megegyezik V|w0 (57) elére adott trivializalasaval, 4" trivializaldsanak perem-
re vett lesziikitése pedig ¢o(S?) M-beli normélnyaldbjanak ¢ altal meghatérozott
trivializélasa.

Legyen av : S? — SO,_, és @, : SP X D" P — M a p.(x,y) = p(z,a(x)y)
képlettel adott beagyazas.

18. Allitas. p,-val normdl dtépités végezheté < j.([a]) = 0, ahol j : SO,_, <

SOpik—p a bedgyazds.

Bizonyitds. Az, hogy ¢,-val normél atépités végezheto, ekvivalens azzal, hogy ~
felbomlik 7/, és 7/ Osszegére, ahol 7/, és 7/ trivializdldsanak peremre vett lesziikitése
megegyezik, v7 trivializédldsdnak leszlikitése pedig o(S?) M-beli normélnyaldbjanak
Yo altal meghatarozott trivializélasa.

Ez azzal ekvivalens, hogy létezik olyan DP*! — SO, 1k, leképezés, ami a pe-
remen az elsé k vektort helyben hagyja, a tobbi (n — p)-t pedig a-nak megfeleléen
véaltoztatja meg (ugyanis egy ilyen leképezés felelteti meg egyméasnak ~ két, v & ~”
és ., @~ alaki felbontdsat).

Egy ilyen leképezés létezése pedig pontosan azt jelenti, hogy j o a nullhomotdp,
azaz J.([a]) = 0. O
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2.5. A Spivak normal fibralas és az S-dualitas

Egy M n-dimenzids sokasdg k-dimenzids stabil normélnyaldbja (nagy k esetén)
definicié szerint egy (M,0M) — (R R"%=1) hedgyazds normalnyaldbja. Egy
ilyen beagyazas tekinthetd (D"+* SnH+=1)he mendnek is. A bedgyazds egy csészerll
kornyezete azonosithaté a v normalnyaldb Dy golyonyalabjaval. Ekkor van egy
olyan (Dntk Sntk=1y — (T, TVlaM) leképezés, ami (int Dv)-n identikus, és min-
den méast 1 pontba képez, ez reprezentdl egy o € m, (T, TV‘aM) elemet (ahol
Tv = Dv/Sv a v Thom terét jeloli). Erre teljesiil, hogy h(a) Nw, = [M] (ahol
h:mpk(Tr, TV‘aM) — Hp (T, TV}BM) = H,x(Dv,Sv U DV’aM) a Hurewicz-ho-
momorfizmus, u, € H*(Tv) = H*(Dv, Sv) a v Thom-osztélya, [M] € H,(M,0M) =
H,(Dv, DV’BM) pedig az M fundamentélis osztélya).

A normélnyaldb fogalma, és az utébbi tulajdonsaga altalanosithaté tetszoleges
Poincaré-térre (ill. parra) is (1d. Browder [1], [2]).

Ha 7 :n — X egy S* !-fibralds (azaz olyan Serre-fibrdlas, aminek a fibruma ho-
motopikusan ekvivalens S*~!-gyel), akkor definidlhaté n Thom-tere: Tn = C,/n.
Ervényes a Thom-izomorfizmus megfeleldje: létezik egy olyan u, € H*Tn) =
H*(Cyr,n), amire (u, U) : H(Cy) & HY(X) — H*"(Tn) izomorfizmus minden

1-re.

Tétel. Ha (X,Y) n-dimenzids Poincaré-par, X egyszeresen dsszefiiggd, és k elég
nagy, akkor létezik olyan n S*=1-fibrdlds, amihez létezik olyan o € m,,1(Tn, Tn‘y),
hogy h(a) Nw, = [X].

Ezt hivjuk (X,Y) Spivak normalnyaldbjanak. Ez homotopikusan egyértelmi:

Tétel. Ha ny és ny két S¥~1-fibrdlds (X,Y) felett, és az a; € 7rn+k(Tm,T77i‘Y) ele-
mekre h(a;) Nu,, = [X], akkor létezik egy olyan b: ny — ne fibrumtartd homotopikus
ekvivalencia, amire T'(b).(a1) = o, (ahol T'(b) a b dltal a Thom-tereken indukdlt

leképezés).

19. Allitas. Ha (X,Y) homotopikusan ekvivalens egy sokasdggal, akkor a Spivak

normdl fibraldsa eqy vektornyaldb gombnyaldbja.
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Bizonyitds. Legyen f : (M,0M) — (X,Y) és g : (X,Y) — (M,0M) homotopikus
ekvivalencia, és v az M k-dimenzids stabil normélnyalédbja. Ekkor £ = g*(v) vektor-
nyalab X felett és f*(&) = v. Ezért 1étezik b : v — £ nyaldbleképezés f felett, és ez
indukél egy T'(b) : (T, TI/‘aM) — (T¢, Tﬁ‘y) leképezést a Thom-terek kozott.
Legyen a € 7,1 (Tv, TV!aM) a kordbban definidlt elem, amire h(a) N wu, =
[M]. Mivel f.([M]) = [X], T(b)«(h(er)) = R(T(b)(x)) és T(b)*(ug) = uy, ezért
h(T(b).()) Nug = [X]. Ez azt jelenti, hogy S és T'(b).(«) kielégiti a feltételt, tehdt
(X,Y) Spivak normaél fibraldsa S¢. O

Megjegyzés. A g homotopikus inverz 1étezését csak a & definialasahoz hasznaltuk fel.
Ezért ha abbdl indulunk ki, hogy adott egy X feletti £ vektornyaldb és egy (f,b) 1
fokt normal leképezés, akkor az el6bbi gondolatmenet azt mutatja, hogy S¢ az (X, Y)
Spivak normadl fibréldsa (és (f,b) kijeloli m, (7€, T¢ ‘Y) egy megfelelé elemét).

A kovetkezokben osszefoglaljuk a Spanier-féle S-dualitas felhasznalt tulajdonsagait
(1d. Browder [2], Husemoller [4]).

A szuszpenzié minden A és B tér esetén meghataroz egy [A, B] — [ A, XB]
leképezést (és az utébbi halmaz csoport, hiszen XA H'-tér). Ez a leképezés bijekcid,
ha A n-dimenziés CW-komplexus és B (L%J + 1)—ésszef1'igg6. Ebbol kovetkezik, hogy

ebben a lancban:
[A,B] — [ZA,YB] — [2?A,X%B] — [2*A,2°B] — ...

(amiben a masodik nyiltél kezdve a leképezések homomorfizmusok), egy id6 utén

minden leképezés izomorfizmus.

Definicié. {A, B} = lim [X°A, ¥°B.

§—00
Az eléz6ek szerint { A, B} csoport, és elég nagy s-re {A, B} = [X*A, ¥°B|. Egy
f: A — B leképezés reprezental egy elemet {A, B}-ben, ezt jelolje {f}.

Definicié. A és A’ m-dudlis, ha létezik olyan s és t, hogy ¥°A bedgyazhaté SmHi+s+i

be, és X' A’ homotopikusan ekvivalens (S™ 15+ \ 335 A)-val.

Egy ekvivalens definiciot ad a kovetkezo tétel:
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Tétel. A és A’ pontosan akkor m-dudlis, ha létezik olyan vy : S™ — AN A’ leképezés,
amire a (7([S™])/) : H(A) — H,,_;(A") homomorfizmus izomorfizmus.

Ha A és A’ ill. B és B’ m-dudlisak, akkor a dualitdst mutaté ~ ill. 4" leképezések
meghatédroznak egy izomorfizmust (dualitast) {A, B} és {B’, A’} kozott.

Tétel. Legyen v ill. v az A és A’ ill. B és B’ kozotti dualitdst mutato leképezés,
f:A—=Bésg:B — A. {f} € {A B} és{g} € {B, A’} pontosan akkor dudlisak,

ha ez a diagram (homotdpia erejéig) kommutativ:

gm T o ANA

l’y' lf/\id

BAB 2, paa
20. Allitas. Legyen (X,Y) n-diemnzids Poincaré-pir. Ha 1 az (X,Y) Spivak
normdl fibrdldsa, akkor Tn és X5(X/Y) (n+ k + s)-dudlis.

Bizonyitds. ¥°(X/Y) ~ Te* /Tes‘y, tehét erre a térre kell belatnunk a dualitast.
Vegyiik a n @ e® fibralast X felett. Ez az X x X feletti n x £° fibralas visszahuzottja
aA: X — X x X atloleképezéssel. Legyen o : n@e® — n xe® a A feletti leképezés.
A tekinthetd (X,Y) — X x (X,Y) parok kozti leképezésnek, és hasonlé mondhaté
o-rél. A p éltal a Thom-terek kozott indukélt T'(p) leképezés pedig ennek megfelel6en
(T(n®e®), T(ne® 65)‘1,) — Tn x (Te®, T55|Y) alaku.

n&e® az (X,Y) (k+s)-dimenzids Spivak normal fibrélasa, ezért létezik egy olyan
a € Tpiprs(T(nde®), T(nd z—:s)‘y), amire h(o) N uyees = [X]. « egy reprezentdnsa
meghatdroz egy a : S"™T — T(n @ &) /T(n & €°)|,, leképezést, amit T'(g)-val
kompondlva kapunk egy o : S"TF+ — Ty x (Te®/ T58|Y) leképezést.

Belatjuk, hogy ((v0)«([S™"**])/) : H{(Tn) — Hn+k+s_i(T55/Tss|Y) izomorfiz-
mus.

(0)«([S"T¥]) = T(o)«(ax([S™****])) = T(e)(h(a)). H*(Tn) minden eleme
x Uu, alakd, ahol 2 € H*(X). (Nues) : H*(Tss/Tss}Y) — H.(X/Y) izomorfizmus.
Ezért elég belatni, hogy az x +— (T'(0).(h(a))/(zUu,))Nu.s képlettel adott H*(X) —
H.(X/Y) leképezés izomorfizmus. Azt fogjuk bebizonyitani, hogy ez megegyezik az
([X] N) Poincaré-dualitassal.
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Legyen py és py a Tnyx (Te®/Te® !Y) vetitése a két komponensre. ¢ definiciéja miatt
T(0)*(uyXtes) = Upges. Ezért T'(0).(h(a)) N (uy X tes) = Ay (h(0) Nupaes) = AL([X]).

Ezt felhasznalva:

(T(@)(h(a))/(x Uy)) Mues = (p2)u(T()+(A(a)) N (p1)"(w Utiy)) N ttes =
= (p2)+(T(e)+(h(a)) N ((p1)"@ U (p1)"tty U (p2)"ies ) ) =

= (P2): ((T(0)«(h(@)) N (uy X uex)) N (p1)"@) = (p2)u (AL([X]) N (p1)"2) = [X] N2
Tehat ((70).([S™*¢])/) tényleg izomorfizmus, ezért a 7y és a faktorleképezés kom-

poziciéjaval kapott ~y : SPTHE+s — Ty A (Tss/Tss’Y) leképezés megfeleld. O

Legyen (f,b) 1 fokd normal leképezés, f : (M,0M) — (X,Y), b: v — & Ek-
kor a 19. &llitds utdani megjegyzés szerint S¢ az (X,Y) Spivak normédl fibralasa,
és a normal leképezés kijelol egy T'(b).(a) € mpn(TE, TE ‘Y) elemet (ahol a €
Tnk(Tv, TV‘ onr) @ fejezet elején konstrudlt homotdpiaosztély).

A 20. allitdsban lattuk, hogy ekkor « ill. T'(b).(a)) meghataroz egy ~ ill. 4/ du-
alitdst mutaté leképezést Tv és X°(M/OM) ill. T¢ és 3°(X/Y) kozott. Ezek meg-
hatdroznak egy dualitést a leképezések kozott: {T'(b)} € {Tv, T¢}-nek létezik dudlisa
{E°(X/Y),¥°(M/OM)}-ben, és ez reprezentdlhato egy g : X°(X/Y) — E5(M/OM)
leképezéssel (ha s elég nagy).

Mivel f 1 foku, ezért f*-nak van balinverze, Dx o f, o ([M]N), ezt jeldlje ¢. A
szuszpenzi6 tetsz6leges A esetén indukdl egy H'(A) — H'(X*A) izomorfizmust, ezt

is 22%-sel jeloljik.
21. Allitds. ¢* o X = N0 ¢ : H(M/OM) — HIT5(S5X/Y).

Bizonyitds. ¢ definicidja miatt a jobboldal ¥* o Dx o f, o ([M]N). Ebben f,-on
kiviil minden izomorfizmus, ezért az allitas a kovetkezd ekvivalens alakba irhato:
(IX]N) o (%) o g 0 = f, o (IM]) : HI(M/OM) — H,_(X).

Jelolje az M ill. X feletti trivialis nyaldb Thom-osztélydt uy ill. ux. X5(M/OM) ~
TsS/Tas‘aM és Y(X/Y) = Te*/Te?|,,
HY(M/OM) — H™(S5(M/OM)) és ¥ = (ux U) : H(X/Y) — H™(Z5(X/Y)).

Legyen v : S"ThFs — Ty AXS(M/OM) és v : S"Hhts — TEAYY(X/)Y) az elézb
allitasban megkonstrualt, a dualitdst mutato leképezés. Ezekrol azt lattuk, hogy az
z = ((7)([S™*4]) /(x Uw,)) Nups képlettel adott H*(M/OM) — H,(M) leképezés

ezekkel az azonositdasokkal ¥° = (up U) -
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megegyezik az (N [M]) Poincaré-dualitéssal és y — ((7/).([S™])/(y U ue)) Nux
megegyezik az (N [X])-el.

g a T(b) dudlisa, ezért a kovetkezd diagram homotdépia erejéig kommutativ:

Stk — s Tv AXS(M/OM)

lw’ lT(b)Aid

id Ag

TENYS(X)Y) —= TENYXS(M/OM)
Ez azt jelenti, hogy mindkét kompozicional a homoldégidkon indukalt homomorfiz-
musok ugyanabba a z € H, .y s(TE AXS(M/OM)) elembe viszik [S™TF+s]-et.
H™3(25(M/OM)) elemei x U uy; alakiak, ahol x € HY(M/OM). z/(x Uuy)-et
a diagram alapjan kétféleképpen is kiszamolhatjuk, eredménytil azt kapjuk, hogy
T (). (v([S™]) /(@ Unar)) = 2L([S™°]) /9" (x Uuar) € Hpyii(T€). Mindkét
oldalra alkalmazzuk (N wug)-t:

T(0) (1 ([S"]) /(& Uuar)) Nug = 7L ([S"]) /9" (w U uar) Nug € Hymi(X)

A baloldal f, (7. ([S™™*<])/(z U uar) N T(0)*(ue)), ami T(b)*(ug) = u, miatt
£ (2 ([S™]) /2 Uung) M) = £.((M) ).

A jobboldalon g*(x Uuys) = y Uux valamilyen y € H(X/Y )-ra. Ezzel a jobbol-
dal (vL([S™*F]) JyUux) Nue = [X]Ny. Mivel y = (X°)"' o g* 0 X%(x), ez nem mas,
mint ([X]N)o (X%)"tog*oX*(x). A két oldalt Gsszehasonlitva kapjuk az allitast. [
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3. A fotétel bizonyitasa

Ebben a részben mondjuk ki és bizonyitjuk a normal atépitések fotételét Browder
[2] konyve nyoman.
Végig adottnak tekintiink egy (X, Y') n-dimenziés Poincaré-pért, és X felett egy

k-dimenziés vektornyalabot, ahol X egyszeresen Osszefiiggo, k > n, és n > 5.
Jelolés. g = ng, tehat n = 2q vagy n =2q + 1, és ¢ > 2.

Fé6tétel. Legyen f : (M,0M) — (X,Y), (f,b) 1 foki normal leképezés, (f‘(?M)* :
H,.(OM) — H.(Y) izomorfizmus. (f,b) pontosan akkor relativ normdl koborddns egy

olyan (f', V') normdl leképezéssel, amelyre f' : M' — X homotopikus ekvivalencia,
ha o(f,b) = 0.

A o obstrukcié olyan normal leképezéseken van értelmezve, amelyek a perem
homoldgidin izomorfizmust indukalnak. Az értéke paratlan n esetén mindig 0, ha
n = 2q és q paros, akkor o(f,b) € Z, és ha ¢ paratlan, akkor o(f,b) € Z,. o
definiciéja az utébbi két esetben a 37. és a 41. oldalon talalhaté. A 4. részben fel

fogjuk hasznélni (de nem bizonyitjuk) a kovetkezd, o-ra vonatkozo tételt:

22. Tétel. Ha 2q > 4, akkor létezik olyan (g,c) 1 foki normdl leképezés, amire
g: (M,0M) — (D?,8% 1) c:v— ek, g|aM

cia, és a(g,c) egy tetszdleges, elére meghatdrozott értéket vesz fel.

: OM — S%=1 homotopikus ekvivalen-

Most térjink ra a fététel bizonyitasara.

Azt, hogy a o(f,b) = 0 feltétel sziikséges egy ilyen (f’, ') létezéséhez a 44. oldalon
bizonyitjuk, ez (o tulajdonsdgainak ismeretében) a tétel konnyti irdnya.

A maésik irdnyt ugy fogjuk bizonyitani, hogy ( f, b)-re sorozatos normal &tépitéseket
alkalmazunk. A célunk az lesz, hogy igy elérjiink egy (g + 1)-Osszefiiggd leképezést,
mert a 2. tétel szerint az mar homotopikus ekvivalencia lesz. (A tétel mésik feltétele,
hogy a leképezés 1 foku legyen, azért fog teljesiilni, mert a 16. allitds miatt 1 foku
normal leképezés atépités utan is 1 foki lesz, tehat ez a tulajdonsag végig megmarad.)
Szintén valtozatlan marad a perem, ezért a peremre vett lesziikités néhany atépités
utan is izomorfizmust fog indukalni a homolégiakon. Ezt dgy fogjuk kihasznalni,
hogy K;(OM) = 0 miatt a 10. allitds egzakt sorozataban minden harmadik tag 0,
ezért K;(M) = K;(M,0M).
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El6szor bebizonyitjuk, hogy (f,b) atépitheté g-Osszefiiggévé. Utdna beldtjuk,
hogy pératlan n esetén a (q + 1)-Osszefiiggéség is elérhets. Ezutén definidljuk o-t
és levezetjiik a legfontosabb tulajdonsagait. Majd belatjuk, hogy paros n esetén

o(f,b) = 0 sziikséges, és elégséges feltétel is.

Az els6 lemma azt irja le, hogy hogyan valtozik m;( f) a sokasdg normél atépitésekor.
Legyen A\ € m,(f), ennek egy, az 1. allitéssal konstrudlt reprezentdnsa f, és tegyiik
fel, hogy ebbdl kiindulva lehet normél atépitést végezni. Legyen ¢ : SP x D"P — M
az a bedgyazas, amivel az atépitést csinaljuk. Az atépitett sokasdg legyen M’ az 1j

normél leképezés (f',0').

23. Lemma. Ekkor

1%

mi(f')
Tp+1 (f"

mi(f) ha i <min(p,n —p—1)

n
T (f)/A ha p+1§§

1%

ahol A egy \-t tartalmazo részcsoport.

Bizonyitds. Legyen My = M\@(SPx D" P), és fo = f}MO, ekkor Cy, C Cy. Tekintsiik
a kovetkezd diagramot, amit az (Cy,, My) — (Cf, M) beagyazas indukal a péarok
homotopikus egzakt sorozatai kézott:

mi(Mo) —— mi(Cy,) —— mi(fo) —— mi1(Mo) —— mi_1(Cy,)

l l l ! |

(M) — m(Cf) — m(f) —— ma(M) —— m1(Cy)

Mivel Cy, >~ X ~ Cf, ezért a m;(Cy,) = m;(Cy) leképezés minden j-re izomorfizmus.
7;(My) — m;(M) izomorfizmus, ha j < n—p—1 és sziirjektiv, ha j =n—p—1. (Ez
beldthat6 az (M, My) péar egzakt sorozatéval, felhasznédlva a homotopikus kivagési
tételt és azt, hogy az (SP x D"7P SP x S"P~1) par (n — p — 1)-szeresen Gsszefiiggd.
Vagy egy masik lehetoség ennek a bizonyitasara az, hogy a Thom transzverzalitasi
tétel miatt egy S7 — M ill. S7 x [0,1] — M leképezésrél feltehetd, hogy elkertili
wo(SP)-t,ha j <n—pill. j <n—p—1, tehat m;(M \ po(SP)) — 7,;(M) sziirjektiv
ill. injektiv ezekben a dimenzidkban; és My ~ M \ o (SP).)

Tehédt (az 5-lemma szerint) m;(fy) — m;(f) izomorfizmus, ha i < n —p —1 és

sziirjektiv, ha ¢ =n — p.
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[rjuk fel az (Cy,s My) — (Cpr, M') beagyazashoz tartozé hasonlé diagramot:

mi(My) —— m(Cp) —— mi(fo) —— mimi(Mo) —— mi—1(CY,)

l l | | |

m(M') — m(Cp) —— m(f) —— ma (M) —— m1(Cp)
Itt 7;(Cy,) — m;(Cp) minden j-re izomorfizmus, 7;(My) — 7;(M') pedig izomor-
fizmus, ha j < p és sziirjektiv, ha j = p. Az 5-lemma szerint a m;(fo) — m(f’)
leképezés izomorfizmus, ha ¢ < p és sziirjektiv, ha 1 = p + 1.

Ezeket Osszerakva, m;(f) = m;(fo) = m;(f') hai <min(p,n —p —1) és mp1(f) =
Tp1(fo) = Tp1(f') sziirjektiv, ha p+1 <n —p— 1. Azt kell még beldtnunk, hogy
A ennek a homomorfizmusnak a magjaban van.

Vegyiik A-nak azt az [ : (DP*!, SP) — (Cy, M) reprezentnsat, amibél f-t készitet-

tiik (erre Z‘Sp srol = ﬂpwu ahol 7 : Cy — X a deformdcids retrakeio).

= ‘P|svx{0}’ é
Drtl = DL U S x [11], ahol az unié az iz és (v,1) pontok Osszeragasztasat
2

jelenti, minden z € SP-re. Feltehetd, hogy [ olyan alaki, hogy (DPT! el6bbi fel-
bontasat haszndlva) l(D?l) C X és l‘sw[%,u = Z}SP x 2(1 —id). Ugyanis minden
(DPH1 SP) — (Cy, M) leképezés homotGp egy ilyen alakiival, gy, hogy a homotdpia
SP-n rogzitett, és r-rel kompondlva végig r ol (egy ilyen homotépia az r és C iden-
titdsa kozotti homotépidbdl konstrudlhaté meg).

Tetsz6leges rogzitett s € S™ P~ mellett go‘ 5 homotoép go‘ Spx {S}—vel, ezért [

x{0}

homotép egy olyan [I’-vel, amire [’ ‘ o I'-rdl is feltehetd, hogy specialis

= 90‘5px{s}'
alaki, és ekkor C,-ba képez (amit C részhalmazanak tekintiink), tehat A mp1(fo)-
beli képének reprezenténsa. Viszont C, tekintheté C} részhalmazanak is, ezért I a
A Tpt1(f')-beli képének is reprezentansa. C'p-ben I” homotép a ('OI‘DP+1><{5} . Dl
M’ C C}r leképezéssel (ahol ¢’ : DPTLx S™=P=1 — M’ az dtépitéskor keletkezd 4j rész
bedgyazasa), SP-n rogzitett homotépidval (mert f'-t f-bol készitettiik). Ez pedig 0-t

reprezental 7,1 (f")-ben, tehat A képe tényleg 0. O

24. Tétel. Legyen (f,b) normdl leképezés, n > 4. Ekkor (f,b) relativ normdl ko-
borddns egy olyan (f',b')-vel, ahol f': M' — X q-dsszefiiggé.

Bizonyitds. Minden 0 < i < ¢ esetén konstrudlunk olyan (f;, b;) normal leképezést,
ami relativ normal kobordans (f, b)-vel, és amire f; : M; — X i-Gsszefiiggd.

Mivel X 6sszefiiggd, ezért mo(X) = 0, ezért mo(f) = 0, azaz fy = f megfeleld.
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Most tegytik fel, hogy 0 < i < ¢ — 1, és f;-t mar megadtunk. Nézziik f; homo-

topikus egzakt sorozatat:
i1 (X) —— mia(fi) —— m(M;) —— m(X)

Ha i = 0, akkor ebbél 7 (f;) = mo(M;) egy véges halmaz.

Ha i = 1, akkor mo(X) végesen generalt Abel-csoport, m(M;) végesen generdlt
csoport, és mo(f;) — m(M;) sziirjektiv, tehdt mo(f;) is egy végesen generélt csoport.

Ha i > 2, akkor m;;1(X) és m;(M;) végesen generélt Abel-csoport, tehat w1 (f;)
is az.

Tehat ;1 1(f;) minden esetben végesen generélt, rogzitsiik le egy véges generator-
rendszerét. Egy adott A € m1(f;) generédtort a kovetkezéképpen tudunk megdlni.
Elészor vegyiik egy fi : M;UD™ — X reprezentdnsat (1. allitas). A 17. tétel szerint
ementén tudunk normél &tépitést végezni (a 15. allitds miatt m;(Vi(R"™%)) = 0).
A 23. lemma pedig biztositja, hogy az atépités utan A eltiinik, az (i + 1)-nél kisebb
dimenziés homotopikus csoportok pedig trividlisak maradnak. Ha ezt 7,1 (f;) Osszes
generdtorara megesinaljuk, akkor véges sok 1épésben kapunk egy (f;y1,b;41) normal
leképezést, ami relativ normdl kobordans (f;, b;)-vel, és ezért (f,b)-vel is, és fiy1

(7 + 1)-Osszefiiggd. O
25. Allitas. Ha f g-dsszefiiggd, akkor a1 (f) = K, (M).

Bizonyitds. Mivel f g-0sszefiiggd, és X egyszeresen Osszefiiggo, ezért M is egyszere-
sen Osszefiiggd. Ezért alkalmazhaté a relativ Hurewicz-tétel a (C, M) pérra, tehat
a1 (f) = Hep1(f). A 6. allitds miatt pedig Hyyq1(f) = K,(M). O

Ezért a tovabbiakban K, (M)-et prébaljuk megdlni (dgy, hogy kiézben f ¢-Ossze-
fiiggd marad). Az 5. allitds szerint H (M) = K, (M) & H,(X), tehat, mivel X
rogzitett, K,(M) és Hy (M) ,ugyanigy véltozik” az atépitések sordn. Pontosabban:
ha M-bél normal atépitéssel M'-t kapjuk, igy, hogy az 0j f' leképezés is g-Osszefiiggo,

¢ |Tor Kq(M')| _ |Tor Hy(M'
akkor rk K,(M') —rtk K, (M) =1k H,(M') —rtk H,(M) és ||Toqu((M))‘| = ||Toqu((M))‘| (ha

a nevezok 0-t6l kiilonbozéek).

3.1. Paratlan n

A kovetkezOkben azt az esetet vizsgdljuk, amikor n paratlan, azaz n = 2q + 1.
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K,(M) = m1(f) és az 1. éllitds miatt K, (M) tetszOleges eleme meghatarozza
(homotopia erejéig) f egy f : M — X kiterjesztését, és a 17. tétel és a 15. allitds
miatt ebbdl az f-bél kiindulva tudunk normal atépitést végezni. A 23. lemma szerint
pedig a kapott [’ is ¢-Osszefiiggd lesz.

Az els6 lemma lefrja, hogy hogyan valtozik H, (M), ha atépitjik M-et. Legyen
A€ Hy (M), ¢:S%x DI — int M a \ egy reprezenténsa, a kivagott sokasag My =
M \int p(S9x DI az 4tépités eredménye M'. Jelolje i ill. i" az My bedgyazdsat M-
be ill. M’'-be. Legyen € = ¢|qu{s}([8q]) € H,(My) és ¢’ = gp}{s}xsq([SqD € H,(M,)
(ahol s € S? tetszoleges), ekkor A = i,(¢). Legyen X' =i, (¢).

26. Lemma. H,(M)/(\) = H,(M')/ (X).
Bizonyitas. Létezik egy ilyen diagram, ahol a vizszintes és fiiggoleges sorozat egzakt,
0(1)=¢,68(1) =¢, és (|A) ill. (-N) a A-val ill. N-vel vett metszési szdm:

Hy1 (M)
Y
Z
6/

=

M,) —— H,M) — 0

Hq+1(M)

N
=

i

H,(M’)

0
A diagramot ugy kapjuk, hogy az (M, My) és (M’', My) péarok egzakt sorozatait

Osszeillesztjilk. A vizszintes sorozatban a relativ homoldgia csoportok (a kivagasi
tétel és a par egzakt sorozata alapjan):

Z haj=q+1vagy2q+1

Hy(M, My) = H,(S7 x D™, 57 x §9) = S AT vaey

0 kilonben
Tehat Hy (M, My) = Z és Hy(M,My) = 0. A H,1(M, Mp)-t generalé homoldgia-
osztaly (p‘{s}xDqul([Dq—H])’ ezt a 0 hatarleképezés &'-be viszi. Mivel \ egy repre-

zenténsa ¢(S? x {0}), a A\-val vett metszési szamot H,1(M, My) — Z leképezésnek
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is tekinthetjiik, ami a generatort 1-be viszi, tehat ez a két csoport kozotti izomor-
fizmus. A H, 1 (M) — Hy1(M, My) megszoritasnak és ennek az izomorfizmusnak a
kompozicidja megegyezik (-\)-val.

Hasonl6an belathatjuk, hogy a fliggéleges egzakt sorozatban H,i(M', My) = Z,
H,(M', My) = 0, & a Hyq(M', My) generatorat e-ba viszi, és a Hy(M') — Z
leképezés (-\).

A diagramrdl leolvashaté, hogy i, egy Hy(M) = H,(My)/Imé = H,(My)/ (<)
izomorfizmust, i, pedig egy H,(M') = H,(My)/Imé" = H,(My)/ (¢) izomorfizmust
induldl. Erért Hy(M)/ (\) = Hy(M)/ {(i(2)) = Hy(Mo)/ (£, ') = H,(M")/ {iL(=) =
Hy(M')/ (X). 0

A kovetkezo két lemmaban megvizsgaljuk, hogy ez mit jelent specidlisan valasztott
M-k esetén.
Legyen h : M — (M,0M) a bedgyazas. Legyen F test, és jelolje (\)p a Z — F

egyiitthatocsoportok kozti homomorfizmus éltal a homologidkon indukalt leképezést.

27. Lemma. a) Ha \ egy végtelen ciklikus direkt dsszeadanddt generdl H,(M)-ben,
és ugyanez igaz hy(\)-ra Hy(M,0M)-ben, akkor H,(M') = H,(M)/(\), tehdt az
dtépités megoli Hy(M) eqy Z direkt dsszeadanddjdt.

b) Ha (AN # 0 H,(M; F)-ben, sét, ho((N)r) sem 0 H,(M,0M:; F)-ben, akkor
H,(M'; F) = H,(M; F)/ {(\)F), tehdt dimp H,(M"; F) = dimp H,(M:; F) — 1.

Bizonyitds. a) Mivel h,(\) egy Z direkt Osszeadanddt generdl H, (M, OM )-ben, ezért
a Poincaré-dualitds miatt létezik olyan u € H,1(M), amire p - ho(A) = 1. Ekkor
pe A =1, tehdt (-\) sziirjektiv, és 6 = 0. Ezért ¢/ = 6(1) =0, és X = i,(¢') = 0,
tehdt H,(M') = Hy(M)/ (\).

b) A 26. lemméban szerepl6 diagramot felirhatjuk F' egytitthatés homol6gidkkal
is (az j diagramban Z helyett F' szerepel), ezért az a) rész bizonyitdsa miikodik az

F egytitthatocsoport esetén is. O]

28. Lemma. Ha q pdros és A\ véges rendi, akkor vk H,(M') # rk H, (M) (azaz N

végtelen rendi).

Bizonyitds. Ennek a bizonyitasa zart M esetén (tetszéleges A-ra) megtaldlhatéd pl.

Kervaire-Milnor [6] cikkében. A peremes M esetét erre fogjuk visszavezetni.
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Legyen M az M egy masik példanya és legyen M, = M U M , a peremek mentén
Osszeragasztva. M,-ot atépithetjiik ¢ : S9 x DIt — M C M, mentén. A kivdgott
sokasag My, = My U M , az eredmény M, = M' U M lesz. M, zart, ezért errél mar
tudjuk, hogy rk H,(M}) # rk H,(M.,).

Legyen A képe az M — M, beagyazas altal indukalt homomorfizmus szerint A\, €
H,(M.,). Hasonléan definialjuk X,-ot. A 26. lemmat alkalmazhatjuk M, atépitésére,
eszerint H,(M,)/ (\.) = H,(M])/(N,). Mivel X véges rendii, ezért A, is az, ezért
rk H,(M,) = rk H,(M,)/ (\.). Tehat rk H,(M]) # rk H,(M])/ (X\.), ami azt jelenti,
hogy N, végtelen rendii, és igy sziikségképpen ) is az. n

Megjegyzés. A 27. lemméaban az a feltétel, hogy h.(\) # 0, és a 28. lemmaban az a
feltétel, hogy A torzidelem nem hagyhaté el. Mindkettét mutatja a kovetkezd példa:
legyen M = S9 x D7 és X\ € H, (M) egy generdtor. Ekkor A egy reprezentansa
@ : S x DIt 3 87 x DIl és ha ementén &tépitést végziink, akkor az eredmény

M’ = D! x S ami homeomorf M-mel, tehdt a homolégidik izomorfak.

29. Lemma. Ha q pdros, és K (M) véges (de nem 0), akkor két normdl dtépitéssel

elérhetjiik, hogy K,(M) mérete csokkenjen.

Bizonyitds. Vegyiik K (M) egy 0-t6l kiilonb6z6 A elemét. Ementén tudunk normél
Atépitést végezni M-en, a 26. és a 28. lemma miatt H,(M)/(\) = H,(M')/ (N),
ahol N végtelen rendti. Ebbdl kovetkezik, hogy rk H,(M') =tk H,(M) + 1, és ezért
rk K,(M'") =tk K, (M) + 1 = 1. Vegylink K, (M')-ben egy Z direkt Osszeadanddt
generald elemet, és amentén végezziink még egy normal atépitést, az eredmény legyen
M". K, (M') direkt ésszeadandé H,(M')-ben (5. éllitas), ezért a homoldgiaosztély,
ami mentén atépitettiink, H,(M')-ben is egy Z direkt Gsszeadandét general. A 10.
allitas és K;(OM') = 0 miatt K,(M') = K, (M',oM'), ezért ez H,(M',OM')-ben is
igaz. Tehat a 27. lemma feltételei teljesiilnek, ezért az atépités megoli a Z direkt
Osszeadandét. Ezért vk Hy(M") =tk H,(M') — 1, ezért 1k K,(M") =1k K,(M') — 1,
tehat K,(M") torziéesoport. |Tor H,(M")| = |Tor Hy(M')| < |Tor H,(M")/ ()| =
|Tor H,(M)/ (\)| < |Tor Hy(M)|. Emiatt pedig |Tor K,(M")| < |Tor K,(M)|, vagyis
[, (M) < |, (M), a

Ha ¢ paratlan, akkor nem biztos, hogy H,(M ) rangja megvéltozik, ha egy K,(M)-

beli torzidelem mentén atépitjik M-et, ezért ebben az esetben mas mdédon fogjuk
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K, (M) rendjét csokkenteni. A 26. lemma alapjan H,(M) méretének véltozdsa X és
N rendjétdl fligg.

Tegyiik fel, hogy A € H, (M) véges rendii, 0-t6l kiilonboz6 elem, a rendje legyen
[. Ekkor 0 = I\ = li,(e) = i.(le). Mivel Keri, = Imd = (¢'), ez azt jelenti, hogy
le € (¢'), tehdt le = I'e’ valamilyen I’ € Z-re. ' egyértelmil, mert ha le = {1’ = l}¢’,
akkor (I] — l5)e’ = 0, viszont mivel A véges rendii, ezért Im(-\) = Kerd = 0, tehdt

d(1) = &' végtelen rendd, és igy I} — I5 = 0.
30. Lemma. X rendje végtelen, ha l' =0, és |I'|, hal' # 0.

Bizonyitds. Ha l' = 0, azaz le = [§'(1) = §'(I) = 0, akkor &' nem injektiv, ezért
(+N) # 0, tehat X' végtelen rendii.

Ha " # 0, akkor I'\ = l'il(¢') = i, (I'e') = i/ (le) = 0 (hiszen Keri, = (¢)), és
ezért N rendje osztéja I'-nek. Legyen X rendje [, = %, ekkor a kordbbi gondolatme-
netiinkhéz hasonléan (e’ = lpe valamilyen ly € Z -re. le = l'e’ = rlje’ = rlye, és
mivel \ véges rendfi, ezért ekkor [ = rly. Ezért LA = oA = i.(loe) = i.(l)e’) = 0, ez

pedig csak gy lehetséges, ha r = £1. Tehdt X rendje |I'|. O

Tehdt, a 26. lemma miatt, ha |I'| <[ (és nem 0), akkor H,(M) torzidja csokken
az atépités soran. Nem biztos, hogy [’ ilyen, ezért megvizsgaljuk, hogy mi torténik,
hogyha ¢ helyett A egy masik reprezentansat valasztjuk az atépitéshez. Legyen tehat
a: 87— SO 68 p, ST x DT M, o, (x,y) = o(z, a(x)y).

Ha ¢, mentén épitjikk at M-et, akkor Im ¢, = Im ¢ miatt a kivagott sokasag
My marad, de az atépités eredményéiil kapott sokasdg megvaltozik, jelolje ezt M.
Legyen i/, : My — M/ a bedgyazds, e, = goa}sqx{s}([Sq]) € H,(Mp) (¢’ nem valtozik,
mert o({s} x 57) = pa({s} x 59)), és A, = (i)+(e").

Legyen p, : m,(SOq41) = m,(S9) = Z ap: SOuq1 — S? projekeié dltal indukalt

homomorfizmus, és I/, = I' + Ip.([a]).
31. Lemma. )\, rendje || (vagy végtelen, ha l!, = 0).

Bizonyitds. Legyenek &, & ésé,aq,q,gs 1 ST — SI1%x S g(z) = (x,s), ¢'(x) = (s, )
és go(z) = (z, a(z)s) leképezések altal reprezentdlt elemek H,(S? x S?)-ban (tehat &
és £ a két S9-nak megfelel§ generator). Ekkor € = ¢, (€), €' = . (&), és e = @u(En),

altal indukalt H,(S? x S9) — H,(My) homomorfizmus.

ahol ¢, a gp’sqxsq
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Legyen p; és py a két S7 x §9 — S vetités. p; o g, = id, ami 1-et reprezentdl
H,(S%) = Z-ben, és pyo g, = poa, ami [po o] = p.([a])-t reprezentdl. Ebbol
kovetkezik, hogy £, = & + p.([a])€, és ezért e, = € + p.([a])e’.

Ebbdl le, = le + Ip.([a])e = Ve + Ip.([a])e’ = (I + Ip.([a]))e’ = ILe’, és a 30.

lemmat alkalmazva a médositott atépitésre megkapjuk A/ rendjét. n

32. Lemma. Ha q pdratlan, és K, (M) véges (de nem 0), akkor véges sok normdl

dtépitéssel elérhetjik, hogy K, (M) mérete csokkenjen.

Bizonyitds. Legyen p egy |K,(M)|-et oszt6 prim. Ekkor K, (M)-ben van p-hatvany
rendii ciklikus direkt Gsszeadando, legyen A egy ilyennek egy generatora. Mivel
K,(M) direkt 6sszeadanddé H,(M)-ben (5. dllitds), ezért a A dltal generalt részcsoport

H,(M)-ben is direkt dsszeadandé. Az univerzalis egyiitthaté formula szerint 1étezik

egy
0O — HM)® 2, — H,M,Z,) —— Tor(H,«(M),Z,) —— 0

egzakt sorozat, és mivel H,(M) ® Z,-ben A ® 1 # 0, ezért (\)z, # 0.

A 10. allitds miatt K, (M) = K,(M,0M), ezért h.(A\)-ra (ahol h : M —
(M,0M)) is alkalmazhaté az el6bbi gondolatmenetiink, ezért h.((A)z,) # 0. Tehat
A kielégiti a 27. lemma b) részének a feltételeit F' = Z, esetén.

Jelolje X rendjét [, vegyiik X\ egy ¢ : S9x DIt < M reprezentansat, és végezziink
ementén egy normal atépitést. A kordabban bevezetett jeloléseket hasznédljuk. Mivel
', X rendje nem biztos, hogy a [—,(] intervallumba esik (amire sziikségiink lenne
a bizonyitas folytatasdhoz), ezért vesziink egy olyan a : S — SO,y leképezést,
amire az ebbol szarmazo p,-val is végezhetd normal atépités, és megesinaljuk ezt az
atépitést. A 31. lemma szerint az 4j N, rendje |I/,| = |l + Ip.([a])| (vagy végtelen).

Belatjuk, hogy van olyan «, amire ¢, normal atépitést definial, és |I| <.

A 18. Allitas szerint az els6 feltétel akkor teljesiil, ha j.([a]) = 0, azaz [a] €
Kerj,, ahol j : SOg41 — SOpiq+1 a bedgyazds. Legyen j; @ SOyp1 — SOp42 és
g2+ SOgp2 = SOpyg+1, ekkor j = jy 0 jy, és ezért j. = (ja)x © (j1)«. Tudjuk, hogy
(J2)« 1 T(SOgs2) = Ty(SOktqt1) izomorfizmus, ezért Ker j, = Ker(j1)..

Az SO,42 2Ot gt nyaldb egzakt sorozatabdl tudjuk, hogy Ker(j;), = Im 0,
és ezt o(TST) generdlja (12. &llitds). Tehat ¢,-val pontosan akkor végezhetd

normdl &tépités, ha [a] tobbszorose o T St )-nek.
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A 14. 4llitds szerint p.(o(TS9)) = x (ST [idsq] € 7,(S?) = Z, és x(S7T) = 2
(mert ¢ paratlan), ezért ha ¢, normal atépitést definidl, akkor p.([a]) € 27 (és
tetszéleges paros érték eld is fordulhat). Ezért I, = I’ + Ip.([a]) tetszbleges értéket
felvehet, ami kongruens I’-vel modulo 21, tehat o valaszthaté gy, hogy I, a [, ]
intervallumba essen.

Tehét feltehetjiik, hogy |I'| < 1. Most 3 esetet kiilonboztetiink meg;:

1. Ha 0 < |I'| < I, akkor X' is véges rendd, ezért vk H,(M') = rk H,(M), ezért
K, (M) is torziéesoport. A 26. lemma szerint H (M)/ () = Hy (M')/ (XN), ezért
(o e — [ BeBOL - Tehdit |Tor Hy(M")| < |Tor Hy(M)|, és ezért |Ky(M')| <
Ky (M)).

2. Ha I’ = 0, akkor X\ végtelen rendii. Ekkor a 29. lemm&hoz hasonldéan

rk K,(M'") = 1, vegyiik egy Z direkt Osszeadanddjanak a generatorat, és amentén
épitsitk at M'-t M"-vé. Err6l ugyanugy belathatd, hogy K,(M") torzidcsoport, és
|K,(M")| < |K,(M)|. Tehat ekkor 2 1épésben tudjuk csokkenteni K,(M) méretét.
3. Ha |I'| =, akkor az 1. esethez hasonléan latjuk, hogy K,(M’) torzidcsoport,
és |Tor H,(M")| = |Tor Hy(M)|, ezért |K,(M")| = |K,(M)|. At dgy vélasztottuk,
hogy a 27. lemma b) része alkalmazhaté legyen rd az F' = Z, valasztéssal, ezért
dimy, H,(M'; Z,) = dimg, H,(M; Z,) — 1. Most csindljuk meg M’-vel ugyanazt,
mint M-mel: vegyik K,(M’) egy p-hatvany rendii direkt Gsszeadanddjénak a ge-
neratorat (|K,(M')| = |K,(M)| miatt p osztja |K,(M')|-t is), és amentén végezziink
atépitést, az eredmény legyen M”. A megfeleld o valasztdsaval errdl az atépitésrol is
feltehetjiik, hogy nem noveli H,(M') torzidjanak méretét. Ha az atépités az 1. vagy
2. esetbe tartozik, akkor 1 vagy 2 lépésben tudjuk csokkenteni K,(M’) méretét, és
igy sikeriilt | K, (M)|-et csokkenteniink. Ha a 3. esetbe, akkor |K,(M")| = |K,(M")|
¢és dimy, H,(M"; Z,) = dimyz, H,(M'; Z,) — 1. Ekkor ugyanigy csindljuk tovdbb az
atépitéseket. Véges sok 1épés utan lesz egy olyan atépités, ami az 1. vagy 2. eset-
be tartozik (killonben a Z,-egyiitthatés homolégiacsoport dimenziéjat, ami mindig
pozitiv egész, tetszélegesen sokszor tudndnk 1-gyel csokkenteni). Tehat ebben az

esetben is tudjuk véges sok atépitéssel csokkenteni K (M) méretét. n
33. Tétel. K (M) megdlhetd normdl dtépitésekkel.

Bizonyitds. Az 5. allitds miatt K, (M) egy Z direkt Gsszeadandéjanak generdtora
H,(M)-ben is direkt 6sszeadanddt generdl. Mivel K (M) = K, (M,0M) (10. allitas),
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ezért ugyanez teljesiil (M, M )-ben is. Ezért a 27. lemma alkalmazhato ré, és a Z
komponens egy normadl atépitéssel megolhetd. Ezt ismételve elérhetjiik, hogy K, (M)
torziéesoport legyen. Ezt ¢ paritdsatdl fiiggden a 29. vagy a 32. lemmaban leirt

moédon tudjuk csokkenteni. Ezt egészen addig csinalhatjuk, amig K, (M) eltiinik. O

3.2. A o obstrukcio

Legyen n = 2q.

AU : HY(M) x HI(M,0M) — H?{(M,0M) = Z szorzds és a bedgyazdsbol
szarmaz6 j* 1 HY(M,0M) — H?(M) homomorfizmus indukal egy ugyanigy jeldlt, és
Uy = (j*(x) Uy)[M] képlettel adott U : HI(M,0M) x HY(M,0M) — Z bilinearis
fliggvényt. Ez szimmetrikus, ha ¢ paros, és antiszimmetrikus, ha ¢ paratlan.

Mivel HY(M,0M) = H,(M), ezért U definidl egy B : H,(M) x H,(M) — Z bi-
linearis fiiggvényt. Ez nem mas, mint a két homolégiaosztalyhoz a metszési szamukat
rendelo leképezés.

Legyen (f,b) 1 fokti normal leképezés, ahol f: (M,0M) — (X,Y). Az 5. allitas
szerint H4(M,0M) = K9(M,0M) & f*(HY(X,Y)).

34. Lemma. A HY(M,0M) = K9(M,0M) & f*(HY(X,Y)) felbontdisban a kompo-

nensek U-ortogonadlisak.

Bizonyitds. Ha x € KY(M,0M) és y € HY(X,Y), akkor f*(y) Uz = (j*(f*(y)) U
2)[M] = (f*(5"(y)) Ux)[M] (ahol j" : X — (X,Y)). Ez pedig f*(5™(y))([M] N z) =
(7" W) (f«((M] N x)) = 0, hiszen z € KY(M,0M) miatt [M] Nz € K, (M), azaz
f([M]nx)=0. O

Mivel véges rendii x € K9(M,0M) esetén (z U ) = 0, ezért U indukal egy biline-
aris leképezést K9(M,0M)/ Tor K9(M,0M) -n.

35. Lemma. Ha (f‘aM)* . H(OM) — H.(Y) izomorfizmus, akkor U Ka(M.oM)
nemszinguldris (azaz a szabad részen tetszdleges bazisban felirva a mdtriza +1 deter-
mindnsi,).

Bizonyitds. A feltétel miatt K, (OM) = 0, ezért a dudlisra is K9(OM) = 0. A 10.

allitas miatt ebbdl kovetkezik, hogy j* : HY(M,0M) — H?(M) izomorfizmus. A
Poincaré-dualitds miatt U : HY(M) x HY(M,0M) — Z nemszinguléris, ezért a
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H(M,0M)-en indukélt U is nemszinguldris. Ezért ez igaz az eléz6 lemméban sze-

repl6 ortogondlis direkt osszeg felbontas komponenseire lesziikitve is. O]

Paros ¢

Azt az esetet vizsgaljuk, amikor g paros, ekkor U ill. B szimmetrikus.

Definicié. I(f) = o( U lesziikitésének szignaturaja.

U ’ Kq(M,aM)) )

A Poincaré-dualitds miatt ez megegyezik B‘ Ky (M szignaturdjaval.
q

)
36. Allitas. I(f) = o(M,0M) — o(X,Y) (ahol o a sokasdg ill. Poincaré-pdr szig-

natirdjdat jeloli).

Bizonyitis. A 34. lemmaban bizonyitott ortogonalitds miatt a U bilinearis leké-
pezés is a két komponensre vett lesziikitései direkt Osszegévé bomlik, ezért o(U) =
O'(U‘Kq(MﬁM)) +o(U f*(Hq(X’Y))). Itt a masodik tag megegyezik U H?(X,Y')-on vett
szignaturajaval, mivel U természetes. Tehat o(M,0M) = I(f) +o(X,Y). O

Tegyiik fel, hogy (M, 0M) az (M, OM;) és (M, OM,) sokasdgok osszege (Mg, OMy)
mentén, (X,Y) pedig (Xi,Y1 U Xp) és (Xo, Yo U Xj) sszege (Xo, Yy) mentén.

37. Allitas. Ha f(M;) C X; és (f|MO)* . H.(My) — H.(Xo) izomorfizmus, akkor
](f) = I<f’(M1,8M1)) + ](fl(M2,8M2)>'

Bizonyitds. A 11. allitasban szerepl6 egzakt sorozatot hasznaljuk. Mivel f lesztikitése
izomorfizmust indukél, ezért K;(M,) = 0 minden i-re, tehat K,(M;) & K, (My) =
K,(M). Mivel egy K,(M;)-beli homolégiaosztaly reprezentalhaté int M;-beli lanccal,
ésint M, ésint My diszjunkt, ezért kiillonboz6 komponensben 1évé homologiaosztalyok
metszési szdma 0. Tehdt K, (M) és K, (Ms) B-ortogonélisak.

Attérve a kohomoldgidkra ez azt jelenti, hogy K9(My,dM;) & K9(M,, OM,) =
K%(M,0M), és a komponensek U-ortogonalisak. Ezért U szignatiraja a komponen-

seken vett szignaturak Osszege, ami pont az allitast adja. n

38. Allitas. Tegyik fel, hogy [ - (M, 0M) — (X,Y) 1 foki normdl leképezés,
(f‘aM)* : H(OM) — H.(Y) izomorfizmus, és (f,b) relativ normdl koborddns (f',b')-
vel. Ekkor I(f)=1(f").
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Bizonyitds. Legyen F': (W,0M x [0,1]) — (X,Y) az f és f’ kozotti relativ normél
kobordizmus. Ebbél elkészithet6 egy (W, M U (OM x [0,1])UM') — (X x [0,1], X X
{0} U(Y x [0,1])UX x {1}) leképezés is. Ekkor W ~ M Ugpy M’ és (X x [0,1]) ~
XUy X, ezért az (f | 5 1 )+-Ta vonatkozé feltétel pont azt biztositja, hogy F' | oy Kielégiti
a 37. éllitas feltételeit.

W irdanyitott kobordizmus M és M’ kozott, ezért M-en az eredeti, M’'-n viszont
az eredetivel ellentétes iranyitdst indukal (és ugyanez igaz X x [0, 1] peremkompo-
nenseire is). Ezért a 37. éllitas azt adja, hogy ](F‘aw) =I(f)—1(f").

Viszont azt is tudjuk, hogy [(F|aw) = o(OW) — o(0(X x [0,1])) = 0, hiszen
sokasdg, ill. Poincaré-par peremének szignaturdja 0. Tehat I(f) = I(f’). O

39. Allitas. Ha (f,b) 1 foki normdl leképezés, és (f‘BM)* : H.(OM) — H.(Y)

izomorfizmus, akkor I(f) oszthaté 8-cal.

Bizonyitds. Az allitast elég olyan esetekben bebizonyitani, amikor f ¢-Osszefiiggo.
Ugyanis a 24. tétel szerint (f,b) relativ normdl kobordédns egy olyan (f,b")-vel, ahol
I’ q-Osszefliggd, a 38. éllitas miatt pedig I(f) = I(f).

Ebben az esetben a 25. allitds miatt K,(M) = m,41(f), ezért az 1. allitas szerint
tetszOleges x € K, (M) homoldgiaosztaly reprezentalhatd ¢ : S7 — M beagyazéssal.
Jelolje v a bedgyazas normélnyaldbjat, ennek az Euler osztalya e(v) € H1(S9) = Z
pont az x - x 6nmetszési szam.

o definicidjanal lattuk, hogy ¢o(S?) (k + ¢)-dimenziés normélnyalabja trivialis,
és felbomlik M o(S9)-ra leszlikitett k-dimenziés normalnyalabjanak (ami trivialis)
és ¢o(S?) M-beli normélnyaldbjanak Osszegére. fgy ez utobbi stabilan trivialis,
ami a karakterisztikus leképezésre vonatkozéan azt jelenti, hogy j.(o(v)) = 0, ahol
Jr t T—1(S0,) = m—1(SO0441). Az SO 44 50, g nyalab homotopikus egzakt
sorozatdban Kerj, = Im0, ezt pedig a 12. 4llitds miatt o(7.S9) generédlja. Tehat
o(v) = ro(TS7) valamilyen r € Z-re.

Az S feletti € nyaldbokra az o(§) — e(€) leképezés homomorfizmus (1d. Milnor
[8]). Ugyanis az o(§) karakterisztikus leképezés az m,_1(SO,) = m,(BSO,) izomor-
fizmusnal a nyaldb g Gauss-leképezésének felel meg. A nyalab Euler-osztédlya pedig
az e € H1(BSO,) univerzélis Euler-osztaly visszahizottja gi-gal, és a g¢ — gf(e)

leképezés homomorfizmus.
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Ezért e(v) = re(TS?) = 2r (hiszen ¢ péaros). Ez pedig a korabbiak szerint azt
jelenti, hogy az x - x Onmetszési szdm mindig paros. A dudlisra attérve azt kapjuk,
hogy minden y € K%M, M) kohomolbgiaosztalyra y Uy paros. Mivel U} Ka(M.9M)

nemszinguldris (35. lemma), ezért o ( ) oszthaté 8-cal (1d. Serre [12]). O

U ‘ K4(M,0M)

Definicié. o(f,b) = £1(f) € Z.

Az I(f)-re bebizonyitott tulajdonsagok teljesiilnek o( f,b)-re is.

Paratlan q

Ebben a részben minden homoldgia és kohomoldgia Z5 egyiitthatos.
Miel6tt ratériink a normal leképezések vizsgalatara, bevezetiink néhany fogalmat,

amire sziikségiink lesz a o obstrukcié definialasahoz.

Jelolés. K = K(Z,,q), az az Eilenberg-MacLane tér, amire m,(K) = Z, és m(K) =
0, hai # q. HI(K) = Zy, a generatorat jelolje ¢.

Ekkor tetszéleges A esetén [A, K| és H(A) kozott van egy bijekcid: ¢ — p*({).

Definicié. Legyen A tetszéleges tér és t : X*A — Y°K olyan leképezés, amire
t*(2%0) = 0. Ekkor definidlhaté Sq/t"(25¢) € H?+5(25A) a kovetkezOképpen:

Tekintsiik a ¢ kohomologikus egzakt sorozatat, és azt a diagramot, amit Sq?+!
indukal ennek két részlete kozott:

+*

Hots L35 K) —5y gats-i(ssA) —2  Hots(t) —L o Hets(SSK) —L  Hots(S5A)

lsqrﬁl lgqqﬁ-l lsqq-kl lgqq-&-l lgqq-&-l

H2q+s(st) t ; H2Q+S<ESA) 4 %H2q+8+1(t) J* } H2q+s+1(ZsK) t 3H2q+5+1(2514)

t*(X%¢) = 0 miatt X0 € Im j*, ezért 1étezik olyan x € HI™5(t), amire j*(x) = (.
Ez az x nem egyértelmii, csak a Ker j* = Im ¢ szerinti mellékosztélya az. Sq?™!(x)
viszont mar egyértelmfi, mert Sq¢™ (§(HIT*"1(X5A))) = §(Sqr™ (HIT71(X5A))) =
§(SqTH (X HT(A))) = 6(2°Sqr™ (H7Y(A))) = 0, hiszen Sq?™ minden (¢ — 1)-
dimenziés kohomoldgiaosztdlyt O-ba visz. Legyen y = Sq?™!(z) € H?*t1(t). Ekkor
J*(y) = 7S¢ (x)) = S (j*(x)) = Sq"tH(¥l) = ¥25¢*(¢) = 0, hiszen ¢
g-dimenziés. Ezért y € Kerj* = Imd, ezért 1étezik olyan z € H?IT5(X*A), amire
§(2) = y. Ez a z egyértelmii, mert ¢ injektiv, mert t*(H%7"*(X°K)) = 0. Ugyanis
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Serre tétele alapjan H??(K) megkaphaté ¢ képeként, ha a Steenrod-algebra hat rajta,
ezért ugyanez igaz H?775 (X5 K)-ra és N¥l-re, és t*(3°() = 0.
Legyen Sq¢l ™ (2%¢) = 2.

Megjegyzés. A definiciébél latszik, hogy Sqi™ (33°¢) csak t homotépiaosztalyatdl fiigg.

A konstrukcié nem miikodne, ha 3°A-t lecserélnénk egy tetszoleges térre, mert
kihasznaltuk, hogy Sq™(HITs 1 (2%A)) = 2S¢ (H? '(A)) = 0. De hasonléan
az is igaz, hogy Sq?™ (HI™~1(271A)) = 0 tetsz6leges A térre, ezért ha 3°A helyén

csak egy (s — 1)-szeres szuszpenzi6, ¥.°71 A 4ll, akkor még miikodik a konstrukcié.
Az operécié két alapveto tulajdonsagat bizonyitjuk be a kévetkezé lemmakban:

40. Lemma. Legyen ti : X°A — ¥°B, ty : ¥°B — Y°K, t3 =ty o ty, és tegyiik fel,
hogy t5(350) = 0 (és ezért t3(20) = 0). Ekkor Sqf,™ (230) = (t1)*(Sql " (£20)).

3 2

YK
>°B
T°A 3
C,, c
2
2. dbra

Bizonyitds. Legyen Ci, ¢, = Cy, U Cy,, 3°B mentén Osszeragasztva (2. abra). Ek-
kor CY, 1, homotopikusan ekvivalens ¥°K-val, a (C, ¢,, X°A) par (Cy,,X°A)-val, a
(Ciyts, Cry) pér (Chy, X°B)-vel.

A (Cypy, X°A) — (Chy 1y, Cty) bedgyazas indukdl egy kommutativ diagramot a

parok (és ezért t3 és ty) kohomologikus egzakt sorozatai kozott. Sq?™! pedig ennek
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a diagramnak a két szakasza kozott indukal egy kommutativ diagramot:

Hots1 (30 A) Ho*s(ty) Ho(SK)
Hot5=1(35B) HI5(t) Ho5(S°K)
SqQ+1 Sqq+1l Squrl
24+ (ZSA) > [12q+s+1 (tg) H2at+s+1 (ESK)
Sqatl A‘i Sqa+1 / Sqat+l /
H2q+S<ESB) H2q+5+1 (t2) H2q+5+1 ZSK)

« e, s

x, y és z képe a ,,ferde” nyilakndl pont a Sqq+1( Sf) deﬁmcio’jéban szerepl6 x, y és

z, a legutobbi pont a lemma allitasat adja. O

41. Lemma. Legyen ty,ta,t3: 3°A — 5K olyanok, hogy t3 = t1 +t3 a [X°A, X K]
csoportban. Tegyiik fel, hogy t;(X°0) = t5(X°0) = 0 (és ezért t5(X°¢) = 0). Ekkor
Safl ! (B°0) = Sqi (2°0) + Sqf, ™ (20).

Bizonyitds. Legyenv : ¥*A — ¥ AV A, ekkor t3 = (¢, Vte)ov (homotépia erejéig).
Ezért az el6z6 lemma alapjan Sqfi™' (250) = (v)*(Sqff(/th(Esf)) = (v)*(Sg (=20 @
Sqirt(5e0)) = Sqf (S00) + SqiH (200). O

Most legyen (f,b) 1 fokd normaél leképezés, f : (M,0M) — (X,Y), b: v — &.
Ekkor U meghatdroz egy K(M,0M) x K9(M,0M) — Z, szimmetrikus bilinearis
figgvényt, és x Ux = 0 minden = € K9(M,OM)-re.

A 19. allitas utdni megjegyzés szerint (X, Y’) Spivak normaél fibréldsa S¢. A 20.
és a 21. allitas alapjan ekkor Tv és X°(M/OM) ill. TE és X°(X/Y') kozott adott egy
dualités, és a leképezések kozott T'(b) dudlisa egy olyan g : ¥5(X/Y) — X5(M/OM)
leképezés, amire g* o 2% = 3% 0 ¢ (ahol ¢ az f* balinverze).

Legyen x € K%(M,0M), ez azt jelenti, hogy ¢(x) = 0, és ezért g*(X°z) =
Y¢(x) = 0. Legyen ¢ : M/OM — K az a (homotopikusan egyértelmi) leképezés,
amire p*(¢) = z, ekkor (X°p)*(X°¢) = ¥°x. Legyen h = ¥°¢pog : ¥¥(X/Y) —

Y K. Erre h*(X°0) = g*((Z°)*(X°0)) = g*(2%z) = 0, ezért értelmes Sqlt' (2°0) €
H2H5(35 X YY),
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Definicié. ¢(x) = Sql™ (X%0)(Z°[X]) € Z,.
Ezzel definidltunk egy v : K9(M,0M) — Z, fiiggvényt.

42. Allités. o kvadratikus, azaz ¥(x +y) = (z) + P(y) + (x Uy) minden z,y €
KY(M,0M) esetén.

Bizonyitds. Legyen @1, ps : M/OM — K olyan, hogy (p1)*(¢) = x és (v2)*(£) = v.
Ekkor ¢1 X @9 : M/OM — K x K (x + y)-t indukélja (¢ x 1 + 1 x ¢)-b6l. K =
K(Zs,q) homotopikusan ekvivalens K (Zs,q + 1) hurokterével, ezért H-tér, létezik
egy 1 K x K — K szorzds. Erre teljesill, hogy p*(¢) = £ x 1+ 1 x ¢, ezért a
@ = po (¢1 X pg) definicioval p*(¢) = (z + y).

Legyen hy = ¥%pj0g, hg = X%ps0g és h = ¥*pog, ekkor definicid szerint ¢ (z) =
S (SO (X)), 0ly) = Sqi (SO (X)) b (o +y) = Sqi (20 (X)),

Tudjuk, hogy (K x K) homotopikusan ekvivalens (ZK VEK V(KA K))—
val (1d. Hatcher [3]), legyen a koztiik mend két homotopikus ekvivalencia p és 7.
] € [BK VEK V(K AK),S(K x K)] = [SK, (K x K)| @ [SK,5(K x K)] &
[(X(K AK), (K x K)| harom leképezés Osszegére bomlik, r = iy + Xiy + 7, ahol iy
és is a két K — K x K bedgyazds, és v : U(K AN K) — X(K x K).

Ekkor h = X510 3%(p1 X @9) 0 g = X505 r 0 357 1p o B5(¢01 X ¢9) 0 g (hiszen
r o p homotép (K x K) identitdsdval). Ebben X671y = 3% + 3%y + 2571y, ezért
h harom leképezés Osszegére bomlik. Yy o Xij op @ N(K x K) — YK val6jdban
az els6 tényezore valo K x K — K vetités szuszpenzidja, és hasonldé mondhatd
(3p 0 Yig o p)-rél is. Ezért h elsd két tagja X°¢; o g és X%pq 0 g, azaz hy és hs.
A harmadik tag legyen h' = %0 X571y 0 357 I1po () X ¢9) 0 g. A 41. lemmat
felhasznalva v (z + y) = (z) + ¥ (y) + Sqi ™ (220)(2*[X]).

Legyen ( = X poX lyo X lp: ¥%(K x K) — £°K. Ekkor *(X%¢) = X! (p*o
7o (Bp)*(B0) =27 (p* oy (B(¢ x 1+ 1 x £)) = 0. Ezért értelmes SqZH(ESE), és
a 40. lemma szerint Sq¥ " (2%0) = ¢* 0 %(¢y x gog)*(ngH(Esﬁ)). Beldthato, hogy
Sqdt (B20) = (£ x £), ezért Sl (320) = g7 (B (01 (O U p3(0))) = g7 (T2 (xUy)) =
Yo(xr Uy) (a 21. allitds miatt). Itt ¢(x Uy) = Dx o fu([M] N (x Uy)), ezért
Sqi (20 (3 [X]) = ¢le Uy)[X] = f((M]N (zUy)).

Tehdt ¢ (z +y) = ¥(z) +¢(y) + (xUy). O
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Tegyiik fel, hogy az (f,b) normél leképezés olyan, hogy (f‘BM)* . H.(OM) —
H,.(Y) izomorfizmus. A 35. lemma 7 egyiitthat6s valtozata is igaz (és ugyanigy

bizonyithatd), ezért ekkor U nemszingularis.

Definicié. o(f,b) a ¢ Arf-invaridnsa.

Azaz o(f,b) = Y I, v(N)U(wi) € Zo, ahol Ay, ..., A\, pua, ..., iy €gy szimplekti-
kus bézis K9(M,0M )-ben (\;U\; = p;Up; = 0 minden ¢, j-re, \;Up; = 1, ;Up; =0,
ha i # j). llyen bézis létezik, mert U nemszinguléris, és o(f,b) jéldefinidlt, azaz

fiiggetlen a szimplektikus bazis valasztasatol (1d. pl. [11]).

Megjeqyzés. 1 egy Zy feletti véges dimenzids vektortéren van definidlva, tehat egy
véges halmaz minden eleméhez 0-t vagy 1l-et rendel. Az Arf invaridns megegyezik

azzal az értékkel, amit ¢ tobb helyen vesz fel.

A kovetkezokben bebizonyitjuk o legfontosabb tulajdonsagait.

Tegyiik fel, hogy (M, OM) az (M, OM;) és (M, OMs) sokasdgok Gsszege (Mg, OMy)
mentén, (X,Y) pedig (X1, Y1 U Xy) és (Xa, Yo U Xy) sszege (Xo, Yp) mentén.

Tegyiik fel, hogy f(M;) C X;, legyen f lesziikitése M;-re f; : (M;, OM;) —
(X;,0X;), b megfelel6 lesziikitése b;.

Ha (flaM)* : Ho(OM) — H.(Y) és (f‘MO)* . Ho(My) — H.(Xo) izomorfizmus,
akkor (f|8Mi)* : H.(0OM;) — H.(0X;) is izomorfizmus (i = 1,2), ezért definidlhaté
o(fi, bi).

43. Allitas. Ekkor o(f,b) = o(f1,b1) + o(fa, bs).

Bizonyitds. A 11. llitasbdl kovetkezik, hogy K, (M) = K (M) B K,(Ms). Ez egy B-
ortogonalis felbontds, mert M;-beli és Ms-beli homoldgiaosztalyok reprezentalhatdak
diszjunkt lancokkal. Ez a dudlisra vonatkozdlag azt jelenti, hogy K9(M,0M) =
KMy, 0M;) & K9( My, 0Ms), és ez egy U-ortogonalis felbontas. Ebbdl kévetke-
zik, hogy ¢ Arf-invaridnsa megegyezik a komponensekre vett lesziikitések Arf-invari-
ansanak Osszegével (hiszen a komponensekben kiilon-kiilon vehetiink szimplektikus
bézisokat).

Legyen 1; az M;-beli (K9(M;, 0M;)-n értelmezett) kvadratikus fiiggvény. A ko-
homolégia komponensek bedgyazasat jelolje g; : K9(M;, OM;) — K9(M,0M). Ezt a
Bi: M/OM — M/(M \ int M;) =~ M;/0M; leképezés indukalja.
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Belatjuk, hogy M (KM 0M) = 15, ebbdl és az eddigiekbdl kovetkezik, hogy v
Arf-invariansa 1 és wg Arf—lnvarlansénak az 0sszege.

Legyen T'(b) S-duélisa g, T'(b;)-é pedig g;. Valamint legyen «; : X/Y — X;/0X;
a (;-nek megfelel6 leképezés X-ben.

Ez a diagram kommutativ (1d. Browder [2]):

(X)Y) —Ls 25 (M/OM)

[ B

S5(X:/0X;) —Ls ¥5(M;/OM;) —25 SO K

Legyen x € K9(M;/OM,), és ¢; : M;/OM; — K az ezt a kohomolégiaosztélyt
indukalé leképezés. Legyen h; = X5¢; o g;, ekkor ¢;(z) = ng:rl(Esﬁ)(Es[Xi]).

0; = (7, ezért a g;(x)-et indukald leképezés ¢ = p; o ;. Legyen h = ¥pog =
Xp; 0 X% 0 g, ekkor Y(oiw) = Squ(ES@(ES[X])-

A diagram kommutativitdsa miatt h = X5p;03°F;09 = N¥p;0g;0%a; = h;0X .
Ezért alkalmazhatjuk a 40. lemmét: Sql™ (2%¢0) = (Z%ay)* (Sqq+1(Es€))

Ezeket felhasznalva (o) = Sql™ (250)(2°[X]) = (Z%ay)* (Sq%jl(zsﬁ))(Es[X]) =
(Sqt (270)) (S0, (57 (X])) = (SaH (S70) (57 [X]) = (o). a

44. Allitas. Ha (W, M) (2q+1)-dimenzids sokasdg, (Z,X) (2q+1)-dimenzids Poin-
caré-pdr, (f,b) normdl leképezés, f: (W, M) — (Z,X),i: M — W a perem bedgya-
zasa és v € K1Y(W), akkor ¢(i*(x)) = 0.

Bizonyitds. W /M homotopikusan ekvivalens (W UCM)-mel (ahol CM az M feletti
kup), XM pedig (WUCM)/W-vel, ezért a faktorleképezés indukal egy dy : W/M —
Y M leképezést. Hasonléan legyen dy : Z/X — Y.X. Ezek 1 fokud leképezések, ezért
du (W) = SIM] és d(12]) = S[X].

Legyen ¢ : W — K olyan, hogy ¢*(¢) = x. Legyen g : ¥X*Z/X — YW /M a T(b),
g %X — $°M pedig a T(b|,,) dudlisa. Ekkor i/ = X%p o X%iog : B°X — S°K
az a leképezés, amivel (i*(z)) = SqlT (2°0)(2°[X])-t definiljuk.

Legyen h = h' o %7 1dy : 357 1(Z/X) — 2*K. A kordbbi megjegyzésiink szerint
definidlhaté Sqf ' (2°¢) és a 40. lemma miatt Sqf ™ (2%¢) = (2°71dz)* (Sql " (£20)).

Ezt felhasznalva (i*(z)) = Sqf ' (220)(S°[X]) = Sl (Z20) ((2°71d2)«([2])) =
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((Z571dy)*(Sqk ™ (220))) (2] = (SqiT (2°0)) [ 2).

YN Z/X) —L— B (W/M)

J{Es—ldz J{Es—ldW

!

35 G A ) VA == Y g
Ez a diagram kommutativ (1d. Browder [2]), ezért h = h' 0 X*"'dy = YfpoXfiog o
$51d, = YoY% 05 Ldy 0 g. Ebben Y% 05 Ldy, = $¢ (i odyy) nullhomotdp,
mert Yiody az M — W — W/M — XM — XW — XW/SM — ...

Puppe-sorozat két szomszédos leképezésének kompoziciéja. Ebbdl kovetkezik, hogy
h nullhomotdp, tehat (i*(z)) = (Sqi™(20))[Z] = 0. O

45. Allitas. Ha (W, M) (2q+1)-dimenzids sokasdg, (Z, X) (2q+1)-dimenzids Poin-
caré-pdr, (f,b) normdl leképezés, f . (W, M) — (Z,X), akkor O’(f‘M,b a) =0

Bizonyitds. Legyeni: M — W a bedgyazas. Vegyiik a 10. allitasban szerepl6 egzakt

sorozatokat, és a Poincaré-dualitas altal koztiik indukalt diagramot:

Ki(W) — K9(M) — K™Y(W, M)

l[wm l[M}n J[W]ﬁ

Eya(W.M) —— K,(M) ——  K,(W)

Ebben a fliggbleges nyilak izomorfizmusok, és a sorok egzaktak, ezért [M]NIm :* =
Keri,, tehat dim Im¢* = dim Ker i,. Masrészt, mivel az egytitthatocsoport Zs, ezért
a 7. allitds azt adja, hogy K4(W') = Hom(K, (W), Z3) és K9(M) = Hom(K,(M), Zs),
és 1" az 1, Hom-dudlisa. Ezért dim Im¢* = dim Im¢,. A homomorfizmus-tétel szerint
pedig dim K,(M) = dim Keri, + dimImi,. Az eddigieket Gsszerakva azt kapjuk,
hogy dim K?(M) = 2 dim Im ¢*.

A 44. allitds miatt ha x € Im¢*, akkor ¢ (z) = 0.

Tudunk egy olyan Ai,..., A\, yi1, ..., i, szimplektikus bazist venni K?(M)-ben,
amire \i,...,\, az Im¢* béazisa: Vegyink egy A\; € Im¢* nem 0 elemet. Mivel
U nemszingularis, ezért 1étezik egy p1, amire \y U gy = 1. py € Imé*, kiillonben
YA+ p1) = () + () + (M Up) =04+0+1 =1, ami ellentmondés, mert
A1+p1 € Ime*. A bézis kivélasztésat ugyanigy folytathatjuk a Ay és p; altal generdlt
altér U-ortogondlis kiegészitdjén.

Ebbél kévetkezik, hogy o(f]|,,. b

M) - 22:1 P(Ni)Y (i) = 0. ]

43



46. Allitas. Tegyik fel, hogy f : (M,OM) — (X,Y) 1 fokii normdl leképezés,
(f‘aM)* : H(OM) — H.(Y) izomorfizmus, és (f,b) relativ normdl koborddns (f',b')-
vel. Ekkor o(f,b) = o(f', V).

Bizonyitds. A 38. allitas bizonyitasahoz hasonléan, ha van egy relativ normal kobor-
dizmus (f,b) és (f', V') kozott, az tekinthaté egy olyan normél leképezésnek, ami a
peremen M Ugy M’ és X Uy X kozotti leképezés. A 45. allitas miatt ezen a pere-
men o értéke 0. A 43. éllitds miatt pedig megegyezik o(f,b) + o(f',0')-vel. Tehat
a(f,0) +o(f V) =0¢€ Zy, ezért o(f,b) = o(f, V). O

3.3. Paros n

Most folytatjuk a fététel bizonyitasat, azt az esetet vizsgaljuk, amikor n paros,
azaz n = 2q (és ¢ > 3).
El6szor bebizonyitjuk, hogy a o(f,b) = 0 feltétel sziikséges.

47. Tétel. Ha (f,b) relativ normal koborddns egy homotopikus ekvivalencidval, akkor

o(f,b) =0.

Bizonyitds. Ha f homotopikus ekvivalencia, akkor K9(M,0M) = 0 miatt o(f,b) =
0. Ha (f,b) relativ norméal kobordans egy (f’,b')-vel, ahol f’ homotopikus ekviva-
lencia, akkor o(f,0') = 0, mésrészt a 38. vagy a 46. allitas miatt o(f,b) = o(f', ).
Tehat o(f,b) = 0. O

A tovébbiakban azt bizonyitjuk, hogy ha o(f,b) = 0, akkor (f,b) atépitheto
homotopikus ekvivalenciava.

A pératlan esethez hasonléan K (M) = m,41(f), ezért alkalmazhaté az 1. allités:
K, (M) tetszéleges eleme reprezantdlhaté f egy f: M — X kiterjesztésével. A 17.
tétel és a 15. allitas szerint egy o € m,(Vi(R7™)) # 0 obstrukcidja van annak, hogy
ementén tudjunk atépitést végezni.

El6szor belatjuk, hogy K (M) szabad Abel-csoport, és megnézziik, hogy hogyan

valtozik, ha tudunk atépitést végezni.

48. Allitas. Ha f q-Gsszefiiggd, akkor K, (M) szabad Abel-csoport.
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Bizonyitds. A Poincaré-dualitas és a 10. allitds miatt K, (M) = K9(M,0M)
K9(M). A 7. allitas szerint pedig K9(M) = Ext(K,—1(M), Z) & Hom(K, (M), Z)
Hom(K,(M), Z) (hiszen K, _1(M) = 0).

Tehat K, (M) = Hom(K, (M), Z), ezért K, (M) szabad. O

12

Tegytik fel, hogy A direkt Osszeadanddt generdl K,(M)-ben, és M &tépithetd
A mentén. Most is a korabban bevezetett jeloléseket haszndaljuk: ¢ : S? x D? —
int M a A reprezentansa, a kivagott sokasag My = M \ int p(S? x D7), az &tépités
eredménye M’ az 4j normél leképezés (f',b"). Legyen i : My — M a bedgyazas,
és ¢ = go}sqx{s}([sq]) € H,(Mp) (ahol s € ST tetszéleges) a A-nak megfeleld ho-
moldgiaosztaly Mo-ban, ekkor i.(g) = .

49. Lemma. f’ is q-dsszefiiggd, és vk K, (M') = rk K (M) — 2.

Bizonyitds. A 23. lemma miatt f’ (¢ — 1)-6sszefiiggd.
Az (M, My) par homologikus egzakt sorozata:

A é

0 —— H,(My) —— H,(M) A

> qul(MO) s Hq,1<M) — 0

Ahol a relativ homoldgia csoportok:

Z ha j = q vagy 2q

1%

H;(M, My) = H;(57 x D?,59 x §971)
0 kiilonben
A H(M) - H,(M,M,) = Z homomorfizmus a A-val vett metszési szdm (ez
ugyanugy bizonyithaté, mint a 26. lemmaban). Mivel K, (M) = K,(M,0M) (10.
allités) és ez direkt Gsszeadandd H,(M,OM)-ben (5. allitas), ezért A Hy (M, OM )-ben
is végtelen ciklikus direkt Gsszeadandét general. Ezért (‘\) : Hy (M) — Z sziirjektiv,
igy 0 =0, tehat H,_(My) = H, (M) és tk H,(My) =rk H (M) — 1.
Az (M’ My) par homologikus egzakt sorozata:

7 % H,(My) — H,(M') » 0 s Hy (M) —— Hy ((M') —— 0

Ahol:

Z haj=q+1vagy?2
Hy(M', M) = Hy(D""" x §%71, 8% x §471) = J =1 gy 2q
0 kiilénben
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0'(1) = € (1d. 26. lemma), ez végtelen rendi, mert i.(e) = A végtelen rendii, tehét
rk H,(M') = rk H,(My) — 1. Az is leolvashato, hogy H, 1(M') = H,_1(M,).

Az eddigieket sszefoglalva: H,_i(M') = H,_1(My) = H,_1(M), amibél kovet-
kezik, hogy K,_1(M') = K,_1(M) = 0. Tehat H,(f') = 0 (6. allitas), vagyis f’ is ¢-
Osszefiiggd. Az eléz6 allitds szerint ekkor K,(M') szabad Abel-csoport. rk H,(M') =
rk H,(My) — 1 = rk H,(M) — 2 miatt pedig rk K,(M') = rk K,(M) — 2. O

A tovabbiakban azt vizsgaljuk, hogy mikor lehet egy homolégiaosztaly mentén

atépiteni M-et.

Paros ¢

Legyen # € K, (M) = 7,,1(f), vegyiik ennek egy, az 1. allitds szerint f repre-
zentansat (a ¢g : S — M bedgyazasra ekkor (¢0)«([S?]) = ), ehhez definidljuk az

0 € T, (Vi.(RF7)) obstrukciét, ennek egy reprezentdnsét jellje o.
50. Lemma. 0 =0 x-2 = 0.

Bizonyitds. Jeldlje ¢(S?) M-beli normalnyaldbjat v. Azt fogjuk beldtni, hogy
mindkét feltétel ekvivalens azzal, hogy v trividlis.

Legyen ¢ : Vi(R*4) — G, (R*) az a leképezés, ami egy R*M-beli vektor-k-
ashoz hozzarendeli az dltaluk kifeszitett altér ortogonadlis kiegészit6jét (igy irdnyitva,
hogy a vektor-k-as és a kiegészits altér pozitiv irdnyitdsa egyiitt kiadja R+ pozitiv
irdnyitdsat). A G,(R*) — G,(R®) = BSO, a bedgyazést jelolje i. o definicigjabol
lathato, hogy coo : ST — G,(R*) pont (y(S?) M-beli normélnyalébjét indukélja a
Grassmann-sokasag feletti tautologikus nyalabbol. Ezért iocoo a v Gauss-leképezése,
tehdt v pontosan akkor trividlis, ha i, o ¢.(0) = 0 € 7, (BSO,).

Legyen p : SO, — S9! a vetités, a m,_1(SO,) = m,(BSO,) izomorfizmust fel-
haszndlva az dltala indukalt leképezés p. : m,(BSO,) — m,1(ST!) = Z. A 15.
allitds szerint (V. (RF¥T)) = Z ezért p, o iy 0 ¢ @ T (Vi(RF)) — 7, 1(S771)
egy Z — Z homomorfizmus. Vegyiik a standard S? « RFT¢ bedgyazdst, ennek a
normélnyalédbja trivialis, egy trivializdldsa definidl egy S9 — Vi (R*'9) leképezést,
legyen ennek a homotépiaosztalya 6. Ekkor 4, o ¢, () a T.S* Gauss-leképezése, ezért

Px0i0c,(0) = 2[idge—1] € m,_1(S971) (a 14. &llitds miatt, felhasznalva, hogy g paros).
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Ebbdl kovetkezik, hogy p, oty 0c, nem 0, tehat injektiv, ezért i, oc, is injektiv. Tehat
v pontosan akkor trivialis, ha o = 0.

A 39. allitds bizonyitasaban lattuk, hogy o(v) = ro(75%) valamilyen r egészre,
és v -x = e(rv) = re(TS?) = 2r (hiszen ¢ paros). Ezért = - = pontosan akkor 0, ha
r = 0. Masrészt ez ekvivalens azzal, hogy v trividlis, azaz o(v) = 0 (ugyanis o(7 S9)
végtelen rendli, mert a 14. allitds szerint egy Z-be képez6 homomorfizmus, p,, nem

0-ba viszi). Tehét v pontosan akkor trividlis, ha x - z = 0. ]
51. Tétel. Ha q pdros és o(f,b) =0, akkor K (M) megélhetd.

Bizonyitds. o(f,b) = 0 miatt U indefinit K9(M,0M )-en. Ebbél kovetkezik, hogy
van olyan 2’ € K9(M,0M), amire 2’ U2’ = 0 (Id. Serre [12] vagy Milnor [8]). Fel-
tehetjiik, hogy x’ oszthatatlan, azaz direkt sszeadandét generdl. Legyen x’ duédlisa
x € K (M), ekkor x is direkt dsszeadanddt generdl, és -2 = 0. Az 50. lemma szerint
ekkor végezheté normal atépités x mentén, a 49. lemma miatt pedig az atépitéssel
csokken K, (M) rangja. A 38. éllitdsbdl kovetkezik, hogy o normél &tépitéskor nem
valtozik, ezért az atépitett sokasagra is alkalmazhaté az elobb leirt eljaras. Ezt

egészen addig folytathatjuk, amig K (M) el nem tiinik. O

Paratlan q

Most is azt vizsgaljuk, hogy egy adott = € K, (M) homolégiaosztaly mentén
mikor lehet normal atépitést végezni. x-et tudjuk az 1. allitas szerint reprezentalni,
és tartozik hozzd egy o € m,(Vy(RF" 7)) 2 Z, obstrukcié (17. tétel és 15. allitas).

Legyen = Poincaré-duédlisa ' € K9(M,0M), és ennek Z, egyiitthat6s redukcioja
(2); € KU(M,OM; Zs).

52. Lemma. Ha o = 0, akkor ¢ ((x')2) = 0.

Bizonyitds. Ha o = 0, akkor végezhet6 normal atépités x mentén, legyen az atépitett
sokasag M’, a koztiik 16vé relativ normal kobordizmus W. Legyenek a bedgyazasok
k: M — OW ési: 0W — W. Mivel x mentén végeztiik az atépitést, ezért
ix(ki(x)) = 0.

Legyen p : OW — M /OM az a leképezés, ami M belsején kiviil mindent 1 pontba

visz. Legyen x (pontosabban k,(z)) Poincaré-dudlisa OW-ben x”, ekkor 2" = p*(2’).
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A 10. éllitas alapjan létezik egy ilyen diagram:
Ki(W) — K1(0W) — KY(W,0W)

l Win J [oWIn J Win
Kon(W,0W) —— K, (W) ——  K,(W)

Mivel k,(z) € Keri,, ezért az egzaktsidg miatt a dudlisa 2" € Im*, azaz 2" = i*(z)
valamilyen z € K9(W)-re.

W-n van egy F' : (W,0W) — (X x[0,1],0(X x [0,1])) normal leképezés, ennek a
lesziikitése normadl leképezés a peremen. Legyen ¢y a K9(OW; Z;)-n meghatérozott
kvadratikus fliggvény. A 43. és 46. allitas bizonyitasaban lattuk, hogy ilyenkor v az
M-en adott ¢ és az M’'-n adott 4j kvadratikus fliggvény ortogonélis direkt Osszege,
és Yo(p((2')2)) = ¥((2')2). A 45. &llitasbol pedig azt 1atjuk, hogy ¥o(Im*) = 0,
specidlisan tehat 1y (i*(2)) = 0.

Az eddigieket Gsszerakva: ¥((2')2) = Yo(p«((2)2)) = o((2”)2) = 0 (hiszen 2" =

53. Lemma. Ha 0 =1, akkor ¢((z')2) = 1.

Bizonyitas. Legyen M’ az M és S x S? Gsszefliggd unidja, és legyen p : M — M
az a leképezés, ami az (M \ D??)-hoz ragasztott (S? x S7\ D??)-t egy pontba viszi.
Ekkor vehetiink M’'-n egy (f’,b') normadl leképezést, ahol f' = fop. K,(M') ekkor
K, (M) és Z* B-ortogonélis direkt dsszege, ahol a Z? rész két generdtora H, (S x S?)
két generatoranak felel meg.

Legyen a két 1j generdtor aj,ay; € K, (M'), a dudlisaik ¢1,9. € KY(M',OM).
Ekkor a; - a; = 0 és ay - as = 1, ezért hasonlo teljesiil g;-re és go-re is.

Legyen az x-nek megfelelé elem K (M')-ben z, ennek dudlisa 7/, ekkor 7/ =
p*(z'). Legyen ¢’ az 0j kvadratikus fiiggvény K?(M',OM; Zs)-n. A 43. allités bi-
zonyitasaban lattuk, hogy ekkor ¢'(p*((z')2)) = ¥ ((2)2). Tehét ¢/ ((Z')2) = ¥ ((2)2).

(91)2, (92)2, és (g1)2 + (g2)2 koziil legalabb az egyiken 1)’ értéke 1 (mert ha
mindhdrom 0, akkor a ¢'((g1)2 + (g2)2) = ¥'((g91)2) + ¥'((92)2) + ((g1)2 U (92)2)
egyenléség 0 = 0 + 0 + 1 alaku lenne), jeldlje ezt az elemet (g)2, ami az a € K, ,(M')
dudlisanak Z, egyiitthatos redukaltja. Ekkor az el6z6 lemmabol kovetkezik, hogy az

a mentén valé normal atépités obstrukcidja o, = 1.
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Az x + a mentén valé normal atépithetoség obstrukcidja 0,1y = 04+ 0, = 1 +
1 = 0. Ez altalanosabban is igaz: ha két homoldgiaosztaly diszjunkt S? — M
bedgyazasokkal reprezentalhato, akkor az Osszegiikhoz tartozo obstrukcié az obst-
rukciok Osszege. (Ezt a kovetkezé mddon lathatjuk be: Vegyiik a két bedgyazas
,,0sszefliggd unidjat”: kossiik Ossze Oket egy M-beli szakasszal, ennek egy csészert
kornyezetének a pereme és a két eredeti gomb (kis D? golydk kihagydsédval) egyiitt
az Osszeget reprezentald bedgyazés. KEgy obstrukciét a bedgyazott S? gomb sta-
bil normélnyaldbjanak egy trivializaldsabol, és M normalnyalabjanak S9%-ra vett
lesztlikitésének trivializdlasabol szamolunk ki. Amikor az Osszeget reprezentdld gom-
bon vessziik ezeket a trivializasokat, akkor feltehetjiik, hogy az eredeti gombokre
vett lesziikitéseik pont azok a trivializalasok, amelyekbdl az eredeti obstrukciokat
szamoltuk. Ebbol kovetkezik, hogy ilyen esetekben az 0sszeg obstrukcidja az obst-
rukcidk Osszege.)

Az el6z6 lemma miatt ¢'((Z')2 + (¢9)2) = 0. Mivel z - a = 0 (hiszen diszjunkt
bedgyazasokkal reprezentalhatéak), ezért ekkor o'((7')2) + 1'((9)2) = 0. Itt az elsd
tag ¥((2')2), a masodik pedig 1, tehat i ((z')2) = 1. O

54. Tétel. Ha q pdratlan és o(f,b) =0, akkor K,(M) megdlhetd.

Bizonyitds. o(f,b) = 0 azt jelenti, hogy ¢ Arf-invaridnsa 0. Ekkor létezik olyan
y € KY(M,0M; Zs) nem 0 elem, amire ¢)(y) = 0. Mivel f g-Osszefiiggd, ezért a 7.
allitas szerint K9(M; Zs) = KY(M)® Z,. A 10. allitds miatt ekkor K9(M,0M; Z,) =
K1Y M,0M)® Z,, tehat y = (z), valamilyen z € K%(M,0M )-re. Ha z nem oszthatat-
lan, akkor péaratlan t6bbszorose egy direkt Gsszeadandét generdld zg elemnek (mert
kiilénben (z)2 = 0). Ekkor (29)2 = (2)2 = y. Legyen z, dudlisa € K, (M). Az
el6z6 lemma miatt az x-hez tartozé obstrukeié 0 (mert 1((29)2) = 0), ezért végezhet6
normél atépités x mentén. A 49. lemma szerint az 1j f’ leképezés is g-Osszefliggd, és
K, (M) rangja csokken. A 46. allitas miatt o(f’,0’) 0 lesz az 4j normal leképezésre

is. Ezért ez az eljaras ismételhetd egészen addig, amig K,(M) el nem tiinik. O
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4. Alkalmazas a sokasagok osztalyozasaban

A sokasagok osztélyozasanak egy alapvetd kérdése, hogy egy adott (X,Y) CW-
par esetén létezik-e olyan sima sokasag, ami vele homotopikusan ekvivalens, ill. hogy
hany ilyen létezik.

Ahhoz, hogy létezzen ilyen sokasag, sziikséges feltétel, hogy (X,Y’) Poincaré-
par legyen. Egy madsik sziikséges feltételt ad a 19. allitdas: (X,Y’) Spivak normal
fibraldsa alljon elé egy vektornyalab gombnyalabjaként. Az allitds bizonyitasabol
azt is kiolvashatjuk, hogy egy f homotopikus ekvivalencia felett mindig létezik egy
nyaldbleképezés a norméalnyaldbbol ebbe a vektornyalabba, azaz f kiegészithetd (f,b)
normal leképezéssé.

Ez azt jelenti, hogy a klasszifikdcié kérdése visszavezethetd normal leképezések

vizsgalatara.

Tegyiik fel, hogy (X,Y) n-dimenziés Poincaré-pér, és adott egy & k-dimenzids
vektornyalab X felett (k > n). Ha van egy 1 fokd normal leképezés (X,Y)-ba,
akkor az meghatdroz egy olyan o € (T, TE ‘Y) elemet, amire h(a) N ue =
[X] (1d. 19. &llitds utdni megjegyzés). Ha két normél leképezés normal kobordéns,
akkor ugyanazt a « elemet hatarozzak meg (mert a normdl kobordizmus megad egy
homotdpiat koztiik).

Megforditva, ha adott egy ilyen a € 7, (T, T f‘y), akkor vehetjiik ennek egy
olyan (Dntk Snth=1y (Tf,Tf‘Y) reprezentdnsat, ami transzverzdlis (X,Y)-ra,
ekkor (X,Y") 6sképe egy n-dimenziés sima sokasag, (M,0M), a leképezés lesziikitése
M-re 1 foki, M egy csoszerti kornyezetén pedig nyaldableképezés M normélnyalab-
jabdl &-be. Az a homotdpiaosztalya normél kobordizmus erejéig hatarozza meg az
igy kapott normal leképezést.

Ez a két hozzarendelés meghataroz egy bijekciét az (X, Y)-ba mend 1 fokd normél
leképezések normdl kobordizmus osztélyai és az olyan o € m, 4 (TE, TE |Y) elemek

kozott, amelyekre h(a) Nue = [X].

A kovetkezo két tétel arra ad elégséges feltételt, hogy egy normal kobordizmus

osztalyban mikor van homotopikus ekvivalencia:
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55. Tétel (Browder, Novikov). Legyen X n-dimenzids, egyszeresen osszefiiggé Poin-
caré-tér, £ k-dimenzios vektornyaldb X felett. Ha (f,b) 1 fokd normdl leképezés, f -
M — X,b:v— &, ésnpdratlan, vagyn = 4l éso(X) = (Li(p1(€7Y), ..., m(E71))) [X]
(ahol Ly a Hirzebruch-polinom), ésn > 5, k > n+ 2, akkor (f,b) normdl koborddns

egy olyan (f',0')-vel, amire f' homotopikus ekvivalencia.

Bizonyitds. Paratlan n esetén ez specidlis esete a fotételnek. Ha n = 4l, akkor
o(f,b) =21(f) = 5(a(M) — o(X)). Es Hirzebruch szignatira tétele szerint o(M) =
(Ll(pl(TM), . ,pl(TM))) [M] = (Ll(pl(y_l), o ,pl(y_l))) [M], ez pedig a Pontrja-

gin-osztalyok természetessége és f*(§) = v miatt egyenld a tételben szerepld kife-
jezéssel. Tehat ekkor o(f,b) = 0, és a f6tételbdl kovetkezik az allités. O

56. Tétel. Legyen (X,Y') n-dimenzids Poincaré-par, X egyszeresen osszefiiggd, Y #
0, (f,b) normdl leképezés, f: (M,0M) — (X,Y). Ha (f|,,,)s : H.(OM) — H.(Y)
izomorfizmus, és n > 5, akkor létezik olyan (g,c) normdl leképezés, g : (U,0U) —
(D", 5"71), hogy g|,, : OU — S™=* homotopikus ekvivalencia, és ((f#ag), (b#sc))

relativ normdal koborddans egy homotopikus ekvivalencidval.

((f#a9), (b#sc)) a normal leképezések perem menti Gsszefiiggd uniéjat jeloli,
(f#og) : (M, 0M)#5(U,0U) — (X, Y)#a(D",S”_l) ~ (X,Y) (Id. Browder [2])

Bizonyitds. A 22. tétel szerint 1étezik olyan (g, c), amire o(g,c) = —o(f,b). Ekkor
(a 37. vagy a 43. allitdas miatt) o((f#ag), (b#ac)) = 0, és a f6tételbd] kovetkezik az
llités. 0

Megjegyzés. (f,b) normal kobordans ((f#a9), (b#sc))-vel. Ugyanis feltehetjiik, hogy
f#ag : (M,0M)#5(U,0U) — (X,Y)#s(D", S" ) = (X,Y) az U-nak megfelels
részt Y-ba viszi (mert D™ pontrahizhatd). Ezutdn vegyiik ennek az intervallummal
vett szorzatét, ez (M#sU) x [0, 1]-en egy szorzat alaki normadl leképezés, ennek a
pereme (M#5U) x {0} UO(M#5U) x [0, 1]U (M#5U) x {1}. Ez MUV U (M#5U)
alakid, ahol V-t a feltevésiink szerint Y-ba viszi a leképezés, tehdat ez egy megfelelo

normal kobordizmus.

Ez azt jelenti, hogy a peremes esetben minden normal leképezés, ami a perem
homolégidin izomorfizmust indukél, normal kobordans egy homotopikus ekvivalen-

ciaval.
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57. Tétel (Novikov). Legyen X n-dimenzids egyszeresen dsszefiiggé Poincaré-tér,
(fiy ;) két normdl koborddns normdl leképezés (i = 0,1), ahol f; : M; — X ho-
motopikus ekvivalencia. Ha n > 4, akkor létezik olyan (g,c) normdl leképezés,
g: (U,0U) — (D", S™), hogy g|8U : 0U — 8™ homotopikus ekvivalencia, és ( fo, bo)
h-koborddns (fl#g|aU, bl#c‘aU)-fual (azaz van koztik eqy olyan normdl kobordizmus,
ami h-kobordizmus My és (M#0U) kozdtt).

Bizonyitds. Legyen (F,B) az (fo,bo) és (f1,b1) k6zotti normal kobordizmus, F' :
W — X. Létezik olyan h : W — [0, 1] fiiggvény, amire h=(0) = My és h='(1) = Mj,
ez F-fel egyiitt meghatéroz egy F' : (W, My U M;) — (X x [0,1], X x {0} U X X
{1}) leképezést, B pedig egy F' feletti B'-t, amivel (F’, B') normal leképezés. Er-
re teljesiilnek az eléz6 tétel feltételei, ezért létezik olyan (g,c) normadl leképezés,
g : (U0U) — (D" S™), hogy g}aU : OU — S™ homotopikus ekvivalencia, és
((F'#59), (B'#sc)) (ahol feltételezziik, hogy az M; peremkomponensnél vettiik a
perem menti Osszefliggd uniot) relativ normél kobordéns egy homotopikus ekviva-
lenciaval. Ez utébbi legyen (F”, B"), F" . (W", My U (M #0U)) — (X x [0,1], X X
{0} U X x {1}). Mivel ezt egy relativ normél kobordizmussal kaptuk, ezért a pere-
mekre vett lesziikitései (fo,bo) € (fi#g] - bitc|,y,)-

W' pedig h-kobordizmus, azaz a peremkomponensek bedgyazasai homotopikus
ekvivalencidk. Ez abbdl kévetkezik, hogy F” : W — X x [0,1], fo : My — X és
fl#g‘ or Mi#0U — X mind homotopikus ekvivalencidk (az utolsé azért, mert OU
homotopikus gomb, ezért M;#0U homotopikusan ekvivalens M;i-el; és mert g| o 9

lesziikitése a pontrahtizhaté D" '-be képez). O]

Megjegyzés. A parallelizalhaté sokasdgokat hatdrolé homotopikus n-gémbok (ilye-
nek fordulhatnak el6 itt OU-ként) bP, 1 csoportjardl Kervaire és Milnor ([6]) bebi-
zonyitotta, hogy véges és ciklikus. Ld. még Levine [7], ill. [11].

58. Tétel (Wall). Legyen (X,Y) n-dimenzids Poincaré-par, Y # 0, X, Y egysze-
resen dsszefiiggd, (f,b) normdl leképezés, f: (M,0M) — (X,Y). Han > 6, akkor
(f,b) normdl koborddns egy olyan (f',0')-vel, amire f' homotopikus ekvivalencia. Ez

az (f',b") h-kobordizmus erejéig egyértelm.

Bizonyitds. (f,b) lesziikitése dM-re egy normél leképezés pereme, ezért a 38. vagy

a 46. allitds miatt o(f | o 0 = 0. Ezért a fététel miatt ez normal kobordans

ont)
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egy homotopikus ekvivalencidval, legyen (F, B) a koztiik 1évé normal kobordizmus,
F:W =Y, oW =0MUN. W-t és M-et Osszeragaszthatjuk OM mentén, ezen
(f,b) és (F, B) megad egy normaél leképezést, ez legyen (f’,b"). Ennek a szorzata az
intervallummal (F”, B'), ahol F': (WU M) x [0,1] — (X,Y), és W x [0,1] az Y-ba
képzédik. Ennek a pereme (M UW) x {0}UN x [0, 1JU(MUW) x {1}, és ez a perem
MUV U(MUW) alaki, ahol V' az Y-ba képzodik. Ezért ez egy normél kobordizmus
(f,b) és (f', V) kozott. Tehét (f,b) normal kobordéns egy olyan normadl leképezéssel,
ami a peremen (N-en) homotopikus ekvivalencia, és ezért izomorfizmust indukal a
perem homolégidin. Az 56. tétel, ill. az utdna kovetkez6 megjegyzés szerint ez normal
kobordans egy homotopikus ekvivalencidval.

Most legyen (fi,b;) (i = 0,1) két normél koborddns normal leképezés, amikre
fi : (M;,0M;) — (X,Y) homotopikus ekvivalencia. Legyen a koztiik 1év6 normél ko-
bordizmus (F, B), ekkor F' tekintheté (W, V) — (X x[0, 1], Y %[0, 1]) leképezésnek, és
ezért (W, V) — (X x[0, 1], X x {0}UY x [0, 1]JUX x {1})-be menének is. Ez Poincaré-
par, ezért alkalmazhato az 56. tétel: ((F'#ag), (B#sc)) relativ normél kobordans egy
homotopikus ekvivalenciaval. Ha a (g, ¢)-vel valé perem menti Osszefiiggé uniét W
peremének V részén készitettiik el, akkor az 1j homotopikus ekvivalencianak a pe-
remében ott van M; és My (ill. (f1,01) és (fa2,02)). Az el6z6 tételhez hasonléan
belathatjuk, hogy egy h-kobordizmust kaptunk ezek kozott. O]
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