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1. Bevezetés

Dolgozatom célja a normál átéṕıtések elméletének, és annak a sokaságok osztá-

lyozásában való alkalmazásának bemutatása Browder [2] könyve alapján.

A sokaságok osztályozásának egy alapvető kérdése, hogy egy adott Poincaré-

komplexushoz létezik-e vele homotopikusan ekvivalens sima sokaság. Ennek a prob-

lémának egy részét vizsgálja az átéṕıtések elmélete: ha adott egy vektornyaláb a

Poincaré-komplexus felett, és ki van jelölve egy normál kobordizmus osztály, abban

van-e homotopikus ekvivalencia.

A dolgozat feléṕıtése a következő:

A 2. fejezetben szerepel a dolgozatban használt fogalmak és jelölések bevezetése,

valamint a fontosabb felhasznált tételek.

A 3. fejezetben mondom ki és bizonýıtom be a normál átéṕıtésekre vonatkozó

főtételt, ami szükséges és elégséges feltételt ad arra vonatkozóan, hogy egy normál

kobordizmus osztályban mikor van homotopikus ekvivalencia. Páratlan dimenziós

esetben mindig van, páros dimenziós esetben pedig egy bizonyos, σ-val jelölt obst-

rukció eltűnése a feltétel.

A 4. fejezetben ismertetem néhány, a sokaságok osztályozására vonatkozó tétel

bizonýıtását, melyek mind a főtételre alapulnak.

Köszönetnyilváńıtás

Szeretném megköszönni témavezetőmnek, Szűcs Andrásnak a téma részletesebb

megismeréséhez és a dolgozat elkésźıtéséhez nyújtott seǵıtséget.
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2. Előkészületek

Bevezetjük az alapvető defińıciókat, jelöléseket és áttekintjük a felhasznált tételeket.

A dolgozatban minden sokaságról feltesszük, hogy sima (C∞), kompakt és iránýıtott.

2.1. Leképezések k-összefüggősége

Defińıció. Az f : A → B leképezés cilindere Cf = A × [0, 1] ∪ B, ahol az unióban

az (a, 1) és f(a) pontokat azonośıtjuk (minden a ∈ A-ra).

Cf ' B (mert definiálható egy r : Cf → B deformációs retrakció: r(a, t) = f(a),

ha (a, t) ∈ A× [0, 1] és r(b) = b ha b ∈ B), és A ≈ A× {0} be van ágyazva Cf -be.

Jelölés. πi(f) = πi(Cf , A)

Hi(f) = Hi(Cf , A)

H i(f) = H i(Cf , A)

Így a (Cf , A) pár homotopikus egzakt sorozata a következő alakban is feĺırható:

−−−→ πi(A)
f∗−−−→ πi(B) −−−→ πi(f) −−−→ πi−1(A)

f∗−−−→

Hasonlóan az f homologikus és kohomologikus egzakt sorozata:

−−−→ Hi(A)
f∗−−−→ Hi(B) −−−→ Hi(f) −−−→ Hi−1(A)

f∗−−−→

f∗−−−→ H i−1(A) −−−→ H i(f) −−−→ H i(B)
f∗−−−→ H i(A) −−−→

Defińıció. Egy f : A→ B leképezés k-összefüggő, ha πi(f) = 0 minden i ≤ k-ra.

Az f homotopikus egzakt sorozatából leolvasható, hogy ez ekvivalens azzal, hogy

f∗ : πi(A) → πi(B) minden 0 ≤ i < k esetén izomorfizmus, és i = k -ra szürjekt́ıv.

(A 0. homotopikus ,,csoport” a tér útösszefüggőségi komponenseinek halmaza.)

1. Álĺıtás. Ha M egy n-dimenziós sokaság, f : M → X, λ ∈ πp+1(f), p ≤ n
2
, és

n > 4, akkor λ-t ,,reprezentálhatjuk” egy f̄ : M ∪
ϕ0
Dp+1 → X leképezéssel, ahol a

ragasztó leképezés egy ϕ0 : ∂Dp+1 = Sp →M beágyazás.
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Bizonýıtás. Vegyük λ egy l : (Dp+1, Sp)→ (Cf ,M) reprezentánsát. Ha p < n
2
, akkor

Whitney tétele alapján l
∣∣
Sp approximálható beágyazással. Ha p = n

2
, akkor l

∣∣
Sp-t

egy immerzióval közeĺıthetjük, amiről feltehető, hogy öntranszverzális, tehát csak

véges sok kettős pontja van, és a Whitney-trükkel el tudjuk tüntetni ezeket. Tehát

ha p ≤ n
2
, akkor l

∣∣
Sp homotóp egy beágyazással. Ennek a homotópiának és l-nek

az összeragasztásával kapjuk λ egy olyan l′ : (Dp+1, Sp) → (Cf ,M) reprezentánsát,

amire l′
∣∣
Sp beágyazás, legyen ez ϕ0. Legyen f̄(x) = f(x), ha x ∈ M , és f̄(y) =

r(l′(y)) ha y ∈ Dp+1 (ahol r a Cf → X retrakció), ezzel egy jóldefiniált f̄ : M ∪
ϕ0

Dp+1 → X leképezést kapunk.

2.2. 1 fokú leképezések

Defińıció. (A,A′) n-dimenziós Poincaré-pár, ha létezik [A] ∈ Hn(A,A′) végtelen

rendű elem, (A,A′) fundamentális osztálya, amire [A]∩ : H i(A,A′) → Hn−i(A) izo-

morfizmus minden i-re. (Ez ekvivalens azzal, hogy [A]∩ : H i(A) → Hn−i(A,A
′)

izomorfizmus minden i-re.)

A n-dimenziós Poincaré-tér, ha (A, ∅) n-dimenziós Poincaré-pár.

Ha (A,A′) n-dimenziós Poincaré-pár, akkor A′ (n − 1)-dimenziós Poincaré-tér

(és ∂[A] = [A′] a fundamentális osztálya, ahol ∂ az (A,A′) pár homologikus egzakt

sorozatában a határleképezés).

Ha M n-dimenziós sokaság, akkor (M,∂M) n-dimenziós Poincaré-pár.

Defińıció. Legyenek (A,A′) és (B,B′) n-dimenziós Poincaré-párok, a fundamentális

osztályuk [A] ill. [B]. f : (A,A′)→ (B,B′) 1 fokú leképezés, ha f∗([A]) = [B].

2. Tétel. Legyen n ≥ 2, (X, Y ) n-dimenziós Poincaré-pár, X egyszeresen összefüggő,

és M n-dimenziós sokaság. Ha f : (M,∂M) → (X, Y ) 1 fokú leképezés,
(
f
∣∣
∂M

)
∗ :

H∗(∂M) → H∗(Y ) izomorfizmus, és f
(⌊

n
2

⌋
+ 1
)
-összefüggő, akkor f homotopikus

ekvivalencia.

Bizonýıtás. Mivel f
(⌊

n
2

⌋
+ 1
)
-összefüggő, azaz πi(Cf ,M) = 0 ha i ≤

⌊
n
2

⌋
+ 1,

és X egyszeresen összefüggő, ezért a relat́ıv Hurewicz-tétel miatt Hi(Cf ,M) = 0

ha i ≤
⌊
n
2

⌋
+ 1. A (Cf ,M) pár homologikus egzakt sorozatából azt kapjuk, hogy

f∗ : Hi(M)→ Hi(Cf ) ∼= Hi(X) izomorfizmus, ha i ≤
⌊
n
2

⌋
.
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Ebből következik, hogy f ∗ : H i(X) → H i(M) is izomorfizmus, ha i ≤
⌊
n
2

⌋
.

Ugyanis feĺırhatjuk M -re és X-re az univerzális együttható formulából kapott rövid

egzakt sorozatokat, és az f által ezek között indukált diagramot, és erre alkalmaz-

hatjuk az 5-lemmát:

0 −−−→ Ext(Hi−1(M), Z) −−−→ H i(M) −−−→ Hom(Hi(M), Z) −−−→ 0x(f∗)∗
xf∗ x(f∗)∗

0 −−−→ Ext(Hi−1(X), Z) −−−→ H i(X) −−−→ Hom(Hi(X), Z) −−−→ 0

Mivel f 1 fokú leképezés, ezért a Poincaré-dualitás miatt a homológiákon indu-

kált f∗ : Hn−i(M,∂M) → Hn−i(X, Y ) leképezés is izomorfizmus, ha i ≤
⌊
n
2

⌋
, azaz

n− i ≥
⌈
n
2

⌉
.

Most ı́rjuk fel a párok homologikus egzakt sorozatai között indukált diagramot:

Hi+1(M,∂M) −−−→ Hi(∂M) −−−→ Hi(M) −−−→ Hi(M,∂M) −−−→ Hi−1(∂M)yf∗ y(f |∂M )∗

yf∗ yf∗ y(f |∂M )∗

Hi+1(X, Y ) −−−→ Hi(Y ) −−−→ Hi(X) −−−→ Hi(X, Y ) −−−→ Hi−1(Y )

Az eddigiek alapján f∗ : Hj(M,∂M)→ Hj(X, Y ) izomorfizmus, ha j ≥
⌈
n
2

⌉
, a tétel

kikötése szerint
(
f
∣∣
∂M

)
∗ : Hj(∂M)→ Hj(Y ) pedig minden j-re izomorfizmus, ezért

az 5-lemmából azt kapjuk, hogy f∗ : Hi(M)→ Hi(X) izomorfizmus, ha i ≥
⌈
n
2

⌉
.

Tehát f∗ izomorfizmus H∗(M) és H∗(X) között, és X egyszeresen összefüggő,

és M is (ez f homotopikus egzakt sorozatából látszik, felhasználva, hogy f
(⌊

n
2

⌋
+

1
)
≥ 2 - összefüggő), ezért alkalmazható Whitehead tétele, f tényleg homotopikus

ekvivalencia.

A fejezet hátralevő részében legyen adott egy G együtthatócsoportot. Minden ho-

mológia- és kohomológiacsoportot G együtthatósnak tekintünk (de ezt nem jelöljük).

Az eredményeket később a G = Z és G = Z2 esetekben fogjuk használni.

Legyen f : (A,A′)→ (B,B′) 1 fokú leképezés. Tekintsük a következő diagramo-

kat, ahol a függőleges nyilak izomorfizmusok:

H i(A,A′)
f∗←−−− H i(B,B′)y[A]∩

y[B]∩

Hn−i(A)
f∗−−−→ Hn−i(B)

H i(A)
f∗←−−− H i(B)y[A]∩

y[B]∩

Hn−i(A,A
′)

f∗−−−→ Hn−i(B,B
′)

5



A ∩ szorzás természetes, azaz ha adottak olyan a ∈ Hp(A,A
′), b ∈ Hp(B,B

′),

α ∈ Hq(A,A′) és β ∈ Hq(B,B′) elemek, amelyekre f∗(a) = b és f ∗(β) = α teljesül,

akkor f∗(a∩α) = b∩ β ∈ Hp−q(B). Ezt az a = [A], b = [B], választással alkalmazva

azt kapjuk, hogy f∗([A] ∩ f ∗(β)) = [B] ∩ β ∈ Hn−i(B) minden β ∈ H i(B,B′)-re,

tehát az 1. diagram kommutat́ıv. Ugyanez elmondható a 2. diagramról is.

Ez azt jelenti, hogy a homológia- és kohomológiacsoportoknak a Poincaré-dualitás

által meghatározott izomorfizmusokkal való azonośıtása után az f∗ ◦ f ∗ homomorfiz-

mus identikus. Az azonośıtás nélkül ezt a következőképpen fogalmazhatjuk meg:

Jelölje DB a ([B]∩) izomorfizmus inverzét B ill. (B,B′) homológiái és koho-

mológiái között. Ekkor f∗-nak van jobbinverze, mégpedig ([A]∩) ◦ f ∗ ◦DB. f ∗-nak

pedig balinverze van, DB ◦ f∗ ◦ ([A]∩).

A következő két álĺıtás ennek egyszerű következménye.

3. Álĺıtás. Ha f 1 fokú leképezés, akkor f∗ szürjekt́ıv és f ∗ injekt́ıv.

4. Álĺıtás. Hi(A) = Ker(f∗)i ⊕ Im
(
([A]∩) ◦ (f ∗)n−i ◦DB

)
Hi(A,A

′) = Ker(f∗)i ⊕ Im
(
([A]∩) ◦ (f ∗)n−i ◦DB

)
H i(A) = Ker

(
DB ◦ (f∗)n−i ◦ ([A]∩)

)
⊕ Im(f ∗)i

H i(A,A′) = Ker
(
DB ◦ (f∗)n−i ◦ ([A]∩)

)
⊕ Im(f ∗)i

Jelölés. Ki(A) = Ker
(
f∗ : Hi(A)→ Hi(B)

)
Ki(A,A

′) = Ker
(
f∗ : Hi(A,A

′)→ Hi(B,B
′)
)

Ki(A) = Ker
(
DB ◦ f∗ ◦ ([A]∩) : H i(A)→ H i(B)

)
Ki(A,A′) = Ker

(
DB ◦ f∗ ◦ ([A]∩) : H i(A,A′)→ H i(B,B′)

)
Megjegyzés. A jelölésben nem tüntetjük fel f -et, a használat során mindig egyértelmű

lesz, hogy milyen leképezés magjáról van szó.

A defińıcióbol látszik, hogy ([A]∩) leszűḱıtése izomorfizmus Ki(A) és Kn−i(A,A
′),

ill.Ki(A,A′) ésKn−i(A) között. Erre később ugyanúgy Poincaré-dualitásként fogunk

hivatkozni, mint a teljes homológia- és kohomológiacsoport közti izomorfizmusra.

f ∗ injektivitása miatt a most bevezetett jelölésekkel a 4. álĺıtás a következő alakba

ı́rható:
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5. Álĺıtás. A és (A,A′) homológiái és kohomológiái kanonikus módon direkt összegre

bomlanak:
Hi(A) ∼= Ki(A)⊕Hi(B)

Hi(A,A
′) ∼= Ki(A,A

′)⊕Hi(B,B
′)

H i(A) ∼= Ki(A)⊕H i(B)

H i(A,A′) ∼= Ki(A,A′)⊕H i(B,B′)

6. Álĺıtás. Ki(A) ∼= Hi+1(f) és Ki(A) ∼= H i+1(f) (és az izomorfizmusok kanoniku-

sak).

Bizonýıtás. Tekintsük f homologikus egzakt sorozatát:

Hi+1(A)
(f∗)i+1−−−−→ Hi+1(B) −−−→ Hi+1(f) −−−→ Hi(A)

(f∗)i−−−→ Hi(B)

(f∗)i+1 szürjektivitása miatt a Hi+1(B) −→ Hi+1(f) homomorfizmus 0. Ezért a

Hi+1(f) −→ Hi(A) homomorfizmus injekt́ıv, tehát izomorfizmust ad meg Hi+1(f) és

Ker(f∗)i = Ki(A) között.

Az álĺıtás másik fele a kohomologikus egzakt sorozatból jön:

H i(B)
(f∗)i−−−→ H i(A) −−−→ H i+1(f) −−−→ H i+1(B)

(f∗)i+1−−−−→ H i+1(A)

(f ∗)i+1 injekt́ıv, ezért a H i+1(f) −→ H i+1(B) homomorfizmus 0. Ezért H i(A) −→
H i+1(f) szürjekt́ıv, tehát H i+1(f) ∼= H i(A)/ Im(f ∗)i ∼= Ki(A).

7. Álĺıtás. Ki(A) ∼= Hom(Ki(A), G)⊕ Ext(Ki−1(A), G).

Bizonýıtás. Feĺırhatjuk a (Cf , A) párra vonatkozó univerzális együttható formulát:

H i+1(Cf , A) ∼= Hom(Hi+1(Cf , A), G) ⊕ Ext(Hi(Cf , A), G). Ez pedig az előző álĺıtás

miatt pont azt jelenti, hogy Ki(A) ∼= Hom(Ki(A), G)⊕ Ext(Ki−1(A), G).

Megjegyzés. Az univerzális együttható formula többi alakjának megfelelője is ugyańıgy

bizonýıtható.

A következő álĺıtáshoz szükségünk lesz két algebrai lemmára.
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Q1
//

��

~~

Q2

��

~~
P1 //

��

>>

P2

��

>>

Q̄1
//

��

Q̄2

��

P̄1
//

??

P̄2

??

Tegyük fel, hogy adott az ábrán látható kocka alakú, Abel-csoportokból álló

diagram, aminek a lapjai a folytonos vonallal jelzett nyilakkal (előjeltől eltekintve)

kommutat́ıvak, és a függőleges nyilak izomorfizmusok. Ekkor a P̄i −→ Q̄i nýılnak van

jobbinverze (a Q̄i −→ Qi −→ Pi −→ P̄i kompoźıció), legalábbis előjeltől eltekintve

(tehát a kompoźıciójuk ± idQ̄i
). A Qi −→ Pi nýılnak pedig hasonló balinverze van (a

Pi −→ P̄i −→ Q̄i −→ Qi kompoźıció). Ezeket a féloldali inverzeket ford́ıtott irányú

szaggatott nyilakkal jelezzük.

Megjegyzés. Ha a függőleges nyilak (izomorfizmusok) közül néhányat megford́ıtunk,

akkor a ,,P” és ,,Q” oldal (előjeltől eltekintve) kommutat́ıv marad (de az ,,1” és ,,2”

oldal nem).

8. Lemma. A v́ızszintes lapok a szaggatott nyilakkal is kommutat́ıvak (előjeltől el-

tekintve).

Bizonýıtás. Könnyen ellenőrizhető, hogy a következő két átalaḱıtássorozatban az

egymás után következő kompoźıciók (előjeltől eltekintve) megegyeznek:

P1
// Q1

// Q2

P1
// P̄1

// Q̄1
// Q1

// Q2

P1
// P̄1

// Q̄1
// Q̄2

// Q2

P1
// P̄1

// P̄2
// Q̄2

// Q2

P1
// P2

// P̄2
// Q̄2

// Q2

P1
// P2

// Q2

Q̄1
// P̄1

// P̄2

Q̄1
// Q1

// P1
// P̄1

// P̄2

Q̄1
// Q1

// P1
// P2

// P̄2

Q̄1
// Q1

// Q2
// P2

// P̄2

Q̄1
// Q̄2

// Q2
// P2

// P̄2

Q̄1
// Q̄2

// P̄2

Az első átalaḱıtássorozat a felső lap, a második pedig az alsó lap kommutati-

vitását bizonýıtja.
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Tegyük fel, hogy adott a következő diagram, ahol a sorok egzaktak, és minden

i-re ri ◦ si = idWi
.

V1
v1 //

r1

��

V2
v2 //

r2

��

V3

r3

��
W1

w1 //

s1

OO

W2
w2 //

s2

OO

W3

s3

OO

Ez a diagram a következő két diagram egymásra rakásával keletkezik:

V1
v1 //

r1

��

V2
v2 //

r2

��

V3

r3

��
W1

w1 //W2
w2 //W3

V1
v1 // V2

v2 // V3

W1
w1 //

s1

OO

W2
w2 //

s2

OO

W3

s3

OO

Vezessük be a Ki = Ker ri jelölést.

9. Lemma. Ha az ri-ket tartalmazó és az si-ket tartalmazó diagram kommutat́ıv

(előjeltől letekintve), akkor vi(Ki) ⊆ Ki+1 (i = 1; 2), és a Ki-kből álló sorozat egzakt:

K1

v1|K1−−−→ K2

v2|K2−−−→ K3

Bizonýıtás. Ha x ∈ Ki, azaz ri(x) = 0, akkor wi(ri(x)) = ±ri+1(vi(x)) = 0, tehát

vi(x) ∈ Ki+1.

ri ◦ si = idWi
miatt Vi = Ki ⊕ Im si.

Ha x ∈ Im si, azaz x = si(y) valamilyen y ∈ Wi-re, akkor vi(x) = vi(si(y)) =

±si+1(wi(y)), tehát vi(x) ∈ Im si+1. Ez azt jelenti, hogy a

V1 = K1 ⊕ Im s1
v1−−−→ V2 = K2 ⊕ Im s2

v2−−−→ V3 = K3 ⊕ Im s3

egzakt sorozatban a homomorfizmusok megtartják a direkt összeadandókat. Az eg-

zaktságból következik, hogy az alábbi két (a komponensekből álló) sorozat is egzakt:

K1

v1|K1−−−→ K2

v2|K2−−−→ K3 Im s1

v1|Im s1−−−−→ Im s2

v2|Im s2−−−−→ Im s3

Az előbbi pont a lemma álĺıtását adja.

Megjegyzés. A W -sorozat egzaktságát nem kellett volna feltennünk, hiszen nem

használtuk a bizonýıtás folyamán. Sőt, ez ki is jön a bizonýıtásból, mert a második

komponensekből álló sorozat (si injektivitása miatt) pont a W -sorozat.
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10. Álĺıtás. Legyen f : (A,A′)→ (B,B′) 1 fokú leképezés. Ekkor létezik a következő

egzakt sorozat:

−−−→ Ki(A
′) −−−→ Ki(A) −−−→ Ki(A,A

′) −−−→ Ki−1(A′) −−−→

ahol Ki(A
′) = Ker

(
(f
∣∣
A′

)∗ : Hi(A
′) → Hi(B

′)
)
, és a homomorfizmusok az (A,A′)

pár homologikus egzakt sorozatában szereplő homomorfizmusok leszűḱıtései.

Feĺırható ennek a sorozatnak a duálisa is:

−−−→ Ki−1(A′) −−−→ Ki(A,A′) −−−→ Ki(A) −−−→ Ki(A′) −−−→

Bizonýıtás. Tekintsük a következő diagramot:

H i−1(B′) //

[B′]∩

��

f∗

||

H i(B,B′) //

[B]∩

��

f∗

{{

H i(B) //

[B]∩

��

f∗

yy

H i(B′)

[B′]∩

��

f∗

zz

H i−1(A′) //

[A′]∩

��

<<

H i(A,A′) //

[A]∩

��

;;

H i(A) //

[A]∩

��

99

H i(A′)

[A′]∩

��

::

Hn−i(B
′) //

||

Hn−i(B) //

{{

Hn−i(B,B
′) //

yy

Hn−i−1(B′)

zz

Hn−i(A
′) //

f∗

<<

Hn−i(A) //

f∗

;;

Hn−i(A,A
′) //

f∗

99

Hn−i−1(A′)

f∗

::

Ebben a függőleges nyilak izomorfizmusok (Poincaré-dualitás). A ,,ferde” nyila-

kat tartalmazó függőleges lapok a ∩ szorzás természetessége miatt kommutat́ıvak (a

folytonos vonalú nyilakkal). (Az eddigiekből következik a féloldali inverzek, vagyis a

szaggatott nyilak létezése.) Az első ill. hátsó lap a Poincaré-dualitás által az (A,A′)

ill. (B,B′) pár homologikus és kohomologikus egzakt sorozata között indukált di-

agram; ezek előjeltől eltekintve kommutat́ıvak. Az alsó ill. felső lap az f által az

(A,A′) és (B,B′) párok homologikus ill. kohomologikus egzakt sorozatai között in-

dukált diagram; ezek kommutat́ıvak.

Tehát a diagramon szereplő mindhárom kocka összes lapja előjeltől eltekintve

kommutat́ıv, ezért mind kieléǵıti a 8. lemma feltételeit. Ezért a v́ızszintes lapok

kommutat́ıvak (előjeltől eltekintve) a szaggatott nyilakkal is.

Ezért alkalmazható a 9. lemma úgy, hogy a V -sorozat az (A,A′) pár homologi-

kus egzakt sorozata, a W -sorozat a (B,B′) páré, ri = f∗, és si az f∗ jobbinverze.

Eredményül pont az álĺıtásban szereplő egzakt sorozat létezését kapjuk.
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A kohomologikus egzakt sorozat ennek a Poincaré-duálisa. (Vagy bebizonýıtható

úgy is, hogy a 9. lemmát a diagramban szereplő kohomologikus egzakt sorozatatokra

alkalmazzuk, az si = f ∗ választással).

1. ábra

Defińıció. Ha (A,A′) n-dimenziós Poincaré-pár, A = A1 ∪ A2, A0 = A1 ∩ A2, A′i =

Ai∩A′, (A1, A
′
1∪A0) és (A2, A

′
2∪A0) n-dimenziós, (A0, A

′
0) pedig (n− 1)-dimenziós

Poincaré-pár, akkor azt mondjuk, hogy (A,A′) az (A1, A
′
1 ∪ A0) és (A2, A

′
2 ∪ A0)

összege (A0, A
′
0) mentén (1. ábra).

Ennek speciális esete sokaságok összefüggő uniója ill. perem menti összefüggő

uniója. Az M és N n-dimenziós sokaságok összefüggő uniója, M#N , az a sokaság,

amit úgy kapunk, hogy M és N belsejéből kivágunk egy kis Dn golyót, és a keletkező

Sn−1 peremeket egy iránýıtásváltó diffeomorfizmussal azonośıtjuk. Hasonlóan ha M

ésN pereme nem üres, akkor vehetjükM#∂N -t, a perem menti összefüggő uniójukat:

kivágjuk egy (Dn
+, D

n−1)→ (M,∂M) és (Dn
+, D

n−1)→ (N, ∂N) leképezés képét, és

a keletkező Sn−1
+ peremeket azonośıtjuk. Ezeknek a konstrukcióknak a megfelelői

elvégezhetők n-dimenziós Poincaré-terekre ill. párokra is (ld. Wall [13]).

Tegyük fel, hogy (A,A′) az (A1, A
′
1∪A0) és (A2, A

′
2∪A0) összege (A0, A

′
0) mentén,

(B,B′) pedig az (B1, B
′
1 ∪ B0) és (B2, B

′
2 ∪ B0) összege (B0, B

′
0) mentén. Legyen

f : (A,A′) → (B,B′) 1 fokú leképezés, amire f(Ai) ⊆ Bi. (Ekkor f
∣∣
(Ai,∂Ai)

:

(Ai, ∂Ai)→ (Bi, ∂Bi) is 1 fokú.)

11. Álĺıtás. Ekkor létezik egy ilyen egzakt sorozat:

Ki(A0) −−−→ Ki(A1)⊕Ki(A2) −−−→ Ki(A) −−−→ Ki−1(A0)
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Illetve a duálisa:

Ki−1(A0, A
′
0) −−−→ Ki(A1, A

′
1 ∪ A0)⊕Ki(A2, A

′
2 ∪ A0) −−−→ Ki(A,A′) −−−→ Ki(A0, A

′
0)

Bizonýıtás. Tekintsük az A = A1 ∪ A2 felbontás homologikus Mayer-Vietoris soro-

zatát, és ennek a duálisát:

H i−1(A0, A
′
0) //

[A0]∩
��

H i(A1, A
′
1 ∪ A0)⊕H i(A2, A

′
2 ∪ A0) //

([A1]∩)⊕([A2]∩)

��

H i(A,A′) //

[A]∩
��

H i(A0, A
′
0)

[A0]∩
��

Hn−i(A0) // Hn−i(A1)⊕Hn−i(A2) // Hn−i(A) // Hn−i−1(A0)

Ebből elkésźıthető egy, az előző álĺıtásban szereplőhöz hasonló kockás diagram, ahol

minden lap kommutat́ıv. A 8. és a 9. lemmából következik az álĺıtás.

2.3. Vektornyalábok a gömbön, speciális ortogonális csopor-

tok és Stiefel-sokaságok

Defińıció. Legyen ξ egy k-dimenziós vektornyaláb Sn felett. Sn felbontható két,

a peremüknél összeragasztott Dn uniójára, ezek felett ξ triviális, és (homotópia

erejéig) egyértelmű a trivializálása. A két trivializálás eltérése a közös peremen

megad egy Sn−1 → SOk leképezést, ez ξ karakterisztikus leképezése. Ennek a ho-

motópiaosztálya egyértelmű, ezt jelölje o(ξ) ∈ πn−1(SOk).

A karakterisztikus leképezés meghatároz egy bijekciót az Sn feletti k-dimenziós

vektornyalábok és πn−1(SOk) között.

Jelölés. Gk(R
n) az Rn iránýıtott k-dimenziós altereiből álló Grassmann-sokaság.

Az ESOk
SOk−−−→ BSOk univerzális principális SOk-nyaláb bázistere BSOk =

Gk(R
∞). Egy Sn feletti k-dimenziós ξ vektornyaláb Gauss-leképezése a ξ-t az uni-

verzális nyalábból indukáló (homotópia erejéig egyértelmű) Sn → BSOk leképezés.

Ez megad egy bijekciót a vektornyalábok és πn(BSOk) elemei között.

Az ESOk
SOk−−−→ BSOk nyaláb homotopikus egzakt sorozatában a határleképezés

izomorfizmus πn(BSOk) és πn−1(SOk) között (mert ESOk pontrahúzható). Ez az

izomorfizmus az Sn feletti vektornyalábok Gauss- és karakterisztikus leképezését fe-

lelteti meg egymásnak.
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Jelölés. A Vk(R
n) Stiefel-sokaság az Rn-beli ortonormált vektor-k-asok tere.

Ennek speciális esetei az ortogonális csoport (Vk(R
k) = Ok), a speciális orto-

gonális csoport (Vk−1(Rk) ≈ SOk, mert egy ortonormált vektor (k−1)-es egyértelmű-

en egésźıthető ki pozit́ıv iránýıtású ortonormált bázissá) és a gömb (V1(Rk) = Sk−1).

Minden a ≤ b és c pozit́ıv egész esetén létezik egy p : Va+c(R
b+c)

Va(Rb)−−−−→ Vc(R
b+c)

nyaláb. p egy vektor-(a+ c)-eshez az első c vektorát rendeli, a Va(R
b)→ Va+c(R

b+c)

beágyazás pedig (v1, v2, . . . , va)-t (eb+1, eb+2, . . . , eb+c, v1, v2, . . . , va)-ba viszi, ahol ei

az Rb+c standard bázisának i. vektorát jelöli.

Tekintsük az SOk+1
SOk−−−→ Sk nyaláb homotopikus egzakt sorozatát:

πi+1(Sk)
∂−−−→ πi(SOk)

j∗−−−→ πi(SOk+1)
p∗−−−→ πi(S

k)

ahol j : SOk → SOk+1 a beágyazás és p : SOk+1 → Sk a vet́ıtés.

Ha i + 1 < k, akkor πi+1(Sk) = πi(S
k) = 0, ezért πi(SOk) ∼= πi(SOk+1). Tehát

πi(SOi+2) ∼= πi(SOi+3) ∼= . . . , és az izomorfizmusokat a beágyazások indukálják.

Az i = k − 1 esetben πk−1(Sk) = 0 miatt j∗ : πk−1(SOk) → πk−1(SOk+1) szür-

jekt́ıv. A magja a ∂ határleképezés képe. Mivel πk(S
k) ∼= Z, és egy generátora [idSk ],

az identikus Sk → Sk leképezés homotópiaosztálya, ezért ezt ∂([idSk ]) generálja.

12. Álĺıtás. ∂([idSk ]) = o(T Sk) ∈ πk−1(SOk).

Bizonýıtás. A fibrálás egzakt sorozata nem más, mint az (SOk+1, SOk) pár egzakt

sorozata, figyelembe véve, hogy πi(SOk+1, SOk) ∼= πi(S
k). Az [idSk ]-nak megfelelő

elemet egy olyan f : (Dk, Sk−1)→ (SOk+1, SOk) leképezés reprezentálja, amire p◦f :

Dk → Sk a peremet 1 pontba vivő faktorleképezés. Ekkor tetszőleges x ∈ intDk =

Sk \ ∗ pont esetén f(x) egy olyan bázis Rk+1-ben, aminek az első vektora x, tehát

a maradék egy bázis a TxSk érintőtérben. Így f
∣∣
intDk megadja T Sk trivializálását

1 ponton (vagy annak egy kis környezetén) ḱıvül. ∂[f ] = [f
∣∣
Sk−1 ] ∈ πk−1(SOk)

pedig ennek a trivializálásnak és a pontbeli (vagy a pont egy kis környezetén adott)

trivializálásnak az eltérése, vagyis o(T Sk).

Hasonlóan tekintsük a V2(Rk+1)
Sk−1

−−−→ Sk nyaláb homotopikus egzakt sorozatát:

πk(S
k)

∂′−−−→ πk−1(Sk−1)
j′∗−−−→ πk−1(V2(Rk+1))

p′∗−−−→ πk−1(Sk)
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13. Álĺıtás. ∂′([idSk ]) = χ(Sk)[idSk−1 ] ∈ πk−1(Sk−1).

Bizonýıtás. Ezt az előző álĺıtáshoz hasonlóan bizonýıtjuk, most azt használva, hogy

a p′ projekció egy πk(V2(Rk+1), Sk−1) ∼= πk(S
k) izomorfizmust indukál. Vegyük

[idSk ] egy f : (Dk, Sk−1) → (V2(Rk+1), Sk−1) reprezentánsát. Ez minden x ∈
Sk \ ∗ ponthoz egy olyan ortonormált vektorpárt rendel, aminek az első vektora

x. Tehát a második vektor meghatároz egy nem nulla érintő vektormezőt (Sk \ ∗) -

on. ∂′([f ]) ∈ πk−1(Sk−1) ∼= Z ennek a vektormezőnek az indexe a kihagyott pont

körül, ami a Poincaré-Hopf tétel szerint megegyezik Sk Euler-karakterisztikájával.

Tehát ∂′([idSk ]) = χ(Sk)[idSk−1 ].

14. Álĺıtás. p∗(o(T Sk)) = p∗ ◦ ∂ ([idSk ]) = χ(Sk)[idSk−1 ].

Bizonýıtás. Az első egyenlőség a 12. álĺıtásból következik. A második pedig abból,

hogy az SOk+1 → V2(Rk+1) vet́ıtés egy kommutat́ıv diagramot indukál a két egzakt

sorozat között:

πk(S
k)

∂−−−→ πk−1(SOk)
j∗−−−→ πk−1(SOk+1)

p∗−−−→ πk−1(Sk)∥∥∥ p∗

y y ∥∥∥
πk(S

k)
∂′−−−→ πk−1(Sk−1)

j′∗−−−→ πk−1(V2(Rk+1))
p′∗−−−→ πk−1(Sk)

Ebből leolvasható, hogy p∗ ◦ ∂ = ∂′, és alkalmazható a 13. álĺıtás.

15. Álĺıtás.

πi(Vk(R
m+k)) ∼=


0 ha i < m és k ≥ 1

Z ha i = m páros és k ≥ 2

Z2 ha i = m páratlan és k ≥ 2

Bizonýıtás. k szerinti teljes indukcióval bizonýıtunk.

Ha k = 1 és i < m, akkor V1(Rm+1) = Sm és πi(V1(Rm+1)) = πi(S
m) = 0. Ha

k = 2 és i = m, akkor a V2(Rm+2)
Sm

−−−→ Sm+1 nyaláb egzakt sorozata:

πm+1(Sm+1)
∂′−−−→ πm(Sm)

j′∗−−−→ πm(V2(Rm+2))
p′∗−−−→ πm(Sm+1)

Ebben az első két csoport Z, az utolsó pedig 0. A 13. álĺıtás szerint ∂′ a χ(Sm+1)-el

való szorzás, ezért πm(V2(Rm+2)) ∼= Z/χ(Sm+1)Z. Ez Z, ha m páros, és Z2, ha m

páratlan.
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Ha k ≥ 1 és i < m, vagy k ≥ 2 és i = m, akkor πi(Vk(R
m+k)) ∼= πi(Vk+1(Rm+k+1)),

ugyanis a Vk+1(Rm+k+1)
Vk(Rm+k)−−−−−−→ Sm+k nyaláb homotopikus egzakt sorozatában a

két szélső tag 0:

πi+1(Sm+k) −−−→ πi(Vk(R
m+k)) −−−→ πi(Vk+1(Rm+k+1)) −−−→ πi(S

m+k)

2.4. Normál átéṕıtések

Legyen M n-dimenziós sokaság, ekkor definiálható az M stabil normálnyalábja:

Legyen k nagy (legalább n+2). Ekkor létezik (M,∂M) ↪→ (Rn+k
+ , Rn+k−1) beágyazás

(amiről azt is feltehetjük, hogy Rn+k−1-re transzverzális), és bármely két ilyen izotóp.

Ezért a normálnyalábjuk nem függ a beágyazástól, csak M -től, ez M k-dimenziós

normálnyalábja.

Ez minden elég nagy k-ra létezik, és ha l > k, akkor az l-dimenziós normálnyaláb

előáll, mint a k-dimenziós normálnyaláb és az εl−k triviális nyaláb Whitney-összege

(mert egy Rn+k-ba való beágyazás tekinthető Rn+l-be menőnek is). M k-dimenziós

normálnyalábjának leszűḱıtése ∂M -re a perem k-dimenziós normálnyalábja.

Defińıció. Legyen M egy n-dimenziós sokaság, ν a stabil (k-dimenziós) normálnya-

lábja, (X, Y ) tetszőleges térpár, és ξ egy k-dimenziós nyaláb X felett. (f, b) egy

normál leképezés, ha f : (M,∂M)→ (X, Y ) és b : ν → ξ egy f feletti nyalábleképezés.

ν
b−−−→ ξy y

M
f−−−→ X

Tehát ekkor ν izomorf f ∗ξ-vel, és b meghatároz köztük egy konkrét izomorfizmust.

(Sőt, egy f feletti b megadása egyenértékű egy ν → f ∗ξ izomorfizmus megadásával.)

Defińıció. (f, b) 1 fokú normál leképezés, ha (X, Y ) n-dimenziós Poincaré-pár, és

f : (M,∂M)→ (X, Y ) 1 fokú leképezés.

Defińıció. M és M ′ n-dimenziós sokaságok kobordánsak, ha létezik olyan W (n+1)-

dimenziós sokaság, amire ∂W = M ∪ U ∪ (−M ′), ahol ∂U = ∂M t (−∂M ′) (vagy

ha M és M ′ zárt, akkor U = ∅).
M és M ′ relat́ıv kobordánsak, ha U ≈ ∂M × [0, 1] (ekkor ∂M ′ ≈ ∂M).
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Defińıció. Az (f, b) és (f ′, b′) normál leképezések (ahol f : (M,∂M) → (X, Y ),

f ′ : (M ′, ∂M ′)→ (X, Y )) normál kobordánsak, ha létezik egy W kobordizmus M és

M ′ között, F : (W,U)→ (X, Y ), és c : ω → ξ az F felett (ahol ω a W normálnyaláb-

ja) úgy, hogy (F, c) leszűḱıtései M -re és M ′-re (f, b) és (f ′, b′).

(f, b) és (f ′, b′) relat́ıv normál kobordánsak, ha W relat́ıv kobordizmus, és (F, c)

leszűḱıtése U ≈ ∂M×[0, 1]-re megegyezik az ∂M×[0, 1]→ ∂M vet́ıtés és (f, b) ∂M -re

vett leszűḱıtésének kompoźıciójával (ekkor (f, b) és (f ′, b′) peremre vett leszűḱıtései

megegyeznek).

16. Álĺıtás. Ha (f, b) 1 fokú normál leképezés, és (f ′, b′) normál kobordáns vele,

akkor f ′ is 1 fokú.

Bizonýıtás. Legyen F : (W,U) → (X, Y ) az f és f ′ közötti normál kobordizmus.

F indukál H∗(W )→ H∗(X) és H∗(∂W,U)→ H∗(X, Y ) homomorfizmusokat, mind-

kettőt F∗-gal jelöljük. A beágyazásokat jelölje i : X ↪→ (X, Y ), j : ∂W ↪→ (∂W,U),

h : (M,∂M) ↪→ (∂W,U), és h′ : (M ′, ∂M ′) ↪→ (∂W,U).

i∗(F∗([W ])) = 0 (mert Hn+1(X, Y ) = 0), ezért i∗(F∗([∂W ])) = ∂i∗(F∗([W ])) = 0.

i∗(F∗([∂W ])) = F∗(j∗([∂W ])) és j∗([∂W ]) = h∗([M ])− h′∗([M ′]), ezért F∗(h∗([M ]))−
F∗(h

′
∗([M

′])) = 0. Mivel F∗(h∗([M ])) = f∗([M ]) és F∗(h
′
∗([M

′])) = f ′∗([M
′]), ez azt

jelenti, hogy f ′∗([M
′]) = f∗([M ]) = [X], tehát f ′ 1 fokú.

Defińıció (Átéṕıtés). Legyen M egy n-dimenziós sokaság, és ϕ : Sp × Dn−p ↪→
intM beágyazás (0 ≤ p ≤ n − 1). Ekkor M -et átéṕıthetjük ϕ mentén egy M ′ =

M \ intϕ(Sp × Dn−p) ∪ Dp+1 × Sn−p−1 sokasággá (ahol az unió ϕ(Sp × Sn−p−1) és

Sp × Sn−p−1 összeragasztását jelenti).

M ′ relat́ıv kobordáns M -mel, W = M × [0, 1] ∪
ϕ×{1}

Dp+1×Dn−p egy kobordizmus

köztük. M ′-n és W -n megadható sima struktúra, tehát ezeket is tekinthetjük sima

sokaságoknak.

Erről az eljárásról részletesebb léırás található pl. Milnor [9] könyvében.

Defińıció (Normál átéṕıtés). Legyen (f, b) normál leképezés, ϕ0 : Sp ↪→ intM

beágyazás, és f̄ : M ∪
ϕ0
Dp+1 = M̄ → X. Ha ϕ0 kiterjed egy ϕ : Sp ×Dn−p ↪→ intM

beágyazássá, akkor ementén végezhetünk egy átéṕıtést. Ekkor f̄ kiterjed egy F :

(W,∂M × [0, 1]) → (X, Y ) leképezéssé (mert M̄ deformációs retraktuma W -nek).
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Ha b is kiterjed egy c : ω → ξ leképezéssé F felett, akkor ezt a konstrukciót normál

átéṕıtésnek nevezzük.

Ebben az esetben (F, c) egy relat́ıv normál kobordizmus (f, b) és (f ′, b′) között,

ahol f ′ = F
∣∣
M ′

és b′ = c
∣∣
νM′

.

Megvizsgáljuk, hogy mikor lehet egy adott f̄ leképezésből kiindulva normál átéṕı-

tést végezni, azaz ϕ0-nak ill. b-nek mikor létezik ϕ ill. c kiterjesztése.

Defińıció. Vegyünk egy i : M ↪→ Rn+k beágyazást, és ennek egy ī : M̄ ↪→ Rn+k+1

kiterjesztését úgy, hogy ī
∣∣
Dp+1 merőleges Rn+k-ra. Jelölje Dp+1 normálnyalábját

Rn+k+1-ben γ, ez triviális, és a trivializálása (homotópia erejéig) egyértelmű. γ le-

szűḱıtése kijelöli i(ϕ0(Sp)) Rn+k-beli normálnyalábjának egy trivializálását.

Mivel f ◦ ϕ0 nullhomotóp (és f̄
∣∣
Dp+1 megad egy homotópiát f ◦ ϕ0 és a konstans

leképezés között), ezért ν
∣∣
ϕ0(Sp)

∼=
(
f
∣∣
ϕ0(Sp)

)∗
ξ triviális (ahol ν az M normálnyalábját

jelöli), és f̄
∣∣
Dp+1 és b meghatározza egy trivializálását (homotópia erejéig). ν

∣∣
ϕ0(Sp)

tehát egy trivializált résznyalábja a (szintén trivializált) γ
∣∣
Sp nyalábnak, ezért Sp

minden pontjához kijelöli Vk(R
n+k−p) egy elemét. Az ı́gy kapott (homotópia erejéig

definiált) o leképezés homotópiaosztálya legyen o ∈ πp(Vk(Rn+k−p)).

17. Tétel. ϕ0-nak ill. b-nek létezik ϕ ill. c kiterjesztése ⇔ o = 0.

Bizonýıtás. Először tegyük fel, hogy léteznek a megfelelő kiterjesztések, azaz tu-

dunk normál átéṕıtést végezni. Terjesszük ki ī-t egy W ↪→ Rn+k+1 beágyazássá.

Ekkor W normálnyalábjának leszűḱıtése, ω
∣∣
Dp+1

∼=
(
f̄
∣∣
Dp+1

)∗
ξ triviális, és az egyet-

len trivializálása kiterjesztése ν
∣∣
ϕ0(Sp)

korábban definiált trivializálásának. Mivel

ez résznyalábja γ-nak, ezért a trivializálása Dp+1 minden pontjában meghatározza

Vk(R
n+k−p) egy elemét, és az ı́gy kapott leképezés kiterjesztése o-nak. Tehát o = 0.

Most tegyük fel, hogy o = 0. Ekkor o kiterjed egyDp+1 → Vk(R
n+k−p) leképezéssé.

Ez meghatározza γ egy k-dimenziós trivializált γ′ résznyalábját, aminek a leszűḱıtése

ν
∣∣
ϕ0(Sp)

, a korábban definiált trivializálással. Ezért γ′ és ν összeragasztható egy M̄

feletti ν̄ nyalábbá, és b kiterjeszthető egy f̄ feletti b̄ : ν̄ → ξ leképezéssé.

Legyen γ′ ortogonális kiegésźıtője γ′′. Ez Dp+1 feletti nyaláb, tehát triviális, és

egyértelmű a trivializálása. A leszűḱıtése ϕ0(Sp) M -beli normálnyalábja, aminek

ı́gy szintén megkapjuk egy trivializálását. Ez meghatározza ϕ0 egy kiterjesztését
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ϕ-vé. Az ebből kapott W beágyazható Rn+k+1-be úgy, hogy Dp+1 × Dn−p-t γ′′ go-

lyónyalábjával azonośıtjuk. ÍgyW normálnyalábjának leszűḱıtése ω
∣∣
M̄

= ν̄. És mivel

M̄ deformációs retraktuma W -nek, ezért b̄ kiterjed egy c : ω → ξ leképezéssé.

Abban az esetben, ha o = 0, volt egy választási lehetőségünk: az o nullho-

motópiáját megadó Dp+1 → Vk(R
n+k−p) leképezés nem feltétlenül egyértelmű. Ha

másik nullhomotópiát választunk, akkor megváltozik γ′ és γ′′, és az új γ′′ trivia-

lizálása ϕ0 egy másik ϕ-vé való kiterjesztését határozza meg. Megvizsgáljuk, hogy mi-

lyen ϕ-k kaphatóak ı́gy meg, azaz ϕ0 mely kiterjesztéseivel végezhető normál átéṕıtés.

Két kiterjesztésnek, azaz ϕ0(Sp) M -beli normálnyalábja két trivializálásának eltérése

léırható egy α : Sp → SOn−p leképezéssel, illetve ennek [α] ∈ πp(SOn−p) homotó-

piaosztályával.

Most tehát tegyük fel, hogy o = 0, és rögźıtsünk egy ϕ : Sp × Dn−p ↪→ M

beágyazást, ami normál átéṕıtést határoz meg. Az előzőek szerint ez azt jelenti,

hogy γ felbomlik γ′ és γ′′ összegére úgy, hogy γ′ trivializálásának peremre vett le-

szűḱıtése megegyezik ν
∣∣
ϕ0(Sp)

előre adott trivializálásával, γ′′ trivializálásának perem-

re vett leszűḱıtése pedig ϕ0(Sp) M -beli normálnyalábjának ϕ által meghatározott

trivializálása.

Legyen α : Sp → SOn−p és ϕα : Sp × Dn−p ↪→ M a ϕα(x, y) = ϕ(x, α(x)y)

képlettel adott beágyazás.

18. Álĺıtás. ϕα-val normál átéṕıtés végezhető ⇔ j∗([α]) = 0, ahol j : SOn−p ↪→
SOn+k−p a beágyazás.

Bizonýıtás. Az, hogy ϕα-val normál átéṕıtés végezhető, ekvivalens azzal, hogy γ

felbomlik γ′α és γ′′α összegére, ahol γ′α és γ′ trivializálásának peremre vett leszűḱıtése

megegyezik, γ′′α trivializálásának leszűḱıtése pedig ϕ0(Sp) M -beli normálnyalábjának

ϕα által meghatározott trivializálása.

Ez azzal ekvivalens, hogy létezik olyan Dp+1 → SOn+k−p leképezés, ami a pe-

remen az első k vektort helyben hagyja, a többi (n − p)-t pedig α-nak megfelelően

változtatja meg (ugyanis egy ilyen leképezés felelteti meg egymásnak γ két, γ′ ⊕ γ′′

és γ′α ⊕ γ′′α alakú felbontását).

Egy ilyen leképezés létezése pedig pontosan azt jelenti, hogy j ◦ α nullhomotóp,

azaz j∗([α]) = 0.
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2.5. A Spivak normál fibrálás és az S-dualitás

Egy M n-dimenziós sokaság k-dimenziós stabil normálnyalábja (nagy k esetén)

defińıció szerint egy (M,∂M) ↪→ (Rn+k
+ , Rn+k−1) beágyazás normálnyalábja. Egy

ilyen beágyazás tekinthető (Dn+k, Sn+k−1)-be menőnek is. A beágyazás egy csőszerű

környezete azonośıtható a ν normálnyaláb Dν golyónyalábjával. Ekkor van egy

olyan (Dn+k, Sn+k−1) → (Tν, Tν
∣∣
∂M

) leképezés, ami (intDν)-n identikus, és min-

den mást 1 pontba képez, ez reprezentál egy α ∈ πn+k(Tν, Tν
∣∣
∂M

) elemet (ahol

Tν = Dν/Sν a ν Thom terét jelöli). Erre teljesül, hogy h(α) ∩ uν = [M ] (ahol

h : πn+k(Tν, Tν
∣∣
∂M

)→ Hn+k(Tν, Tν
∣∣
∂M

) = Hn+k(Dν, Sν ∪Dν
∣∣
∂M

) a Hurewicz-ho-

momorfizmus, uν ∈ Hk(Tν) = Hk(Dν, Sν) a ν Thom-osztálya, [M ] ∈ Hn(M,∂M) ∼=
Hn(Dν,Dν

∣∣
∂M

) pedig az M fundamentális osztálya).

A normálnyaláb fogalma, és az utóbbi tulajdonsága általánośıtható tetszőleges

Poincaré-térre (ill. párra) is (ld. Browder [1], [2]).

Ha π : η → X egy Sk−1-fibrálás (azaz olyan Serre-fibrálás, aminek a fibruma ho-

motopikusan ekvivalens Sk−1-gyel), akkor definiálható η Thom-tere: Tη = Cπ/η.

Érvényes a Thom-izomorfizmus megfelelője: létezik egy olyan uη ∈ Hk(Tη) ∼=
Hk(Cπ, η), amire (uη ∪ ) : H i(Cπ) ∼= H i(X) → Hk+i(Tη) izomorfizmus minden

i-re.

Tétel. Ha (X, Y ) n-dimenziós Poincaré-pár, X egyszeresen összefüggő, és k elég

nagy, akkor létezik olyan η Sk−1-fibrálás, amihez létezik olyan α ∈ πn+k(Tη, Tη
∣∣
Y

),

hogy h(α) ∩ uη = [X].

Ezt h́ıvjuk (X, Y ) Spivak normálnyalábjának. Ez homotopikusan egyértelmű:

Tétel. Ha η1 és η2 két Sk−1-fibrálás (X, Y ) felett, és az αi ∈ πn+k(Tηi, T ηi
∣∣
Y

) ele-

mekre h(αi)∩uηi = [X], akkor létezik egy olyan b : η1 → η2 fibrumtartó homotopikus

ekvivalencia, amire T (b)∗(α1) = α2, (ahol T (b) a b által a Thom-tereken indukált

leképezés).

19. Álĺıtás. Ha (X, Y ) homotopikusan ekvivalens egy sokasággal, akkor a Spivak

normál fibrálása egy vektornyaláb gömbnyalábja.
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Bizonýıtás. Legyen f : (M,∂M) → (X, Y ) és g : (X, Y ) → (M,∂M) homotopikus

ekvivalencia, és ν az M k-dimenziós stabil normálnyalábja. Ekkor ξ = g∗(ν) vektor-

nyaláb X felett és f ∗(ξ) ∼= ν. Ezért létezik b : ν → ξ nyalábleképezés f felett, és ez

indukál egy T (b) : (Tν, Tν
∣∣
∂M

)→ (Tξ, Tξ
∣∣
Y

) leképezést a Thom-terek között.

Legyen α ∈ πn+k(Tν, Tν
∣∣
∂M

) a korábban definiált elem, amire h(α) ∩ uν =

[M ]. Mivel f∗([M ]) = [X], T (b)∗(h(α)) = h(T (b)∗(α)) és T (b)∗(uξ) = uν , ezért

h(T (b)∗(α))∩uξ = [X]. Ez azt jelenti, hogy Sξ és T (b)∗(α) kieléǵıti a feltételt, tehát

(X, Y ) Spivak normál fibrálása Sξ.

Megjegyzés. A g homotopikus inverz létezését csak a ξ definiálásához használtuk fel.

Ezért ha abból indulunk ki, hogy adott egy X feletti ξ vektornyaláb és egy (f, b) 1

fokú normál leképezés, akkor az előbbi gondolatmenet azt mutatja, hogy Sξ az (X, Y )

Spivak normál fibrálása (és (f, b) kijelöli πn+k(Tξ, Tξ
∣∣
Y

) egy megfelelő elemét).

A következőkben összefoglaljuk a Spanier-féle S-dualitás felhasznált tulajdonságait

(ld. Browder [2], Husemoller [4]).

A szuszpenzió minden A és B tér esetén meghatároz egy [A,B] → [ΣA,ΣB]

leképezést (és az utóbbi halmaz csoport, hiszen ΣA H ′-tér). Ez a leképezés bijekció,

ha A n-dimenziós CW-komplexus és B
(⌊

n
2

⌋
+1
)
-összefüggő. Ebből következik, hogy

ebben a láncban:

[A,B] −→ [ΣA,ΣB] −→ [Σ2A,Σ2B] −→ [Σ3A,Σ3B] −→ . . .

(amiben a második nýıltól kezdve a leképezések homomorfizmusok), egy idő után

minden leképezés izomorfizmus.

Defińıció. {A,B} = lim
s→∞

[ΣsA,ΣsB].

Az előzőek szerint {A,B} csoport, és elég nagy s-re {A,B} ∼= [ΣsA,ΣsB]. Egy

f : A→ B leképezés reprezentál egy elemet {A,B}-ben, ezt jelölje {f}.

Defińıció. A és A′ m-duális, ha létezik olyan s és t, hogy ΣsA beágyazható Sm+1+s+t-

be, és ΣtA′ homotopikusan ekvivalens (Sm+1+s+t \ ΣsA)-val.

Egy ekvivalens defińıciót ad a következő tétel:
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Tétel. A és A′ pontosan akkor m-duális, ha létezik olyan γ : Sm → A∧A′ leképezés,

amire a (γ∗([S
m])/) : H i(A)→ Hm−i(A

′) homomorfizmus izomorfizmus.

Ha A és A′ ill. B és B′ m-duálisak, akkor a dualitást mutató γ ill. γ′ leképezések

meghatároznak egy izomorfizmust (dualitást) {A,B} és {B′, A′} között.

Tétel. Legyen γ ill. γ′ az A és A′ ill. B és B′ közötti dualitást mutató leképezés,

f : A→ B és g : B′ → A′. {f} ∈ {A,B} és {g} ∈ {B′, A′} pontosan akkor duálisak,

ha ez a diagram (homotópia erejéig) kommutat́ıv:

Sm
γ−−−→ A ∧ A′yγ′ yf∧id

B ∧B′ id∧g−−−→ B ∧ A′

20. Álĺıtás. Legyen (X, Y ) n-diemnziós Poincaré-pár. Ha η az (X, Y ) Spivak

normál fibrálása, akkor Tη és Σs(X/Y ) (n+ k + s)-duális.

Bizonýıtás. Σs(X/Y ) ≈ Tεs/Tεs
∣∣
Y

, tehát erre a térre kell belátnunk a dualitást.

Vegyük a η⊕ εs fibrálást X felett. Ez az X ×X feletti η× εs fibrálás visszahúzottja

a ∆ : X → X ×X átlóleképezéssel. Legyen % : η⊕ εs → η× εs a ∆ feletti leképezés.

∆ tekinthető (X, Y )→ X × (X, Y ) párok közti leképezésnek, és hasonló mondható

%-ról. A % által a Thom-terek között indukált T (%) leképezés pedig ennek megfelelően

(T (η ⊕ εs), T (η ⊕ εs)
∣∣
Y

)→ Tη × (Tεs, T εs
∣∣
Y

) alakú.

η⊕εs az (X, Y ) (k+s)-dimenziós Spivak normál fibrálása, ezért létezik egy olyan

α ∈ πn+k+s(T (η ⊕ εs), T (η ⊕ εs)
∣∣
Y

), amire h(α) ∩ uη⊕εs = [X]. α egy reprezentánsa

meghatároz egy a : Sn+k+s → T (η ⊕ εs)/T (η ⊕ εs)
∣∣
Y

, leképezést, amit T (%)-val

komponálva kapunk egy γ0 : Sn+k+s → Tη × (Tεs/Tεs
∣∣
Y

) leképezést.

Belátjuk, hogy ((γ0)∗([S
n+k+s])/) : H i(Tη) → Hn+k+s−i(Tε

s/Tεs
∣∣
Y

) izomorfiz-

mus.

(γ0)∗([S
n+k+s]) = T (%)∗(a∗([S

n+k+s])) = T (%)∗(h(α)). H∗(Tη) minden eleme

x ∪ uη alakú, ahol x ∈ H∗(X). ( ∩ uεs) : H∗(Tε
s/Tεs

∣∣
Y

)→ H∗(X/Y ) izomorfizmus.

Ezért elég belátni, hogy az x 7→ (T (%)∗(h(α))/(x∪uη))∩uεs képlettel adott H∗(X)→
H∗(X/Y ) leképezés izomorfizmus. Azt fogjuk bebizonýıtani, hogy ez megegyezik az

([X] ∩ ) Poincaré-dualitással.
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Legyen p1 és p2 a Tη×(Tεs/Tεs
∣∣
Y

) vet́ıtése a két komponensre. % defińıciója miatt

T (%)∗(uη×uεs) = uη⊕εs . Ezért T (%)∗(h(α))∩(uη×uεs) = ∆∗(h(α)∩uη⊕εs) = ∆∗([X]).

Ezt felhasználva:(
T (%)∗(h(α))/(x ∪ uη)

)
∩ uεs = (p2)∗

(
T (%)∗(h(α)) ∩ (p1)∗(x ∪ uη)

)
∩ uεs =

= (p2)∗
(
T (%)∗(h(α)) ∩

(
(p1)∗x ∪ (p1)∗uη ∪ (p2)∗uεs

))
=

= (p2)∗
((
T (%)∗(h(α)) ∩ (uη × uεs)

)
∩ (p1)∗x

)
= (p2)∗

(
∆∗([X]) ∩ (p1)∗x

)
= [X] ∩ x

Tehát ((γ0)∗([S
n+k+s])/) tényleg izomorfizmus, ezért a γ0 és a faktorleképezés kom-

poźıciójával kapott γ : Sn+k+s → Tη ∧ (Tεs/Tεs
∣∣
Y

) leképezés megfelelő.

Legyen (f, b) 1 fokú normál leképezés, f : (M,∂M) → (X, Y ), b : ν → ξ. Ek-

kor a 19. álĺıtás utáni megjegyzés szerint Sξ az (X, Y ) Spivak normál fibrálása,

és a normál leképezés kijelöl egy T (b)∗(α) ∈ πn+k(Tξ, Tξ
∣∣
Y

) elemet (ahol α ∈
πn+k(Tν, Tν

∣∣
∂M

) a fejezet elején konstruált homotópiaosztály).

A 20. álĺıtásban láttuk, hogy ekkor α ill. T (b)∗(α) meghatároz egy γ ill. γ′ du-

alitást mutató leképezést Tν és Σs(M/∂M) ill. Tξ és Σs(X/Y ) között. Ezek meg-

határoznak egy dualitást a leképezések között: {T (b)} ∈ {Tν, Tξ}-nek létezik duálisa

{Σs(X/Y ),Σs(M/∂M)}-ben, és ez reprezentálható egy g : Σs(X/Y )→ Σs(M/∂M)

leképezéssel (ha s elég nagy).

Mivel f 1 fokú, ezért f ∗-nak van balinverze, DX ◦ f∗ ◦ ([M ]∩), ezt jelölje φ. A

szuszpenzió tetszőleges A esetén indukál egy H i(A) → H i(ΣsA) izomorfizmust, ezt

is Σs-sel jelöljük.

21. Álĺıtás. g∗ ◦ Σs = Σs ◦ φ : H i(M/∂M)→ H i+s(ΣsX/Y ).

Bizonýıtás. φ defińıciója miatt a jobboldal Σs ◦ DX ◦ f∗ ◦ ([M ]∩). Ebben f∗-on

ḱıvül minden izomorfizmus, ezért az álĺıtás a következő ekvivalens alakba ı́rható:

([X]∩) ◦ (Σs)−1 ◦ g∗ ◦ Σs = f∗ ◦ ([M ]∩) : H i(M/∂M)→ Hn−i(X).

Jelölje azM ill.X feletti triviális nyaláb Thom-osztályát uM ill. uX . Σs(M/∂M) ≈
Tεs/Tεs

∣∣
∂M

és Σs(X/Y ) ≈ Tεs/Tεs
∣∣
Y

, ezekkel az azonośıtásokkal Σs = (uM ∪ ) :

H i(M/∂M)→ H i+s(Σs(M/∂M)) és Σs = (uX ∪ ) : H i(X/Y )→ H i+s(Σs(X/Y )).

Legyen γ : Sn+k+s → Tν ∧ Σs(M/∂M) és γ′ : Sn+k+s → Tξ ∧ Σs(X/Y ) az előző

álĺıtásban megkonstruált, a dualitást mutató leképezés. Ezekről azt láttuk, hogy az

x 7→ ((γ)∗([S
n+k+s])/(x∪uν))∩uM képlettel adott H∗(M/∂M)→ H∗(M) leképezés
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megegyezik az ( ∩ [M ]) Poincaré-dualitással és y 7→ ((γ′)∗([S
n+k+s])/(y ∪ uξ)) ∩ uX

megegyezik az ( ∩ [X])-el.

g a T (b) duálisa, ezért a következő diagram homotópia erejéig kommutat́ıv:

Sn+k+s γ−−−→ Tν ∧ Σs(M/∂M)yγ′ yT (b)∧id

Tξ ∧ Σs(X/Y )
id∧g−−−→ Tξ ∧ Σs(M/∂M)

Ez azt jelenti, hogy mindkét kompoźıciónál a homológiákon indukált homomorfiz-

musok ugyanabba a z ∈ Hn+k+s(Tξ ∧ Σs(M/∂M)) elembe viszik [Sn+k+s]-et.

H i+s(Σs(M/∂M)) elemei x ∪ uM alakúak, ahol x ∈ H i(M/∂M). z/(x ∪ uM)-et

a diagram alapján kétféleképpen is kiszámolhatjuk, eredményül azt kapjuk, hogy

T (b)∗
(
γ∗([S

n+k+s])/(x ∪ uM)
)

= γ′∗([S
n+k+s])/g∗(x ∪ uM) ∈ Hn+k−i(Tξ). Mindkét

oldalra alkalmazzuk ( ∩ uξ)-t:

T (b)∗
(
γ∗([S

n+k+s])/(x ∪ uM)
)
∩ uξ = γ′∗([S

n+k+s])/g∗(x ∪ uM) ∩ uξ ∈ Hn−i(X)

A baloldal f∗
(
γ∗([S

n+k+s])/(x ∪ uM) ∩ T (b)∗(uξ)
)
, ami T (b)∗(uξ) = uν miatt

f∗
(
γ∗([S

n+k+s])/(x ∪ uM) ∩ uν
)

= f∗([M ] ∩ x).

A jobboldalon g∗(x∪ uM) = y ∪ uX valamilyen y ∈ H i(X/Y )-ra. Ezzel a jobbol-

dal (γ′∗([S
n+k+s])/y ∪ uX)∩ uξ = [X]∩ y. Mivel y = (Σs)−1 ◦ g∗ ◦Σs(x), ez nem más,

mint ([X]∩)◦ (Σs)−1 ◦ g∗ ◦Σs(x). A két oldalt összehasonĺıtva kapjuk az álĺıtást.

23



3. A főtétel bizonýıtása

Ebben a részben mondjuk ki és bizonýıtjuk a normál átéṕıtések főtételét Browder

[2] könyve nyomán.

Végig adottnak tekintünk egy (X, Y ) n-dimenziós Poincaré-párt, és X felett egy

k-dimenziós vektornyalábot, ahol X egyszeresen összefüggő, k � n, és n ≥ 5.

Jelölés. q =
⌊
n
2

⌋
, tehát n = 2q vagy n = 2q + 1, és q ≥ 2.

Főtétel. Legyen f : (M,∂M) → (X, Y ), (f, b) 1 fokú normál leképezés,
(
f
∣∣
∂M

)
∗ :

H∗(∂M)→ H∗(Y ) izomorfizmus. (f, b) pontosan akkor relat́ıv normál kobordáns egy

olyan (f ′, b′) normál leképezéssel, amelyre f ′ : M ′ → X homotopikus ekvivalencia,

ha σ(f, b) = 0.

A σ obstrukció olyan normál leképezéseken van értelmezve, amelyek a perem

homológiáin izomorfizmust indukálnak. Az értéke páratlan n esetén mindig 0, ha

n = 2q és q páros, akkor σ(f, b) ∈ Z, és ha q páratlan, akkor σ(f, b) ∈ Z2. σ

defińıciója az utóbbi két esetben a 37. és a 41. oldalon található. A 4. részben fel

fogjuk használni (de nem bizonýıtjuk) a következő, σ-ra vonatkozó tételt:

22. Tétel. Ha 2q > 4, akkor létezik olyan (g, c) 1 fokú normál leképezés, amire

g : (M,∂M)→ (D2q, S2q−1), c : ν → εk, g
∣∣
∂M

: ∂M → S2q−1 homotopikus ekvivalen-

cia, és σ(g, c) egy tetszőleges, előre meghatározott értéket vesz fel.

Most térjünk rá a főtétel bizonýıtására.

Azt, hogy a σ(f, b) = 0 feltétel szükséges egy ilyen (f ′, b′) létezéséhez a 44. oldalon

bizonýıtjuk, ez (σ tulajdonságainak ismeretében) a tétel könnyű iránya.

A másik irányt úgy fogjuk bizonýıtani, hogy (f, b)-re sorozatos normál átéṕıtéseket

alkalmazunk. A célunk az lesz, hogy ı́gy elérjünk egy (q + 1)-összefüggő leképezést,

mert a 2. tétel szerint az már homotopikus ekvivalencia lesz. (A tétel másik feltétele,

hogy a leképezés 1 fokú legyen, azért fog teljesülni, mert a 16. álĺıtás miatt 1 fokú

normál leképezés átéṕıtés után is 1 fokú lesz, tehát ez a tulajdonság végig megmarad.)

Szintén változatlan marad a perem, ezért a peremre vett leszűḱıtés néhány átéṕıtés

után is izomorfizmust fog indukálni a homológiákon. Ezt úgy fogjuk kihasználni,

hogy Ki(∂M) = 0 miatt a 10. álĺıtás egzakt sorozatában minden harmadik tag 0,

ezért Ki(M) ∼= Ki(M,∂M).
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Először bebizonýıtjuk, hogy (f, b) átéṕıthető q-összefüggővé. Utána belátjuk,

hogy páratlan n esetén a (q + 1)-összefüggőség is elérhető. Ezután definiáljuk σ-t

és levezetjük a legfontosabb tulajdonságait. Majd belátjuk, hogy páros n esetén

σ(f, b) = 0 szükséges, és elégséges feltétel is.

Az első lemma azt ı́rja le, hogy hogyan változik πi(f) a sokaság normál átéṕıtésekor.

Legyen λ ∈ πp(f), ennek egy, az 1. álĺıtással konstruált reprezentánsa f̄ , és tegyük

fel, hogy ebből kiindulva lehet normál átéṕıtést végezni. Legyen ϕ : Sp×Dn−p ↪→M

az a beágyazás, amivel az átéṕıtést csináljuk. Az átéṕıtett sokaság legyen M ′, az új

normál leképezés (f ′, b′).

23. Lemma. Ekkor

πi(f
′) ∼= πi(f) ha i ≤ min(p, n− p− 1)

πp+1(f ′) ∼= πp+1(f)/Λ ha p+ 1 ≤ n

2

ahol Λ egy λ-t tartalmazó részcsoport.

Bizonýıtás. LegyenM0 = M\ϕ(Sp×Dn−p), és f0 = f
∣∣
M0

, ekkor Cf0 ⊂ Cf . Tekintsük

a következő diagramot, amit az (Cf0 ,M0) ↪→ (Cf ,M) beágyazás indukál a párok

homotopikus egzakt sorozatai között:

πi(M0) −−−→ πi(Cf0) −−−→ πi(f0) −−−→ πi−1(M0) −−−→ πi−1(Cf0)y y y y y
πi(M) −−−→ πi(Cf ) −−−→ πi(f) −−−→ πi−1(M) −−−→ πi−1(Cf )

Mivel Cf0 ' X ' Cf , ezért a πj(Cf0)→ πj(Cf ) leképezés minden j-re izomorfizmus.

πj(M0)→ πj(M) izomorfizmus, ha j < n− p− 1 és szürjekt́ıv, ha j = n− p− 1. (Ez

belátható az (M,M0) pár egzakt sorozatával, felhasználva a homotopikus kivágási

tételt és azt, hogy az (Sp ×Dn−p, Sp × Sn−p−1) pár (n− p− 1)-szeresen összefüggő.

Vagy egy másik lehetőség ennek a bizonýıtására az, hogy a Thom transzverzalitási

tétel miatt egy Sj → M ill. Sj × [0, 1] → M leképezésről feltehető, hogy elkerüli

ϕ0(Sp)-t, ha j < n− p ill. j < n− p− 1, tehát πj(M \ ϕ0(Sp))→ πj(M) szürjekt́ıv

ill. injekt́ıv ezekben a dimenziókban; és M0 'M \ ϕ0(Sp).)

Tehát (az 5-lemma szerint) πi(f0) → πi(f) izomorfizmus, ha i ≤ n − p − 1 és

szürjekt́ıv, ha i = n− p.
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Írjuk fel az (Cf0 ,M0) ↪→ (Cf ′ ,M
′) beágyazáshoz tartozó hasonló diagramot:

πi(M0) −−−→ πi(Cf0) −−−→ πi(f0) −−−→ πi−1(M0) −−−→ πi−1(Cf0)y y y y y
πi(M

′) −−−→ πi(Cf ′) −−−→ πi(f
′) −−−→ πi−1(M ′) −−−→ πi−1(Cf ′)

Itt πj(Cf0) → πj(Cf ′) minden j-re izomorfizmus, πj(M0) → πj(M
′) pedig izomor-

fizmus, ha j < p és szürjekt́ıv, ha j = p. Az 5-lemma szerint a πi(f0) → πi(f
′)

leképezés izomorfizmus, ha i ≤ p és szürjekt́ıv, ha i = p+ 1.

Ezeket összerakva, πi(f) ∼= πi(f0) ∼= πi(f
′) ha i ≤ min(p, n− p− 1) és πp+1(f) ∼=

πp+1(f0)→ πp+1(f ′) szürjekt́ıv, ha p+ 1 ≤ n− p− 1. Azt kell még belátnunk, hogy

λ ennek a homomorfizmusnak a magjában van.

Vegyük λ-nak azt az l : (Dp+1, Sp)→ (Cf ,M) reprezentánsát, amiből f̄ -t késźıtet-

tük (erre l
∣∣
Sp = ϕ

∣∣
Sp×{0}, és r◦ l = f̄

∣∣
Dp+1 , ahol r : Cf → X a deformációs retrakció).

Dp+1 = Dp+1
1
2

∪ Sp × [1
2
, 1], ahol az unió az 1

2
x és (x, 1

2
) pontok összeragasztását

jelenti, minden x ∈ Sp-re. Feltehető, hogy l olyan alakú, hogy (Dp+1 előbbi fel-

bontását használva) l(Dp+1
1
2

) ⊆ X és l
∣∣
Sp×[ 1

2
,1]

= l
∣∣
Sp × 2(1 − id). Ugyanis minden

(Dp+1, Sp)→ (Cf ,M) leképezés homotóp egy ilyen alakúval, úgy, hogy a homotópia

Sp-n rögźıtett, és r-rel komponálva végig r ◦ l (egy ilyen homotópia az r és Cf iden-

titása közötti homotópiából konstruálható meg).

Tetszőleges rögźıtett s ∈ Sn−p−1 mellett ϕ
∣∣
Sp×{0} homotóp ϕ

∣∣
Sp×{s}-vel, ezért l

homotóp egy olyan l′-vel, amire l′
∣∣
Sp = ϕ

∣∣
Sp×{s}. l′-ről is feltehető, hogy speciális

alakú, és ekkor Cf0-ba képez (amit Cf részhalmazának tekintünk), tehát λ πp+1(f0)-

beli képének reprezentánsa. Viszont Cf0 tekinthető Cf ′ részhalmazának is, ezért l′ a

λ πp+1(f ′)-beli képének is reprezentánsa. Cf ′-ben l′ homotóp a ϕ′
∣∣
Dp+1×{s} : Dp+1 →

M ′ ⊂ Cf ′ leképezéssel (ahol ϕ′ : Dp+1×Sn−p−1 →M ′ az átéṕıtéskor keletkező új rész

beágyazása), Sp-n rögźıtett homotópiával (mert f ′-t f̄ -ból késźıtettük). Ez pedig 0-t

reprezentál πp+1(f ′)-ben, tehát λ képe tényleg 0.

24. Tétel. Legyen (f, b) normál leképezés, n ≥ 4. Ekkor (f, b) relat́ıv normál ko-

bordáns egy olyan (f ′, b′)-vel, ahol f ′ : M ′ → X q-összefüggő.

Bizonýıtás. Minden 0 ≤ i ≤ q esetén konstruálunk olyan (fi, bi) normál leképezést,

ami relat́ıv normál kobordáns (f, b)-vel, és amire fi : Mi → X i-összefüggő.

Mivel X összefüggő, ezért π0(X) = 0, ezért π0(f) = 0, azaz f0 = f megfelelő.
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Most tegyük fel, hogy 0 ≤ i ≤ q − 1, és fi-t már megadtunk. Nézzük fi homo-

topikus egzakt sorozatát:

πi+1(X) −−−→ πi+1(fi) −−−→ πi(Mi) −−−→ πi(X)

Ha i = 0, akkor ebből π1(fi) ∼= π0(Mi) egy véges halmaz.

Ha i = 1, akkor π2(X) végesen generált Abel-csoport, π1(Mi) végesen generált

csoport, és π2(fi)→ π1(Mi) szürjekt́ıv, tehát π2(fi) is egy végesen generált csoport.

Ha i ≥ 2, akkor πi+1(X) és πi(Mi) végesen generált Abel-csoport, tehát πi+1(fi)

is az.

Tehát πi+1(fi) minden esetben végesen generált, rögźıtsük le egy véges generátor-

rendszerét. Egy adott λ ∈ πi+1(fi) generátort a következőképpen tudunk megölni.

Először vegyük egy f̄i : Mi∪Di+1 → X reprezentánsát (1. álĺıtás). A 17. tétel szerint

ementén tudunk normál átéṕıtést végezni (a 15. álĺıtás miatt πi(Vk(R
n+k−i)) = 0).

A 23. lemma pedig biztośıtja, hogy az átéṕıtés után λ eltűnik, az (i + 1)-nél kisebb

dimenziós homotopikus csoportok pedig triviálisak maradnak. Ha ezt πi+1(fi) összes

generátorára megcsináljuk, akkor véges sok lépésben kapunk egy (fi+1, bi+1) normál

leképezést, ami relat́ıv normál kobordáns (fi, bi)-vel, és ezért (f, b)-vel is, és fi+1

(i+ 1)-összefüggő.

25. Álĺıtás. Ha f q-összefüggő, akkor πq+1(f) ∼= Kq(M).

Bizonýıtás. Mivel f q-összefüggő, és X egyszeresen összefüggő, ezért M is egyszere-

sen összefüggő. Ezért alkalmazható a relat́ıv Hurewicz-tétel a (Cf ,M) párra, tehát

πq+1(f) ∼= Hq+1(f). A 6. álĺıtás miatt pedig Hq+1(f) ∼= Kq(M).

Ezért a továbbiakban Kq(M)-et próbáljuk megölni (úgy, hogy közben f q-össze-

függő marad). Az 5. álĺıtás szerint Hq(M) ∼= Kq(M) ⊕ Hq(X), tehát, mivel X

rögźıtett, Kq(M) és Hq(M) ,,ugyanúgy változik” az átéṕıtések során. Pontosabban:

ha M -ből normál átéṕıtéssel M ′-t kapjuk, úgy, hogy az új f ′ leképezés is q-összefüggő,

akkor rkKq(M
′)− rkKq(M) = rkHq(M

′)− rkHq(M) és |TorKq(M ′)|
|TorKq(M)| = |TorHq(M ′)|

|TorHq(M)| (ha

a nevezők 0-tól különbözőek).

3.1. Páratlan n

A következőkben azt az esetet vizsgáljuk, amikor n páratlan, azaz n = 2q + 1.
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Kq(M) ∼= πq+1(f) és az 1. álĺıtás miatt Kq(M) tetszőleges eleme meghatározza

(homotópia erejéig) f egy f̄ : M̄ → X kiterjesztését, és a 17. tétel és a 15. álĺıtás

miatt ebből az f̄ -ból kiindulva tudunk normál átéṕıtést végezni. A 23. lemma szerint

pedig a kapott f ′ is q-összefüggő lesz.

Az első lemma léırja, hogy hogyan változik Hq(M), ha átéṕıtjük M -et. Legyen

λ ∈ Hq(M), ϕ : Sq×Dq+1 ↪→ intM a λ egy reprezentánsa, a kivágott sokaság M0 =

M \intϕ(Sq×Dq+1), az átéṕıtés eredménye M ′. Jelölje i ill. i′ az M0 beágyazását M -

be ill. M ′-be. Legyen ε = ϕ
∣∣
Sq×{s}([S

q]) ∈ Hq(M0) és ε′ = ϕ
∣∣
{s}×Sq([S

q]) ∈ Hq(M0)

(ahol s ∈ Sq tetszőleges), ekkor λ = i∗(ε). Legyen λ′ = i′∗(ε
′).

26. Lemma. Hq(M)/ 〈λ〉 ∼= Hq(M
′)/ 〈λ′〉.

Bizonýıtás. Létezik egy ilyen diagram, ahol a v́ızszintes és függőleges sorozat egzakt,

δ(1) = ε′, δ′(1) = ε, és (·λ) ill. (·λ′) a λ-val ill. λ′-vel vett metszési szám:

Hq+1(M ′)y·λ′
Zyδ′

Hq+1(M)
·λ−−−→ Z

δ−−−→ Hq(M0)
i∗−−−→ Hq(M) −−−→ 0yi′∗

Hq(M
′)y

0

A diagramot úgy kapjuk, hogy az (M,M0) és (M ′,M0) párok egzakt sorozatait

összeillesztjük. A v́ızszintes sorozatban a relat́ıv homológia csoportok (a kivágási

tétel és a pár egzakt sorozata alapján):

Hj(M,M0) ∼= Hj(S
q ×Dq+1, Sq × Sq) ∼=

Z ha j = q + 1 vagy 2q + 1

0 különben

Tehát Hq+1(M,M0) = Z és Hq(M,M0) = 0. A Hq+1(M,M0)-t generáló homológia-

osztály ϕ
∣∣
{s}×Dq+1([D

q+1]), ezt a δ határleképezés ε′-be viszi. Mivel λ egy repre-

zentánsa ϕ(Sq × {0}), a λ-val vett metszési számot Hq+1(M,M0)→ Z leképezésnek
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is tekinthetjük, ami a generátort 1-be viszi, tehát ez a két csoport közötti izomor-

fizmus. A Hq+1(M)→ Hq+1(M,M0) megszoŕıtásnak és ennek az izomorfizmusnak a

kompoźıciója megegyezik (·λ)-val.

Hasonlóan beláthatjuk, hogy a függőleges egzakt sorozatban Hq+1(M ′,M0) = Z,

Hq(M
′,M0) = 0, δ′ a Hq+1(M ′,M0) generátorát ε-ba viszi, és a Hq+1(M ′) → Z

leképezés (·λ′).
A diagramról leolvasható, hogy i∗ egy Hq(M) ∼= Hq(M0)/ Im δ = Hq(M0)/ 〈ε′〉

izomorfizmust, i′∗ pedig egy Hq(M
′) ∼= Hq(M0)/ Im δ′ = Hq(M0)/ 〈ε〉 izomorfizmust

indukál. EzértHq(M)/ 〈λ〉 = Hq(M)/ 〈i∗(ε)〉 ∼= Hq(M0)/ 〈ε, ε′〉 ∼= Hq(M
′)/ 〈i′∗(ε′)〉 =

Hq(M
′)/ 〈λ′〉.

A következő két lemmában megvizsgáljuk, hogy ez mit jelent speciálisan választott

λ-k esetén.

Legyen h : M ↪→ (M,∂M) a beágyazás. Legyen F test, és jelölje (·)F a Z → F

együtthatócsoportok közti homomorfizmus által a homológiákon indukált leképezést.

27. Lemma. a) Ha λ egy végtelen ciklikus direkt összeadandót generál Hq(M)-ben,

és ugyanez igaz h∗(λ)-ra Hq(M,∂M)-ben, akkor Hq(M
′) ∼= Hq(M)/ 〈λ〉, tehát az

átéṕıtés megöli Hq(M) egy Z direkt összeadandóját.

b) Ha (λ)F 6= 0 Hq(M ;F )-ben, sőt, h∗((λ)F ) sem 0 Hq(M,∂M ;F )-ben, akkor

Hq(M
′;F ) ∼= Hq(M ;F )/ 〈(λ)F 〉, tehát dimF Hq(M

′;F ) = dimF Hq(M ;F )− 1.

Bizonýıtás. a) Mivel h∗(λ) egy Z direkt összeadandót generál Hq(M,∂M)-ben, ezért

a Poincaré-dualitás miatt létezik olyan µ ∈ Hq+1(M), amire µ · h∗(λ) = 1. Ekkor

µ · λ = 1, tehát (·λ) szürjekt́ıv, és δ = 0. Ezért ε′ = δ(1) = 0, és λ′ = i′∗(ε
′) = 0,

tehát Hq(M
′) ∼= Hq(M)/ 〈λ〉.

b) A 26. lemmában szereplő diagramot feĺırhatjuk F együtthatós homológiákkal

is (az új diagramban Z helyett F szerepel), ezért az a) rész bizonýıtása működik az

F együtthatócsoport esetén is.

28. Lemma. Ha q páros és λ véges rendű, akkor rkHq(M
′) 6= rkHq(M) (azaz λ′

végtelen rendű).

Bizonýıtás. Ennek a bizonýıtása zárt M esetén (tetszőleges λ-ra) megtalálható pl.

Kervaire-Milnor [6] cikkében. A peremes M esetét erre fogjuk visszavezetni.
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Legyen M̂ az M egy másik példánya és legyen M∗ = M ∪ M̂ , a peremek mentén

összeragasztva. M∗-ot átéṕıthetjük ϕ : Sq ×Dq+1 → M ⊂ M∗ mentén. A kivágott

sokaság M0∗ = M0 ∪ M̂ , az eredmény M ′
∗ = M ′ ∪ M̂ lesz. M∗ zárt, ezért erről már

tudjuk, hogy rkHq(M
′
∗) 6= rkHq(M∗).

Legyen λ képe az M ↪→M∗ beágyazás által indukált homomorfizmus szerint λ∗ ∈
Hq(M∗). Hasonlóan definiáljuk λ′∗-ot. A 26. lemmát alkalmazhatjuk M∗ átéṕıtésére,

eszerint Hq(M∗)/ 〈λ∗〉 ∼= Hq(M
′
∗)/ 〈λ′∗〉. Mivel λ véges rendű, ezért λ∗ is az, ezért

rkHq(M∗) = rkHq(M∗)/ 〈λ∗〉. Tehát rkHq(M
′
∗) 6= rkHq(M

′
∗)/ 〈λ′∗〉, ami azt jelenti,

hogy λ′∗ végtelen rendű, és ı́gy szükségképpen λ′ is az.

Megjegyzés. A 27. lemmában az a feltétel, hogy h∗(λ) 6= 0, és a 28. lemmában az a

feltétel, hogy λ torzióelem nem hagyható el. Mindkettőt mutatja a következő példa:

legyen M = Sq × Dq+1, és λ ∈ Hq(M) egy generátor. Ekkor λ egy reprezentánsa

ϕ : Sq × Dq+1
ε ↪→ Sq × Dq+1, és ha ementén átéṕıtést végzünk, akkor az eredmény

M ′ = Dq+1 × Sq, ami homeomorf M -mel, tehát a homológiáik izomorfak.

29. Lemma. Ha q páros, és Kq(M) véges (de nem 0), akkor két normál átéṕıtéssel

elérhetjük, hogy Kq(M) mérete csökkenjen.

Bizonýıtás. Vegyük Kq(M) egy 0-tól különböző λ elemét. Ementén tudunk normál

átéṕıtést végezni M -en, a 26. és a 28. lemma miatt Hq(M)/ 〈λ〉 ∼= Hq(M
′)/ 〈λ′〉,

ahol λ′ végtelen rendű. Ebből következik, hogy rkHq(M
′) = rkHq(M) + 1, és ezért

rkKq(M
′) = rkKq(M) + 1 = 1. Vegyünk Kq(M

′)-ben egy Z direkt összeadandót

generáló elemet, és amentén végezzünk még egy normál átéṕıtést, az eredmény legyen

M ′′. Kq(M
′) direkt összeadandó Hq(M

′)-ben (5. álĺıtás), ezért a homológiaosztály,

ami mentén átéṕıtettünk, Hq(M
′)-ben is egy Z direkt összeadandót generál. A 10.

álĺıtás és Ki(∂M
′) = 0 miatt Kq(M

′) ∼= Kq(M
′, ∂M ′), ezért ez Hq(M

′, ∂M ′)-ben is

igaz. Tehát a 27. lemma feltételei teljesülnek, ezért az átéṕıtés megöli a Z direkt

összeadandót. Ezért rkHq(M
′′) = rkHq(M

′)− 1, ezért rkKq(M
′′) = rkKq(M

′)− 1,

tehát Kq(M
′′) torziócsoport. |TorHq(M

′′)| = |TorHq(M
′)| ≤ |TorHq(M

′)/ 〈λ′〉| =

|TorHq(M)/ 〈λ〉| < |TorHq(M)|. Emiatt pedig |TorKq(M
′′)| < |TorKq(M)|, vagyis

|Kq(M
′′)| < |Kq(M)|.

Ha q páratlan, akkor nem biztos, hogy Hq(M) rangja megváltozik, ha egy Kq(M)-

beli torzióelem mentén átéṕıtjük M -et, ezért ebben az esetben más módon fogjuk
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Kq(M) rendjét csökkenteni. A 26. lemma alapján Hq(M) méretének változása λ és

λ′ rendjétől függ.

Tegyük fel, hogy λ ∈ Hq(M) véges rendű, 0-tól különböző elem, a rendje legyen

l. Ekkor 0 = lλ = li∗(ε) = i∗(lε). Mivel Ker i∗ = Im δ = 〈ε′〉, ez azt jelenti, hogy

lε ∈ 〈ε′〉, tehát lε = l′ε′ valamilyen l′ ∈ Z-re. l′ egyértelmű, mert ha lε = l′1ε
′ = l′2ε

′,

akkor (l′1 − l′2)ε′ = 0, viszont mivel λ véges rendű, ezért Im(·λ) = Ker δ = 0, tehát

δ(1) = ε′ végtelen rendű, és ı́gy l′1 − l′2 = 0.

30. Lemma. λ′ rendje végtelen, ha l′ = 0, és |l′|, ha l′ 6= 0.

Bizonýıtás. Ha l′ = 0, azaz lε = lδ′(1) = δ′(l) = 0, akkor δ′ nem injekt́ıv, ezért

(·λ′) 6= 0, tehát λ′ végtelen rendű.

Ha l′ 6= 0, akkor l′λ′ = l′i′∗(ε
′) = i′∗(l

′ε′) = i′∗(lε) = 0 (hiszen Ker i′∗ = 〈ε〉), és

ezért λ′ rendje osztója l′-nek. Legyen λ′ rendje l′0 = l′

r
, ekkor a korábbi gondolatme-

netünkhöz hasonlóan l′0ε
′ = l0ε valamilyen l0 ∈ Z -re. lε = l′ε′ = rl′0ε

′ = rl0ε, és

mivel λ′ véges rendű, ezért ekkor l = rl0. Ezért l
r
λ = l0λ = i∗(l0ε) = i∗(l

′
0ε
′) = 0, ez

pedig csak úgy lehetséges, ha r = ±1. Tehát λ′ rendje |l′|.

Tehát, a 26. lemma miatt, ha |l′| < l (és nem 0), akkor Hq(M) torziója csökken

az átéṕıtés során. Nem biztos, hogy l′ ilyen, ezért megvizsgáljuk, hogy mi történik,

hogyha ϕ helyett λ egy másik reprezentánsát választjuk az átéṕıtéshez. Legyen tehát

α : Sq → SOq+1 és ϕα : Sq ×Dq+1 ↪→M , ϕα(x, y) = ϕ(x, α(x)y).

Ha ϕα mentén éṕıtjük át M -et, akkor Imϕα = Imϕ miatt a kivágott sokaság

M0 marad, de az átéṕıtés eredményéül kapott sokaság megváltozik, jelölje ezt M ′
α.

Legyen i′α : M0 ↪→M ′
α a beágyazás, εα = ϕα

∣∣
Sq×{s}([S

q]) ∈ Hq(M0) (ε′ nem változik,

mert ϕ({s} × Sq) = ϕα({s} × Sq)), és λ′α = (i′α)∗(ε
′).

Legyen p∗ : πq(SOq+1) → πq(S
q) ∼= Z a p : SOq+1 → Sq projekció által indukált

homomorfizmus, és l′α = l′ + lp∗([α]).

31. Lemma. λ′α rendje |l′α| (vagy végtelen, ha l′α = 0).

Bizonýıtás. Legyenek ε̄, ε̄′ és ε̄α a g, g′, gα : Sq → Sq×Sq, g(x) = (x, s), g′(x) = (s, x)

és gα(x) = (x, α(x)s) leképezések által reprezentált elemek Hq(S
q×Sq)-ban (tehát ε̄

és ε̄′ a két Sq-nak megfelelő generátor). Ekkor ε = ϕ∗(ε̄), ε
′ = ϕ∗(ε̄

′), és εα = ϕ∗(ε̄α),

ahol ϕ∗ a ϕ
∣∣
Sq×Sq által indukált Hq(S

q × Sq)→ Hq(M0) homomorfizmus.
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Legyen p1 és p2 a két Sq × Sq → Sq vet́ıtés. p1 ◦ gα = id, ami 1-et reprezentál

Hq(S
q) ∼= Z-ben, és p2 ◦ gα = p ◦ α, ami [p ◦ α] = p∗([α])-t reprezentál. Ebből

következik, hogy ε̄α = ε̄+ p∗([α])ε̄′, és ezért εα = ε+ p∗([α])ε′.

Ebből lεα = lε + lp∗([α])ε′ = l′ε′ + lp∗([α])ε′ = (l′ + lp∗([α]))ε′ = l′αε
′, és a 30.

lemmát alkalmazva a módośıtott átéṕıtésre megkapjuk λ′α rendjét.

32. Lemma. Ha q páratlan, és Kq(M) véges (de nem 0), akkor véges sok normál

átéṕıtéssel elérhetjük, hogy Kq(M) mérete csökkenjen.

Bizonýıtás. Legyen p egy |Kq(M)|-et osztó pŕım. Ekkor Kq(M)-ben van p-hatvány

rendű ciklikus direkt összeadandó, legyen λ egy ilyennek egy generátora. Mivel

Kq(M) direkt összeadandóHq(M)-ben (5. álĺıtás), ezért a λ által generált részcsoport

Hq(M)-ben is direkt összeadandó. Az univerzális együttható formula szerint létezik

egy

0 −−−→ Hq(M)⊗ Zp −−−→ Hq(M,Zp) −−−→ Tor(Hq−1(M), Zp) −−−→ 0

egzakt sorozat, és mivel Hq(M)⊗ Zp-ben λ⊗ 1 6= 0, ezért (λ)Zp 6= 0.

A 10. álĺıtás miatt Kq(M) ∼= Kq(M,∂M), ezért h∗(λ)-ra (ahol h : M →
(M,∂M)) is alkalmazható az előbbi gondolatmenetünk, ezért h∗((λ)Zp) 6= 0. Tehát

λ kieléǵıti a 27. lemma b) részének a feltételeit F = Zp esetén.

Jelölje λ rendjét l, vegyük λ egy ϕ : Sq×Dq+1 ↪→M reprezentánsát, és végezzünk

ementén egy normál átéṕıtést. A korábban bevezetett jelöléseket használjuk. Mivel

l′, λ′ rendje nem biztos, hogy a [−l, l] intervallumba esik (amire szükségünk lenne

a bizonýıtás folytatásához), ezért veszünk egy olyan α : Sq → SOq+1 leképezést,

amire az ebből származó ϕα-val is végezhető normál átéṕıtés, és megcsináljuk ezt az

átéṕıtést. A 31. lemma szerint az új λ′α rendje |l′α| = |l′ + lp∗([α])| (vagy végtelen).

Belátjuk, hogy van olyan α, amire ϕα normál átéṕıtést definiál, és |l′α| ≤ l.

A 18. álĺıtás szerint az első feltétel akkor teljesül, ha j∗([α]) = 0, azaz [α] ∈
Ker j∗, ahol j : SOq+1 → SOk+q+1 a beágyazás. Legyen j1 : SOq+1 → SOq+2 és

j2 : SOq+2 → SOk+q+1, ekkor j = j2 ◦ j1, és ezért j∗ = (j2)∗ ◦ (j1)∗. Tudjuk, hogy

(j2)∗ : πq(SOq+2)→ πq(SOk+q+1) izomorfizmus, ezért Ker j∗ = Ker(j1)∗.

Az SOq+2
SOq+1−−−−→ Sq+1 nyaláb egzakt sorozatából tudjuk, hogy Ker(j1)∗ = Im ∂,

és ezt o(T Sq+1) generálja (12. álĺıtás). Tehát ϕα-val pontosan akkor végezhető

normál átéṕıtés, ha [α] többszöröse o(T Sq+1)-nek.
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A 14. álĺıtás szerint p∗(o(T Sq+1)) = χ(Sq+1)[idSq ] ∈ πq(Sq) ∼= Z, és χ(Sq+1) = 2

(mert q páratlan), ezért ha ϕα normál átéṕıtést definiál, akkor p∗([α]) ∈ 2Z (és

tetszőleges páros érték elő is fordulhat). Ezért l′α = l′ + lp∗([α]) tetszőleges értéket

felvehet, ami kongruens l′-vel modulo 2l, tehát α választható úgy, hogy l′α a [−l, l]
intervallumba essen.

Tehát feltehetjük, hogy |l′| ≤ l. Most 3 esetet különböztetünk meg:

1. Ha 0 < |l′| < l, akkor λ′ is véges rendű, ezért rkHq(M
′) = rkHq(M), ezért

Kq(M
′) is torziócsoport. A 26. lemma szerint Hq(M)/ 〈λ〉 ∼= Hq(M

′)/ 〈λ′〉, ezért
|TorHq(M ′)|

|l′| = |TorHq(M)|
l

. Tehát |TorHq(M
′)| < |TorHq(M)|, és ezért |Kq(M

′)| <
|Kq(M)|.

2. Ha l′ = 0, akkor λ′ végtelen rendű. Ekkor a 29. lemmához hasonlóan

rkKq(M
′) = 1, vegyük egy Z direkt összeadandójának a generátorát, és amentén

éṕıtsük át M ′-t M ′′-vé. Erről ugyanúgy belátható, hogy Kq(M
′′) torziócsoport, és

|Kq(M
′′)| < |Kq(M)|. Tehát ekkor 2 lépésben tudjuk csökkenteni Kq(M) méretét.

3. Ha |l′| = l, akkor az 1. esethez hasonlóan látjuk, hogy Kq(M
′) torziócsoport,

és |TorHq(M
′)| = |TorHq(M)|, ezért |Kq(M

′)| = |Kq(M)|. λ-t úgy választottuk,

hogy a 27. lemma b) része alkalmazható legyen rá az F = Zp választással, ezért

dimZp Hq(M
′;Zp) = dimZp Hq(M ;Zp) − 1. Most csináljuk meg M ′-vel ugyanazt,

mint M -mel: vegyük Kq(M
′) egy p-hatvány rendű direkt összeadandójának a ge-

nerátorát (|Kq(M
′)| = |Kq(M)| miatt p osztja |Kq(M

′)|-t is), és amentén végezzünk

átéṕıtést, az eredmény legyen M ′′. A megfelelő α választásával erről az átéṕıtésről is

feltehetjük, hogy nem növeli Hq(M
′) torziójának méretét. Ha az átéṕıtés az 1. vagy

2. esetbe tartozik, akkor 1 vagy 2 lépésben tudjuk csökkenteni Kq(M
′) méretét, és

ı́gy sikerült |Kq(M)|-et csökkentenünk. Ha a 3. esetbe, akkor |Kq(M
′′)| = |Kq(M

′)|
és dimZp Hq(M

′′;Zp) = dimZp Hq(M
′;Zp) − 1. Ekkor ugyanúgy csináljuk tovább az

átéṕıtéseket. Véges sok lépés után lesz egy olyan átéṕıtés, ami az 1. vagy 2. eset-

be tartozik (különben a Zp-együtthatós homológiacsoport dimenzióját, ami mindig

pozit́ıv egész, tetszőlegesen sokszor tudnánk 1-gyel csökkenteni). Tehát ebben az

esetben is tudjuk véges sok átéṕıtéssel csökkenteni Kq(M) méretét.

33. Tétel. Kq(M) megölhető normál átéṕıtésekkel.

Bizonýıtás. Az 5. álĺıtás miatt Kq(M) egy Z direkt összeadandójának generátora

Hq(M)-ben is direkt összeadandót generál. Mivel Kq(M) ∼= Kq(M,∂M) (10. álĺıtás),
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ezért ugyanez teljesül (M,∂M)-ben is. Ezért a 27. lemma alkalmazható rá, és a Z

komponens egy normál átéṕıtéssel megölhető. Ezt ismételve elérhetjük, hogy Kq(M)

torziócsoport legyen. Ezt q paritásától függően a 29. vagy a 32. lemmában léırt

módon tudjuk csökkenteni. Ezt egészen addig csinálhatjuk, amı́g Kq(M) eltűnik.

3.2. A σ obstrukció

Legyen n = 2q.

A ∪ : Hq(M) × Hq(M,∂M) → H2q(M,∂M) ∼= Z szorzás és a beágyazásból

származó j∗ : Hq(M,∂M)→ Hq(M) homomorfizmus indukál egy ugyańıgy jelölt, és

x∪ y = (j∗(x)∪ y)[M ] képlettel adott ∪ : Hq(M,∂M)×Hq(M,∂M)→ Z bilineáris

függvényt. Ez szimmetrikus, ha q páros, és antiszimmetrikus, ha q páratlan.

Mivel Hq(M,∂M) ∼= Hq(M), ezért ∪ definiál egy B : Hq(M) ×Hq(M) → Z bi-

lineáris függvényt. Ez nem más, mint a két homológiaosztályhoz a metszési számukat

rendelő leképezés.

Legyen (f, b) 1 fokú normál leképezés, ahol f : (M,∂M)→ (X, Y ). Az 5. álĺıtás

szerint Hq(M,∂M) = Kq(M,∂M)⊕ f ∗(Hq(X, Y )).

34. Lemma. A Hq(M,∂M) ∼= Kq(M,∂M) ⊕ f ∗(Hq(X, Y )) felbontásban a kompo-

nensek ∪-ortogonálisak.

Bizonýıtás. Ha x ∈ Kq(M,∂M) és y ∈ Hq(X, Y ), akkor f ∗(y) ∪ x = (j∗(f ∗(y)) ∪
x)[M ] = (f ∗(j′∗(y))∪ x)[M ] (ahol j′ : X → (X, Y )). Ez pedig f ∗(j′∗(y))([M ]∩ x) =

(j′∗(y))(f∗([M ] ∩ x)) = 0, hiszen x ∈ Kq(M,∂M) miatt [M ] ∩ x ∈ Kq(M), azaz

f∗([M ] ∩ x) = 0.

Mivel véges rendű x ∈ Kq(M,∂M) esetén (x∪ ) = 0, ezért ∪ indukál egy biline-

áris leképezést Kq(M,∂M)/TorKq(M,∂M) -n.

35. Lemma. Ha (f
∣∣
∂M

)∗ : H∗(∂M) → H∗(Y ) izomorfizmus, akkor ∪
∣∣
Kq(M,∂M)

nemszinguláris (azaz a szabad részen tetszőleges bázisban feĺırva a mátrixa ±1 deter-

minánsú).

Bizonýıtás. A feltétel miatt Kq(∂M) = 0, ezért a duálisra is Kq(∂M) = 0. A 10.

álĺıtás miatt ebből következik, hogy j∗ : Hq(M,∂M) → Hq(M) izomorfizmus. A

Poincaré-dualitás miatt ∪ : Hq(M) × Hq(M,∂M) → Z nemszinguláris, ezért a
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Hq(M,∂M)-en indukált ∪ is nemszinguláris. Ezért ez igaz az előző lemmában sze-

replő ortogonális direkt összeg felbontás komponenseire leszűḱıtve is.

Páros q

Azt az esetet vizsgáljuk, amikor q páros, ekkor ∪ ill. B szimmetrikus.

Defińıció. I(f) = σ
(
∪
∣∣
Kq(M,∂M)

)
, ∪ leszűḱıtésének szignatúrája.

A Poincaré-dualitás miatt ez megegyezik B
∣∣
Kq(M)

szignatúrájával.

36. Álĺıtás. I(f) = σ(M,∂M) − σ(X, Y ) (ahol σ a sokaság ill. Poincaré-pár szig-

natúráját jelöli).

Bizonýıtás. A 34. lemmában bizonýıtott ortogonalitás miatt a ∪ bilineáris leké-

pezés is a két komponensre vett leszűḱıtései direkt összegévé bomlik, ezért σ(∪) =

σ
(
∪
∣∣
Kq(M,∂M)

)
+σ
(
∪
∣∣
f∗(Hq(X,Y ))

)
. Itt a második tag megegyezik ∪ Hq(X, Y )-on vett

szignatúrájával, mivel ∪ természetes. Tehát σ(M,∂M) = I(f) + σ(X, Y ).

Tegyük fel, hogy (M,∂M) az (M1, ∂M1) és (M2, ∂M2) sokaságok összege (M0, ∂M0)

mentén, (X, Y ) pedig (X1, Y1 ∪X0) és (X2, Y2 ∪X0) összege (X0, Y0) mentén.

37. Álĺıtás. Ha f(Mi) ⊆ Xi és (f
∣∣
M0

)∗ : H∗(M0) → H∗(X0) izomorfizmus, akkor

I(f) = I(f
∣∣
(M1,∂M1)

) + I(f
∣∣
(M2,∂M2)

).

Bizonýıtás. A 11. álĺıtásban szereplő egzakt sorozatot használjuk. Mivel f leszűḱıtése

izomorfizmust indukál, ezért Ki(M0) = 0 minden i-re, tehát Kq(M1) ⊕ Kq(M2) ∼=
Kq(M). Mivel egy Kq(Mi)-beli homológiaosztály reprezentálható intMi-beli lánccal,

és intM1 és intM2 diszjunkt, ezért különböző komponensben lévő homológiaosztályok

metszési száma 0. Tehát Kq(M1) és Kq(M2) B-ortogonálisak.

Áttérve a kohomológiákra ez azt jelenti, hogy Kq(M1, ∂M1) ⊕ Kq(M2, ∂M2) ∼=
Kq(M,∂M), és a komponensek ∪-ortogonálisak. Ezért ∪ szignatúrája a komponen-

seken vett szignatúrák összege, ami pont az álĺıtást adja.

38. Álĺıtás. Tegyük fel, hogy f : (M,∂M) → (X, Y ) 1 fokú normál leképezés,

(f
∣∣
∂M

)∗ : H∗(∂M)→ H∗(Y ) izomorfizmus, és (f, b) relat́ıv normál kobordáns (f ′, b′)-

vel. Ekkor I(f) = I(f ′).
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Bizonýıtás. Legyen F : (W,∂M × [0, 1])→ (X, Y ) az f és f ′ közötti relat́ıv normál

kobordizmus. Ebből elkésźıthető egy (W,M ∪ (∂M × [0, 1])∪M ′)→ (X× [0, 1], X×
{0}∪ (Y × [0, 1])∪X×{1}) leképezés is. Ekkor ∂W ≈M ∪∂MM ′ és ∂(X× [0, 1]) ≈
X∪YX, ezért az (f

∣∣
∂M

)∗-ra vonatkozó feltétel pont azt biztośıtja, hogy F
∣∣
∂W

kieléǵıti

a 37. álĺıtás feltételeit.

W iránýıtott kobordizmus M és M ′ között, ezért M -en az eredeti, M ′-n viszont

az eredetivel ellentétes iránýıtást indukál (és ugyanez igaz X × [0, 1] peremkompo-

nenseire is). Ezért a 37. álĺıtás azt adja, hogy I(F
∣∣
∂W

) = I(f)− I(f ′).

Viszont azt is tudjuk, hogy I(F
∣∣
∂W

) = σ(∂W ) − σ(∂(X × [0, 1])) = 0, hiszen

sokaság, ill. Poincaré-pár peremének szignatúrája 0. Tehát I(f) = I(f ′).

39. Álĺıtás. Ha (f, b) 1 fokú normál leképezés, és (f
∣∣
∂M

)∗ : H∗(∂M) → H∗(Y )

izomorfizmus, akkor I(f) osztható 8-cal.

Bizonýıtás. Az álĺıtást elég olyan esetekben bebizonýıtani, amikor f q-összefüggő.

Ugyanis a 24. tétel szerint (f, b) relat́ıv normál kobordáns egy olyan (f ′, b′)-vel, ahol

f ′ q-összefüggő, a 38. álĺıtás miatt pedig I(f) = I(f ′).

Ebben az esetben a 25. álĺıtás miatt Kq(M) ∼= πq+1(f), ezért az 1. álĺıtás szerint

tetszőleges x ∈ Kq(M) homológiaosztály reprezentálható ϕ0 : Sq ↪→M beágyazással.

Jelölje ν a beágyazás normálnyalábját, ennek az Euler osztálya e(ν) ∈ Hq(Sq) ∼= Z

pont az x · x önmetszési szám.

o defińıciójánál láttuk, hogy ϕ0(Sq) (k + q)-dimenziós normálnyalábja triviális,

és felbomlik M ϕ0(Sq)-ra leszűḱıtett k-dimenziós normálnyalábjának (ami triviális)

és ϕ0(Sq) M -beli normálnyalábjának összegére. Így ez utóbbi stabilan triviális,

ami a karakterisztikus leképezésre vonatkozóan azt jelenti, hogy j∗(o(ν)) = 0, ahol

j∗ : πq−1(SOq) → πq−1(SOq+1). Az SOq+1
SOq−−−→ Sq nyaláb homotopikus egzakt

sorozatában Ker j∗ = Im ∂, ezt pedig a 12. álĺıtás miatt o(T Sq) generálja. Tehát

o(ν) = ro(T Sq) valamilyen r ∈ Z-re.

Az Sq feletti ξ nyalábokra az o(ξ) 7→ e(ξ) leképezés homomorfizmus (ld. Milnor

[8]). Ugyanis az o(ξ) karakterisztikus leképezés az πq−1(SOq) ∼= πq(BSOq) izomor-

fizmusnál a nyaláb gξ Gauss-leképezésének felel meg. A nyaláb Euler-osztálya pedig

az e ∈ Hq(BSOq) univerzális Euler-osztály visszahúzottja g∗ξ -gal, és a gξ 7→ g∗ξ (e)

leképezés homomorfizmus.
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Ezért e(ν) = re(T Sq) = 2r (hiszen q páros). Ez pedig a korábbiak szerint azt

jelenti, hogy az x · x önmetszési szám mindig páros. A duálisra áttérve azt kapjuk,

hogy minden y ∈ Kq(M,∂M) kohomológiaosztályra y ∪ y páros. Mivel ∪
∣∣
Kq(M,∂M)

nemszinguláris (35. lemma), ezért σ
(
∪
∣∣
Kq(M,∂M)

)
osztható 8-cal (ld. Serre [12]).

Defińıció. σ(f, b) = 1
8
I(f) ∈ Z.

Az I(f)-re bebizonýıtott tulajdonságok teljesülnek σ(f, b)-re is.

Páratlan q

Ebben a részben minden homológia és kohomológia Z2 együtthatós.

Mielőtt rátérünk a normál leképezések vizsgálatára, bevezetünk néhány fogalmat,

amire szükségünk lesz a σ obstrukció definiálásához.

Jelölés. K = K(Z2, q), az az Eilenberg-MacLane tér, amire πq(K) ∼= Z2 és πi(K) =

0, ha i 6= q. Hq(K) ∼= Z2, a generátorát jelölje `.

Ekkor tetszőleges A esetén [A,K] és Hq(A) között van egy bijekció: ϕ 7→ ϕ∗(`).

Defińıció. Legyen A tetszőleges tér és t : ΣsA → ΣsK olyan leképezés, amire

t∗(Σs`) = 0. Ekkor definiálható Sqq+1
t (Σs`) ∈ H2q+s(ΣsA) a következőképpen:

Tekintsük a t kohomologikus egzakt sorozatát, és azt a diagramot, amit Sqq+1

indukál ennek két részlete között:

Hq+s−1(ΣsK)
t∗−−−→ Hq+s−1(ΣsA)

δ−−−→ Hq+s(t)
j∗−−−→ Hq+s(ΣsK)

t∗−−−→ Hq+s(ΣsA)ySqq+1

ySqq+1

ySqq+1

ySqq+1

ySqq+1

H2q+s(ΣsK)
t∗−−−→ H2q+s(ΣsA)

δ−−−→ H2q+s+1(t)
j∗−−−→ H2q+s+1(ΣsK)

t∗−−−→ H2q+s+1(ΣsA)

t∗(Σs`) = 0 miatt Σs` ∈ Im j∗, ezért létezik olyan x ∈ Hq+s(t), amire j∗(x) = Σs`.

Ez az x nem egyértelmű, csak a Ker j∗ = Im δ szerinti mellékosztálya az. Sqq+1(x)

viszont már egyértelmű, mert Sqq+1(δ(Hq+s−1(ΣsA))) = δ(Sqq+1(Hq+s−1(ΣsA))) =

δ(Sqq+1(ΣsHq−1(A))) = δ(ΣsSqq+1(Hq−1(A))) = 0, hiszen Sqq+1 minden (q − 1)-

dimenziós kohomológiaosztályt 0-ba visz. Legyen y = Sqq+1(x) ∈ H2q+s+1(t). Ekkor

j∗(y) = j∗(Sqq+1(x)) = Sqq+1(j∗(x)) = Sqq+1(Σs`) = ΣsSqq+1(`) = 0, hiszen `

q-dimenziós. Ezért y ∈ Ker j∗ = Im δ, ezért létezik olyan z ∈ H2q+s(ΣsA), amire

δ(z) = y. Ez a z egyértelmű, mert δ injekt́ıv, mert t∗(H2q+s(ΣsK)) = 0. Ugyanis
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Serre tétele alapján H2q(K) megkapható ` képeként, ha a Steenrod-algebra hat rajta,

ezért ugyanez igaz H2q+s(ΣsK)-ra és Σs`-re, és t∗(Σs`) = 0.

Legyen Sqq+1
t (Σs`) = z.

Megjegyzés. A defińıcióból látszik, hogy Sqq+1
t (Σs`) csak t homotópiaosztályától függ.

A konstrukció nem működne, ha ΣsA-t lecserélnénk egy tetszőleges térre, mert

kihasználtuk, hogy Sqq+1(Hq+s−1(ΣsA)) = ΣsSqq+1(Hq−1(A)) = 0. De hasonlóan

az is igaz, hogy Sqq+1(Hq+s−1(Σs−1A)) = 0 tetszőleges A térre, ezért ha ΣsA helyén

csak egy (s− 1)-szeres szuszpenzió, Σs−1A áll, akkor még működik a konstrukció.

Az operáció két alapvető tulajdonságát bizonýıtjuk be a következő lemmákban:

40. Lemma. Legyen t1 : ΣsA → ΣsB, t2 : ΣsB → ΣsK, t3 = t2 ◦ t1, és tegyük fel,

hogy t∗2(Σs`) = 0 (és ezért t∗3(Σs`) = 0). Ekkor Sqq+1
t3 (Σs`) = (t1)∗

(
Sqq+1

t2 (Σs`)
)
.

2. ábra

Bizonýıtás. Legyen Ct1,t2 = Ct1 ∪ Ct2 , ΣsB mentén összeragasztva (2. ábra). Ek-

kor Ct1,t2 homotopikusan ekvivalens ΣsK-val, a (Ct1,t2 ,Σ
sA) pár (Ct3 ,Σ

sA)-val, a

(Ct1,t2 , Ct1) pár (Ct2 ,Σ
sB)-vel.

A (Ct1,t2 ,Σ
sA) → (Ct1,t2 , Ct1) beágyazás indukál egy kommutat́ıv diagramot a

párok (és ezért t3 és t2) kohomologikus egzakt sorozatai között. Sqq+1 pedig ennek
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a diagramnak a két szakasza között indukál egy kommutat́ıv diagramot:

Hq+s−1(ΣsA) //

Sqq+1

��

Hq+s(t3) //

Sqq+1

��

Hq+s(ΣsK)

Sqq+1

��

Hq+s−1(ΣsB) //

Sqq+1

��

(t1)∗

88

Hq+s(t2) //

Sqq+1

��

99

Hq+s(ΣsK)

Sqq+1

��

H2q+s(ΣsA) // H2q+s+1(t3) // H2q+s+1(ΣsK)

H2q+s(ΣsB) //

(t1)∗

88

H2q+s+1(t2) //

99

H2q+s+1(ΣsK)

A diagram kommutativitásából következik, hogy a Sqq+1
t2 (Σs`) defińıciójában szereplő

x, y és z képe a ,,ferde” nyilaknál pont a Sqq+1
t3 (Σs`) defińıciójában szereplő x, y és

z, a legutóbbi pont a lemma álĺıtását adja.

41. Lemma. Legyen t1, t2, t3 : ΣsA→ ΣsK olyanok, hogy t3 = t1 + t2 a [ΣsA,ΣsK]

csoportban. Tegyük fel, hogy t∗1(Σs`) = t∗2(Σs`) = 0 (és ezért t∗3(Σs`) = 0). Ekkor

Sqq+1
t3 (Σs`) = Sqq+1

t1 (Σs`) + Sqq+1
t2 (Σs`).

Bizonýıtás. Legyen v : ΣsA→ ΣsA∨ΣsA, ekkor t3 = (t1∨t2)◦v (homotópia erejéig).

Ezért az előző lemma alapján Sqq+1
t3 (Σs`) = (v)∗

(
Sqq+1

t1∨t2(Σ
s`)
)

= (v)∗
(
Sqq+1

t1 (Σs`)⊕
Sqq+1

t2 (Σs`)
)

= Sqq+1
t1 (Σs`) + Sqq+1

t2 (Σs`).

Most legyen (f, b) 1 fokú normál leképezés, f : (M,∂M) → (X, Y ), b : ν → ξ.

Ekkor ∪ meghatároz egy Kq(M,∂M) × Kq(M,∂M) → Z2 szimmetrikus bilineáris

függvényt, és x ∪ x = 0 minden x ∈ Kq(M,∂M)-re.

A 19. álĺıtás utáni megjegyzés szerint (X, Y ) Spivak normál fibrálása Sξ. A 20.

és a 21. álĺıtás alapján ekkor Tν és Σs(M/∂M) ill. Tξ és Σs(X/Y ) között adott egy

dualitás, és a leképezések között T (b) duálisa egy olyan g : Σs(X/Y )→ Σs(M/∂M)

leképezés, amire g∗ ◦ Σs = Σs ◦ φ (ahol φ az f ∗ balinverze).

Legyen x ∈ Kq(M,∂M), ez azt jelenti, hogy φ(x) = 0, és ezért g∗(Σsx) =

Σsφ(x) = 0. Legyen ϕ : M/∂M → K az a (homotopikusan egyértelmű) leképezés,

amire ϕ∗(`) = x, ekkor (Σsϕ)∗(Σs`) = Σsx. Legyen h = Σsϕ ◦ g : Σs(X/Y ) →
ΣsK. Erre h∗(Σs`) = g∗((Σsϕ)∗(Σs`)) = g∗(Σsx) = 0, ezért értelmes Sqq+1

h (Σs`) ∈
H2q+s(ΣsX/Y ).
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Defińıció. ψ(x) = Sqq+1
h (Σs`)(Σs[X]) ∈ Z2.

Ezzel definiáltunk egy ψ : Kq(M,∂M)→ Z2 függvényt.

42. Álĺıtás. ψ kvadratikus, azaz ψ(x + y) = ψ(x) + ψ(y) + (x ∪ y) minden x, y ∈
Kq(M,∂M) esetén.

Bizonýıtás. Legyen ϕ1, ϕ2 : M/∂M → K olyan, hogy (ϕ1)∗(`) = x és (ϕ2)∗(`) = y.

Ekkor ϕ1 × ϕ2 : M/∂M → K × K (x + y)-t indukálja (` × 1 + 1 × `)-ből. K =

K(Z2, q) homotopikusan ekvivalens K(Z2, q + 1) hurokterével, ezért H-tér, létezik

egy µ : K × K → K szorzás. Erre teljesül, hogy µ∗(`) = ` × 1 + 1 × `, ezért a

ϕ = µ ◦ (ϕ1 × ϕ2) defińıcióval ϕ∗(`) = (x+ y).

Legyen h1 = Σsϕ1 ◦g, h2 = Σsϕ2 ◦g és h = Σsϕ◦g, ekkor defińıció szerint ψ(x) =

Sqq+1
h1

(Σs`)(Σs[X]), ψ(y) = Sqq+1
h2

(Σs`)(Σs[X]) és ψ(x+ y) = Sqq+1
h (Σs`)(Σs[X]).

Tudjuk, hogy Σ(K × K) homotopikusan ekvivalens
(
ΣK ∨ ΣK ∨ Σ(K ∧ K)

)
-

val (ld. Hatcher [3]), legyen a köztük menő két homotopikus ekvivalencia p és r.

[r] ∈ [ΣK ∨ ΣK ∨ Σ(K ∧K),Σ(K ×K)] = [ΣK,Σ(K ×K)] ⊕ [ΣK,Σ(K ×K)] ⊕
[Σ(K ∧K),Σ(K ×K)] három leképezés összegére bomlik, r = Σi1 + Σi2 + γ, ahol i1

és i2 a két K → K ×K beágyazás, és γ : Σ(K ∧K)→ Σ(K ×K).

Ekkor h = Σsµ ◦Σs(ϕ1 × ϕ2) ◦ g = Σsµ ◦Σs−1r ◦Σs−1p ◦Σs(ϕ1 × ϕ2) ◦ g (hiszen

r ◦ p homotóp Σ(K ×K) identitásával). Ebben Σs−1r = Σsi1 + Σsi2 + Σs−1γ, ezért

h három leképezés összegére bomlik. Σµ ◦ Σi1 ◦ p : Σ(K × K) → ΣK valójában

az első tényezőre való K × K → K vet́ıtés szuszpenziója, és hasonló mondható

(Σµ ◦ Σi2 ◦ p)-ről is. Ezért h első két tagja Σsϕ1 ◦ g és Σsϕ2 ◦ g, azaz h1 és h2.

A harmadik tag legyen h′ = Σsµ ◦ Σs−1γ ◦ Σs−1p ◦ Σs(ϕ1 × ϕ2) ◦ g. A 41. lemmát

felhasználva ψ(x+ y) = ψ(x) + ψ(y) + Sqq+1
h′ (Σs`)(Σs[X]).

Legyen ζ = Σsµ◦Σs−1γ ◦Σs−1p : Σs(K×K)→ ΣsK. Ekkor ζ∗(Σs`) = Σs−1
(
p∗ ◦

γ∗ ◦ (Σµ)∗(Σ`)
)

= Σs−1
(
p∗ ◦ γ∗(Σ(`× 1 + 1× `)

)
= 0. Ezért értelmes Sqq+1

ζ (Σs`), és

a 40. lemma szerint Sqq+1
h′ (Σs`) = g∗ ◦ Σs(ϕ1 × ϕ2)∗

(
Sqq+1

ζ (Σs`)
)
. Belátható, hogy

Sqq+1
ζ (Σs`) = Σs(`× `), ezért Sqq+1

h′ (Σs`) = g∗
(
Σs(ϕ∗1(`)∪ϕ∗2(`))

)
= g∗

(
Σs(x∪ y)

)
=

Σsφ(x ∪ y) (a 21. álĺıtás miatt). Itt φ(x ∪ y) = DX ◦ f∗([M ] ∩ (x ∪ y)), ezért

Sqq+1
h′ (Σs`)(Σs[X]) = φ(x ∪ y)[X] = f∗([M ] ∩ (x ∪ y)).

Tehát ψ(x+ y) = ψ(x) + ψ(y) + (x ∪ y).
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Tegyük fel, hogy az (f, b) normál leképezés olyan, hogy (f
∣∣
∂M

)∗ : H∗(∂M) →
H∗(Y ) izomorfizmus. A 35. lemma Z2 együtthatós változata is igaz (és ugyanúgy

bizonýıtható), ezért ekkor ∪ nemszinguláris.

Defińıció. σ(f, b) a ψ Arf-invariánsa.

Azaz σ(f, b) =
∑r

i=1 ψ(λi)ψ(µi) ∈ Z2, ahol λ1, . . . , λr, µ1, . . . , µr egy szimplekti-

kus bázisKq(M,∂M)-ben (λi∪λj = µi∪µj = 0 minden i, j-re, λi∪µi = 1, λi∪µj = 0,

ha i 6= j ). Ilyen bázis létezik, mert ∪ nemszinguláris, és σ(f, b) jóldefiniált, azaz

független a szimplektikus bázis választásától (ld. pl. [11]).

Megjegyzés. ψ egy Z2 feletti véges dimenziós vektortéren van definiálva, tehát egy

véges halmaz minden eleméhez 0-t vagy 1-et rendel. Az Arf invariáns megegyezik

azzal az értékkel, amit ψ több helyen vesz fel.

A következőkben bebizonýıtjuk σ legfontosabb tulajdonságait.

Tegyük fel, hogy (M,∂M) az (M1, ∂M1) és (M2, ∂M2) sokaságok összege (M0, ∂M0)

mentén, (X, Y ) pedig (X1, Y1 ∪X0) és (X2, Y2 ∪X0) összege (X0, Y0) mentén.

Tegyük fel, hogy f(Mi) ⊆ Xi, legyen f leszűḱıtése Mi-re fi : (Mi, ∂Mi) →
(Xi, ∂Xi), b megfelelő leszűḱıtése bi.

Ha (f
∣∣
∂M

)∗ : H∗(∂M) → H∗(Y ) és (f
∣∣
M0

)∗ : H∗(M0) → H∗(X0) izomorfizmus,

akkor (f
∣∣
∂Mi

)∗ : H∗(∂Mi) → H∗(∂Xi) is izomorfizmus (i = 1, 2), ezért definiálható

σ(fi, bi).

43. Álĺıtás. Ekkor σ(f, b) = σ(f1, b1) + σ(f2, b2).

Bizonýıtás. A 11. álĺıtásból következik, hogy Kq(M) ∼= Kq(M1)⊕Kq(M2). Ez egy B-

ortogonális felbontás, mert M1-beli és M2-beli homológiaosztályok reprezentálhatóak

diszjunkt láncokkal. Ez a duálisra vonatkozólag azt jelenti, hogy Kq(M,∂M) ∼=
Kq(M1, ∂M1) ⊕ Kq(M2, ∂M2), és ez egy ∪-ortogonális felbontás. Ebből követke-

zik, hogy ψ Arf-invariánsa megegyezik a komponensekre vett leszűḱıtések Arf-invari-

ánsának összegével (hiszen a komponensekben külön-külön vehetünk szimplektikus

bázisokat).

Legyen ψi az Mi-beli (Kq(Mi, ∂Mi)-n értelmezett) kvadratikus függvény. A ko-

homológia komponensek beágyazását jelölje %i : Kq(Mi, ∂Mi)→ Kq(M,∂M). Ezt a

βi : M/∂M →M/(M \ intMi) ≈Mi/∂Mi leképezés indukálja.
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Belátjuk, hogy ψ
∣∣
%i(Kq(Mi,∂Mi))

= ψi, ebből és az eddigiekből következik, hogy ψ

Arf-invariánsa ψ1 és ψ2 Arf-invariánsának az összege.

Legyen T (b) S-duálisa g, T (bi)-é pedig gi. Valamint legyen αi : X/Y → Xi/∂Xi

a βi-nek megfelelő leképezés X-ben.

Ez a diagram kommutat́ıv (ld. Browder [2]):

Σs(X/Y )
g−−−→ Σs(M/∂M)yΣsαi

yΣsβi

Σs(Xi/∂Xi)
gi−−−→ Σs(Mi/∂Mi)

Σsϕi−−−→ ΣsK

Legyen x ∈ Kq(Mi/∂Mi), és ϕi : Mi/∂Mi → K az ezt a kohomológiaosztályt

indukáló leképezés. Legyen hi = Σsϕi ◦ gi, ekkor ψi(x) = Sqq+1
hi

(Σs`)(Σs[Xi]).

%i = β∗i , ezért a %i(x)-et indukáló leképezés ϕ = ϕi ◦ βi. Legyen h = Σsϕ ◦ g =

Σsϕi ◦ Σsβi ◦ g, ekkor ψ(%ix) = Sqq+1
h (Σs`)(Σs[X]).

A diagram kommutativitása miatt h = Σsϕi◦Σsβi◦g = Σsϕi◦gi◦Σsαi = hi◦Σsαi.

Ezért alkalmazhatjuk a 40. lemmát: Sqq+1
h (Σs`) = (Σsαi)

∗(Sqq+1
hi

(Σs`)
)
.

Ezeket felhasználva ψ(%ix) = Sqq+1
h (Σs`)(Σs[X]) = (Σsαi)

∗(Sqq+1
hi

(Σs`)
)
(Σs[X]) =(

Sqq+1
hi

(Σs`)
)(

(Σsαi)∗(Σ
s[X])

)
=
(
Sqq+1

hi
(Σs`)

)
(Σs[Xi]) = ψi(x).

44. Álĺıtás. Ha (W,M) (2q+1)-dimenziós sokaság, (Z,X) (2q+1)-dimenziós Poin-

caré-pár, (f, b) normál leképezés, f : (W,M)→ (Z,X), i : M → W a perem beágya-

zása és x ∈ Kq(W ), akkor ψ(i∗(x)) = 0.

Bizonýıtás. W/M homotopikusan ekvivalens (W ∪CM)-mel (ahol CM az M feletti

kúp), ΣM pedig (W∪CM)/W -vel, ezért a faktorleképezés indukál egy dW : W/M →
ΣM leképezést. Hasonlóan legyen dZ : Z/X → ΣX. Ezek 1 fokú leképezések, ezért

dW ([W ]) = Σ[M ] és dZ([Z]) = Σ[X].

Legyen ϕ : W → K olyan, hogy ϕ∗(`) = x. Legyen g : ΣsZ/X → ΣsW/M a T (b),

g′ : ΣsX → ΣsM pedig a T (b
∣∣
M

) duálisa. Ekkor h′ = Σsϕ ◦ Σsi ◦ g′ : ΣsX → ΣsK

az a leképezés, amivel ψ(i∗(x)) = Sqq+1
h′ (Σs`)(Σs[X])-t definiáljuk.

Legyen h = h′ ◦ Σs−1dZ : Σs−1(Z/X) → ΣsK. A korábbi megjegyzésünk szerint

definiálható Sqq+1
h (Σs`) és a 40. lemma miatt Sqq+1

h (Σs`) = (Σs−1dZ)∗
(
Sqq+1

h′ (Σs`)
)
.

Ezt felhasználva ψ(i∗(x)) = Sqq+1
h′ (Σs`)(Σs[X]) = Sqq+1

h′ (Σs`)
(
(Σs−1dZ)∗([Z])

)
=
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(
(Σs−1dZ)∗(Sqq+1

h′ (Σs`))
)
[Z] =

(
Sqq+1

h (Σs`)
)
[Z].

Σs−1(Z/X)
g−−−→ Σs−1(W/M)yΣs−1dZ

yΣs−1dW

ΣsX
g′−−−→ ΣsM

Σsi−−−→ ΣsW
Σsϕ−−−→ ΣsK

Ez a diagram kommutat́ıv (ld. Browder [2]), ezért h = h′ ◦Σs−1dZ = Σsϕ ◦Σsi ◦ g′ ◦
Σs−1dZ = Σsϕ◦Σsi◦Σs−1dW ◦g. Ebben Σsi◦Σs−1dW = Σs−1(Σi◦dW ) nullhomotóp,

mert Σi ◦ dW az M −→ W −→ W/M −→ ΣM −→ ΣW −→ ΣW/ΣM −→ . . .

Puppe-sorozat két szomszédos leképezésének kompoźıciója. Ebből következik, hogy

h nullhomotóp, tehát ψ(i∗(x)) =
(
Sqq+1

h (Σs`)
)
[Z] = 0.

45. Álĺıtás. Ha (W,M) (2q+1)-dimenziós sokaság, (Z,X) (2q+1)-dimenziós Poin-

caré-pár, (f, b) normál leképezés, f : (W,M)→ (Z,X), akkor σ(f
∣∣
M
, b
∣∣
M

) = 0.

Bizonýıtás. Legyen i : M → W a beágyazás. Vegyük a 10. álĺıtásban szereplő egzakt

sorozatokat, és a Poincaré-dualitás által köztük indukált diagramot:

Kq(W )
i∗−−−→ Kq(M) −−−→ Kq+1(W,M)y[W ]∩

y[M ]∩
y[W ]∩

Kq+1(W,M) −−−→ Kq(M)
i∗−−−→ Kq(W )

Ebben a függőleges nyilak izomorfizmusok, és a sorok egzaktak, ezért [M ]∩Im i∗ =

Ker i∗, tehát dim Im i∗ = dim Ker i∗. Másrészt, mivel az együtthatócsoport Z2, ezért

a 7. álĺıtás azt adja, hogy Kq(W ) ∼= Hom(Kq(W ), Z2) és Kq(M) ∼= Hom(Kq(M), Z2),

és i∗ az i∗ Hom-duálisa. Ezért dim Im i∗ = dim Im i∗. A homomorfizmus-tétel szerint

pedig dimKq(M) = dim Ker i∗ + dim Im i∗. Az eddigieket összerakva azt kapjuk,

hogy dimKq(M) = 2 dim Im i∗.

A 44. álĺıtás miatt ha x ∈ Im i∗, akkor ψ(x) = 0.

Tudunk egy olyan λ1, . . . , λr, µ1, . . . , µr szimplektikus bázist venni Kq(M)-ben,

amire λ1, . . . , λr az Im i∗ bázisa: Vegyünk egy λ1 ∈ Im i∗ nem 0 elemet. Mivel

∪ nemszinguláris, ezért létezik egy µ1, amire λ1 ∪ µ1 = 1. µ1 6∈ Im i∗, különben

ψ(λ1 + µ1) = ψ(λ1) + ψ(µ1) + (λ1 ∪ µ1) = 0 + 0 + 1 = 1, ami ellentmondás, mert

λ1 +µ1 ∈ Im i∗. A bázis kiválasztását ugyańıgy folytathatjuk a λ1 és µ1 által generált

altér ∪-ortogonális kiegésźıtőjén.

Ebből következik, hogy σ(f
∣∣
M
, b
∣∣
M

) =
∑r

i=1 ψ(λi)ψ(µi) = 0.

43



46. Álĺıtás. Tegyük fel, hogy f : (M,∂M) → (X, Y ) 1 fokú normál leképezés,

(f
∣∣
∂M

)∗ : H∗(∂M)→ H∗(Y ) izomorfizmus, és (f, b) relat́ıv normál kobordáns (f ′, b′)-

vel. Ekkor σ(f, b) = σ(f ′, b′).

Bizonýıtás. A 38. álĺıtás bizonýıtásához hasonlóan, ha van egy relat́ıv normál kobor-

dizmus (f, b) és (f ′, b′) között, az tekinthatő egy olyan normál leképezésnek, ami a

peremen M ∪∂M M ′ és X ∪Y X közötti leképezés. A 45. álĺıtás miatt ezen a pere-

men σ értéke 0. A 43. álĺıtás miatt pedig megegyezik σ(f, b) + σ(f ′, b′)-vel. Tehát

σ(f, b) + σ(f ′, b′) = 0 ∈ Z2, ezért σ(f, b) = σ(f ′, b′).

3.3. Páros n

Most folytatjuk a főtétel bizonýıtását, azt az esetet vizsgáljuk, amikor n páros,

azaz n = 2q (és q ≥ 3).

Először bebizonýıtjuk, hogy a σ(f, b) = 0 feltétel szükséges.

47. Tétel. Ha (f, b) relat́ıv normál kobordáns egy homotopikus ekvivalenciával, akkor

σ(f, b) = 0.

Bizonýıtás. Ha f homotopikus ekvivalencia, akkor Kq(M,∂M) = 0 miatt σ(f, b) =

0. Ha (f, b) relat́ıv normál kobordáns egy (f ′, b′)-vel, ahol f ′ homotopikus ekviva-

lencia, akkor σ(f ′, b′) = 0, másrészt a 38. vagy a 46. álĺıtás miatt σ(f, b) = σ(f ′, b′).

Tehát σ(f, b) = 0.

A továbbiakban azt bizonýıtjuk, hogy ha σ(f, b) = 0, akkor (f, b) átéṕıthető

homotopikus ekvivalenciává.

A páratlan esethez hasonlóan Kq(M) ∼= πq+1(f), ezért alkalmazható az 1. álĺıtás:

Kq(M) tetszőleges eleme reprezantálható f egy f̄ : M̄ → X kiterjesztésével. A 17.

tétel és a 15. álĺıtás szerint egy o ∈ πq(Vk(Rq+k)) 6= 0 obstrukciója van annak, hogy

ementén tudjunk átéṕıtést végezni.

Először belátjuk, hogy Kq(M) szabad Abel-csoport, és megnézzük, hogy hogyan

változik, ha tudunk átéṕıtést végezni.

48. Álĺıtás. Ha f q-összefüggő, akkor Kq(M) szabad Abel-csoport.
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Bizonýıtás. A Poincaré-dualitás és a 10. álĺıtás miatt Kq(M) ∼= Kq(M,∂M) ∼=
Kq(M). A 7. álĺıtás szerint pedig Kq(M) ∼= Ext(Kq−1(M), Z)⊕ Hom(Kq(M), Z) ∼=
Hom(Kq(M), Z) (hiszen Kq−1(M) = 0).

Tehát Kq(M) ∼= Hom(Kq(M), Z), ezért Kq(M) szabad.

Tegyük fel, hogy λ direkt összeadandót generál Kq(M)-ben, és M átéṕıthető

λ mentén. Most is a korábban bevezetett jelöléseket használjuk: ϕ : Sq × Dq ↪→
intM a λ reprezentánsa, a kivágott sokaság M0 = M \ intϕ(Sq × Dq), az átéṕıtés

eredménye M ′, az új normál leképezés (f ′, b′). Legyen i : M0 ↪→ M a beágyazás,

és ε = ϕ
∣∣
Sq×{s}([S

q]) ∈ Hq(M0) (ahol s ∈ Sq−1 tetszőleges) a λ-nak megfelelő ho-

mológiaosztály M0-ban, ekkor i∗(ε) = λ.

49. Lemma. f ′ is q-összefüggő, és rkKq(M
′) = rkKq(M)− 2.

Bizonýıtás. A 23. lemma miatt f ′ (q − 1)-összefüggő.

Az (M,M0) pár homologikus egzakt sorozata:

0 −−−→ Hq(M0) −−−→ Hq(M)
·λ−−−→ Z

δ−−−→ Hq−1(M0) −−−→ Hq−1(M) −−−→ 0

Ahol a relat́ıv homológia csoportok:

Hj(M,M0) ∼= Hj(S
q ×Dq, Sq × Sq−1) ∼=

Z ha j = q vagy 2q

0 különben

A Hq(M) → Hq(M,M0) ∼= Z homomorfizmus a λ-val vett metszési szám (ez

ugyanúgy bizonýıtható, mint a 26. lemmában). Mivel Kq(M) ∼= Kq(M,∂M) (10.

álĺıtás) és ez direkt összeadandó Hq(M,∂M)-ben (5. álĺıtás), ezért λ Hq(M,∂M)-ben

is végtelen ciklikus direkt összeadandót generál. Ezért (·λ) : Hq(M)→ Z szürjekt́ıv,

ı́gy δ = 0, tehát Hq−1(M0) ∼= Hq−1(M) és rkHq(M0) = rkHq(M)− 1.

Az (M ′,M0) pár homologikus egzakt sorozata:

Z
δ′−−−→ Hq(M0) −−−→ Hq(M

′) −−−→ 0 −−−→ Hq−1(M0) −−−→ Hq−1(M ′) −−−→ 0

Ahol:

Hj(M
′,M0) ∼= Hj(D

q+1 × Sq−1, Sq × Sq−1) ∼=

Z ha j = q + 1 vagy 2q

0 különben
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δ′(1) = ε (ld. 26. lemma), ez végtelen rendű, mert i∗(ε) = λ végtelen rendű, tehát

rkHq(M
′) = rkHq(M0)− 1. Az is leolvasható, hogy Hq−1(M ′) ∼= Hq−1(M0).

Az eddigieket összefoglalva: Hq−1(M ′) ∼= Hq−1(M0) ∼= Hq−1(M), amiből követ-

kezik, hogy Kq−1(M ′) ∼= Kq−1(M) = 0. Tehát Hq(f
′) = 0 (6. álĺıtás), vagyis f ′ is q-

összefüggő. Az előző álĺıtás szerint ekkor Kq(M
′) szabad Abel-csoport. rkHq(M

′) =

rkHq(M0)− 1 = rkHq(M)− 2 miatt pedig rkKq(M
′) = rkKq(M)− 2.

A továbbiakban azt vizsgáljuk, hogy mikor lehet egy homológiaosztály mentén

átéṕıteni M -et.

Páros q

Legyen x ∈ Kq(M) ∼= πq+1(f), vegyük ennek egy, az 1. álĺıtás szerint f̄ repre-

zentánsát (a ϕ0 : Sq ↪→ M beágyazásra ekkor (ϕ0)∗([S
q]) = x), ehhez definiáljuk az

o ∈ πq(Vk(Rk+q)) obstrukciót, ennek egy reprezentánsát jelölje o.

50. Lemma. o = 0⇔ x · x = 0.

Bizonýıtás. Jelölje ϕ0(Sq) M -beli normálnyalábját ν. Azt fogjuk belátni, hogy

mindkét feltétel ekvivalens azzal, hogy ν triviális.

Legyen c : Vk(R
k+q) → Gq(R

k+q) az a leképezés, ami egy Rk+q-beli vektor-k-

ashoz hozzárendeli az általuk kifesźıtett altér ortogonális kiegésźıtőjét (úgy iránýıtva,

hogy a vektor-k-as és a kiegésźıtő altér pozit́ıv iránýıtása együtt kiadja Rk+q pozit́ıv

iránýıtását). A Gq(R
k+q)→ Gq(R

∞) = BSOq a beágyazást jelölje i. o defińıciójából

látható, hogy c◦o : Sq → Gq(R
k+q) pont ϕ0(Sq) M -beli normálnyalábját indukálja a

Grassmann-sokaság feletti tautologikus nyalábból. Ezért i◦c◦o a ν Gauss-leképezése,

tehát ν pontosan akkor triviális, ha i∗ ◦ c∗(o) = 0 ∈ πq(BSOq).

Legyen p : SOq → Sq−1 a vet́ıtés, a πq−1(SOq) ∼= πq(BSOq) izomorfizmust fel-

használva az általa indukált leképezés p∗ : πq(BSOq) → πq−1(Sq−1) ∼= Z. A 15.

álĺıtás szerint πq(Vk(R
k+q)) ∼= Z ezért p∗ ◦ i∗ ◦ c∗ : πq(Vk(R

k+q)) → πq−1(Sq−1)

egy Z → Z homomorfizmus. Vegyük a standard Sq ↪→ Rk+q beágyazást, ennek a

normálnyalábja triviális, egy trivializálása definiál egy Sq → Vk(R
k+q) leképezést,

legyen ennek a homotópiaosztálya θ. Ekkor i∗ ◦ c∗(θ) a T Sk Gauss-leképezése, ezért

p∗◦i∗◦c∗(θ) = 2[idSq−1 ] ∈ πq−1(Sq−1) (a 14. álĺıtás miatt, felhasználva, hogy q páros).
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Ebből következik, hogy p∗◦ i∗◦c∗ nem 0, tehát injekt́ıv, ezért i∗◦c∗ is injekt́ıv. Tehát

ν pontosan akkor triviális, ha o = 0.

A 39. álĺıtás bizonýıtásában láttuk, hogy o(ν) = ro(T Sq) valamilyen r egészre,

és x · x = e(ν) = re(T Sq) = 2r (hiszen q páros). Ezért x · x pontosan akkor 0, ha

r = 0. Másrészt ez ekvivalens azzal, hogy ν triviális, azaz o(ν) = 0 (ugyanis o(T Sq)
végtelen rendű, mert a 14. álĺıtás szerint egy Z-be képező homomorfizmus, p∗, nem

0-ba viszi). Tehát ν pontosan akkor triviális, ha x · x = 0.

51. Tétel. Ha q páros és σ(f, b) = 0, akkor Kq(M) megölhető.

Bizonýıtás. σ(f, b) = 0 miatt ∪ indefinit Kq(M,∂M)-en. Ebből következik, hogy

van olyan x′ ∈ Kq(M,∂M), amire x′ ∪ x′ = 0 (ld. Serre [12] vagy Milnor [8]). Fel-

tehetjük, hogy x′ oszthatatlan, azaz direkt összeadandót generál. Legyen x′ duálisa

x ∈ Kq(M), ekkor x is direkt összeadandót generál, és x·x = 0. Az 50. lemma szerint

ekkor végezhető normál átéṕıtés x mentén, a 49. lemma miatt pedig az átéṕıtéssel

csökken Kq(M) rangja. A 38. álĺıtásból következik, hogy σ normál átéṕıtéskor nem

változik, ezért az átéṕıtett sokaságra is alkalmazható az előbb léırt eljárás. Ezt

egészen addig folytathatjuk, amı́g Kq(M) el nem tűnik.

Páratlan q

Most is azt vizsgáljuk, hogy egy adott x ∈ Kq(M) homológiaosztály mentén

mikor lehet normál átéṕıtést végezni. x-et tudjuk az 1. álĺıtás szerint reprezentálni,

és tartozik hozzá egy o ∈ πq(Vk(Rk+q)) ∼= Z2 obstrukció (17. tétel és 15. álĺıtás).

Legyen x Poincaré-duálisa x′ ∈ Kq(M,∂M), és ennek Z2 együtthatós redukciója

(x′)2 ∈ Kq(M,∂M ;Z2).

52. Lemma. Ha o = 0, akkor ψ((x′)2) = 0.

Bizonýıtás. Ha o = 0, akkor végezhető normál átéṕıtés x mentén, legyen az átéṕıtett

sokaság M ′, a köztük lévő relat́ıv normál kobordizmus W . Legyenek a beágyazások

k : M → ∂W és i : ∂W → W . Mivel x mentén végeztük az átéṕıtést, ezért

i∗(k∗(x)) = 0.

Legyen p : ∂W →M/∂M az a leképezés, ami M belsején ḱıvül mindent 1 pontba

visz. Legyen x (pontosabban k∗(x)) Poincaré-duálisa ∂W -ben x′′, ekkor x′′ = p∗(x′).
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A 10. álĺıtás alapján létezik egy ilyen diagram:

Kq(W )
i∗−−−→ Kq(∂W ) −−−→ Kq+1(W,∂W )y[W ]∩

y[∂W ]∩
y[W ]∩

Kq+1(W,∂W ) −−−→ Kq(∂W )
i∗−−−→ Kq(W )

Mivel k∗(x) ∈ Ker i∗, ezért az egzaktság miatt a duálisa x′′ ∈ Im i∗, azaz x′′ = i∗(z)

valamilyen z ∈ Kq(W )-re.

W -n van egy F : (W,∂W )→ (X× [0, 1], ∂(X× [0, 1])) normál leképezés, ennek a

leszűḱıtése normál leképezés a peremen. Legyen ψ0 a Kq(∂W ;Z2)-n meghatározott

kvadratikus függvény. A 43. és 46. álĺıtás bizonýıtásában láttuk, hogy ilyenkor ψ0 az

M -en adott ψ és az M ′-n adott új kvadratikus függvény ortogonális direkt összege,

és ψ0(p∗((x
′)2)) = ψ((x′)2). A 45. álĺıtásból pedig azt látjuk, hogy ψ0(Im i∗) = 0,

speciálisan tehát ψ0(i∗(z)) = 0.

Az eddigieket összerakva: ψ((x′)2) = ψ0(p∗((x
′)2)) = ψ0((x′′)2) = 0 (hiszen x′′ =

i∗(z)).

53. Lemma. Ha o = 1, akkor ψ((x′)2) = 1.

Bizonýıtás. Legyen M ′ az M és Sq × Sq összefüggő uniója, és legyen p : M ′ → M

az a leképezés, ami az (M \D2q)-hoz ragasztott (Sq × Sq \D2q)-t egy pontba viszi.

Ekkor vehetünk M ′-n egy (f ′, b′) normál leképezést, ahol f ′ = f ◦ p. Kq(M
′) ekkor

Kq(M) és Z2 B-ortogonális direkt összege, ahol a Z2 rész két generátora Hq(S
q×Sq)

két generátorának felel meg.

Legyen a két új generátor a1, a2 ∈ Kq(M
′), a duálisaik g1, g2 ∈ Kq(M ′, ∂M).

Ekkor ai · ai = 0 és a1 · a2 = 1, ezért hasonló teljesül g1-re és g2-re is.

Legyen az x-nek megfelelő elem Kq(M
′)-ben x̄, ennek duálisa x̄′, ekkor x̄′ =

p∗(x′). Legyen ψ′ az új kvadratikus függvény Kq(M ′, ∂M ;Z2)-n. A 43. álĺıtás bi-

zonýıtásában láttuk, hogy ekkor ψ′(p∗((x′)2)) = ψ((x′)2). Tehát ψ′((x̄′)2) = ψ((x′)2).

(g1)2, (g2)2, és (g1)2 + (g2)2 közül legalább az egyiken ψ′ értéke 1 (mert ha

mindhárom 0, akkor a ψ′((g1)2 + (g2)2) = ψ′((g1)2) + ψ′((g2)2) + ((g1)2 ∪ (g2)2)

egyenlőség 0 = 0 + 0 + 1 alakú lenne), jelölje ezt az elemet (g)2, ami az a ∈ Kq(M
′)

duálisának Z2 együtthatós redukáltja. Ekkor az előző lemmából következik, hogy az

a mentén való normál átéṕıtés obstrukciója oa = 1.
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Az x + a mentén való normál átéṕıthetőség obstrukciója ox+a = o + oa = 1 +

1 = 0. Ez általánosabban is igaz: ha két homológiaosztály diszjunkt Sq → M

beágyazásokkal reprezentálható, akkor az összegükhöz tartozó obstrukció az obst-

rukciók összege. (Ezt a következő módon láthatjuk be: Vegyük a két beágyazás

,,összefüggő unióját”: kössük össze őket egy M -beli szakasszal, ennek egy csőszerű

környezetének a pereme és a két eredeti gömb (kis Dq golyók kihagyásával) együtt

az összeget reprezentáló beágyazás. Egy obstrukciót a beágyazott Sq gömb sta-

bil normálnyalábjának egy trivializálásából, és M normálnyalábjának Sq-ra vett

leszűḱıtésének trivializálásából számolunk ki. Amikor az összeget reprezentáló göm-

bön vesszük ezeket a trivializásokat, akkor feltehetjük, hogy az eredeti gömbökre

vett leszűḱıtéseik pont azok a trivializálások, amelyekből az eredeti obstrukciókat

számoltuk. Ebből következik, hogy ilyen esetekben az összeg obstrukciója az obst-

rukciók összege.)

Az előző lemma miatt ψ′((x̄′)2 + (g)2) = 0. Mivel x · a = 0 (hiszen diszjunkt

beágyazásokkal reprezentálhatóak), ezért ekkor ψ′((x̄′)2) + ψ′((g)2) = 0. Itt az első

tag ψ((x′)2), a második pedig 1, tehát ψ((x′)2) = 1.

54. Tétel. Ha q páratlan és σ(f, b) = 0, akkor Kq(M) megölhető.

Bizonýıtás. σ(f, b) = 0 azt jelenti, hogy ψ Arf-invariánsa 0. Ekkor létezik olyan

y ∈ Kq(M,∂M ;Z2) nem 0 elem, amire ψ(y) = 0. Mivel f q-összefüggő, ezért a 7.

álĺıtás szerint Kq(M ;Z2) ∼= Kq(M)⊗Z2. A 10. álĺıtás miatt ekkor Kq(M,∂M ;Z2) ∼=
Kq(M,∂M)⊗Z2, tehát y = (z)2 valamilyen z ∈ Kq(M,∂M)-re. Ha z nem oszthatat-

lan, akkor páratlan többszöröse egy direkt összeadandót generáló z0 elemnek (mert

különben (z)2 = 0). Ekkor (z0)2 = (z)2 = y. Legyen z0 duálisa x ∈ Kq(M). Az

előző lemma miatt az x-hez tartozó obstrukció 0 (mert ψ((z0)2) = 0), ezért végezhető

normál átéṕıtés x mentén. A 49. lemma szerint az új f ′ leképezés is q-összefüggő, és

Kq(M) rangja csökken. A 46. álĺıtás miatt σ(f ′, b′) 0 lesz az új normál leképezésre

is. Ezért ez az eljárás ismételhető egészen addig, amı́g Kq(M) el nem tűnik.
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4. Alkalmazás a sokaságok osztályozásában

A sokaságok osztályozásának egy alapvető kérdése, hogy egy adott (X, Y ) CW-

pár esetén létezik-e olyan sima sokaság, ami vele homotopikusan ekvivalens, ill. hogy

hány ilyen létezik.

Ahhoz, hogy létezzen ilyen sokaság, szükséges feltétel, hogy (X, Y ) Poincaré-

pár legyen. Egy másik szükséges feltételt ad a 19. álĺıtás: (X, Y ) Spivak normál

fibrálása álljon elő egy vektornyaláb gömbnyalábjaként. Az álĺıtás bizonýıtásából

azt is kiolvashatjuk, hogy egy f homotopikus ekvivalencia felett mindig létezik egy

nyalábleképezés a normálnyalábból ebbe a vektornyalábba, azaz f kiegésźıthető (f, b)

normál leképezéssé.

Ez azt jelenti, hogy a klasszifikáció kérdése visszavezethető normál leképezések

vizsgálatára.

Tegyük fel, hogy (X, Y ) n-dimenziós Poincaré-pár, és adott egy ξ k-dimenziós

vektornyaláb X felett (k � n). Ha van egy 1 fokú normál leképezés (X, Y )-ba,

akkor az meghatároz egy olyan α ∈ πn+k(Tξ, Tξ
∣∣
Y

) elemet, amire h(α) ∩ uξ =

[X] (ld. 19. álĺıtás utáni megjegyzés). Ha két normál leképezés normál kobordáns,

akkor ugyanazt a α elemet határozzák meg (mert a normál kobordizmus megad egy

homotópiát köztük).

Megford́ıtva, ha adott egy ilyen α ∈ πn+k(Tξ, Tξ
∣∣
Y

), akkor vehetjük ennek egy

olyan (Dn+k, Sn+k−1) → (Tξ, Tξ
∣∣
Y

) reprezentánsát, ami transzverzális (X, Y )-ra,

ekkor (X, Y ) ősképe egy n-dimenziós sima sokaság, (M,∂M), a leképezés leszűḱıtése

M -re 1 fokú, M egy csőszerű környezetén pedig nyalábleképezés M normálnyaláb-

jából ξ-be. Az α homotópiaosztálya normál kobordizmus erejéig határozza meg az

ı́gy kapott normál leképezést.

Ez a két hozzárendelés meghatároz egy bijekciót az (X, Y )-ba menő 1 fokú normál

leképezések normál kobordizmus osztályai és az olyan α ∈ πn+k(Tξ, Tξ
∣∣
Y

) elemek

között, amelyekre h(α) ∩ uξ = [X].

A következő két tétel arra ad elégséges feltételt, hogy egy normál kobordizmus

osztályban mikor van homotopikus ekvivalencia:
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55. Tétel (Browder, Novikov). Legyen X n-dimenziós, egyszeresen összefüggő Poin-

caré-tér, ξ k-dimenziós vektornyaláb X felett. Ha (f, b) 1 fokú normál leképezés, f :

M → X, b : ν → ξ, és n páratlan, vagy n = 4l és σ(X) =
(
Ll(p1(ξ−1), . . . , pl(ξ

−1))
)
[X]

(ahol Ll a Hirzebruch-polinom), és n ≥ 5, k ≥ n+ 2, akkor (f, b) normál kobordáns

egy olyan (f ′, b′)-vel, amire f ′ homotopikus ekvivalencia.

Bizonýıtás. Páratlan n esetén ez speciális esete a főtételnek. Ha n = 4l, akkor

σ(f, b) = 1
8
I(f) = 1

8
(σ(M)−σ(X)). És Hirzebruch szignatúra tétele szerint σ(M) =(

Ll(p1(TM), . . . , pl(TM))
)
[M ] =

(
Ll(p1(ν−1), . . . , pl(ν

−1))
)
[M ], ez pedig a Pontrja-

gin-osztályok természetessége és f ∗(ξ) = ν miatt egyenlő a tételben szereplő kife-

jezéssel. Tehát ekkor σ(f, b) = 0, és a főtételből következik az álĺıtás.

56. Tétel. Legyen (X, Y ) n-dimenziós Poincaré-pár, X egyszeresen összefüggő, Y 6=
∅, (f, b) normál leképezés, f : (M,∂M) → (X, Y ). Ha (f

∣∣
∂M

)∗ : H∗(∂M) → H∗(Y )

izomorfizmus, és n ≥ 5, akkor létezik olyan (g, c) normál leképezés, g : (U, ∂U) →
(Dn, Sn−1), hogy g

∣∣
∂U

: ∂U → Sn−1 homotopikus ekvivalencia, és ((f#∂g), (b#∂c))

relat́ıv normál kobordáns egy homotopikus ekvivalenciával.

((f#∂g), (b#∂c)) a normál leképezések perem menti összefüggő unióját jelöli,

(f#∂g) : (M,∂M)#∂(U, ∂U)→ (X, Y )#∂(D
n, Sn−1) ≈ (X, Y ) (ld. Browder [2])

Bizonýıtás. A 22. tétel szerint létezik olyan (g, c), amire σ(g, c) = −σ(f, b). Ekkor

(a 37. vagy a 43. álĺıtás miatt) σ((f#∂g), (b#∂c)) = 0, és a főtételből következik az

álĺıtás.

Megjegyzés. (f, b) normál kobordáns ((f#∂g), (b#∂c))-vel. Ugyanis feltehetjük, hogy

f#∂g : (M,∂M)#∂(U, ∂U) → (X, Y )#∂(D
n, Sn−1) ≈ (X, Y ) az U -nak megfelelő

részt Y -ba viszi (mert Dn pontrahúzható). Ezután vegyük ennek az intervallummal

vett szorzatát, ez (M#∂U) × [0, 1]-en egy szorzat alakú normál leképezés, ennek a

pereme (M#∂U)×{0} ∪ ∂(M#∂U)× [0, 1]∪ (M#∂U)×{1}. Ez M ∪ V ∪ (M#∂U)

alakú, ahol V -t a feltevésünk szerint Y -ba viszi a leképezés, tehát ez egy megfelelő

normál kobordizmus.

Ez azt jelenti, hogy a peremes esetben minden normál leképezés, ami a perem

homológiáin izomorfizmust indukál, normál kobordáns egy homotopikus ekvivalen-

ciával.
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57. Tétel (Novikov). Legyen X n-dimenziós egyszeresen összefüggő Poincaré-tér,

(fi, bi) két normál kobordáns normál leképezés (i = 0, 1), ahol fi : Mi → X ho-

motopikus ekvivalencia. Ha n ≥ 4, akkor létezik olyan (g, c) normál leképezés,

g : (U, ∂U)→ (Dn+1, Sn), hogy g
∣∣
∂U

: ∂U → Sn homotopikus ekvivalencia, és (f0, b0)

h-kobordáns (f1#g
∣∣
∂U
, b1#c

∣∣
∂U

)-val (azaz van köztük egy olyan normál kobordizmus,

ami h-kobordizmus M0 és (M1#∂U) között).

Bizonýıtás. Legyen (F,B) az (f0, b0) és (f1, b1) közötti normál kobordizmus, F :

W → X. Létezik olyan h : W → [0, 1] függvény, amire h−1(0) = M0 és h−1(1) = M1,

ez F -fel együtt meghatároz egy F ′ : (W,M0 ∪M1) → (X × [0, 1], X × {0} ∪ X ×
{1}) leképezést, B pedig egy F ′ feletti B′-t, amivel (F ′, B′) normál leképezés. Er-

re teljesülnek az előző tétel feltételei, ezért létezik olyan (g, c) normál leképezés,

g : (U, ∂U) → (Dn+1, Sn), hogy g
∣∣
∂U

: ∂U → Sn homotopikus ekvivalencia, és

((F ′#∂g), (B′#∂c)) (ahol feltételezzük, hogy az M1 peremkomponensnél vettük a

perem menti összefüggő uniót) relat́ıv normál kobordáns egy homotopikus ekviva-

lenciával. Ez utóbbi legyen (F ′′, B′′), F ′′ : (W ′′,M0 ∪ (M1#∂U))→ (X × [0, 1], X ×
{0} ∪X × {1}). Mivel ezt egy relat́ıv normál kobordizmussal kaptuk, ezért a pere-

mekre vett leszűḱıtései (f0, b0) és (f1#g
∣∣
∂U
, b1#c

∣∣
∂U

).

W ′′ pedig h-kobordizmus, azaz a peremkomponensek beágyazásai homotopikus

ekvivalenciák. Ez abból következik, hogy F ′′ : W ′′ → X × [0, 1], f0 : M0 → X és

f1#g
∣∣
∂U

: M1#∂U → X mind homotopikus ekvivalenciák (az utolsó azért, mert ∂U

homotopikus gömb, ezért M1#∂U homotopikusan ekvivalens M1-el; és mert g
∣∣
∂U

, g

leszűḱıtése a pontrahúzható Dn+1-be képez).

Megjegyzés. A parallelizálható sokaságokat határoló homotopikus n-gömbök (ilye-

nek fordulhatnak elő itt ∂U -ként) bPn+1 csoportjáról Kervaire és Milnor ([6]) bebi-

zonýıtotta, hogy véges és ciklikus. Ld. még Levine [7], ill. [11].

58. Tétel (Wall). Legyen (X, Y ) n-dimenziós Poincaré-pár, Y 6= ∅, X, Y egysze-

resen összefüggő, (f, b) normál leképezés, f : (M,∂M) → (X, Y ). Ha n ≥ 6, akkor

(f, b) normál kobordáns egy olyan (f ′, b′)-vel, amire f ′ homotopikus ekvivalencia. Ez

az (f ′, b′) h-kobordizmus erejéig egyértelmű.

Bizonýıtás. (f, b) leszűḱıtése ∂M -re egy normál leképezés pereme, ezért a 38. vagy

a 46. álĺıtás miatt σ(f
∣∣
∂M
, b
∣∣
∂M

) = 0. Ezért a főtétel miatt ez normál kobordáns
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egy homotopikus ekvivalenciával, legyen (F,B) a köztük lévő normál kobordizmus,

F : W → Y , ∂W = ∂M ∪ N . W -t és M -et összeragaszthatjuk ∂M mentén, ezen

(f, b) és (F,B) megad egy normál leképezést, ez legyen (f ′, b′). Ennek a szorzata az

intervallummal (F ′, B′), ahol F ′ : (W ∪M)× [0, 1]→ (X, Y ), és W × [0, 1] az Y -ba

képződik. Ennek a pereme (M ∪W )×{0}∪N× [0, 1]∪(M ∪W )×{1}, és ez a perem

M ∪V ∪(M ∪W ) alakú, ahol V az Y -ba képződik. Ezért ez egy normál kobordizmus

(f, b) és (f ′, b′) között. Tehát (f, b) normál kobordáns egy olyan normál leképezéssel,

ami a peremen (N -en) homotopikus ekvivalencia, és ezért izomorfizmust indukál a

perem homológiáin. Az 56. tétel, ill. az utána következő megjegyzés szerint ez normál

kobordáns egy homotopikus ekvivalenciával.

Most legyen (fi, bi) (i = 0, 1) két normál kobordáns normál leképezés, amikre

fi : (Mi, ∂Mi)→ (X, Y ) homotopikus ekvivalencia. Legyen a köztük lévő normál ko-

bordizmus (F,B), ekkor F tekinthető (W,V )→ (X×[0, 1], Y ×[0, 1]) leképezésnek, és

ezért (W,V )→ (X×[0, 1], X×{0}∪Y ×[0, 1]∪X×{1})-be menőnek is. Ez Poincaré-

pár, ezért alkalmazható az 56. tétel: ((F#∂g), (B#∂c)) relat́ıv normál kobordáns egy

homotopikus ekvivalenciával. Ha a (g, c)-vel való perem menti összefüggő uniót W

peremének V részén késźıtettük el, akkor az új homotopikus ekvivalenciának a pe-

remében ott van M1 és M2 (ill. (f1, b1) és (f2, b2)). Az előző tételhez hasonlóan

beláthatjuk, hogy egy h-kobordizmust kaptunk ezek között.
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