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Bevezetés

Grafelméletben a fenyokrol, fenyvesekrol sok eredmény, tétel van, mint példaul
Edmonds gyenge és erds fenyotétele a k élidegen fenyves l1étezésérdl, és sok probléma
megoldhato kombinatorikus tton, vagy esetleg matroidokat, és a matroidmetszet
algoritmust hasznalva, mint példaul a minimalis 6sszkoltségli k élidegen fenyd keresé-
se. Felmeriilhet azonban egy kicsit altalanosabb kérdés, amikor mar nem egy pontbdl
szeretnénk irdnyitott tton eljutni minden mas pontba, hanem a graf csicshalmaza
ketté van osztva S és T halmazokra, és S minden pontjabdl el szeretnénk jutni
irdnyitott iton T-be, illetve T" minden pontjaba el szeretnénk jutni valamelyik S-beli
pontbol. Egy ilyen tartalmazasra nézve minimalis élhalmazt neveznek bifenyvesnek.

A bifenyves keresése, illetve optimalis bifenyves keresése kozos altaldnositasa
az optimalis fenyo keresésének és paros grafban minden pontot lefogd optimalis
¢élhalmaz keresésének. Nem meglepd, hogy ehhez a problémahoz a matroidelméleti
ismereteket érdemes kiboviteni az értékelt matroidokra, amelyek a matroidok alta-
lanositasai.

A diplomamunkam elején attekintem az optimaélis bifenyvesre adott algoritmuso-
kat, melyek jellegzetességei, hogy mindegyik linearis programozasra épiil. A dolgozat
masodik felében bevezetem az értékelt matroid fogalmat, ismertetem a fobb tud-
nivalékat, amelyek jo részénél felfedezheté a matroidokkal valé hasonlésidg. Utana
beszélek az értékelt matroid-metszet algoritmusrol, pontosabban annak egy kis al-
talanositasardl. Az utolsé részben pedig megmutatom, hogyan lehet a bifenyves
probléméjat a metszetalgoritmus segitségével megoldani. Kitérek a két élidegen
bifenyves kérdésére is, ami sajat megoldds. Az értékelt matroidmetszettel valé meg-
kozelités 1j algoritmust ad, ami mar nem linedris optimalizasra, hanem negativ kor

keresésére épiil.



1. Optimalis bifenyvesek

Ebben a fejezetben bevezetem a bifenyves kérdéskoréhez sziikséges fogalma-
kat, els6sorban [14] alapjan végignézem a meglévé egyszerti allitasokat, tételeket.
Majd pedig attekintem az optimalis bifenyves problémajat megoldé algoritmusokat,
némelyiket részletesen, némelyiket csak vazolva. Az algoritmusokban kozos, hogy
mindegyik primal-dudl megoldasi médszert, vagyis linearis programozast hasznal az

optimalis bifenyves megtalalasara.

1.1. Az optimalis bifenyves alaptulajdonsagai

1.1.1. Definicid. Legyen adott eqy D = (V, A) irdnyitott grif, és legyen adott egy
S, T particidja V-nek. Tekintsik a kivetkezd (%) tulajdonsdgot:
(%) T minden pontja elérhetd iranyitott iton eqy tetszdleges S-beli pontbdl, és S
mainden pontjabol elérheto iranyitott uton eqy tetszoleges T'-beli pont.
Az élek egy B részhalmazat bifenyvesnek nevezik, ha a (x)-tulajdonsdg teljesil rd,

de semmilyen részhalmazdra nem teljestil.

Vegyiik észre, hogy a bifenyvesre adott definici6 ekvivalens azzal, hogy az S egy s
pontta dsszehtizasaval a parhuzamos éleket elhagyva egy s-gyokerti fenyot kapunk, és
T egy t pontta Osszehtizasaval a parhuzamos éleket elhagyva egy t-gyokeri kofeny6t
(forditott feny6t) kapunk. Ebbdl kovetkezik, hogy egy bifenyves nem tartalmazhat
T-b6l S-be mené élt, és feltehetd, hogy nem tartalmaz ilyen élt a D = (V) A) gréf.

A bifenyvesnek két specidlis esete jol ismert. Egyik, ha az S vagy a T halmaz
egypontt, ekkor az elébbiek alapjan fenydt illetve kofeny6t kapunk. Masik eset, ha
G = (S,T; A) paros graf, ekkor az éleket S-bol T-be irdnyitva egy bifenyves megfelel
egy olyan irdnyitatlan élhalmaznak, amely minden pontot fed, és tartalmazasra nézve
minimalis.

Az optimalis sulyu bifenyvesnek egy specidlis esete, ha minimélis elemszamu

bifenyvest keresiink. Erre a kévetkezo tétel ad megoldast:

1.1.2. Tétel. Legyen D = (V, A) irdnyitott graf, legyen S, T egy particidja V -nek,
és teqyiik fel, hogy S minden pontjabol vezet irdnyitott it T'-be, és'T minden pontjdiba
vezet iranyitott ut S-bol. Ekkor

min{|B| : B élhalmaz bifenyvest hatdroz meg } =

=max{|X|: X CV, X nem feszit S — T élt}



Bizonyitds. Legyen B egy bifenyves, X olyan halmaz, amely nem feszit S — T élt.
Vv € X N S-re valasszunk egy B-beli v-bdl kilépo élt, Vv € X NT-re valasszunk egy
v-be belépd B-beli élt. Mivel X nem feszit S — T élt, ezért ezek az élek diszjunktak,
vagyis |B| > | X|, tehat a minimum legaldbb annyi, mint a maximum.

Jelolje S” azon S-beli pontok halmazét, amelyeknek van szomszédja T-ben, és T"
azon T-beli pontoknak a halmazat, amelyeknek van szomszédja S-ben. Tekintsiik az
G' = (5',T"; A[S",T"]) paros grafot. Jeloljon B’ egy minimélis élszamu pontlefogést,
és X' egy maximalis elemszadmu stabil halmazt. A Kénig-tétel Gallai identitasok
segitségével kiadodo direkt kovetkezménye, hogy egy izolalt pontot nem tartalmazé
paros grafban a pontokat fed6 élek minimadlis szama egyenldé a maximaélis stabil
élhalmaz méretével. Eszerint |B’| = | X’|. Vegyiik észre, hogy B’ kib6vithet bifeny-
vessé V — S"UT" szamu él hozzdadédsaval, és X' U (V —S"UT") olyan halmaz, ami

nem feszit S — T élt. fgy talaltunk egy olyan B, X part, ahol egyenldség van. m

Tegyiik fel, hogy adott a grafon egy w: A — ZT élstlyozés is, és igy keressiik a
minimalis suilyt bifenyvest. Vegyiik észre, hogy a bifenyvesek az 0 # Y C T, vagy
T CY # V halmazokba legalabb 1 éllel belépnek.

Tekintsiik a kovetkezo linedris leirast:
z(a) > 0 minden a élre

0:(Y)>1minden Y: 0#£Y CTvagy T CY #V
ahol 0,(Y) az Y-ba belép6 élek z-értékének Gsszegét jeloli.

1.1.3. Tétel. A

x(a) > 0 minden a élre
0:(U)>1mindenY:0#Y CT vagyT CY #V
rendszer TDI, és igy a poliéder éppen a bifenyvesek politopjinak felsé burka.

Bizonyitds. Legyen A az a matrix, amelynek a sorai az 0 #Y CT ésV #Y DO T
halmazoknak felelnek meg, oszlopai az éleknek, és egy i, helyen 1 van, ha az él
belép a halmazba. Ekkor:

Primal: Dual:
Ax >1 yA <w
x>0 y>0
min wr  max Z y(U)



Tekintsiink egy optimalis y dualmegoldast. Ha van két metsz6 Y7, Y5 halmaz, ame-
lyekre Y1 C T, Y, C T, y(Y1) > 0, y(Yz) > 0, akkor azokat keresztezziik ki, vagyis
legyen o = min{y(Y7), y(Y2)}, csokkentsiik y(Y7)-t és y(Y3)-t a-val, tovabba noveljiik
y(Y1NYs)-t és y(Y) UYs)-t a-val. Kénnyen latszik, hogy a kapott j ¢y dudlmegoldés
lesz, amelyhez ugyanakkora dudl-optimum tartozik. Jarjunk el hasonléan az Yi,Y5
halmazokra, amelyekre Y7 D T, Yo D T, és y(Y1) > 0, y(Ya) > 0. Ezt ismételve
mivel az y racionalis volt, véges eljarast kapunk. fgy azok a halmazok, amelyekre az
y > 0, keresztezés-mentes halmazrendszert alkotnak. Ekkor létezik egy H = (U, F)
irdnyitott fa és V' pontjainak egy ¢ leképezése U-ba, hogy a keresztezés-mentes
halmazrendszer tagjai és a fa élei egyértelmiien megfelelnek egymasnak, éspedig
olyan médon, hogy tetszdleges e élre ¢~1(V,) az e-nek megfelelé halmaz a keresztezd
halmazrendszerben [3]. (V; a fanak az e él elhagydsaval keletkezé komponenset jeldli,
amelybe e belép.) Tekintsiik egy ud € D esetén ¢(u) és ¢(v) kozott a faban az
iranyitatlan utat, ekkor ebben az elore élek folyamatosan helyezkednek el. Ugyanis
ha lenne egy b, d el6re él és egy ¢ hatra ¢l b, ¢, d sorrendben, akkor ¢~ (V3), ¢~ 1(V,),
¢~1(Vy) ellentmondana a keresztezés-mentességnek, vagy annak, hogy minden hal-
maz vagy tartalmazza T-t, vagy része T-nek. Jelolje az elére élek alkotta iranyitott
ut végpontjait u',v’, ekkor A matrix egy olyan D' = (V, A") graf hél6zati matrixdnak
felel meg, ahol A’ = {w/v/ : uv € A}. Ekkor viszont TDL. O

1.1.4. Megjegyzés. A bizonyitdis analdg mddon torténik, hogyha 0.(U) > k-t
tesziink fel, és az x <1 feltétele sem vdltoztat sem a TDI tulajdonsdgon, sem azon,

hogy az optimadlis dudlmegoldads vadlaszthato lamindrisnak.
1.1.5. Kovetkezmény. Legyen D = (V, A) irdnyitott grdf, legyen w : A — Z7
sulyozas az éleken. Ekkor

min{w(B) : B bifenyves } = max{|Y|:Y € Y olyan, hogy 0 #Y C T vagy

T CY #V és minden €l legfeljebb w-be lép bele kozilik}
O

1.1.6. Tétel. Legyen D = (V, A) irdnyitott grdf, legyen S, T a csicsok eqy particidja.
Ekkor az éldiszjunkt bifenyvesek mazimdalis szama megegyezik a legkisebb olyan Y
halmaz méretével, amelyre 0 #Y CT vagy T CY # V.

Bizonyitds. Legyen Y olyan, hogy 0 # Y C T vagy T C Y # V, ekkor vilagos
hogy legfeljebb o(Y) diszjunkt bifenyves lehet. Legyen & = min{o(Y) : YV C T
vagy T C Y de Y # 0,V}. Tekintsiik a D/S grafot, Edmonds diszjunkt fenyd



tételébol tudjuk, hogy tartalmaz k diszjunkt fenyét, és hasonléan D /T tartalmaz k
diszjunkt kofenyot. Valasszuk ezeket a fenyoket és kofenydket gy, hogy a nekik az
eredeti grafban megfeleld By, ..., By ésa By, ..., By élhalmazokra }, >, |B;N B}
a lehet6 legkisebb legyen. Ha 0, akkor B; U B; élhalmazok diszjunkt bifenyveseket
adnak, vagyis készen vagyunk.

El6szor k = 2-re bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy |B; N Bj| > 0.

Legyen X = (By U By) NA[T], X' = (B{UB,) NA[S], Y = (B U By) N A[S, T1,
Y’ = (By U B)) N A[S,T]. Legyen K a (T,X) irdnyitott graf erdsen osszefliggd
forraskomponenseinek halmaza és legyen K’ az (S,Y) graf erésen Osszefiiggd nye-
l6komponenseinek halmaza. Ekkor oy (K) = 0p,up,(K) > 2 minden K € K-ra, és
oy/(K') = oprupy(K') > 2 minden K’ € K'-re.

Azt éllitjuk, hogy Y szétoszthatd Y7, Yo-re és Y szétoszthaté Y/, Y;-re gy, hogy
0y;(K) > 1 minden K € K-ra, dy,(K') > 1 minden K’ € K'-re és Y1 NYy = (),
valamint Y2 NY{ = 0.

Ez a kovetkezoképpen tehetd meg: valasszunk ki 2-2 élt minden /C-beli kompo-
nens szamara. Ezek az élek diszjunktak. Hasonléan K'-re. Tekintsiik azt a paros
grafot, amelynek egyik osztdlya K elemei, masik osztalya K’ elemei, és vegyiik
be a kivalasztott éleket. Az élgrafjaban nincsen paratlan kor, igy az élgraf péaros
graf, és annak az osztalyai jok lesznek kettéosztasnak. Ekkor X is kettéoszthatd
X1, Xy fenyvesekre, ahol X; gyokere Y; fejei. Tegyiik ugyanis fel, hogy nem, vagyis
méasképpen Edmonds erés fenyGtétele szerint a D/S-ben a megkezdett Fy, Fy részfe-
nyok nem befejezhetéek, ahol Fi-t Y; adja. Mivel minden halmazba 1épett két él, ez
azt jelenti, hogy létezik halmaz, hogy az 0sszes belépo éle mar belekeriilt az egyik
F;-be. Ez azonban nem lehet, hiszen V' (X) minden erésen 6sszefiiggd forrdskompo-
nensbe mindkettd belelép. Hasonléképpen X' is szétoszthaté X7, X)-re.

Ekkor X; UY; UY/ U X/ is bifenyvesek lesznek, és diszjunktak, ami ellentmond a
>i 22 |Bi 0 By minimalis valasztdsdnak.

A k = 2 segitségével az altalanos eset mar kénnyen kaphat6: ha van olyan 1, j
indexpdr, amelyekre |B; N B}| > 0, az el6z6hoz hasonlé mdédon eljdrva diszjunktizal-
haté. O

1.1.7. Kévetkezmény. Legyen D = (V, A) irdnyitott grdf, legyen S, T a csicsok
eqy particioja, €s legyen adott eqy w : A — Z kapacitds figgvény. Ekkor

max{|B| : B bifenyvesek csalddja, minden él < w bifenyvesben van} =

=min{w(Y):0#Y CT vagy T CY #V}



Bizonyitds. Minden él helyett tegyiink be w(e) élt. Ekkor az tétel pontosan a
kivant allitast adja. O]

1.2. Algoritmusok optimalis bifenyves keresésére

Legyen D = (V, A) és D' = (V, A’) irdnyitott grafok ugyanazon a csticshalmazon.
Azt mondjuk, hogy az A” C A élhalmaz a D' = (V, A’) grafot erésen osszefiiggdvé
teszi, hogyha (V, A’ U A”) graf erésen osszefiiggd.

Schrijver [13] megmutatta, hogy az ellipszoid mddszert haszndlva létezik po-
linomidlis algoritmus minimalis sulyu A” élhalmaz keresére, amivel a D" = (V, A’)
graf erésen osszefiiggévé tehetd, feltéve, hogy D' minden forrdspontja és nyelépontja
kozott vezet irdnyitott at. (Vegyiik észre, hogy a feltétel nélkiil a probléma NP-teljes,
ugyanis A’ = () esetén a minimélis silyt erésen Osszefiiggd részgraf problémdjat
kapjuk, ami NP-teljes.) Ennek segitségével adhaté polinomidlis algoritmus a mini-
maélis stlyt bifenyves problémdjara is. Legyen D = (V) A) a graf, amelyben keressiik
a minimalis sulyd S — T bifenyvest. Tekintsiik a kovetkezé D' = (V, A") grafot, ahol
A = {ts:teT,s e S} Ekkor A” pontosan akkor bifenyves D-ben, hogyha A”

élhalmaz a D’ grafot erdsen osszefiiggévé teszi.

Hatékony algoritmus minimalis silyd bifenyvesre.

Keijsper és Pendavingh [6] mutatott egy hatékony algoritmust egy minimalis
sulyu bifenyves keresésére, ebben a részben ezt fogom ismertetni. Mivel a minimalis
silyu bifenyves magaba foglalja mind a minimalis stulyd feny6 problémajat, mind
paros grafban a minimalis sulytd minden pontot fed6 élhalmaz problémajat. Ez utobbi
visszavezethetd a maximadlis sulyd pdrositds problémdjara: Legyen D = (S,T; A)
péros graf w : A — Z élsillyal. Jelolje u(v) = min{w(a) : a illeszkedik v-re}, és
legyen a, olyan v-re illeszkedd él, melyre w(a,) = py. W' (uv) = py + p, — w(uw)
jeloléssel ha M maximadlis w'-silyu pérositas, akkor M U {a, : v-t nem fedi M}
minimalis w-silyu fedé élhalmaz. Tehat a minimalis bifenyvesre adott algoritmus
nem lehet egyszertibb, mint a Fulkerson algoritmus és a maximalis silyi parositast
megoldo6 algoritmus.

Legyen D = (V) A) irdnyitott graf egy w : A — Z, élsullyal, és legyen S, T a
csucsok egy particidja. Tegyiik fel, hogy van benne bifenyves. Tekintsiik azt az M
matrixot, aminek a sorai az U C S, U C T halmazok, az élek az oszlopai, és a
matrixban 1-es van, ha az él fedi a halmazt, és 0 ha nem fedi, ahol U C S esetén a
kilép6 éleket nevezziik fedo élnek, U C T' esetén a belépd éleket. Ekkor

min{wz : x > 0, Mz > 1} = max{yl : y > 0,yM < w},



alapjan a rendszer T'DI, és az optimélis y véalaszthaté laminarisnak.

Komplementaritasi feltételek:
e > 0= (yM),w(a)

yo > 0= (Mz)y =1

Rogzitett y dudlis megoldéasra definialhatjuk a redukalt koltséget :
w'(a) = w(a) — Z{y(U) :a belép U-ba, U C S vagy U C T}

Ennek segitségével a komplementaritasi feltételek atalakithatéak a kovetkezo alakra:

egy B bifenyvesbdl és egy y dudlmegoldasbol allo par optimalis:
a€B=uw(a)=0

yu > 0= U pontosan 1 B-beli éllel van fedve

Vegyiik észre, hogy y dudlmegoldas akkor és csak akkor, ha y > 0, w’ > 0.

V' CV, A C A esetén jelolje D(V' A’) azt a részgrafot, melynek csicsai a V'-
beli elemek, élei azon A’-beli elemek, amelyek mindkét végpontja V'-beli. Tovabba
UC{U:U C Svagy U C T} halmazcsalddra jeldlje y(U) = > o, y(U).

Az algoritmus folyaman végig megmarad, hogy a £ = {U : y(U) > 0} lamindris,

és teljesiilnek a kovetkezo feltételek:
(P0) y dudlis megoldés
(P1) (a) Ha U maximélis £-ben, akkor U legfeljebb 1 B-beli éllel van fedve, vagy

U egyponti halmaz y(U) = 0-val, és csak S — T-élekkel van fedve.

(b) Ha U nem maximalis £-ben, akkor egyértelmtien létezik b € B él, ami &t

fedi, de a sziil6jét nem.

(c) Minden U € L er6sen osszefiiggd.
(P2) Ha a € B, akkor w'(a) = 0.

Ezenkiviil legyen D. = (V,, A.) az a graf, amelyet az £-beli maximalis halmazok
Osszehuzasaval kapok a hurokélek eltavolitasa utdn. Az igy kapott graf csticsai megfe-
lelnek L£-beli halmazoknak, ezért y természetes modon definidlhaté rajtuk. Tovabba
mivel £-beli halmazok nem metszik S-et és T-t egyszerre, ezért S., T is természetes
maédon adodik. Jelolje B, = BN A..



Az algoritmus a B = (), az L = {{v} : v € V}, y(L) = 0 (L € L) kezdeti
értékekkel indul. Erre teljesiilnek a feltételek.

1.fazis: ismételjiik, amig van S.-ben B &ltal nem fedett pont:

1. Keressiink S.-ben egy u fedetlen pontot, és egy minimalis w’-suilyu u-bdl kilépo

a élt
2. Noveljik y(u)-t w'(a) értékkel, tegyiik bele a-t B-be
3. Ha B tartalmaz iranyitott kort, hizzuk Ossze egy pontta

Vegyiik észre, hogy mivel csak S.-beli pontokbdl kiindul6 éleket veszek, a kelet-
kez6 korok benne vannak S.-ben.

Egyszertien latszik, hogy az elso fazis soran a PO — P2 feltételek megmaradnak.
A keletkez6 1j y dudlis megoldas lesz, mert minimalis w’-sulyu élt valasztottam,
(P1)(a), (b) nyilvanvaléan teljesiil, mivel csak irdnyitott koroket hizok éssze, (P1)(c)
is, és y(u) novelése miatt az ij w'(a) = 0 lesz. Tovabbd, mivel minden 1épésnél L
egy eleme le lesz fedve, £ laminaritdsa miatt legfeljebb 2|S| — 1-szer ismételhetem
a lépést. Az 1. fazis végére rdadasul S minden részhalmaza le lesz fedve. Ha lenne
egy W C S, ami nincs lefedve, az a (P1)(c) miatt maximalis £-beliek unidja lenne,
amelyek mindegyike le van fedve B-beli éllel. Ha W nincsen, akkor a maximalis
halmazok altal meghatarozott pontok kozott van irdnyitott kor, amit nem huztunk
Ossze, és ez ellentmondés az algoritmussal.

Definidljunk egy H = (V. U {r,s}; A(H)) grafot, [ élstilyozassal, és legyenek az

élek a kovetkezoek:

- Minden a = ub € A, amelyre u € S, és v € T,, vegyiink be egy ub élt w'(a)
sullyal

- Minden b = uv € B, amelyre u € S. és v € T,, vegyiink be egy forditott v
élt —w'(a) (vagyis 0) sillyal

- Minden a = uv € A, amelyre u € T, és v € T, és v csak egy éllel van fedve,

vegyiink be egy 70 élt w'(a) sullyal

- Minden b = ub € B, amelyre u € S, és v € S,, vegyiink be egy r élt —w'(b)
(vagyis 0) stllyal

- Minden olyan v € T, cstucshoz, amely tobb éllel van fedve, vegyiink be egy rv
élt 0 sullyal
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- Minden olyan v € S. cstucshoz, amely L£-ben egyponti halmaznak felel meg,

és nincs fedve S. — S, éllel, vegyiink be egy 70 élt y(v) sullyal
- Minden v € T, csicsra, ami még nincs fedve, vegyiink be egy vs élt 0 stllyal.
Egy H-beli P ttra jelolje A(P) a P tutnak megfelels éleket A.-ben.

1.2.1. Lemma. Ha P irdnyitott r — s ut H-ban, akkor BAA(P) olyan élhalmaz,
amely fed minden olyan pontot D.-ben, amit B fedett, és fed eqy olyan pontot is,
amit D, nem fedett. Tovdbbd, ha I(P) = 0, akkor a (P0) — (P2) tulajdonsdgok
dtoroklédnek B-rél BAA(P)-re is.

Bizonyitas. Tekintsiink egy lehetséges P utat. Vegyiik észre, hogy az els6 és utolso
élétol esetleg eltekintve ez csak gy nézhet ki, hogy S. és T.-beli pontok kozott
alternal, és T,-bdl S.-be mindig forditott B.-beli élen 1ép. Az utolsé él mindig egy
1j pont fedését biztositja. Es az rb élek is ugy vannak definialva, hogy a fedést az
uton vald csere megtartsa.

Ha [(P) = 0, akkor [ > 0 miatt minden P-beli él silya 0. Ezért (P2) és (P1)(a)

igaz marad. A tobbi trividlisan latszik. m
2.fazis: ismételjiik, amig van T,.-ben B &ltal nem fedett pont:

1. Keressiink egy legrévidebb r — s utat H-ban, és minden v € V. cstcsra

szamoljuk ki az [ szerinti d(rv) tavolsidgot.

2. Minden v € S.-re vonjuk le d(v)-t y(v)-bél, és minden v € T,.-re adjuk hozza
d(v)-t y(v)-hez.

3. Médositsuk B-t BAA(P)-re.
4. Ha az 14j B tartalmaz D.-ben iranyitott kort, htizzuk 6ssze a kort egy pontta.

Ha fenn szeretnénk tartani, hogy y dudlis megoldas, akkor kis mdédositasra van
szitkségiink. Ha a mdsodik 1épésben egy v € S, csticsra d(v) > y(v), akkor v csticsot
bontsuk ki, vagyis tegyiik be azt az iranyitott kort, amibdl 6sszehuztuk, kivéve azt
az egy ¢lét, amely abba a csticsba megy, amibe a v csticsba men6 él megfeleltje megy.
Ennek megfeleléen az 1. 1épésben a legrovidebb utak megtalalasara alkalmazott
Dijkstra algoritmust kicsit modositani kell:

Médositott Dijkstra: Legyen kezdetben d(r) = 0, és d(v) = oo minden mas

csucsra. [smételjiik, amig van vizsgédlatlan csics.

(i) Keressiik egy v € V(H) vizsgdlatlan, minimalis d(v) értéki cstcsot.
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(ii) Keressiink egy u € S, vizsgalatlan, minimalis y(u) értéki csucsot.

(iii) Ha d(v) < y(u), akkor a Dijstra-nak megfeleléen mddositsuk a d-értékeket, és

tegyiik v-t a megvizsgalt csicsok kozé.

Kiilonben y(u) értékét adjuk hozza @ minden u’ gyerekének y értékéhez, y(u)-t
csokkentsiik O-ra, és u-t bontsuk ki. Ha u' u-nak azon gyereke, amelyet a u-ba
1épé él fed, akkor ha u' egyelemii £-ben, akkor legyen d(u’) = y(u'), kiilénben
pedig d(u’) = oco. A tébbi gyerekre a d értéke legyen y(u) eredeti értéke.

Vegyiik észre, hogy d(v) > y(u) csak olyan @ esetén fordulhat els, amely nem
egyelemti L-ben. Tegyiik fel, hogy u egyelemii £L-ben. Ha nem fedi B-ben S — S
él, akkor az ru ¢l benne van H-ban y(u) sillyal. Ha pedig fedi a b € B él, akkor ru
él —w'(b) = —w(b) + y(a@) < y(a) sillyal van H-ban. Igy d(v) < d(a) < y(u) miatt
d(v) > y(u) nem &llhat fonn.

1.2.2. Lemma. A mddositott Dijkstra algoritmus sordn megmaradnak a kovetkezd

tulajdonsdgok :
(A) Minden H-beli élnek nemnegativ silya van.

(B) Egy meguizsgdlt v csicsra d(v) megegyezik a legrovidebb r — v it hosszdval
H-ban.

(C) Egy nem vizsgdlt csicsra d(v) = min{d(x) + l(z,v) : x meguizsgdlt}.

Bizonyitds. A Dijkstra kezdetekor ezek a tulajdonsagok igazak. Ha egy lépésben
nincsen kibontds, akkor a 1épés utan nyilvanvaléan igazak maradnak. Tegyiik fel,
hogy van kibontds u-nél. Ekkor a bekeriilé élek hossza legaldbb y(u), és vizsgalt «
esticsra d(z) < y(u). Igy (A), (B) igaz marad a 1épés végére is. Azt kellene beldtni,
hogy @-nak u’ gyerekére teljesiil, hogy d(u') = min{d(x) + l(z,u’) : x megvizsgalt}.
A kibontds utén bekeriilhet ru’ él a H grafba. Ha nem keriil be, akkor azt allitjuk,
hogy d(u') = oo, vagyis ha u-nek van megvizsgalt szomszédja H-ban, az csak r
lehet. Tegyiik fel, hogy x megvizsgalt szomszédja u-nak, ekkor x csak T.-ben lehet,
és létezik egy u'z é1 B-ben. Ennek az élnek a kibontés elstt is a grafban kellett lennie,
igy a hossza 0. Igy d(a) = d(z) < y(@) < d(v), ellentétben d(v) minimalitdsdval.
[gy w/-nek csak az r lehet szomszédja a kibontds utén H-ban, és ekkor d(u') =

= min{d(z) + l(z,v) : x megvizsgalt} = d(r) + I(r,u") = I(r,u’). O

A masodik fazis (2)-ben kihaszndlom azt, hogy a d(v) értékek nem végtelenek.

Tegyiik fel, hogy v € V.-re d(v) = oo. Ekkor S, minden csiicsa vagy megvizsgalt,
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vagy teljesen ki van bontva, igy v csak T,-ben lehet, ekkor azonban a d(v) = oo azt
jelenti, hogy nincsen bifenyves az eredeti grafban a feltevéssel ellentétben. Hasonlo

okok miatt mindig van H-ban r — s tt.

1.2.3. Allitas. A4 2.fazis minden ismétlésénél B fedi az L eqy ujabb elemét, és a
(P0) — (P2) feltételek megmaradnak. A fazis legfeljebb 2|T'| — 1 ismétlésbdl dllhat, és

a fazis végére minden U C S és U C T halmaz fedve van.

Bizonyitds. Tudjuk, hogy a feltételek teljesiilnek a fazis elején. Az els6 1épésben (P1)
fennmarad, mivel a kibontéds megérzi (P1)-et, és minden X C S halmaz fedve marad.
A 2. 1épés sem rontja el (P1)-et, ugyanis az olyan v € T, csucsokra, amelyek tobbszor
vannak fedve, a d(v) tavolsag 0 lesz, igy y(v) + d(v) = y(v), vagyis y(v) tovdbbra
is 0 marad. Az 1-2. 1épés utan (PO0), (P2) is tovdbbra is igaz: y nemnegativitdsa
a kibontds miatt megmarad. Egy S — S élre w'(a) elvileg negativva vélhatna a
kibontési 1épés sorédn, de ezt a méasodik lépésben ellensilyozzuk, igy w’(a) tovabbra
is nemnegativ marad. A tobbi A.-beli a él reprezentdlva van H-ban egy w'(a) silyt
éllel, igy mivel d tévolsagfiiggvény, w'(a) = l(u,v) + d(u) — d(v) > 0 a 2. 1épés utan.
Egyenléség a legrovidebb utak-beli élekndl van. Igy a masodik 1épés utén w'(a) > 0,
és w'(b) = 0 b € B.re. Ezért (P0) és (P2) teljesiil és [(P) = 0. Ekkor azonban
az lemma alapjan a 3.1épés utan is megmaradnak a feltételek. O]

fgy a masodik fazis végére teljesiilnek az alabbi feltételek:
(P0*) y dudlis megoldés és B bifenyves.

(P1*) (a) Ha y(U) > 0, akkor U legfeljebb 1 B-beli éllel van fedve, vagy U nem

maximalis £-ben.

(b) Ha U nem maximélis £-ben, akkor egyértelmiien 1étezik b € B ¢l, ami 6t

fedi, de a sziil6jét nem.

(¢) Minden U € L er6sen osszefiiggd.

(P2) Ha a € B, akkor w'(a) = 0.

3.fdzis
Tekintsiik ezentil y-ra gy, mint az {U : U C S vagy U C T} halmazcsalddon
megadott fliggvényre, és ne valtoztassuk az értékét. Amig azonban van £-ben nem

egyelemi halmaz, addig bontsuk ki azt.

Az algoritmus végén y és B primal-dual megoldaspar lesz. O]

Az algoritmus futdsi ideje O(n/(m + nlogn)), ahol n’ = min{|S|, |T'|}.
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Egy masik hatékony algoritmus taldlhat6 [1]-ben, amelyik a skéldzasi technikan
alapul, és O(m+/nlognlognW) id6ben taldl meg egy optimadlis bifenyvest, ahol W

a maximalis élsulyt jelenti.

Megoldas szupermodularis aramok segitségével.

Egy masik megkozelités, hogy a bifenyves problémajat vissza lehet vezetni szu-
permodularis aramra. SOt, a minimalis koltségii k élidegen bifenyves problémajat
is. Az tétel alapjan a k élidegen bifenyves megfelel olyan részgrafnak, amely
minden 0 # U C T és V # U DO T halmazt k éllel fed.

Legyen D = (V,A) az az irdnyitott graf, amelyben keresiink egy minimalis
osszsulyu k élidegen bifenyvest. Jelolje egy X C V csticshalmazra f(X) azon éleket,
amelyek tove X-ben van. Definidljuk a kovetkezé H = (V U A; E) gréfot a kovetke-
zOképpen: a pontjai feleljenek meg D pontjainak és éleinek, az élei pedig:

E = {av : a€ A, veV, vfeje a-nak D-ben}. Vegyiik észre, hogy op(X) > k
feltétel H-ban a ou(X U f(X)) > k feltételnek felel meg, és dy(X U f(X)) = 0.

Ennek a segitségével definidljunk H részhalmazain egy p fliggvényt.

k ha X = UUF ahol F C f(U)ésU CT vagyU DT
p(X)=<¢ 0 ha X =

—oo  kiilonben

Az igy kapott p(X) fliggvény keresztez6 szupermoduldris. Legyen w : B — Z, a
kovetkez6 élsily H-ban: w(av) = w(a) ahol a € A, v feje a-nak D-ben. Tekintsiik a

kovetkezo keresztezo szupermoduléris aramfeladatot:
minwe : 0,(2) — 5,(2) > p(Z),0 < v < 1

Azzal, hogy nemcsak az UUf(U) (U C T vagy T C U C V) halmazokon
véalasztottuk p-t k-nak, csak redunddns megkotéseket hoztunk be, ugyanis UUF
(F C f(U),U CT vagy T C U) alaku halmazok kifoka szintén 0.

fgy a minimalis Osszsulyu k élidegen bifenyves problémajat visszavezettiik egy
minimalis silyt megengedett keresztezd szupermodularis aram keresésére. A keresz-
tezé szubmoduldris (szupermoduldris) dramokat a teljes reszelt segitségével vissza
lehet vezetni a teljesen szubmodularis (szupermoduléris) dramokra. Tovabba ezek
visszavezethetéek arra a specialis, igynevezett 'szabad’ esetre, amikor a korlatok f =
= —00, g = 00. Ebben az esetben pedig létezik polinomidlis algoritmus a minimalis
sulyt szubmodularis (szupermoduldris) dram megtaldldsdra, ami [4]-ban részletesen

le van irva.
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2. Ertékelt matroidok, alapfogalmak, definiciok

Az értékelt matroidok a matroidok altalanositasai. Segitségiikkel nemcsak az
alaphalmazon lehet megadni az elemek stlyat, hanem az alaphalmaz specidlis rész-
halmazain, a bazisokon is, azonban a b&azisokhoz tartozd sulynak teljesitenie kell
bizonyos szép kicserélési tulajdonsiagot. Ebben a fejezetben az értékelt matroidok
tulajdonsédgait tekintem &t [12] segitségével, f6leg azokat, amelyekre sziikségem lesz

az optimalis bifenyves problémajaval kapcsolatban.

2.0.4. Definicié (Ertékelt matroid). Az M = (V,w) pdrt értékelt matroidnak
nevezziik, ha V' egy véges halmaz, w : 2V — R U {—oo} fiigguvény olyan fiigguény,
amelyre B = {B C V : w(B) # —oo} halmaz nemiires, és teljesil az aldbbi
kicserélési arioma:

(VM) B,B' € B ésu € B— B esetén v € B'— B melyre B—u+v € B,
B 4+u—veB, éswB)+wB)<wB—-u+v)+wB +u—uv).

Vegyiik észre, hogy ebben az esetben a B halmaz teljesiti a bazisaxiémakat. fgy
az értékelt matroid gy is felfoghaté, mint egy matroid egy w : B — R fiiggvénnyel,
amelyre teljesiil a (VM) kicserélési axiéma. Valamint ha w csak a bazisokon van
definidlva, kiterjeszheté a tobbi halmazra —oo értékkel. Ha w(B) = 0 minden B

bazisra, akkor az értékelt matroidot trivialisnak nevezziik.

2.1. Példak értékelt matroidokra
2.1.1. Példa. Tegyiik fel, hogy (V,B) egy matroid. Ekkor tetszbleges o € R és p :
.V — R fiigguény segitségével definidlt

wB)=a+)Y pu) (BEB)

fiigguény értékelést ad a matroidon.

2.1.2. Példa. Az elé26 példa dltaldnositdsa, ha adott eqy M = (V,B,w) értékelt
matroid, és eqy p:V — R fligguény. Ekkor

wlpl(B) =w(B)+ ) p(u)  (BEB)

figguény is értékelt matroidot ad. Ez a linedris eltolds.

A matroidelméletben lattuk, hogy matroidok készithetéek matroidokbdl duali-

zaléssal, elhagyassal és osszehuzassal. Ezek a miiveletek értékelt matroidokra is vég-
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rehajthatoak, és ennek belatasahoz elég megadni a bazisokon vett értékelést. Jelolje
az U halmazra torténd lesziikitéssel kapott matroid bazisait BY, és az U halmazra
valé Osszehuzassal kapott matroid bazisait By. Fixdljunk le egy I € By _y és egy
J € BV~Y bézist.

2.1.3. Példa (Dualis értékelt matroid). A w*(B) = w(V —B) ha B € B-vel definidlt
figgvénnyel M = (V, B*, w*) értékelt matroidot ad.

2.1.4. Példa (Ertékelt matroid lesziikitése U-ra). Az w¥(X) = w(I U X) minden
X € BY esetén fiigguény értékelés: MY = (U, BY,wY) értékelt matroidot ad.

2.1.5. Példa (Ertékelt matroid dsszehtizasa U-ra). Az wi(X) = w(J U X) minden
X € By esetén figguény értékelés: Mg = (U, By,wy;) értékelt matroidot ad.

Meggondolhaté, hogy az igy definidlt értékelések értékelt matroidot hataroznak
meg. [12]

2.2. Ertékelt matroidok alaptulajdonsagai

Legyen M = (V,B,w) egy értékelt matroid, B € B és v € V — B. Ekkor
definidlhat6 az egyértelmit C'(B,v) kor. Tetszéleges u € C(B,v)-re definidlhatjuk

a kicserélés koltségét
w(B,u,v) =w(B—u+v) —w(B)

A kicserélési koltséget tekintsitk —oo-nek, ha u ¢ C(B,v). Latszik, hogy ez ter-
mészetes kiterjesztés, ugyanis ilyenkor a kiterjesztett w fliggvényt hasznalva is ezt

kapnank.
2.2.1. Lemma. Legyen B € B. B akkor és csak akkor mazximdlis w-sulyu bazis, ha
w(B,u,v) <0 minden olyan (u,v) pdrra, ahol u € C(B,v).

Bizonyitas. Ha B max silyu bazis, akkor nyilvanvaléan nem létezhet javitd csere.
Most tegyiik fel, hogy nem létezik javito csere.

Legyen B’ egy masik bézis, d = |B’ — B| szerinti indukciéval 1atjuk be, hogy
w(B) > w(B'). d = 0-ra igaz az éllitds. Ha d > 1, akkor létezik u € B’' — B és
v € B— B’ hogy

w(B) +w(B") <w(B—-—u+v)+w(B +u—wv),

ahol w(B —u+v) < w(B) hiszen nem létezik javito csere, és w(B' +u—v) < w(B) az
indukcids feltétel miatt. Igy w(B) 4+ w(B') < w(B) +w(B)-bél adédik az allitas. O
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Mohé algoritmus.

A lemma segitségével a mohé algoritmus alkalmazhatd egy maximalis w-sulyu
bézis megkeresésére:

Legyen kezdetben By egy tetszoleges r rangu bazis, legyenek az elemei rendre
Uy, ... U k=1,...,r-ig ismételjiik a kovetkezot :

Keressiink egy olyan vy € (V — By_1) U {uy} elemet, amelyre w(By_1 — ug + vg) >
> w(Bg_1 — ug + v) teljesiil Yo € (V' — By_1) U {ug }-ra, és cseréljiik le up-t vg-ra,
vagyis legyen By = Bj_1 — ui + vg. Ekkor B, maximalis suilyu bézis lesz, melyet az
w fiiggvény r(|V| — r) + 1 hasznélatéval kaptunk.

Kicserélési graf.

Legyen B € B, és B' C V Legyen a G(B,B’) a kicserélési graf: vagyis egy
olyan paros graf, amelynek egyik osztalya B — B’, mésik osztalya B’ — B, és az élek
halmaza: {(u,v) : w € B— B',v € B'— B,u € C(B,v)}, ahol az (u,v) él sulya
w(B,u,v).

Jelolje W(B, B') a legnagyobb sulyt teljes péarosités silyat G(B, B')-ben.

2.2.2. Lemma (als6-hatér lemma). Minden B, B’ € B-re teljesiil, hogy
w(B') <w(B)+w(B,B).

Bizonyitas. Tudjuk, hogy tetszOleges u; € B — B’ esetén Jv; € B’ — B amelyre
w(B)4+w(B") <w(B—u;+v;)+w(B +u; —v), amit a By = B’ +u; —v; jeloléssel

a kovetkezoképpen irhatunk:
w(B") < w(B,uy,v1) + w(By)

Ugyanezt ismételve elszor B, Bjy-re majd tovabb, amig csak B = B lesz, kapjuk,
hogy:
w(B') <w(B)+ Y w(B,u;,v;) < w(B)+3(B, B
i=1

ahol m = |B — B'|, és {(u;,v;)} halmaz teljes pérositdasa G(B, B’)-nek. O

2.2.3. Feltétel (Egyetlen-maximum feltétel). Pontosan eqy maximdlis silyi teljes
pdrositas létezik G(B, B')-ben.

2.2.4. Lemma. Legyen B € B, és B' C V olyan, hogy |B — B'| = |B' — B| = m.

(1.) G(B, B') kicserélési grafban akkor és csak akkor létezik teljes pdrositds, ha
létezikp: (B — B')U(B' — B) — Z, valamint B — B’ elemeinek egy uy, ..., up,
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sorrendje, B' — B elemeinek eqy vy, . .., v, sorrendje, melyre

=0 hal<i=j53<m

w(B,ui,vi) — plu;) + plv;
( i) — plus) p(]){SO hal<ij<m

(2.) G(B,B') kicserélési grafban akkor és csak akkor létezik pontosan egy teljes
pdrositds, ha létezik p: (B — B')U (B’ — B) — Z, valamint B — B’ elemeinek

eqy Ui, . . . , Uy, sorrendje, B' — B elemeinek eqy vy, . .., v, sorrendje, melyre

=0 hal<i=j<m
w(B,u;,v5) = plui) +p(vy) § <0 hal<j<i<m
<0 hal<i<j<m

O

2.2.5. Lemma. Legyen B € B, legyenek uy,us € B kiilonbozd elemek, valamint
v1,v2 € V — B olyan kiilonbézd elemek, amelyekre a B' = B — {uy,us} + {v1,v2}
jeloléssel G(B, B')-ben az M = {(uy,v1), (ug,v2)} az egyetlen mazimdalis sulyi teljes

pdrositdas. Ekkor
(1.) B' € B és w(B') = w(B) + &(B, B)
(2.) A By = B — uy + vy jeldléssel
w(827 U, Ul) = W(B7 Uz, Ul)
M(BQ, Uy, u2) - CU(B, Uy, /UQ) - w(-B? Usg, UQ)
CU(BQ, Vo, Ul) - C{)(B, U, Ul) - W(B, U, U2)
Bizonyitds. Legyen By = B —u+wv. Mivel M maximélis stlyu teljes parositas, ezért

2w(B) + @W(B, B") = 2w(B) 4+ w(B, u1,v1) + w(B, uz, v2) = w(By) + w(Bz)

Alkalmazzuk a kicserélési axiéomat By, Bi-re és u; € By — By-re. Az az elem, ami az
up-gyel kicserélhet6, csak az us vagy vy lehet. Eloszor tegyiik fel, hogy ez uy. Ekkor
az eloz6 egyenldséggel egyiitt kapjuk a kovetkezot:

2w(B)+@W(B,B") = w(B1)+w(By) <w(By —ug+uy) +w(By+uy —uyp) =
= wB—-uy+v)+wB—u +v7) =
= w(B,ug,v)+w(B,u,v) + 2w(B)
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Amibdl az kovetkezne, hogy M’ = {(uy, v2), (ug, v1)} is maximaélis sulyu teljes paro-

sitas, ami ellentmondas. Tehat az u,-gyel kicserélhet6 elem a v,. Ekkor

20(B) +&(B,B") = w(By)+w(Bsy) <w(By —v; +uy) +w(By+ vy —uy) =
= w(B)+w(B")

Vagyis w(B) + @w(B, B") < w(B’), a masik irdnyt pedig a[2.2.2] Lemma adja.

A lemma masodik felének bizonyitésa, az elsé részt felhaszndalva:

w(Bs,uy,v1) = w(B—uy+vy—u;+v1) —w(B—uy+uvy) =
= w(B') —w(B) —w(B,us,v) =w(B,B") —w(B,us,vs) =
= w(B,u,v)
w(Ba,ur,ug) = w(B—up+vy) —w(B —uy+v9) =w(B,up,ve) —
= w(B,us,vq)
w(Ba,v9,v1) = w(B—1uy+v1) —w(B—uy+vg) =w(B,ug,vy) —
= w(B,us,vq)

]

2.2.6. Lemma. Legyen B € B és B' C V, |B'| = |B|. Ha pontosan 1 mazimdlis
sulya M teljes parositds létezik G(B, B')-ben, akkor az M pdrositds minden (u®,v°)

elemére igazak a kovetkezdek:
-B°=B—-u+vebB
— Pontosan 1 mazimdlis sulyi teljes pdrositds létezik G(B°, B")-ben
- W(B°,B") =W(B,B") — w(B,u°,v°)

Bizonyitds. A lemma els6 éllitdsa nyilvanvald. A mésodik allitdshoz a[2.2.4] Lemma
alapjan indexeljik az M elemeit: M = {(u;,v;) i =1,...,m} és (u°,v°) = (ug, vy)
valamely k-ra. Legyen B;; = B° —u; +v; = B — {u;, ux} + {v;, v }. Ekkor a[2.2.2

Lemma és a[2.2.4] Lemma alapjén igaz a kovetkezo:

w(B°, u;,vj) = w(By;) —w(B°) < W(B, Byj) — w(B, ug, vy) =
= max(w(B, Uk, V) + w(B, u;, v;), w(B, w;, vg) + w(B,uk,vj)) — w(B,ug,vg) <
< (P(uk) + p(us) — plur) — p(v;)) = (Blur) — Pvk)) = plui) — p(v;)
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Vegyiik észre, hogyha i < j, akkor a masodik egyenlotlenségnél hatarozott < van.
Tovabba ha i = j, akkor mindkét egyenlétlenség egyenloséggel teljesiil, amibdl
kovetkezik a masodik allitds. A harmadik allitds is kovetkezik az eddigiekbdl:

W(B°, B = Z(ﬁ(ul) —p(v;)) = &(B, B") — w(B, ug,vy) = 0(B, B") —w(B,u°,v°)
ik

[]

2.2.7. Lemma (Egyetlen-maximum lemma). Legyen B € B és B' C V', amelyre
|B'| = |B|. Ha pontosan egy maximdlis sulyi M teljes pdrositas létezik G(B, B')-ben,
akkor B' € B és w(B') = w(B) + &(B, B).

Bizonyitds. A bizonyitdas m = |B — B’| szerinti indukciéval torténik. Az m = 1
eset rendben van. Tegyiik fel, hogy m > 2, vegyiik M egy (u°,v°) elemét, legyen
B° =B —u®+v°. A Lemm4bol kévetkezik, hogy (B°, B') kielégiti a [2.2.3]
feltételt, vagyis az indukcids feltétel alapjén w(B') = w(B°) + ©(B°, B'). A 2.2.6]
Lemma alapjén pedig ©(B°, B') = &(B,B’) — w(B,u°,v°), amellyel egyiitt méar

kovetkezik a lemma &llitdsa. O]

2.2.8. Lemma. Tegyiik fel, hogy teljesilnek a [2.2.7. Lemma feltételei, és legyen
D, wi, vy olyan, amit a|2.2.4. Lemma ad. Ekkor ezen lemmdk alapjin w(B',v;,u;) <
< p(v;) — P(us)-

Bizonyitds. A kordbbi Bj; jeléléssel a lemmék és a [2.2.2l Lemma alapjén:

w(B' vj,u;) = w(BZ’-j) —w(B') <®(B,B.;)—&(B,B') <

< [Zﬁ(uk) - Zﬁ(vk)

ki k]

Gyengébb axiémak. Az értékelt matroidok a (VM) kicserélési axiémanal kicsit
gyengébb kicserélési axiomakkal is megadhatdak.

(VM,) B,B" € B, B' # Besetén Ju € B—B',v € B'— B melyre B—u+v € B,
B +u—veB éswB)+wB)<wB-u+v)+wB +u-—0).

(VM,,.) B teljesiti a bazisaxiémékat, és B, B’ € B amelyre |B — B’| = 2 esetén
Ju € B— B és Jv € B — B gy, hogy B—u+v € B, BB +u—v € B, és
w(B)+w(B') <w(B—-u+v)+wB +u—0v).
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2.2.9. Tétel. Egy w : 2V — R U {—o0} figguényre (VM), (VM,,), (VM)
ekvivalensek, ahol B={B CV : w(B) # —o0}

Bizonyitds. Matroidokra tudjuk, hogy a

B,B eB,ucB— B esetén € B — Bmelyre B—u+veB,B +u—veB
feltétel ekvivalens a
B,B' € B,B' # B esetén Ju € B—B',v € B'—B melyre B—u+v € B, B'+u—v € B

feltétellel. Tgy (VM,,)=(VM,4.).
Azt szeretnénk belatni, hogy (VM,.)=(VM). Definidljuk a kovetkezd bazispa-

rokbdl 4llé halmazt:
D={(B,B'): B,B € B,3u, € B— B'Vv € B'— B esetén

w(B) +w(B'") > w(B — u, + v) + w(B' + u, — v)}

Ha D = (), akkor készen vagyunk. Tegyiik fel, hogy nem iires, legyen (B, B') € D
olyan, amelyre |B — B’| minimédlis. Tudjuk, hogy |B — B’| > 2. Legyen p: V. — R

fiiggvény a kovetkezo:

—w (B, uy,v) have BB—B,B—u,+veB

p(v) =4 w(B,v,u,)+e haveB —B B—-u,+vé¢B,B +u,—vebB
0 kiilénben

Ekkor v € B' — B, B — u, +v € B esetén

wWp (B, U, V) = wp(B — uy +v) —wy(B) = p(v) — pluy) + w(B,uy,v) =0

Tovabba v € B’ — B esetén wy,(B’, v, u,) < 0. Elészor tegyiik fel, hogy B—u.+v € B

és hasznaljuk az elébbi egyenloséget, és D definicidjat:
wp(B',v,us) = wy(B', v, us) + wy(B,us, v) = w(B' v, u,) + w(B, us,v) <0

Ha B —u, +v ¢ B, akkor B’ +u, —v € B esetén p(v) definiciéja miatt —e-t kapunk,
B’ +u, — v ¢ B esetén —oo-t.
Azt allitjuk, hogy Jug € B— B’ és vy € B'— B gy, hogy uy # uy, B'+ug—vg € B
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és
wp(B', v, up) > wy(B',v,up) minden v € B' — B esetén
Mivel |B — B'| > 2, ezért Juyg € B — B’ — u,. A bézisaxiéma teljesiilése miatt
Jvy € B’ — B, amelyre B’ + uy — vy € B. Vélasszuk vg-nak egy olyan cserélhet6
elemet, amely maximalizalja w,(B’, v, ug)-t.
Legyen B” = B’ + uy — vy. Ekkor (B, B") € D:

wp(B" v, us) = wy(B' + {ug, us} — {vo,v}) — wy(B" + upg — vp) <

< max{w,(B’, vy, up) + wy(B', v, u,); wy(B', v, ug) + wy(B', vo, us) }—
_WP(B/7 Vo, UO) < maX{wp(Blv Vo, uO); wp(Bla v, UO)} - WP<B,7 Vo, uO) = 07

fgy w(B",v,u.) + w(B, u,,v) = wy(B",v,u,) + wy(B, u,,v) < 0, tehat (B, B") € D.
Azonban |B” — B| = |B' — B| — 1, ami ellentmondés (B, B') valasztasaval. Igy

D-nek tresnek kell lennie. O

2.2.10. Tétel. Legyen (V,B) matroid. Egy w : B — R fiiggvény akkor és csak akkor
értékelés, ha tetszdleges p : V. — R fiigguényre az wlp|-t mazimalizdlo B, csaldd egy

matroid bdzisait adja. Ha w egészértéki, akkor elég csak az egész p-ket nézni.

Bizonyitas. Ha w értékelés, akkor abbdl trividlisan kovetkezik, hogy B, egy matroid

bazisait adja:
2maxw, = wy(B) + w,(B') <wy(B —u+v) +wy(B +u—v),

amibdl latszik, hogy B —u+v,B' +u—v € B,.
A maésik irdnyhoz VM,,.-ot szeretnénk beléatni, ezért legyen B, B’ olyan, hogy
B — B = {up, w1}, B' — B = {vg, v1}. Jelolje w;; = w(B, u;, v;).

2.2.11. Allités.
w(B") — w(B) < max{w + w11; Wor + wio}
Jelolje az egyenldtlenség bal oldalat v, a jobb oldalat p. Tekintsiik a kovetkezo
paros grafot: G = ({ug,u1}, {vo, v1}; E), ahol E = {(u;,v;) : B —u; +v; € B}, és

frjuk rd az élekre w;;-t sulyként. Mivel tudjuk, hogy a bazisaxiomak teljesiilnek, ezért

a grafnak van teljes parositdsa, és létezik olyan p : {ug,u1,v9,v1} — R potencidl,
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amelyre

p(u;) + p(v;) > w;; minden (u;,v;) élre, és Z pu;) + p(vj) = p
i=0,1 J=0,1

Indirekten tegyiik fel, hogy v > u. Ekkor van olyan p:

p(u;) + p(vj) > w;; minden (u;,v;) élre, és Z p(u;) + p(vj) =7~
i=0,1 J=0,1

Legyen M nagy szam, ésp:V — R:

+p(v) veB—-D
—p(v) veB' —B
+M wveBNnpB
-M wveV-—-(BUB)

p(v) =

Erre a p-re {B, B’} D B, ugyanis:

= wi; — p(u;) — p(v;) <0
wp(B") = wy(B) <w(B") —w(B) + > [plu)] + > |p(vj)| = M <0
i=0,1 j=0,1
kivéve ha BN B' C B” C BUB'. Igy B, B’ € B,, és B, kielégiti a bézisaxiémékat,
tehdt létezik 7 € {0,1} hogy w,(B — up + v;) = wy(B' + up — vj). Legyen k=1 — 7,

és mivel B' +ug —v; = B — uy + v, ezért
0=w,(B —ug+v;) +wy(B—us + vg) — 2w,(B) =

= w(B —up + ;) +w(B —uy +vi) — 2w(B) — Z plus) = Y plvy) =

i=0,1 j=0,1
=woj twig S p—7y
ellentétben az indirekt feltevéssel. Ezzel az allitdst belattuk, az allitasbol pedig

kovetkezik a tétel. Még azt vegyiik észre, hogyha w egész, akkor a bizonyitasban

hasznalt potencialok is valaszhatdak egésznek. O]
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Fiiggetlenek, generatorok.

Ertékelt matroidokkal kapcsolatban felmeriilnek olyan kérdések, hogy vajon defi-
nialhaté lenne-e bazisok helyett fiiggetlen halmazokon, vagy generatorokon. Murota
[11]-ban kiterjesztette az értékelést:

Az értékelt matroid egy olyan (V, () par, ahol ( : P(V) — RU{—o0} fiiggvényre

igazak a kovetkezoek:
0. ¢(I) # —oo valamilyen I € P(V)-re
1. Ha I C J akkor (1) > ¢(J)
2. Hal C J, |I| < |J]és ((J) # —o0, akkor v € V — I amelyre ((I) = ((I +v)
3. Ha |I| = |J] — 1, akkor Jv € J — I amelyre ((I) + ((J) < (I +v)+ {(J —v)

Az igy kapott ¢ megfelel a kovetkezének: ha bazisokon van adva egy w értékelés, az

kiterjesztheto a tobbi fiiggetlen halmazra is:
¢(I) = max{w(B) : I C B ahol B bézis}

Azonban az igy kapott kiértékelés nem feltétlen az, amit varnank, példaul ha
w(B) = ,cpv(b) figgvényt tekintjiik.
Tegyiik fel, hogy adott egy f fiiggvény, amely egy matroid F fiiggetlenjein kiviil

—o0 és amelyre a kovetkez6 tulajdonsag igaz:
Vu € Fy — Fy-re igaz, hogy vagy f(F1) + f(F2) < f(Fy —u) + f(F2 + u)

vagy Jv € Fy — Iy amelyre f(Fy) + f(F) < f(FA —u+v) + f(Fo +u—v)

Vegyiik észre, hogy az elobb definidlt ¢ teljesiti ezt: Legyen Fi, F, két fiiggetlen
halmaz, és legyen By, By azon bazisok, amelyen felveszik a maximumot.
Legyen u € F| — Fy. Elészor tegyiik fel, hogy u ¢ Bs, ekkor létezik v € By — By :

C(F1)+C(Fy) = w(By)+w(Bs) < w(By—u+v)+w(Be+u—v) < ((Fy—u)+((Fy—v)
Ha pedig u € By, akkor ((Fy) = ((Fs + u) és ((F) < ((F; — u) miatt
C(F1) + C(Fy) < ((F1 —u) + C(Fy + u)

Az is latszik, hogy a jo f-ek lesziikitve a bazisokra értékelt matroidot adnak.

A dudlizalas segitségével hasonléan jellemezhetéek a generatorok is.
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3. Ertékelt matroid metszet

Matroidokhoz hasonléan, értékelt matroidokra is kereshetjiik két értékelt matroid
kozos bazisat, vagy maximalis silyd koézos bézisat. Ebben a részben erre adunk

algoritmust kicsit altaldnosabb formaban [9] és |10] segitségével.

3.0.12. Definicié (Valuated independent assignment problem (VIAP)). Adott egy
G = (VT V=, A) pdros graf, és az éleken eqy w : A — R sulyfiigguény, ahol R
rendezett, additiv csoport, tovabba adott 2 értékelt matroid: M+ = (V* BT wt),
M~ = (V—,B,w"). Egy tetszéleges F' C A élhalmazra jelilje 67 (F) az élek VT -beli
végpontjait, és 0~ (F') az élek V ~-beli végpontjait, tovabbd legyen w(F) = >

wer W(a).

A feladat keresni egy olyan M parositast a G-ben, melyre a
QM) =w(M) +wt (6T M) +w (6~ M)

érték maximdlis, azon feltételek mellett, hogy 6T (M) € BT és 6~ (M) € B™.

A tovabbiakban felteszem, hogy az R csoport az egész szamok halmaza.

Tegyiik fel, hogy adva van egy V halmaz, M; = (V,By,w;),Msy = (V, By, ws)
értékelt matroidok, és egy w : V' — R sulyfiiggvény. Ekkor a VIAP magaba foglalja
amax{w(B)+w;(B)+wsz(B) : B bazis M;-ben, Ms-ben} feladatot. Ugyanis vegyiik
fel két példanyban a V' halmazt, és kossiik ossze a parokat, és ekkor VIAP feladatot
kapunk.

3.1. Optimalitasi feltételek

3.1.1. Tétel. Egy M fiiggetlen élhalmaza G-nek teljesiti a VIAP feltételeit, akkor
és csak akkor, ha létezik olyan p: VT UV ™ — R, amelyre

()
<0 haaec A
w(a) —p(dTa)+p(6-a){ —
(@) =p(67a) + p( ){_0 haae M
(it) 6T M mazimdlis silyd bazis M — ban w™[pt] szerint

(111) 6~ M mazimdlis sulyd bdzis M~ — ban w™[—p~] szerint

ahol p* a p értelemszerd leszikitése
Tovabbd ha teljesiil az elézo hdarom feltétel eqy p-re valamely optimdlis M -hez,
akkor, akkor eqy M’ fiiggetlen pdrositds akkor és csak akkor optimdlis, ha ugyanazzal

a p-vel teljesiilnek a feltételek.
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3.1.2. Definicié (Gy). Egy M pdrositisra legyen Gy = (V, A) a kivetkezd :
V=VtuV-, A= A°UM°UATUA", ahol B* = 6*M jeliléssel

A°={a:a€ A}

M° ={a:a€ M} ahol a: a él visszafele

At ={uv:ue BtveVt —Bt ue CH(B",v)

A-={vt:ue B ,veV- =B ,ue C (B ,v)
Tovabbd adott az éleken eqy vy sulyozas:

—w(a) ha a € A°
w(a) ha a € M°
—wT (BT, u,v) haae AT
—w (B7,u,v) haae€ A”

Y (a) =

3.1.3. Tétel. Eqy M akkor és csak akkor optimdlis G-ben a VIAP problémdra, ha

nem létezik Gr-ben negativ kor-.

Tételek bizonyitasa.

I. M optimélis = nem létezik negativ kér Gj,-ben.

Tegyiik fel, hogy van negativ kor, legyen @) a legkevesebb élszamu ilyen kor. Alter-
naljunk a kor segitségével: BY = Bt —{6ta:a € QNAt}+{0"a:a € Qn A},
ébs B-=B" —{5a:aeQnNA}+{0ta:acQnNA}

3.1.4. Lemma. Ekkor (B*, BT) és (B~, B™) kielégiti az egyetlen-mazimum feltételt
M -ban illetve M~ -ban.

Bizonyitds. Vegyiink egy M’ maximalis stily1 teljes parositdst G(B*, B*)-ben. Erre
a [2.2.4 Lemma alapjan létezik j6 p, és M’ = {(u;,v;) : i = 1,...,m} sorrend.
Legyen Q' = (Q — AT) U M’, ahol M'-re mint A" részhalmazara tekintek, amelybe
beledgyazhaté (negativ élsullyal). v(Q') = v(Q) +~v(M') —v(Q N A+) érték negativ,
mert —(M’) egy maximélis stly1 teljes parositds értéke G(B*+, BT)-ben, Q N A*
+ pedig megfelel egy teljes parositdasnak G(B*, B*)-ben. Ekkor @’ felbomlik kérok
unidjara. De mivel ) minimélis elemszamu volt, ezért Q)" is egy negativ kor.
M'-héz a2.2.4] Lemma alapjan létezik jé p, és j6 sorrend. Jeldlje A* a pontos élek

halmazét, ekkor (u;,v;) € A*. A lemma &llitasaval ellentétben tegyiik fel, hogy nem
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teljesiil az egyetlen-maximum feltétel. Ekkor létezik (masik) i, indexelés is, hogy

(Wi, Vi y) €Ak =1,...,q1a, és igp1 = 11. Igy

q

q q
Zw+(B+7uikavik+l) = Zﬁ(ulk) _ﬁ(v’bk) = Zw+(B+7uik7vik)
k=1

k=1 k=1

vagyis
q

q
Z V(Uim Uik+1) - Z ’Y(uik’ Uik)'
k=1

k=1
k=1,...,¢ra jelolje P'(v;,,,,u;) az utat koztik Q'-ben, és legyenek tovabbd Q)
korok: Qk = Pl('l)ik+1, Ulk) U (uik, ’Uik+1)'

Ekkor valamilyen 1 < ¢’ < ¢ egész szamra:

q
U P/(Uik+1,uik) U {(Uik,'l}ik> : k = 1, . ,q} = q/Q/
k=1

ahol az uniot multiplicitassal értem. Ezek alapjan

Z W(Q;c) = 27(u1k7 Uik+1) + Z W(P,(Uikﬂﬂ ulk)) =
k=1 k=1 k=1

Z V(Uim Uik+1) - ZV(UZ’M Uik) + q/'Y(Q/) = q/'Y(Q/> <0
k=1

k=1
Ebbél kovetkezik, hogy valamelyik @)} negativ, ami viszont )’ minimalitdsa miatt

nem lehet. Vagyis teljesiil az egyetlen-maximum feltétel. O]

3.1.5. Lemma. Ha Q' olyan negativ kor, amelynek élszama minimdalis, akkor az
M=M-{acM:acQ@QnM}uU(Qn A°) figgetlen pdrositds, melyre teljesiil,

hogy QM) > Q(M) — yu(Q).

Bizonyitds. Vegyiik észre, hogy B* = 6* M. Ekkor a[2.2.7| Lemma és a[3.1.4] Lemma
alapjan:

w(BT) =w(B*) +&"(B*,BY) > w"(B¥) —y(Q N A+)

W(B™) =w(B7)+& (B",B7) >w (B7) —4(QNA-)

Tovébbé w(i) = w(M) — 4(Q N (A° U M®)).
Igy kapjuk, hogy Q(M) > Q(M) — (Q). O

Tehat az I. kovetkeztetés igaz.
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II. Nem létezik negativ kér Gj-ben = Létezik potencidl, ami teljesiti
a [3.1.1] feltételeit.

Mivel nem létezik negativ kor a grafban, ezért tudjuk, hogy létezik p : VUV~ — R,
amelyre v(a) + p(0Ta) — p(6~a) > 0 minden a € A. Ebb8l a € A° U M°-re rogton
kivetkezik a[3.1.1] (i) feltétele. Ha a = (u,v) € AT, akkor w*(B*, u,v)—p(u)+p(v) <
< 0-at kapjuk, ami mésképpen w*[p™](BT,u,v) < 0-4t jelenti, amibdl kovetkezik,
hogy B* maximalis sulyt bézis, vagyis a[3.1.1] (ii) teljesiil. Hasonléképpen a[3.1.1]
(iii). is, tehat a II. kovetkeztetés igaz.

III. Létezik potencial, ami teljesiti a feltételeit = M optimadlis.
Tetsz6leges M-re és p-re tudjuk, hogy w,(a) = w(a) — p(d*a) + p(0~a) jeloléssel

QM) =wt (0T M) +w (6 M) +w(M) =

= |wT(0TM) + > p(6Ta)| + |w (67M) = > p(6a)| +
+ Y w(a) = p(*a) +p(6-a) = wh Pt M) +w [=p (6" M) + D wy(a)

Tegyiik fel, hogy p, M teljesiti a feltételeket, és legyen M’ tetszoleges. Ekkor

QM) = wpT](0" M) + W™ [-pT](6" M) + Y wyla) <

aeM’

<wH Pt M) +w [=pT](6 M) + Y wyla) = Q(M).
aceM
Vagyis III. is igaz. Tovabba a|3.1.1] Tétel masodik felének belatdsahoz vegyiik észre,
hogy az el6z6 egyenlétlenségben pontosan akkor van egyenléség, ha wt[p*](6TM') =
= wtpt](6T M), w [-p ](0~M') = w™ [-p7](6~ M), és wy(a) = 0 minden a € M'-
re.

A kovetkeztetések alapjan belattuk a3.1.1] és a|3.1.3| tételeket. O

3.2. Metszet algoritmus

3.2.1. Algoritmus. Induljunk ki eqy tetszéleges M-bol, és ismételjiik a kovetkezd

lépéseket, amig van negativ kér Gyr-ben
(i) Vegyiink egy minimdlis élszdmi Q negativ kort Gr-ben.

(ii) Mddositsuk a pdrositdst: M = (M —{a € M :a € QN M°}) U (Q N A°).
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3.2.2. Megjegyzés. Az a feltétel, hogy minimdlis élszami kort valasztok, nem

hagyhato el.

Azt mondjuk, hogy egy @ negativ kér megengedett, ha (B*, B*) és (B~,B™)
is teljesiti az egyetlen-maximum feltételt. A [3.1.4f Lemméban beldttuk, hogyha @
nem teljesiti az egyetlen-maximum feltételt, akkor a definidlt ()}, korok kozott van

negativ kor.

3.2.3. Lemma. Legyen Q negativ kir Gu-ben. Ekkor vagy Q megengedett, vagy
létezik mala kisebb élszami negativ kor. Vagyis a legkisebb élszamu negativ kor meg-
engedett. [

3.2.4. Lemma. Q) megengedett korre M figgetlen pdrositds, amelyre teljesiil, hogy

QM) = QM) = u(Q)- -

Az algoritmus véges 1épésben végetér, azonban nem feltétlen polinomialis. Ezért
moédositdsra van sziikség.

Tartsunk fonn egy M* C A aktiv élhalmazt, és definidljunk egy a : A — {0,1}

1 haae M*®
ala) = N
0 haac A— M*

fiiggvényt:

Nevezziink egy Q C A kért (v, o)-minimalis rataju kornek, ha v4(Q)/a(Q) mini-
malis azok kozott a korok kozott, amelyekre a(Q) > 0. Médositsuk az algoritmust

a kovetkezoképpen:

3.2.5. Algoritmus. Induljunk ki eqy tetszoleges M-bol, legyen M® = M°, és ismé-

teljiik a kovetkezé lépéseket, amig van negativ kér G-ben
(i) Vegyiink egy minimdlis rdtdji megengedett Q negativ kort G rr-ben.
(1) Médositsuk az aktiv halmazt: M* = M* — (Q N M°), és az a-t
(iii) Mddositsuk a pdrositdst: M = (M —{a € M :a € QN M°})U (Q N A°).

A modositott algoritmus helyességéhez be kellene latni, hogy minden negativ
kor tartalmaz aktiv élt, és az igy definidlt M fiiggetlen péarositds. Ekkor ugyanis
amig van negativ kor, az (i) 1épés jol definidlt lenne, és az aktiv halmaz szigorian
monoton csokkenése miatt | M| iteracié utén ledllna az algoritmus egy M fiiggetlen

parositassal, ami optimaélis, ugyanis nincsen negativ kor G p;-ben.
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Jeloljik ~vp-et az egyszertiség kedvéért y-val. ¢ > 0 esetén egy M fiiggetlen
pérositést e-optimdlisnak mondunk, hogyha létezik olyan p : V — R fiiggvény,
amelyre

1p(@) = 7(a) + p(6*a) — p(6-a) = —ea(a)

Ez ekvivalens a 4(a) = y(a) + ea(a) médositott élsilyra nézve a

A(a) +p(dta) —p(6~a) >0

feltétellel, igy p-nek a létezése ekvivalens a

Y(Q) > —ea(Q) Q negativ kor

feltétellel, vagyis implikalja hogy (@) > 0 minden @ negativ korre.
Ha pedig azt tessziik fel, hogy a(g) > 0 minden negativ korre, akkor a minimalis

rataju kor ratajat p-nek nevezve az € = —pu értékkel M e-optimélis lesz.

3.2.6. Lemma. Az a feltétel, hogy minden negativ kér tartalmaz aktiv €lt, ekvivalens

azzal a feltétellel, hogy létezik € > 0, amelyre M e-optimdlis.

O
A rogzitett aktiv halmazhoz legyen (M) az a legkisebb érték, amelyre M e-
optimédlis. (Vagyis e = —pu.)

3.2.7. Lemma. Tegyiik fel, hogy van negativ kér, minden negativ kér tartalmaz aktiv
élt, és legyen QQ minimdlis rdataji kor. Ekkor vagy QQ megengedett kor, vagy implikdl

eqy minimdlis rataju kort, amely kevesebb elemszamai.

Bizonyitas. Médositsuk a lemma bizonyitasat:

Vegyiink egy M’ maximalis silyu teljes parositast G(BT, Bt)-ben. Erre a m
Lemma alapjan létezik j6 p, és M’ = {(u;,v;) : i = 1,...,m} sorrend, jelolje a pontos
élek halmazat A*. Legyen Q' = (Q — A™) U M’, ahol M’'-re mint A' részhalmazdra
tekintek, amelybe beleégyazhaté (negativ élsullyal).

HQ) = Q) + (M) — QN A+) < AQ), mert —(M) egy maximalis stlyi
teljes parositas értéke G(B*, B*)-ben, QN A* pedig megfelel egy teljes parositasnak
G(B*, B*)-ben.

Bkkor (@) = a(Q), ugyanis a(M’) = a(@ 1 A%) = 0. 7(@) < (Q)-val egyittt
ez azt jelenti, hogy v(Q')/a(Q’) < ~(Q)/a(Q) = p. Mivel pedlg Q' felbomlik korok
unisjara (Q' = ' -1 @), melyekre v(Q})/a(Q)) > p, ezért egyenldségnek kell lennie,

és (@) = (@) Tovdbbd +(Q') = (Q) + (v(M') —~v(Q N AT))



Vagyis 7(Q N A*) = (M) = —&* (B, B*).
Legyen M" = QN A" = {(u;,v;) : i = 1,...,m}. Ekkor M” C A*. Indirekten
tegyiik fel, hogy nem teljesiil az egyetlen-maximum feltétel. Ekkor 1étezik (mésik) iy,

indexelés is, hogy (us,,vi,,,) € A" k=1,...,q1a, és i1 = 1. Igy

q q
§ + + — E A E
w (B 3 uik7 Uik—l—l) - p(uzk Uzk W B ulk7 Uzk)
k=1 k=1

vagyis
q
E uzk7 ’Ulk+1 E Y ulk’ ’Ulk
k=1

k =1,...,¢ra jelolje P(v;,,,,u; ) az utat koztilk (Q-ben, és legyen tovdbbd a Q)
korok: Qr = P(vi,,,, i) U (Ui, Vg, )-

Ekkor valamilyen 1 < ¢’ < ¢q egész szamra:
Zv Qr) — pe(Qr) = ¢ (1(Q) = pa(Q) = 0)

Vagyis 7(Qr) = pa(Qy) minden k-ra, vagyis (r minimélis rataju kor, kevesebb
éllel. 0

3.2.8. Lemma. Tegyiik fel, hogy van negativ kor, és minden negativ kor tartalmaz
aktiv €lt. Legyen Q minimdlis rdtdju megengedett kor. Ekkor M figgetlen pdrositds
QM) = Q — v (Q) siillyal.

Bizonyitds. A bizonyitds ugyanugy megy, mint a minimalis élszamu kor esetében.

[
3.2.9. Lemma. Legyen Q minimdlis rdtdji kor. Ekkor e(M) < e(M).

Bizonyitds. Jelolje € = e(M). Mivel M e-optimalis, ezért ~,(a) > ea(a) valamilyen
p-re. Be fogjuk 1atni, hogy 7,(a) > a(a) teljesiil ugyanarra a p-re.

Ez igaz, ha a € M° — M°, ugyanis ekkor @(a) = 0, és a € Q N A°-ra ~,(a) = 0.

a€ A esetén fogjuk igazolni a kivant allitdst, az a € A eset hasonlé.

a € A esetén a bizonyitands &llités az w+(§+,u,v) < p(u) — p(v) forméba
frhat6, ahol u € B v e V¥ = B".

Vegyiik észre, hogy a € AT esetén a(a) = 0, igy w (BT, u,v) < p(u) — p(v)
fenndll, és egyenléséggel teljesiil, ha (u,v) € Q N A, Igy

OBYBY= > pw) - Y p)

weB+—Bt veBT B+
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Legyen B'T = B —u+vue §+,v € V*+ — B esetén. Ekkor a m lemma,
a lemma és az el6bbiek alapjan:

w+(§+7u7 U) = w+(BI+) - w+(§+> < a(B+7B/Jr> - ('/D(B+7§+> <

doopw) = D> p)= D pw+ D p)=pu)—p)

wE€BT B+ veB't—B+ weB+-B* veBt B+

]

Tehét a minimdlis ratdja kort haszndlo algoritmus helyes. Megiddo [7]-ben leirja,
hogy ilyen kor talalhaté O(|V|?|A|log|V|) id6ben. A megengedettség eldonthetd
O(|V]?) id8ben. Igy az algoritmus erésen polinomislis algoritmus, ha az w® kiér-
tékeléseket egy lépésnek tekintjiik.

Murota [10]-ben leir egy mésik algoritmust is a VIAP problémara, amely novelé-
sen alapul, k = 1,...,7 esetén k elemii M parositast keres, amely kibovithetd kézos

B bézissd, és a lehetséges kibévitésekre a w(M) + wt(B) +w™(B) érték maximalis.
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4. Optimalis bifenyvesek és értékelt matroidok

Lattuk, hogy az optimalis silyu k élidegen bifenyves probléméja megoldhatd
szupermoduléris aromok segitségével. Azonban az algoritmus meglehetosen bonyo-
lult. Egyrészt mivel maga a minimdlis sulyd szupermodularis dramot keresé algo-
ritmus bonyolult, méasrészt pedig azért, mert tobb transzformaciés 1épésen keresztiil
jutunk el ide. Ezért valt természetessé az a kérdés, hogyan lehet masképpen megko-
zeliteni a problémat.

Ebben a részben bemutatom az optimalis bifenyvesek és az értékelt matroidok
kapcsolatat, vagyis hogy az optimalis bifenyves probléméaja visszavezetheto az ér-
tékelt matroidmetszet problémara. Ennek a segitségével az el6zo fejezetben leirt
algoritmus 1j megkozelitést ad a bifenyves keresérére, amely algoritmus mar nem
épiil linedris programozasra. Tovabba alapvetden csak az A[S,T] éleken dolgozik, a
graf tobbi élét csak egy szubrutin részeként hasznalja a kicserélési koltségek kiszami-
tasdhoz. Amikor csak egy optimélis bifenyvest keresiink, akkor [16] alapjan vezetem
vissza a metszet-algoritmusra. A k = 2 eset, amikor minimélis 0sszsulyu 2 élidegen
bifenyvest keresek, sajat eredmény. Altaldnos k-ra is az a sejtés, hogy visszavezetheto

az értékelt matroid-metszet algoritmusra.

4.1. Fogalmak, definiciék, hasznalando tételek

Legyen 2 € ZV vektorra jelolje supp™(z) = {v: v € V,2(v) > 0} és supp™(z) =
={v:veVz(v) <0}

4.1.1. Definicib. Azt mondjuk, hogy egy f : ZV — RU{+oo} fiigguény (ahol létezik

véges f-értékii z) M-konvex fliggvény, ha teljesil az alabbi kicserélési tulajdonsdg:
Va,y € ZV ésu € suppt(x —y) esetén I € supp™ (x —y) amelyre

f@ = xu+x0) + [+ Xu— Xo) < f2) + f(y)

Eqgy figgvényt M-konkdv fliggvénynek neveziink, ha a negdltja M-konvex.

4.1.2. Definicib. Azt mondjuk, hogy eqy f : ZV — RU{+o0} fiigguény (ahol létezik
véges f-értéki ) M*-konvex fliggvény, haVr,y € ZV és u € supp™ (v —y) esetén
vagy f(z —xu) + f(y+xu) < f(2) + f(y) vagy

Jv € supp_(x - y) amelyre f(l’ = Xu T Xv) + f(y + Xu — XU) < f(ZL‘) + f(y)

Eqy fiigguényt M*-konkdv fiiggvénynek neveziink, ha a negdltja M*-konvex.
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Az M-konvex és Mb-konvex fiiggvények szoros kapcsolatban vannak egyméssal.
Legyen vy egy a V-beliektdl kiilonb6zo elem, és legyen a egy egész szam. Tetszoleges

f: 2V = RU{+oo} fiiggvényre legyen f : ZV — RU{+oo} fiiggvény a kivetkezd:

(xo € Z,x € Z")

< { f(z) haz(V)=a

f (o, ) = +o00  kiilonben

4.1.3. Tétel. [5] Az f: ZV — RU{+o0} fiigguény akkor és csak akkor M®-konvex
fiigguény, ha f M-konvex figguény.

Az M-konvex (és M"konvex) fiiggvények egy fontos tulajdonsdga, hogy lehet
6ket folyamon keresztiil transzformalni. Legyen (N, E) irdnyitott graf N7 bejarattal,
N, kijarattal, ahol Ny N Ny = (), legyen ¢ alsé kapacitds az éleken, ¢ felsé kapacités,
és legyen adott v, : Z — R U {400} egyvéltozds konvex fiiggvény minden e élre.
Legyen egy & folyam hatéra 0¢(v) = £(6Tv) — (6 v). Egy fi1 : ZV — RU {+o0}
fiiggvényhez definidljuk az fy : Z¥ — R U {+oo} fiiggvényt:

fa(y) = nf{fi(2) + D e(€(e)) : € € 25 ele) < €le) < ele)ve € B,

66 = (x, —y,0), ahol (z, —y,0) € ZM x ZN2 x ZN-Ni=N2

4.1.4. Tétel. [8|15] Tegyiik fel, hogy fo > —oo. Ekkor ha fi M-konvex fiigguvény
volt, akkor fo is az, és ha fi M®-konvex fiigguény volt, akkor f, is az.

4.1.5. Lemma. Definidljuk f :2V — R U {400} fiigguényt a kévetkezéképpen :

F(X) = min{w(B) : B fenyves, és R(B) = X ha létezik X gyokeri fenyves
] 40 kilénben

Ekkor f M*-konvex figguény.

Bizonyitds. Vegyiink két minimaélis fenyvest, egészitsiik ki oket egy 1j r gydkérpont-
bél bevett 0 sulyu élekkel Fy, F, fenyokké, tekintsiik a két fenyobdl allo élhalmazt
(parhuzamos élekkel). Azt szeretnénk belatni, hogy a G1, Gy gyokérélekre teljesiil,
hogy egy élt vagy at lehet tenni a masik gyokérélhalmazaba, vagy létezik hozza csere.
Legyen a = rut € Gy. Tegyiik fel, hogy nem lehet dttenni a masik gyokérélhalmazba.
Ez azt jelenti, hogy G — a, G5+ a részfenyok nem fejezhetoek be diszjunktan, vagyis
Edmonds erds fenydtétele alapjan létezik olyan X halmaz, amibe az 6sszes belépo él
G + a-beli. Vélasszuk a legszilikebb ilyen X halmazt, akkor ebbe 1ép be b € G3-beli
él. Azt allitjuk, hogy a és b kicserélhetd, hogy a fenyoket diszjuktan be lehessen
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fejezni. Az latszik, hogy olyan halmaz nem lehet, amibe csak G, = G5 + a — b-beli
él 1ép, mert X-et legsziikebbnek valasztottuk. Tegyiik fel, hogy Y halmaz, amibe
csak G| = G1 — a + b-beli él 1ép, ekkor b biztosan belelép. Azonban Ekkor X NY
nem iires, és csak a b él 1ép bele, ami ellentmondéas. Vagyis a és b cserélhetd, ami
definial egy cserét az eredeti fenyvesek gyokérpontjain is, amibdl pedig kovetkezik
az M*-konvexitas. Vegyiik észre, hogy kihasznaltuk azt, hogyha egy él benne volt B;
fenyvesben és Bj fenyvesben is, az a csere utan is mindkettében benne kell legyen,

ugyanis egy fenyében nem lehetnek parhuzamos élek. O

4.2. Optimalis bifenyves és az értékelt matroidmetszet

Legyen (D, w) élsilyozott iranyitott graf, legyen (S,7T') a cstucsok egy particiéja.
Az S 4ltal feszitett részgraf segitségével definialjuk a kovetkezd f*g : 2% — RU{+oo}
fliggvényt a kovetkezoképpen:

Jelolje R(B) a fenyves (kofenyves) gyokérpontjainak halmazt.

min{w(B) : B kofenyves, és R(B) = X ha 3 X gyokeri kofenyves

+00 kiillonben

[fs(X) = {

Hasonléan definialjuk fr : 27 — RU {+oo} fiiggvényt a kovetkezOképpen:

min{w(B) : B fenyves, és R(B) = X ha 3 X gyokert fenyves

+00 kiilonben

Ekkor f*g, fr M®-konvex fiiggvények a lemma alapjan. Az is egyszeriien
latszik, hogy mindkét fiiggvény monoton csokkeno. Ezek segitségével a minimalis

sulytu bifenyves problémaja visszavezetheté a kovetkezore:

min{w(F) + f*s(6TF) + fr(6"F): F C A[S, T}

Terjessziik ki f*g értelmezési tartomanyat Z°-re:

f*s(supp™(x)) haxze Z¥
gs(z) = e
+00 kiilénben
4.2.1. Allités. gs figguény M*-konvez figguény.

Bizonyitds. Legyen z,y olyanok, amire g(x), g(y) véges, és legyen u € supp™(x — y)
Ha y(u) > 1, akkor z(u) < 2, vagyis z-et u-nél csokkentve g(z) nem valtozik,

y-t u-ndl novelve g(y)-sem valtozik (mert a tarté nem véltozik), ezért:
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9(r = xu) + 9(y + xu) = g(z) + g(y).
Ha z(u) < 2, y(u) = 0, akkor f*s monoton csokkenése miatt:
9(z = xu) + 9 (y+xu) < g(z) +9(y)
Ha z(u) =1 és y(u) = 0, akkor tekintsiik x és y tartéjat, azokra alkalmazva vagy

a kicserélést vagy az attevést, jo megoldast kapunk.

]

Ezutan transzforméljuk &t az A[S, T élekre a gg fiiggvényt.
hs : ZASTI 5 RU {400} legyen a kivetkezd:

hs(z) gs(x') haze {071}14[5,7“}
€T) =
i +oo  kiulonben

ahol 2/ € Z% az 2/(u) = .5+, ©(a) képlettel van definidlva.

Ekkor hg a gs-nek egy folyamon keresztiili transzformaltja, méghozza annak,
amelyre N = SUA[S,T], E = {ua :u € S,a € A[S,T] N dTu}, a beléps halmaz S,
a kilép6 halmaz A[S, T, az alsé kapacitas azonosan 0, a fels6 kapacitds azonosan 1,
és 7. = 0 minden e € F-re. fgy hg is M®konvex fiiggvény.

Legyen most A = {ag} U A[S, T] és a kell6en nagy szam.

(a > |A[S,T]] — min{min{|X| : X kofenyves gytkérzete}, min{|X| : X fenyves
gyokérzete}})

- { hs(z) ha zo = a — z(A[S, T])

+00 kiilonben

Ekkor hg M-konvex fiiggvény.
Végiil legyen U a-méretii élhalmaz, jelolje W = U U A[S, T|-t
. hs(|X NU ha |X| =
h+S(X) — S(’ ’7XXOA[S,T]) a ’ ‘ «
+00 kiilonben

Ekkor htg a hg-nek azon folyamon keresztiili transzforméltja, melyre N = AU W,
E = {aou:u € U}U{aa, : a € A[S,T]}, a belép6 halmaz A, a kiléps halmaz W, az
alsé kapacitas azonosan 0, a felsé kapacitas azonosan 1, és 7. = 0 minden e € E-re.
[gy htg is M-konvex fiiggvény, és mivel 0 — l-en van értelmezve, ezért wt = —h*
értékelt matroidot ad.

Hasonléan kaphaté w™. Igy ha az U-beli élekre 0 stlyt frunk, az A[S, T)-beliekre
pedig —w(a)-t, akkor ezzel visszavezettiik a problémét az értékelt matroid metszet

problémaéra.
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Az értékelt matroid metszet algoritmusnak sziiksége van egy orakulumra, amely
segitségével a kicserélési koltség kiszamolhaté. A Fulkerson-algoritmus segitségével
meg tudjuk hatarozni egy-egy gyokérélhalmazhoz tartozé minimalis feny6 koltségét,

és ennek segitségével a kicserélési koltség meghatarozhaté.

4.3. Két gyokérélu 2-élosszefiiggd grafok

Ebben a részben a k = 2 esetet szeretném megvizsgalni, vagyis amikor két
élidegen bifenyvest keresek, melyeknek osszsulya minimalis. Azt szeretném beldtni,
hogy ez megkaphaté az értékelt matroidmetszet algoritmussal. Ehhez el6szor azt
fogom belatni, hogy egy gyokeresen 2-élosszefiiggd graf gyokéréleinek azon kételemii
halmazai, amelyek kibévithetéek minimalis sulyu gyokeresen 2-élosszefiiggo graffa a
gyokérélhalmaz megvéltoztatasa nélkiil, bazist alkotnak.

Jelolje S a gyokérélek halmazat.

Tekintsiik az {x : x> 0,2 < 1,0,(X) > 2VX CV —r, g,(5) = 2} poliédert.
Ekkor ez az[1.1.4] szerint TDI, s6t egész w-re a komplementer feladatnak van olyan
megoldéasa, ahol a halmazokhoz tartozé dualvaltozék laminaris halmazrendszert al-
kotnak. frjuk fel a dudlpoliédert, és a komplementaritasi feltételeket. Legyen A az a
matrix, amelynek sorai a V' —r részhalmazainak felelnek meg, oszlopai az éleknek, és
egy elem értéke egy, ha az él belép a halmazba, kiilonben pedig 0. Legyen a V —r-hez

tartozé sora az a sor, ezt ne vegyiik bele a méatrixba.

Primal: Dual:

Ax > 2 yA —nl 4+ za < w
0<xr<1 y,m>0

ar =2

min wx maXQZyU—ZWe—i-Qz
Komplementaritasi feltételek:
e > 0= (YA)e — T + za, = we

yu > 0= (Az)y =1
Te>0=>z., =1

Rogzitsiink egy olyan dudlis optimalis megoldast, ahol y laminaris halmazrend-
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szert hataroz meg. Ezutan a grafban csak a pontos éleket hagyjuk meg, vagyis
amelyekre az 1. komplementaritasi feltétel teljesiil. Tovabba jelolje a 3. komple-
mentaritasi feltétel miatt biztosan bevett éleket A,. Ezen megallapitasok mellett
azt szeretnénk belatni, hogy azon primal egész megoldas z-ek altal meghatarozott
gyokérélhalmazok, amelyek a laminaris halmaz elemeibe pontosan egyszer 1épnek, és
Ar-nek bovitései, ezen gyokérélhalmazok bazist alkotnak. Egy X C V —r halmazra
jelolje gy(X) a gyokéréleinek halmazat.

A bizonyitas soran felhasznalunk egy lemmat. Ehhez el6szor definidljuk egy
halmaz bejaratat: Egy D = (V, A) digrafban egy X C V halmaz B(X) bejarata:
B(X) = {v e X : létezik olyan uv € A él, amelyre u € V' — X'} halmaz.

Egy g : V — Z, fliggvényre legyen 5,(X) = > g(v) : v € B(X). Ekkor igaz az

aldabbi lemma:

4.3.1. Lemma. (3] Legyen D = (V, A) irdnyitott grdf, g - V — Z, felsé korldt
figguény a csucshalmazon. Legyen p pozitivan metszo szupermoduldris fligguény.
Akkor és csak akkor létezik olyan x : A — Z, fiigguény, amelyre 0.(Z) > p(Z)
minden Z C'V és p.(v) < g(v) minden v € V' csucsra, ha minden X C 'V halmazra

teljesiil p(X) < Bg(X).

4.3.2. Allit4s. Legyen D = (V, A) digrdf, melynek adott eqy A, élhalmaza, és egy
r gyokérpontja.

B={BCS:|B|=2,3H amelyre g(H) = B, A C H,H2(n — 1) éli gyok. 2-élof}
amennyiben nem tres, eqy matroid bdzisdat adja.

Bizonyitas. Hagyjuk el D-bol az r csucsot, és a hozza tartozd éleket, valamint ha
v € V — r-be nem lépett A, -ben él, akkor a v-be 1épd éleket tegyiik at A;-be.
Legyen v € V. — r-re g(v) = (2 — ga, — 0a,)". Vegyiik észre, hogyha egy v pontba
belelépett 2 A,-beli él, akkor a v-be mend gyokérélek elhagyhatéak. Tekintsiink
egy GY gyokérélhalmazt, amelyre |GY| = 2. A lemmabdl 1atszik, hogy a GY
gyokérélhalmaz csak akkor j6, ha minden X C V — r-re 2 — ggy (X) — 04, (X) —
— 04, (X) < By(X), ahol ¢'(v) = (g(v) — 0ay(v))", és ha g(v) = 1, akkor oda
GY legfeljebb 1 éllel 1ép. Ekkor ugyanis GY kibovitheto gyokeresen 2-élosszefiiggd
graffa a lemma segitségével: az x altal meghatarozott élek, GY', az A;-beli és A -beli
élek 2-0sszefiiggo grafot fognak meghatarozni, amely lehet hogy nem lesz minimalis,
de alkalmas minimalissa sziikitése tartalmazza az A.-beli éleket, és a 2 gyokérélt.

Vegyiik még észre, hogy g(v) < 1 miatt az = értéke nemcsak egész lesz, hanem 0 — 1
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értéki is, vagyis tényleg élhalmazt definidl. Tovabba, ha A, -ben volt gyokérél, akkor
ahhoz mar csak egy gyokérélt szeretnénk hozzavalasztani.
A 2—oey(X) — 04, (X) —04,(X) < By(X) feltételt at kell fogalmazni a gyo-

kérélekre vonatkozo feltételre. Eldszor is ¢’ helyett irjuk at az aldbbi alakra:

2= oey(X) = 04, (X) — 04, (X) S B(X) = D> oar(v),

vEB(X),g(v)=1

majd rendezziik:

ooy (X) = D eev(v) > 2= 04 (X) = 04, (X) — By(X).

vEB(X),g(v)=1

Mivel feltettiik, hogy a grafban van gyokeresen 2-élosszefiiggd részgraf, ezért csak
azokat az X halmazokat kell tekinteni, amelyekbe 1ép gyokérél. Ez alapjan K (0)) = 0
legyen, és F' C S-re

K(F) =maz{2 — 04, (X) — 04, (X) — By(X)
ahol gy(X) —{rv:v € B(X),g(v) =1} C F C gy(X)}

Ennek teljesiilnie kell, s6t erdsitheto:

K(F) = maz{2 — 04, (X) — 04, (X) = By(X) — [F" = F| + > 1}

vEB(X)N(F'—F) és g(v)=1

ahol gy(X) — {rv:v € B(X),g(v) =1} C F', és F C F' C gy(X).

Vegyiik észre, hogy egy olyan GY', amely kielégiti K (F)-et és |GY| = 2, és ha
g(v) = 1, akkor oda GY legfeljebb 1 éllel 1ép, az a GY kielégiti az eredeti feltételeket
is. A tovabbiakban felteszem hogy g(v) = 1 esetén v-be csak egy gyokérél 1ép. Ha igy
matroidot kapok, akkor az is matroid, hogyha a bevalasztott v-be mutatd gyokérél

helyett masik v-be mutatd gyokérélt valasztok.

4.3.3. Lemma. K(F) figguény metsz6 szupermoduldris.

Bizonyitds. Elészor is vizsgdljuk meg [,-t.

Be(X) + B,(Y) = Bo(X UY) + By(XNY) + g9(v).
vEB(X)NB(Y)—B(XUY)

Nézziik ezutén K(F)+ K(F)-t, ahol FNE # 0, tartozzon E-hez E' és X, F-hez

39



F" ésY. Feltehetd, hogy v € B(X)N(E' — E)-re g(v) =0, ésv € B(Y)N(F'— F)-re
g(v) =0. Mivel ENF # (), ezért X NY # (.

Vegyiik észre, hogy E'NF' D gy(X NY) —{rv: B(X NY),g(v) = 1}. Az uniéhoz
azonban F' U E’-t boviteni kell:
EUFU{rv:iveB(X)NB(Y)—-B(XUY)—-EUF gv)=1}2
Dgy(XUY)—{rv: B(XUY),g(v)=1}.

Jelolie EF" = {rv:v € B(X)NB(Y) - B(XUY) — E'UF', g(v) = 1}.

K(E)+ K(F) =
=2—04,(X) =04, (X) = By(X) = |E' = E|4+2—04,(Y) =04, (V) = B(Y) = |F' = F| <
<2—04, (XUY) =04, (XUY)=B,(XUY)+2—04, (XNY) =04, (XNY)—F,(XNY)—
- > gw)—|F'UF —EUF|—|E'NF —ENF|<
veB(X)NB(Y)—B(XUY)

<2—04,(XUY) =04, (XUY)-5,(XUY)—|E'UF UEF"— EUF|+
+2— 04, (XNY) =04, (XNY)=B,(XNY)—|E'NF'—ENF| < K(EUF)+ K(ENF)
[

A K(F) értékét a negativ egyelemii halmazokon médositsuk 0-ra, majd vegyiik
az igy kapott fiiggvény reszeltjét. Ekkor 0 — 1-en ugyanazt a szubmodularis poliédert
definialja, kihasznalva, hogy az egész halmazon a reszelt sem lehet nagyobb, mint 2,
hiszen feltettiik, hogy van megoldas, és a megoldas jo a reszelthez is. A monotonitas

is latszik, igy a reszelt a 0 — 1 értékii gyokérmegolddsokon matroidot definial. [

4.3.4. Tétel. Legyen D = (V, A) eqy iranyitott graf, amelyen van eqy w : A — Z
figgvény , és tegyiik fel, hogy van egy olyan 2(n — 1) €li gyokeresen 2-élosszefiiggd
H részgrdfja, amelyre |g(H)| = 2. Legyen

m =min{w(H) : H C A/|H| =2(n—1),9(H) = 2 és H gyok. 2-€lof.}. Ekkor a
gyokérélek S alaphalmazdt tekintve,

B={BCS,|B|=2,3 gyok. 2-élof. H|H| =2(n—1),9(H) =B, ésw(H)=m }

jeloléssel M = (S, B) matroidot ad.

Bizonyitds. Vegyiik azt az optimalis dudlis megoldast, melyre az y laminaris. A
laminaritds mélységére vonatkozo indukciét hasznalok. Vagyis tekintsiik a maximalis
pontos halmazokat, azt mar tudjuk, hogy az azokba belépo jé élparok bazist defini-

alnak.
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Minden pontos halmazra jeloljiink ki egy abba belépd élt, és fixéljuk le (ha
még nem volt A -ben belelépd él), és tegyiik bele A;-be. Huzzuk Gssze a pontos
halmazokat egy pontta, vegyiik ki a grafbol azokat az éleket, amik a lefixalt éllel
nem alkotnak bazist a pontos halmaznal, és irjunk az igy kapott tsszehtizott pontra
g(v) = l-et. FEzzel visszavezettem a feladatot az el6bb megvizsgalt kérdéskorre.
Nevezziink egy lefixdldst jénak, ha az olyan X halmazokra, amelyekbe nem lép
(X) feltétel, és a hozzd tartozé

K(S) értéke 2. fgy kapjuk, hogy a jé fixdlasokhoz tartozoé j6 gyokérélekparok bézist

gyokérél, nem sériil meg a 2—pa, (X)—04,(X) < B, .,
alkotnak. Tekintsiik az Osszes lehetséges jo fixalast, ez megadja az Gsszes lehetséges
megoldasat az eredeti feladatnak. Az kellene, hogy a kiilonb6z6 fixalasahoz tartozo
megoldasok egyiitt is bézist alkotnak. Vegyiink egy = = (x1,22) és vy = (y1,92)
megoldast, amelyek kiilon fixdlasokhoz tartoznak, és vegyiik egy-egy hozzajuk tar-
tozd Hy, Ho gréfot. Vélasszunk egy Y pontos halmazt, amelybe H; belépd élei e
és f, Hy belépé élei g és h. Ha van kozottiik egyforma, akkor azt valasszuk ahhoz
a pontos halmazhoz, tehét feltehet, hogy mind a négy él kiilonb6z6. Mivel (e, f)
és (g,h) is bazismegolddsa a pontos halmaznak, ezért vagy (e, g), (f, h) parok is,
vagy (e, h), (f,g) parok is, tegyiik fel az elébbit. Ekkor a pontos halmaz helyére két
1j pontot tegyiink be: vi-be lépjen e, h, vy-be pedig f, g, tovabbé legyen g(v;) =
= g(vy) = 1, a v-bdl kimend élek 1épjenek ki beldliik tetszélegesen, a tobbi belépd
élt pedig hagyjuk el. K(FE) definiciéjdban pedig csak azokat a halmazokat vegyiik,
amelyek nem vélasztjdk el vy, vo-t. (Vagyis a lemméban tekintsiik a p(X)-et
—oo-nek, ha X elvilasztja a két pontot. ) Az igy kapott K(F) ugyanigy matroidot
hatdroz meg, benne van x és y, tehat létezik hozzajuk csere: (z1,y;) megoldédshoz
tartozzon Hp, (x2,y2) megoldashoz tartozzon H). Ezek minden pontos halmazba
belépnek, valasszunk ki hozzajuk 1-1 ilyen élt a fixalasban. Kénnyen latszik, hogy
az igy meghatarozott fixalasokhoz hozzatartozik a H} és H) Osszehizottja, vagyis az

eredeti feladat megoldasai is matroidot alkotnak. O

4.3.5. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a bizonyitds hasonlé mdédon megy, ha a
pontosan | gyokéréli, és ezek kozott minimalis sulyu 2-€losszefiiggd grafok gyokérél-
halmazat szeretném jellemezni, vagyis az is bazist alkot. Ott kell modositani, hogyha
egy fixdldasra a K(S) > 1, akkor azt nem kell belevenni, ha pedig K(S) < I, akkor
fel kell emelni l-re, amivel a metszd szupermodularitds tovabbra is megmarad. Illetve
az elején a primdl-dudl feladatot l-re kell felirni, azonban akkor is igaz, hogy létezik

lamindris y.
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4.4. Két élidegen bifenyves

Tegyiik fel, hogy a grafban van gyokeresen 2-élosszefiiggo részgraf. Bovitsiik ki a
grafot egy 1j részgréffal, amely a kovetkezd alaki: ha |V —r| = n — 1, akkor alljon
v, ..., U4 pontokbdl, s-bol mutasson két él minden vi-be, és vi-bol mutasson két
él v, -be, és legyen minden 1j ¢l silya 0. Konnyen latszik, hogy ebben kibdvitett
grafban a 2n gyokéréld, minimélis sulyu 2-élosszefiiggd részgrafok megfelelnek az
eredetiben a minimélis stlyu kétélosszefiiggd grafoknak. Erre a bévitett grafra a[4.3.5
megjegyzés alapjan a megoldasok matroidot alkotnak.

Jelolje minden B 2n éli gyokérélhalmazra f(B) a minimalis silyd gyokeresen
2-élosszefiiggs graf sulyat, amelynek pontosan B a gyokérélhalmaza, illetve legyen
f(B) = o0, ha nincs ilyen graf.

A tétel alapjan ez azt jelenti, hogy a b&vitett grafban a 2n gyokérélbol
allé6 halmazok a — f(B) silyozéssal értékelt matroidot alkotnak. Ez azonban azt is
jelenti, hogy az eredeti graf gyokérélhalmazara teljesiil az aldbbi tulajdonsag: F, F
gyokérélhalmazokra minden e € E — F-hez vagy létezik olyan f € F' — E, amelyre
JE)+ [(F) > f(E—e+ )+ [(Fte—f) vagy [(E)+ [(F) 2 f(E—e)+ [(F +e).
Vagyis az f fiiggvény Mb-konvex fiiggvény.

4.4.1. Lemma. Legyen adott eqy D = (V, A) irdanyitott graf, és eqy w : A — Z,
élsuly. Jelolje D' = (V- Ur, A") azt a grdfot, amely D-bdl keletkezik egy uj r pont
hozzdaddsdval, és 2-2 parhuzamos 0 sulyd v él hozzdaaddsdaval Yv € V' esetén. Egy

z:V — {0,1,2} vektorra jelilje g(z) a kivetkezdt:
g(x) =min{w(H) : H gyik. 2-¢léf. D'-ben, Yv € V csiicsba x(v) gyikéréllel lép}

Ekkor g(z) M®-konvex fiigguény.

Bizonyitds. D'-ben a gyokéréleken vett f fiiggvény M-konvexitdsa megfelel D-ben
a g(r) fiiggvény M*-konvexitasédnak. ]

Legyen D = (V, A) irdnyitott graf w élsillyal, amelyben keressiik a minimadlis
Osszsilyu 2 élidegen bifenyvest. Jelolje Dy az S halmazra megszoritott graf 4j rg
ponttal és rgv élekkel valo kibovitettjét, jelolje D). a T' halmazra megszoritott graf
1j rr ponttal és rpv élekkel vald kibovitettjét.

Legyen g*s : {0,1,2}° — RU {+o0} fiiggvény a kovetkezd:

min{w(H): H forditottja gyok. 2-élof. graf Di-ben, Vv € S
g s(z) = cstcsba pontosan z(v) gyokéréllel 1ép}

+00 ha nem létezik ilyen H
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Hasonléan definidljuk gr : {0,1,2}7 — RU {+o0} fiiggvényt a kovetkezOképpen:

min{w(H): H gyok. 2-élof. graf Di-ben, Vo € T
gr(z) = cstcsba pontosan z(v) gyokéréllel 1ép}

+00 ha nem létezik ilyen H

Ekkor ¢*g, gr M®konvex fiiggvények a lemma alapjan. Az is egyszertien
latszik, hogy mindkét fiiggvény monoton csokkend.

Terjessziik ki g*g értelmezési tartomanyat Z°-re:

(@) min{g*s(2’) : 2’ <z} haze Z?¥
€Tr) =
+00 kiilonben

4.4.2. Lemma. gy fiigguény M®-konvex fiigguény.

Bizonyitds. A monotonitdsbél és g*g(x) M*-konvexitdsabdl kovetkezik. O

Innentdl kezdve a |4.2| részben leirt megoldas mikiidik £ = 2 esetén is:
Transzformaljuk at az A[S,T] élekre a gy fiiggvényt.
hs : ZASTI 5 RU {400} legyen a kivetkezd:

ho(a) = { (@) o€ (01T
’ +o0o  kiilonben

ahol 2/ € Z% az 2'(u) = 5
Ekkor hg a gg-nek egy folyamon keresztiili transzformaltja, méghozza annak,
amelyre N = SUA[S,T], E = {ua :u € S;a € A[S,T] N dTu}, a beléps halmaz S,

a kilép6é halmaz A[S, T, az alsé kapacitds azonosan 0, a felsé kapacitas azonosan 1,

sestu T(@) képlettel van definidlva.

és 7. = 0 minden e € F-re. fgy hg is M%konvex fiiggvény.
Legyen most A = {ag} U A[S, T] és a kellden nagy szam.

+00 kiilonben

- { hs(z) ha xy=a —z(A[S,T)])

Ekkor hg M-konvex fiiggvény.
Végiil legyen U a-méretii élhalmaz, jelolje W = U U A[S, T-t.

re(X) =

~ hs(|X NU|, xxnasry) ha |[X| =a
+00 kiilonben
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Ekkor htg a hg-nek azon folyamon keresztiili transzformaltja, melyre N = Auw,
E = {apu:u € U}U{aa, : a € A[S,T]}, a belépé halmaz A, a kiléps halmaz W, az
alsé kapacitas azonosan 0, a felsé kapacitas azonosan 1, és 7. = 0 minden e € E-re.
gy htg is M-konvex fiiggvény, és mivel 0 — 1-en van értelmezve, ezért wt = —h*
értékelt matroidot ad.

Hasonléan kaphaté w™. Igy ha az U-beli élekre 0 stlyt frunk, az A[S, T]-belickre
pedig —w(a)-t, akkor ezzel visszavezettiik a problémét az értékelt matroid metszet
problémara.

Tudjuk, hogy minimélis koltségli, gyokeresen k-élosszefiiggd graf talalhatd a
stulyozott matroid-metszet algoritmussal [2]. Ennek a segitségével az értékelt matro-
id-metszet algoritmushoz sziikséges kicserélési koltségek kiszamolhatdak.

Vegyiik észre, hogy a primél-dudl megoldést csak arra hasznaltuk, hogy belassuk,
alkalmazhaté az értékelt matroid-metszet algoritmus. Magaban az algoritmusban

mar nem hasznalunk linedris programozast.

4.5. Kérdések.

Nyitott feladat maradt az a kérdés, hogy vajon k élidegen bifenyves is megha-
tarozhaté-e az értékelt matroidmetszet algoritmussal. Latszik, hogy elég lenne itt
is a gyokérélhalmazokra belatni, hogy értékelt matroidot alkotnak, onnantél mar
hasonléan miikddne tetszoleges k-ra is.

Egy masik hasonlé jellegli kérdés, hogy mi a helyzet k-pontosszefiiggoség esetén,
pontosabban ha olyan részgrafot keresek, amelyben minden S-beli pontbdl vezet
k kezdéponttdl eltekintve pontidegen ut T-be, és minden T-beli pontba vezet k
végponttol eltekintve élidegen 1t S-bdl. Egyrészt megoldhaté-e szupermodularis
aramok segitségével, mésrészt vajon visszavezetheto-e az értékelt matroid-metszet

problémara.
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