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1. fejezet

Bevezetés

A dolgozat 6 témaja a kovetkez6 rekurzid. Legyen (a,)n>1 egészekbél allé sorozat.

Ekkor

1 n—1
dn = — Z dkan_k, ahol do =1.
" k=0

Ez az els6 ranézésre természetesnek nem mondhaté a definicid, mégis sokszor szolgaltat
eredményiil egész sorozatokat. Csikvari Péter tudomanyos didkkori munkajaban taldlhaté
néhany feltétel, biztositjak, hogy egész sorozatot kapunk eredményiil. A hattérben a

generatorfiiggvénnyek allnak (2.1. szakasz).

Ennek ellenére még érvényes a kérdés, hogy miért érdemes ezzel a rekurzidval foglalkozni.
Erre egy érvet szolgaltat a 2.3. szakasz. Mutatunk egy példat a rekurzié hasznélatéra,
megszamoljuk az adott csticsszamu, Osszefiiggd grafokat. KEzzel a téméaval tobbek
kozott Riddell, Harary és Cadogan foglalkozott részletesebben. A rekurzi6 is az 6

munkajukban szerepel eloszor, az altalanosan elfogadott neve Euler-transzformécio.

A dolgozat tovabbi részében sorozatok egy csoportjarél kombinatorikus eszkozokkel
mutatjuk meg, hogy az Euler-transzformaltjai egészekdl allnak. A kisérletezésben

jelent&s segitséget nyijtott [1], amely sorozatok online elérheté adabdzisa.

Részletesen foglalkozunk a Dyck-utakkal, az ennek kérnyékén felmertilé sorozatokrol
kombinatorikusan eszkozokkel belatjuk, hogy Euler-transzformaltjaik egészek. Tovabba
mutatunk egy (eddig még nem vizsgalt) dltalanositasat a Dyck-utaknak, amely sejtéstink

szerint a "természetes” dltaldnositdsnak nevezhetd (4.5. szakasz).

Szeretném megkoszonni témavezetom, Csikvari Péter segitségét, rugalmassagat és nem
utolsésorban érdekes témajavaslatat, amely jelentés mértékben hozzajarult a dolgozat

megsziiletéséhez. Koszonom tovabba Kutas Péternek a kézirat alapos atnézését.



2. fejezet

Egy rekurzié

2.1. Euler-transzformacio

Ebben a szakaszban megismerkediink egy rekurzidéval, amelynek tulajdonsigait és
alkalmazasait a dolgozatban vizsgalni fogjuk. Az irodalomban tébbféleképpen nevezik,

mi az Euler-transzformacié elnevezést fogjuk hasznalni a tovabbiakban.

2.1. Definicié (Euler-transzforméacié). Legyen aq, as, . .. egy egészekbél allé sorozat.

Legyen

1 n—1

dn = — Z dkan_k, ahol do =1.
" k=0

Ezt a (d;);>o sorozatot nevezziik az (a;);>1 sorozat Euler-transzformaltjanak. Jeloljik

ezt a kovetkezoképpen:

E[(a;)] = (dy).

Nem viladgos, hogy ez a transzformacié mikor ad egész értékii sorozatokat, ennek egy
feltételét fogalmazzuk meg Csikvari Péter tudomanyos didkkori dolgozata alapjan.
Ez, és ehhez hasonl6 eredmény sok méas helyen megtaldlhaté: [3], [11], [14]. Mi a [6]
felépitést fogjuk kovetni.

c sz

2.2. Definicié (Mobius-fiiggvény). Legyen pu(n) az aldbbi médon definidlt szamelméleti
figgvény:



0 ha n nem négyzetmentes
pu(n) = 1  ha n=1

(—=1)* ha n k darab kiilénb6z6 prim szorzata

2.3. Tétel. Legyen ay,as, ... eqy egészekbdl dll sorozat. Legyen (d;) az (a;) sorozat
Euler-transzformaltja, azaz (d;) = E[(a;)]. A (d;) sorozat tagjai akkor és csak akkor

egészek, ha minden n-re teljesiil, hogy n|x,, ahol x, = g, 11(5)aq

Bizonyitds. Hasznaljuk a tétel jeloléseit. Megjegyezziik, hogyha (z;) a tételben definiélt
sorozat, akkor a, = 34, a4 (ezt nem bizonyitjuk, a bizonyitas kozismert). A bizonyitas
soran generatorfiiggvényeket fogunk haszndlni. Legyenek: A(z) = >, a;27!, és

D(z) = 322, d;2". Tekintsiik tovabba a kovetkezdt:

H 1—z e
=1

Mivel

(1— ) o Z<l+k—1>zik7

k=0

ezért 2" egyiitthatdja D(z)-ben:

— ritky =1\ (2 +k—1 k-1
dy, = > ( " )( " )( E . (2.1)

k1+2ko+...+nk,=n

Elészor azt mutatjuk meg, hogy (d,) sorozat tagjai, akkor és csak akkor egészek, ha

n |z, minden n-re.

Teljes indukci6t haszndlunk. d,, = x1, tehét d,, pontosan akkor egész, ha 1 |z;. Tegyiik
fel most, hogy di, da, . .. d,_1 egészek, és minden 1 < i < mn —1 esetén i|x;. Két esetet
killonboztethetiink meg. Ha k, = 0, akkor a (2.1)-beli Osszeg tagjai az indukcids
feltétel miatt egészek. Ha k, > 0, akkor k, = 1, és ky = ... = k,_1 = 0, ennek a
feltételnek egyetlen tag felel meg, ez pedig az £=. Tehdt az Osszeg (azaz d,,) pontosan

akkor egész, ha n | x,. Ezzel az allitas belattuk.

Most mar csak azt kell belatnunk, hogy D(z) = D(z). Fejezziik ki most az D(z)

generatorfiiggvény egyiitthatéit az (a;) sorozat tagjaival

o

_ - 1
D(2) = M) — oxp (Z Loy <1 )) 7
n — 2"

n=1




folytassuk az atalakitdsokat

Son(n) 55T -5 (dna) - £

n
-z n=1 j=1 J n=1 n

Tehat

D(z) =exp (i ?z”) = ef A)z (2.2)

n=1

A(Z)D(Z) = a1d0+(a1d1+a2d0)z+(a1d2+a2d1 +a3d0)22—|—. o= d1+2d22+3d322+. .
azaz A(z)D(z) = D(z)'. Megoldva a differencidlegyenletet

D(z) = e ARz

Tudjuk tovabbd, hogy D(0) = D(0), ezért D(z) = D(z). Ezzel a 2.3 tétel bizonyitasit
befejeztiik. m

A bizonyitzisbél tobb is kij('jn mint a tétel allitasa, ezt is kimondjuk. Ehhez sziikségiink

« s ez

2.4. Definicié (Ciklusszamlalé polinom). Egy I' permutéciés csoport ciklusszamlélo

polinomjanak nevezziik a

Z ky(m) k() K (m)

pl—‘(xlaxQ;"'7 n n
el

IFI

polinomot, ahol n azon elemek szdma melyeken I' hat, és k;(7) a m permutéci6 ¢ hosszi

ciklusainak a szama.

2.5. Kovetkezmény. Adott (a,),>1 egész szdmok egy sorozata, illetve egy (dn)n>o0

sorozat, ekkor (d,) = E [(a,)], pontosan akkor teljesiil, ha dy =1, és n > 1-re

dn :pSn(ahaQa s )a’n>7

ahol S, n elem szimmetrikus csoportja.

Bizonyitds. Hasznaljuk a (2.2) azonossagot




tehat

Z ay'as® ... afr Z ki k k

d, = - ajtas? . ..a".

! k1-+2ko+4...nkn=n (F1D)(2%2ko!) . (nfnky!) 7r€S !

Ezzel az allitast belattuk. ]

2.2. Példa a tétel alkalmazasara

Mutatunk egy lehetséges szamelméleti alkalmazasat a 2.3 tételnek.

2.6. Tétel. Minden n pozitiv egész szamra teljestil, hogy

|2 (3) ()

Bizonyitds. A 2.3 tételt szeretnénk alkalmazni. Ehhez definialjuk a kévetkez6 sorozatokat:

n+1
csak az elsé tagtol lesz erre sziikségiink, ezért indexeljik at, legyen d,, = ¢,,11. Ehhez

ap, = (2:) bs ¢, = = ( ) A ¢, sorozat tagjait Catalan-szamoknak hivjuk, nekiink

szitkségiink lesz a két sorozat generatorfiiggvényére:

> () -2 ()t -

ezért

1 1
A) = = [——— 1],
(z) z <\/1 —4dx >
Az D(x) fiiggvény kiszamitasahoz sziikséglink van a kovetkezo, jol ismert azonossagra:
dpy1 = 2d, + S0 didy 1. Igy felirhatjuk, hogy

D(z)(zD(z Z <den 1- ) " = Z dpi1—2dy, ) l(D(a:)—2:(;—1)—2(19(;5)—1).

n=1 Z

Megoldva a masodfoku egyenletet megkapjuk, hogy

1—-22x—+/1—4x

D(z) = 212

A 2.3 tétel bizonyitasa szerint most mar elég ellenorizniink, hogy



1 1 1—2x—+1—4x
exp /— — —1|dz | = .
x \\1—4zx 212

Egyszertien ellenorizheto, hogy ez teljestl. Ezzel a tétel bizonyitasat befejeztiik. [

2.7. Megjegyzés. A bizonyitas soran hasznaltuk azt a tényt, hogy a Catalan-szamok
egészek. Fz természetesen igaz, hiszen a Catalan-szamokat kombinatorikusan definialjuk.

Masrészt ez a 3.5 tétel kovetkezménye is.

2.3. Rekurzié az Osszefiiggd grafok leszamlalasara

Ha ismerjiik az adott csicsszamu grafok szamat, akkor megmutatjuk, hogy az adott
csucsszamu, Osszefliggd grafok szamat megkaphatjuk a 2.3 tételbeli rekurzié segitségével.

Ehhez sziikségiink van néhany tovabbi eszkozre.

Ezt az eredmény eldszor Riddell fedezte fel, részletesebben foglalkozik a témaval

Cadogan cikke [3], mi Harary [11] gondolatmenetét kovetjiik.

El6szor kimondjuk a Burnside-lemmat. Ez az allitas kozismert, ezért nem bizonyitjuk
(lasd pl. [14] 3.24. feladat).

2.8. Lemma (Burnside). Legyen T az {1,2,...,n} halmaz egy permutdciécsoportja.

Ekkor a pdlydk szama megegyezik a I'-beli permutdciok fixpontjainak dtlagos szamdval.

Most mar megfogalmazhatjuk a kovetkez6 tételt (lasd [14] 3.29.).

2.9. Tétel (Pélya-Redfield médszer). Legyen G egy véges halmaz, amin eqy I’ permutdcidesoport
hat. Adott tovdabbd eqy H halmaz, és azon eqy w nemmnegativ, egészértéki sulyfiggvény.

Legyen h,, a H-beli n sulyi elemek szama. Legyen

h(z) = i hpx".

=0
Nevezziink két fi, fo + G — H leképezést lényegesen kiilonbozének, ha nincs olyan
m e ', amire mfy = fo. Jelolje a, az olyan lényegesen kilonboézé f : G — H

leképezések szdmat, amelyekre
> w(f(@) = n. 2.3)
Ekkor teljesiil, hogy

ianx” =pr (h(:r:), h(z?),..., h(x|G|)) : (2.4)



Bizonyitds. El6szor szamoljuk meg a (2.3) feltételt kielégito leképezéseket, amelyeket
egy rogzitett v € I' permutdci6 helyben hagy. Legyen ezek szdma b, (7). Legyenek ~y
ciklusai rendre C, Cy, ..., Cy. Ekkor

i by ()" = 1:[ h(x!C). (2.5)

Hiszen ekkor az x™ egytutthatdja a jobboldalon:

Z hjl...hjk:n.

 J1,02505Jk>0
J1[C1|+... 47k |Cr|=n

Ez a kifejezés pedig megegyezik azoknak a leképezéseknek a szaméval, amelyek a
C1,...Cy ciklusokon konstansok, és teljestl rajuk a (2.3) feltétel. A (2.5) feltételt

nyilvan kévetkezo alakban is irhatjuk:

|G|

> bu(y)z" =[] h(z")RO
n=0 =1

Alkalmazzuk a Burnside-lemmat (2.8 lemma) az f : G — H leképezésekre, és a T
permutéciécsoportra. Ekkor a palydk a lényegesen kiilonb6z6 permutéciok lesznek,
mig egy v permutacié fixpontjai, azok a leképezések, amiket v helyben hagy, ezek
szama by (7). Igy

o = [y 2 0

yerl
Ekkor
oo |G|
> aza” Z Z Z [T ("R = pr (h(a:), h(z?),. .. ,h(x'G‘)) :
n=0 |F| vy€Il' n=0 |F| vel'l=1
Ezzel a tétel allitasat belattuk. O

Legyen g, az n pontu grafok szdma. Legyen a (g,) sorozat generatorfiiggvénye

o
= Z gnx".
n=1

Hasonldan



o
n
o(z) =) ez,
n=1
ahol ¢, az n pontu, Osszefiiggd grafok szama.

2.10. Tétel. A g(z) és c(x) generdtorfigguények teljesitik a kivetkezdt:

1+ g(z) = exp (g; C(ik)> .

Bizonyitds. A 2.9 tételt szeretnénk alkalmazni.

Legyen G = {1,2,...,n}, ésI' = S,,. Legyenek H elemei az 6sszefiiggd grafok. Ekkor
h, = c¢,. Legyen az w sulyfiiggvény az, ami egy grafhoz a csicsai szamat rendeli

hozza.

Legyen a; olyan lényegesen kiilonboz6 f : G — H leképezések szama, amire

> w(f(@) =t

zeG

Ekkor a; az n komponensbdl allé ¢ csticsszamu grafok szama.

A Pélya-Redfield médszer szerint

Ap(x) = i}ata:t = ps, (c(x), c(z?), ... ,c(x")) : (2.6)

Osszegezziik a (2.6) egyenletet minden n-re (Ag(x) = 1).

> Ao = 3 ps, (o) e cla”)

Ekkor alkalmazva a 2.5 kovetkezménybeli azonossdgot az egyenlet jobb oldalara azt

kapjuk, hogy

00 0 _ 00 ) . 0 _ o) C(Ik) .
;)An(x)y ;pgn (c(x),c(x )y, o ))y exp kz_: =)

y = 1 helyettesitéssel mar meg is kapjuk a tétel allitasat, csak annyit kell meggondolnunk,

hogy
D An(x) =14 gua".
n=0 n=0

10



Ez viszont igaz, hiszen A,(z)-ben az x' egylitthatdja a t csticsi n Osszefiigglségi

komponensbol allo grafok szama. Mivel n végigfut az Osszes pozitiv egész szamon,

ezért minden t megkapjuk a ¢ cstucsi grafok szamat. O]
Legyen R(z) = Lrax” =300 S92, Ekkor
d
Ty, = Z —Cq azaz nr, = Z dey.
din n dn

Alkalmazzuk a Mobius-féle megforditasi formulat, igy

Zp( >drd azaz ¢y, Zu( )rd. (2.7)

dn
Most mar készen van a rekurzio, csak ossze kell foglalni a kapott eredményeket.

Tehét a 2.10 &llitasa és az R(x) generatorfiiggvény definicigja egytitt azt jelenti, hogy
az (r,,) sorozat Euler-transzformaltja az (1, g1, ga, . . .) sorozat (itt g, az n cstcsu grafok
szama). A rekurzié megfordithaté, ezért a (g,,) sorozat ismeretében meghatarozhatjuk
az (r,) sorozatot. A (2.7) azonossdg pedig azt mutatja, hogy az (r,) tagjaibdl

szamolhat6 a (¢,) sorozat.

gy tényleg létezik egy egyszerli rekurzié az Gsszefiiggd grafok szdméra. A fenti
okoskodas, akkor is elvégezhetd, ha a grafra tesziink valamilyen megkotést (példaul

péros grafokat szamolunk le), errél részletesebben a [3] cikk szdl.

11



3. fejezet

Dyck-utak

3.1. Fogalmak

3.1. Definicié. Legyen A, a 2n hosszt, n darab F' és n darab L betiit tartalmazé
szavak halmaza. Ekkor |A,| = (2”)

n

3.2. Definicié (Dyck-szavak). Egy v € A, szét Dyck-szonak hivunk, ha v minden
kezdészeletében az F' betlik szama legalabb annyi, mint az L betiiké. Jeloljik a

Dyck-szavak halmazat V,-nel.

A Dyck-szavakat dbrazolhatjuk az aldbbi médon is.

3.3. Definicié (Dyck-ut). A (0,0) pontbdl induld, és a (2n,0) pontba érkezé v,
utat Dyck-tutnak hivjuk, ha csak felfelé (1,1) vagy lefelé (1,—1) lépiink,és az utnak
nincs pontja az alsé félsikban. Legyenek v, csicsai rendre Vg, Vi, ... Vs, ahol V;
jeloli a (k + 1). 1épés kezd6pontjat. Egy cstiics magassdganak a cstics y koordinatdjat

nevezzik.

3.4. Megjegyzés. Hasonléan abrazolhatjuk az A,-beli szavakat is.

3.2. Chung-Feller tétel
)

n+1"
széleskorben ismert, és alkalmazott, bévebben lasd [16], [13], [8]. A mi bizonyitdasunk

az [5] otletét koveti.

Ennél tobbet is beldtunk a kovetkezo tételben. Ez a tétel

Ismert, hogy |V,| =

12



3.5. Tétel (Chung-Feller). Jeldlje A, i az olyan 2n hosszi utakat, amelyekben pontosan
k darab lefelé lépést tesziink a felsd félsikban. FEkkor tetszéleges k-ra (0 < k < n)
teljestil, hogy

1 2n
Al = )
| ﬁl n+1<n)

)

n+1 "

Specidlisan |V,,| = |Ann| =

Bizonyitds. Valasszunk tetszolegesen egy a € A, utat. Tegyiik fel, hogy az Ut soran
k-szor 1éptlink lefelé a fels§ félsikban (kK > 0). Mutatunk egy olyan transzforméciot,

amely eggyel csokkenti a felso félsikban torténd lefelé 1épések szamat.

Nézziik (balrél) az elsé olyan lefelé 1épést, amely érinti az = tengelyt (ilyen van, hiszen
feltettiik, hogy k > 0). Legyen ennek a kezd6pontja Ay, mig a végpontja Asiq. Jelolje
a' az Agy és A, kozti utat, mig a” az A,y és As, kozottit. Legyen b egy olyan A,,-beli
ut, amely a”-vel kezdédik, majd egy lefelé 1épéssel folytatddik és aztan a’-vel fejezédik

be (3.1 abra).

3.1. abra.

Ez a transzformacié nem véltoztatja a fels6 félsikbeli lefelé 1épések szamét a’-ben és
a”-ben, viszont A;As,1-et az alsé félsikba viszi. Tehat a b at soran (k — 1)-szer lépiink
lefelé a felso félsikban. Konnyen lathato, hogy ez a transzformacié megfordithato.
Hiszen a b at végétol visszafelé indulva A A, lesz az elsé olyan lefelé 1épés, ami az
x tengelyrol indul. Ez kettébontja b-t, a fenti médon megceserélve a két részt, éppen
a-t kapjuk. Két utat ekvivalensnek mondunk, ha ilyen transzformaciokkal egymasba
vihetoek. Ez egy ekvivalencia-relacio, ezért az utak ekvivalencia-osztdlyok unidjara

bomlanak, ahol minden osztdly n + 1 elemii. Innen a tétel allitasa adodik.

13



3.3. Dyck-utak rekurzidja

A kovetkezokben kombinatorikus bizonyitast adunk arra, hogy a ((2:» sorozat Euler-
transzformaltja a Catalan-szamok sorozata. Ez a két sorozat, mint az az el6z6 szakaszban
lattuk, kiilonbozo sétak leszamlalasaval is megadhatd. Ezt prezizen az aldabbi két
képlet adja meg:

an, = |Anl és dp = |Vii1l

A két sorozat els6 néhany tagja:

a; as as a4 Gz Qg az as ag

2 6 20 70 252 924 3432 12870 48620
12 5 14 42 132 429 1430 4862 16796
dy di dy ds dy ds dg d; ds dg

Most mar kimondhatjuk a fenti allitast megfogalmazd tételt.

3.6. Tétel. Legyen (an)n>1 €s (dn)n>0 a két elébb definidlt sorozat. Ekkor E|(a,)] =

(dy), azaz minden n > 0 esetén teljesil, hogy

1 n—1

d, = — Ay
"kz:;) kQn—k

Bizonyitds. Hasznaljuk a 3.3 definicié elnevezéseit. A bizonyitas soran az alabbi két

dologra lesz sziikségiink:

A) Az Iy = (v, Vin) part pontozott Dyck-itnak hivjuk, ha v, € V, egy 2n hosszi
Dyck-ut, és V,, egy olyan felfelé 1épés kezdopontja, ahol m > 0. Legyen L, a 2n
hosszt pontozott Dyck-utak halmaza (nyilvan |, 1| = nd,).

Egy lym € L, Gt drnyékdnak egy olyan (maximdlis) vs € Vs utat nevezink, amely a
V., cstcesbdl indul és 2s hosszi. Az arnyék maximalitdsa miatt a v, utolsé U cstcsa
utan vagy lefelé 1épés kovetkezik, vagy U = V5,,. Mivel V,, minden esetben egy felfelé
lépés kezdbpontja, ezért az darnyék soha nem lehet iires, tovabba nem lehet az egész
ut sem az arnyék, mert V,, nem lehet egyenl6 V{-lal.

Jelolje s(lym) lnm arnyékat (azaz s(l,.,) = vs), legyen tovabba h(l,.,) a V,, csics

magassaga.

A 3.2 dbran egy lg» pontozott Dyck-ut lathaté (bekeretezve lathaté az arnycék).
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3.2. abra. Pontozott Dyck-tut arnyéka

B) Egy pur = (vg,an—g) part Dyck-parnak nevezzik, ha 1 < k < n, v € Vg, és
Un_t € An_p. Az tparok szama nyilvan S7°1 Vil - |An_k| = S-F dian_1—1. Egy
ilyen part a két ut egymés utdn rajzolasaval abrazolhatunk, tehat a (0,0) pontbél

indul és a (2n,0) pontba érkezik. Jelolje P,, a 2n hosszi Dyck-parok halmazat.

3.7. Allitas. Minden 0 < n-re
1 n—1
|£n+1| = |7Dn+1| — d, =— Z Ay
" k=0
Bizonyitds. A 3.7 allitas trivialis. H

Az |Ly 1] = |Pay1| igazoldsdhoz (2n + 2)-nél révidebb Dyck-utak segitségével fogunk
pontozott Dyck-utakat eléallitani.

Un4+1—m

3.3. abra. Pontozott Dyck-1ut eloallitasa
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Valasszunk egy tetszoleges V,,-beli v,, utat, ahol 1 < m < n+1. Jeloljink ki ezen egy
olyan V; cstcsot, ami vagy egy lefelé 1épés kezdOpontja, vagy pedig V; = Va,,. AV
csucsot (m + 1) féleképpen vélaszthatjuk meg. Legyen v, 1 € Vii1-m tetszdleges
Dyck-t.

A fenti (vp,, t, Uny1-m) hdrmashoz rendeljink hozza egy L, 1-beli utat a kovetkez&képpen
(3.3 dbra). Rajzoljuk meg el6szor a v, ut V; cstcsig tarté részét, aztan rajzoljuk meg
Vi-bol kiindulva a v,11_,, utat, végezetiil fejezziik be a v, 0t, V; utani részével. fgy
kapjuk az l,,41; € L1 utat. Mivel V; eredetileg egy lefelé 1épés kezdGpontja volt,
ezért $(ln114) = Uni1-m. Jelolje ezt a leképezést f.

f injektiv. Tegyiik fel, hogy f(vm,t, Uns1-m) = f(tms, V', Uns1-m). A képek pontozott
Dyck-utak, igy meg kell egyezniiik a kitiintetett csicsaiknak, ezért t = t'. Az arnyékuk

is meg kell egyeznitik, ezért v, 1_m = Upi1_pm. Innen m = m'. Az arnyékon kiviili

részek is azonosak, ezért v, = u,,. Ezzel belattuk, hogy f injektiv.

f sziirjektiv. Legyen [, 11 tetszéleges L, 1-beli ut. Legyen vy = s(l,41,4) (1 <5<
n+1). Az drnyék torlésével kapott it egy V,1_,-beli 1t lesz (jelolje ezt v,1_,). Igy

az (Unt1-s,t, vs) hdrmas képe pont, az l,,41 Ut lesz. Tehat f sziirjektiv.

Ezzel azt kaptuk, hogy f bijekci6 a pontozott Dyck-utak és a fentebb definialt harmasok

kozott. Igy teljesiil a kovetkezd azonossig:

[Losal =Y WVl - (m+1) - Va1l (3.1)
m=1

Alkalmazzuk most a Chung-Feller tételt (3.5 tétel).

n

n Am n
S WVl - 41 - Voriowl = 3 2221y W] = 3 1Al Vil

m=1 m=1 m+ 1 m=1
(3.2)

Ezzel be is fejeztiik a 3.6 tétel bizonyitdsat, hiszen a (3.1) a (3.2) azonossagok Osszevetésével

kapjuk, hogy

Loal = 3 [Aul - Warionl = el - [Auiaoil = [Pugal.

m=1 k=1
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4. fejezet

Altalanositott Dyck-utak

4.1. Chung-Feller tétel

Az el6z6 fejezetben vizsgalt sorozatnak ismert szamos altaldanositasa, mi most a kovetkezdvel

fogunk foglalkozni.

4.1. Definicié. Adott egy r rogzitett pozitiv, egész szam. Egy utat r-ttnak hivunk,
ha az 1t a (0,0) pontbdl indul, és az ((r+1)n,0) pontba érkezik. Az ut sordn az (1,7),
illetve az (1,—1) 1épések megengedettek. Jeloljitk az (r 4+ 1)n hosszi utak halmazét
A -rel. Specidlisan A = A,. Legyen a{") = |A")],

4.2. Definicié. Jelolje V") az olyan (r+1)n hosszti r-utak halmazét, amelyek minden

1épése a felss félsikban halad. Specidlisan V(Y = V,. Legyen d{") = |[V{")].

4.3. Megjegyzés. Ha nem zavarja a megértést az ilyen utakat is Dyck-titnak hivjuk.

4.4. Megjegyzés. Ha az ut sordn az (1, —r), illetve az (1,1) 1épések megengedettek,
akkor a definici6 az el6zovel analdég modon miikodik, a tovabbiakban el6fordul, hogy

kiilon hivatkozas nélkiil ezekrdl az utakrol fogunk beszélni.

(r+1)n
Ismert, hogy |[V{"| = % Ennél tobbet is belatunk a kévetkezd tételben, a

felépités koveti [10]-t (7.5. szakasz).

4.5. Tétel (Chung-Feller I1.). Jeldlje ,4,(% az olyan (r—+1)n hosszi utakat, amelyekben
k darab lefelé lépést tesziink a felsd félsikban. Ekkor tetszdleges k-ra (0 < k < rn)
teljestil, hogy

m+ 1 Corn+1 n

1 1 1
A = Al = S (0,
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n,Tn rn+1 n

4.6. Kovetkezmény. Specidlisan V)| = |A") | = #((T“)”).
A bizonyités a 3.5 tétel bizonyitasdhoz teljesen hasonléan is miikodik (lasd [12]).

Bizonyitas. Mi adunk a 4.6 kovetkezményre egy ettdl kiilonbozo bizonyitast. Ez

hasznalja a kovetkez6 onmagaban is érdekes lemmat (ldsd még [7]).

4.7. Lemma (Raney). Adott az (xy1, xo, ... x,) egészeknek egy olyan sorozata amelyre

teljesil, hogy .1y x; = 1. Ekkor a

(X1, T2, ... ), (To, T3 ... Ty, T1)y ooy (Tpy @1+ 1)

sorozatok kozil pontosan eqy olyan van, amelynek az 6sszes részletdsszege pozitiv.

Részletosszegnek nevezziik az elso tagtol a j-ik tagig tarté osszegeket, ahol 1 < j < n.

A 4.7 lemma bizonyitasa. Nézziik a kovetkezd, végtelen sorozatot
(T1,To, ... Ty, T1, T, ... T, T1,Ta,...). Feleltessiink meg a sorozat egy x; tagjanak egy

(1,z;) 1épést, ekkor az alabbi médon abrézolhatjuk a sorozatot:

L

4.1. 4bra.

Az egy, n hosszu ciklus alatti atlagos emelkedés 1, azaz ha a grafikon egy pontja (z,y),
akkor a grafikon dthalad a (x 4+ n,y + 1) ponton is. Egy % meredekségii egyenesnek
egy n hosszu, nyilt ciklus alatt legfeljebb egy olyan pontja lehet, melynek koordinatai
egészek. Barmelyik pontbdl inditva egy ilyen egyenest, akkor lesz az Osszes onnan
indulé részletosszeg pontosan akkor pozitiv, ha a grafikon végig az egyenes felett
halad. Alulrél kozelitve egy ilyen egyenest a grafikonhoz, csak az elsé érintési pont

felel meg a feltételnek. Ezzel a lemma allitasat belattuk. O]
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Hogyan hasznalhatjuk a lemmat a 4.5 tétel bizonyitasahoz?

Ha a felfelé 1épéseknek megfeleltetiink —r-et, mig a lefelé 1épéseknek +1-et. Vegytink
egy olyan sorozatot, ami n darab —r szamot és rn darab +1-est tartalmaz. Ekkor
az a kérdés, hogy hény olyan sorozat van, ahol az 0sszes részletosszeg nem-pozitiv.
Ez nyilvan ekvivalens az olyan sorozatokkal, ahol az 0sszes részletosszeg nem-negativ
(legyen ezek szama S). Vegyilkk most az olyan sorozatokat, amelyek n darab —r-et
és rn + 1 darab +1-est tartalmaz. Ezek koziil azoknak a szama, amelyek minden

részletOsszege pozitiv, megegyezik S-sel. Ekkor a 4.7 lemma szerint ezek szama

(r+ 11)n +1 ((T ' Qn : 1) - rn1+ 1 <(T J;l)n)

Ezzel a 4.6 kovetkezményt belattuk. O]

4.2. Altalanositott Dyck-utak és fak

Mutatunk egy masik érdekes kombinatorikus értelmezését a (Tlﬂ (”tﬁ")) sorozatnak,

a bizonyitds megtaldlhaté itt: [2].

4.8. Definicié. Nevezziink egy gyokeres, rendezett fat r-ed rendi fanak akkor, ha
minden belsé (nem levél) csticsdanak pontosan (r + 1) gyereke van. Jelolje a pontosan

n bels csticsot tartalmazé fak halmazat F().

4.9. Allitas. Minden n-re és r-re létezik bijekcid F) és V) kozott.

Bizonyitds. Legyen F egy tetszoleges r-rendl fa. Az F fa csicsain futassunk egy
mélységi keresést (minden cstcsnél a legbaloldalibb, be nem jart élen megytink tovabb).
[rjuk fel a cstcsokat olyan sorrendben ("postordering”), ahogy a mélységi keresés
elhagyja Oket. Az elsd cstics kivételével minden levélnek feleltessiink meg egy (1,1)
1épést, mig minden bels6 cstcsnak egy (1, —r) 1épést. Azt szeretnénk beldtni, hogy
ezek a lépések egy r-ed rendii Dyck-utat alkotnak. Ehhez elég ellenorizni, hogy minden

elhagyott bels6 cstcs esetén, az addig tartd ut az x tengely felett van.

Egy bels6 cstics elhagydsakor a mar bejart csticsok r-ed rendli fakat feszitenek (ez
akar lehet egyetlen levél is). A 4.2 &dbran az A-val jelolt csics elhagyasakor a mar

elhagyott csticsok altal feszitett fakat kék szinnel jeloltiik.
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4.2. abra. Egy masodrendii fa

Elég tehat ellenérizniink, hogy r-ed rendii fak uniéjaban a levelek szama mindig
nagyobb, mint a bels6é pontok szdmanak r-szerese (az elsé levélnek nem feleltettiink
meg felfelé 1épést, ezért kell a szigort egyenlStlenség). Legyen egy faban a belsé
csucsok szama b, mig a leveleké [. Ekkor kétféleképpen megszamolva az éleket,

kaphatjuk, hogy

(r+2)b—1)+(r+1)+1

=0l+b—1.
5 +

Innen egyszerii szamolassal adédik, hogy [ = rb + 1. Osszegezve minden a k darab
fara, azt kapjuk, hogy 3%  I; = (X% b)) + k. Ez pontosan az, amit szerettiink
volna. Ezzel megadtunk egy f leképezést, ami egy r-ed rendii fahoz r-ed rendi Dyck-
utat rendel (a 4.3 dbrén lathatjuk F fa f szerinti képét). Szeretnénk belatni, hogy f

injektiv. Ehhez hasznaljuk a kovetkez6 lemmat.

4.3. abra. f szerinti kép
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4.10. Lemma. Ismerjik eqy F rendezett fa csiucsainak vy, ve, . . ., v, elhagydsi (postordering)
sorrendjét. Adott tovdbbd az fi1, fa, ..., fn fokszdm sorozat, ahol f; a v; csics fokszdma.

Ekkor F egyértelmien meghatdrozhato.

A 4.10 lemma bizonyitisa. Megadunk egy algoritmust, ami az elhagyasi sorrendben
visszafelé haladva, 1épésenként felépiti F-et. Tudjuk, hogy F' gyokere v,. Ismerjiik
fn-t is, tehat tudjuk a v, gyerekei szamat. Rajzoljuk meg v,, gyerekeit. Az algoritmus
sordn a mar felépitett (rész)grafban nevezziik szabad csticsnak azt a csicsot, amely a
mélységi bejaras sordn a beazonositatlan csiicsok koziil utoljara hagyunk el (ez most
v, legjobboldali gyereke). Legyen ez v,_;. Folytatva az algoritmus a soron kovetkezd
-t mindig az aktudlis szabad cstccsal kell azonositanunk, majd ezutan egészitsiik ki
a grafot a szabad cstcs gyerekeivel. Ezzel az algoritmussal egyértelmiien felépitjiik a

grafot. Ezzel a 4.10 lemma bizonyitasat befejeztiik. O

Az f leképezés szerint egy fa képe egy Dyck-tit. Mivel egy Dyck-ut megad egy
elhagydsi sorrendet, és meghatarozza a fokszamokat is (hiszen egy felfelé 1épés levélnek,

mig egy lefelé 1épés bels6 pontnak felel meg), ezért f a 4.10 lemma miatt injektiv.

A bijekcidhoz be kell latnunk, hogy sziirjektiv is, ehhez elég megmutatnuk, hogy a 4.10
lemmaban leirt algoritmus tetszoleges Dyck-ut esetén végigfut, és felépit egy fat. Ezt

egyszertien végiggondolhatjuk. Ezzel a 4.9 allitas bizonyitasat befejeztiik. n

4.3. Generatorfiiggvények

Egy érdekes feladat az altalanositott Dyck-utak generdtorfiiggvényének a meghatarozasa
(lasd [12], [4]). Ehhez sziikségiink van a kovetkezdkre.

Jelolje [z™]f(x) az f(x) fiiggvény hatvanysordban a 2™ egytitthatdjat.

4.11. Definicié. Jelolje C[[z]] a formalis hatvanysorok gytirtijét, azaz

Ollz]] = {fj a2 |a; € c} .

n=0

Jelolje C'((x)) a formalis Laurent-sorok gytiriijét, azaz

C((x)) = { > ana"|N € Z,a; € (C} :

n>N
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4.12. Lemma. Ha tetszbleges f(z) € xC|[z]] hatvdnysorra [21]f(x) # 0, akkor

1 ha i1=-1

[x11f<x>ff’<x>={ ) i

Bizonyitds. Ha i # —1, akkor f(x)'f'(z) = 14%1 (f(z)*1). Viszont egy Laurent-sor

derivaltjdban az ! egyiitthatéja mindig 0. Ezzel ezt az esetet beldttuk.

Legyen most i = —1. Legyen f(z) = >o°, a,z™. Ekkor

f(@)  ap+ 202+ 3azx* + ... ay + 2092 4 Bazx? + ... 1 B
f(z) a1z +ax®+aza®+ ... arx 1+ (@x—l—?ﬂaﬁqt...)
al al
1  2a 3a 2a 3a
= <+2+3a:+...> (1—x(2+3I+...) +) (4.1)
T a a ay 451
Ezzel az allitast belattuk. O

A kovetkezo tételhez a [15] jegyzet gondolatmenetét hasznéljuk.

4.13. Tétel (Lagrange inverz). Legyen f(z),g(z) € zC|[[z]], és v = f(g(x)). Ekkor

SN PR

Bizonyitds. Legyen g(z) = Y2, gix'. Mivel g7l (z) = f(x), igy v = g(f(z)) =
S, gif (x). Derivdlva mindkét oldalt kapjuk, hogy

[e.9]

L= igif(x)"' f().

i=1

Osszuk el mindkét oldalt f(z)"-nel, ekkor

1 - : i—n—1 /
) = ;zgif(x) f(z)".

Alakitsuk at a jobboldali 6sszeget

1 n _ T / oo
n::ij+1—@%H%f@)@ﬂwY+n%/K)<+§j%+n+UmWHfuﬁf@Y
f(x) k=2 f(z) =
(4.2)
A (4.2) azonossag jobboldalara alkalmazhatjuk a 4.12 lemmat, igy meghatdrozhatjuk
[27 w2 értékét, ami ng,. Ezzel a tétel allitasit belattuk.

flz)m
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4.14. Kovetkezmény. Ha F(z) € C[[z]], G(z) € xC|[z]], és teljesiil, hogy G(z) =
zF(G(x)), ekkor

> /1
Glz) =Y ([tnl]F(t)n) o
n=1 n
Bizonyitds. Az f(x) = x/F(z), illetve a g(z) = G(z) helyettesités utan alkalmazhatjuk
a 4.13 tételt, igy kapjuk, hogy
n 1 n— n
[2"]G(x) = —[a" ] F ()",

n

Ezt mar csak 0sszegezniink kell 2" szerint. O]

Most térjunk at az altalanositott Dyck-utak vizsgalatara.

4.15. Definicié. Legyen egy v egy olyan 1ut, amely sordn felfelé (1, 1), illetve lefelé

(1, —r) léphetiink. A (0,0) pontbdl indulunk és a (n+1, h) pontba érkeziink, mikozben

rh _

egyszer sem érintjiik az x tengelyt. Legyen az ilyen utak halmaza V,(LT})L Legyen v

]VT(LT})L] Rogzitett h-ra és r-re, legyen a (U;’h) sorozathoz tartozd generatorfliggvény
Fr’h(l‘).

4.16. Lemma. Egy tetsz6leges V,(:,)L—beli it felbonthaté h darab, diszjunkt V,(H—belz'

utra.

Bizonyitds. A felbontast mohén is eldallithatjuk. Legyen az els6 részut végpontja a
legutolso olyan cstcs, amely 1 magassagban van. Az eddig tartd részit nyilvan V,(ﬂ—
beli lesz. A kovetkez6 rész legyen az utolsé 2 magassagig tartd ut, és igy tovabb.
Ez az algoritmus megadja a kivant felbontast (kihasznaltuk, hogy az ttnak 1-t6l h-ig

minden magassdgban van csicsa). O]

4.17. Megjegyzés. |VT(H\ = [V, hiszen egy V,(H—beli Ut elsd 1épését elhagyva egy
V(_beli utat kapunk. Legyen a (Vﬁp) sorozat generatorfuggvénye F,(z) = F,1(z).

Vegytink egy tetszoleges v € VT(LT,)l utat, minden felfelé 1épésnek adjunk 1-es silyt, mig
minden lefelé 1épésnek z-et. Legyen egy v it w(v) silya, a 1épések stlyainak szorzata.

Ekkor nyilvan teljestil, hogy

n=0 )
h

Fop(z) = i Z w(v).
UEVT(:

Ezt az Osszefiiggést és a 4.16 lemmét dsszevetve adédik, hogy Fy,(z) = (Foq(x))" =

(Fy ()"
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Most vegyiink egy tetszéleges V,(H—beli utat (n > 1), és hagyjuk el az utolsé 1épését (ez
nyilvan lefelé 1épés). Ekkor a maradék egy V7(Q1,r 41-beli at. Ezért teljestil a kovetkezd

azonossag (felhasznaljuk, hogy F.(z) = F.1(2)):

Fo(z) =1+ (Fy(z))™*". (4.3)

Az egyenlet megoldéasat explicit médon nehéz meghatarozni, de alkalmazhatjuk a 4.13

tételt.

Ehhez vezessiik be a ¢,(z) = F,(z) és f.(z) = 1 + 22" paraméteres fiiggyvényeket.
Majd oldjuk meg az alabbi fiiggvényegyenleteket minden z-re:

9:(2) = 2f2(92(2)).

A 4.14 kévetkezmény szerint minden z-re teljestl, hogy

@) =02 = 3 (S0 ) 2

n=0

Helyettesitsiink be z = 1-et, akkor kapjuk a kovetkezot:

Fo(x) _gjl () = sz( 1+ 2t ) _g (i[t”‘l]kil (Z)xktk(”l))

A nemnulla tagok n = k(r 4+ 1) + 1 esetben vannak, ezért irhatjuk, hogy

w0 =Sl ) s )

Ezért z* egyiitthatéja —— (k(”l)),azaz

kr+1 k

Vi'l= kr 1+1<k(701:1)>'

Igy most mér generatorfiiggvények segitségével is bebizonyitottuk a 4.6 kévetkezményt.
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4.4. Altalanositott Dyck-utak rekurzidja

A kovetkezokben tetszéleges r pozitiv szamra belatjuk, hogy az (((TJ;I)")) sorozat
Euler-transzformaltja a (ﬁ ((Ttbl)”)) sorozat. FEzek a sorozatok, mint az az el6z0
szakaszokban lattuk, kiilonbozo sétak leszamldlasaval is megadhatdak. Ezt prezizen

az alabbi két képlet adja meg:

a) =AD& df) = VL,
Az r = 3 esetben a megfelel6 két sorozat els6 néhany tagja:

ag?)) ag}) aé?)) aiﬁ%) aé?)) aé?)) a;?))

4 28 220 1820 15504 134596 1184040
1 4 22 140 969 7084 53820 420732
dgz) dg?’) dg‘?’) dég) df) dé?’) dé?’) d(73)

Most mar kimondhatjuk a fenti allitast megfogalmazé tételt.

4.18. Tétel. Rogzitsiink egy r > 0 egész szamot. Ekkor minden n > 0 esetén teljestil,
hogy

azaz E[(a{)] = (dM).

n
Bizonyitas.

Bizonyitds. Hasznaljuk 3.6 bizonyitasaban bevezetett fogalmakat.

Legyen az (r+1)n hosszi pontozott Dyck-utak halmaza £{7. Mivel a felfelé 1épéseket

pontozzuk, ezért |£7(Ql| = nd("). Definidljuk hasonléan az utak arnyékat is.

Tovabba vezessiik be a PLr) jelélést, ami az (7‘ —i— 1)n hossztt Dyck-parok halmaza.
Nyilvén [P] = Szt 7] LA = S5 d e

Hasonléan elég beldtnunk, hogy |££{11| = |7D,f+1|.

A mar megismert médon a (vt vﬂl m) hérmasokhoz fogunk (r+1)(n+1) hossz1,

pontozott Dyck-utakat rendelni (v(7) € V), n+1 m € Vn+1 m). Errél a hozzérendelésrél
szintén a fenti tétel segitségével megmutathatjuk, hogy bijekcié. Ami az el6z6 bizonyitashoz
képest kiilonbség, hogy a v") titon a kitiintetett pontot rn+1 féleképpen valaszthatjuk

ki (hiszen vagy egy lefelé 1épés kezd6pontja, vagy pedig az utols6 pont).
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Mivel a harmasok és a pontozott Dyck-utak kozott a hozzarendelés bijekcio, ezért fel

tudjuk irni az ],C +1| értékét

18| = zrv (rm 4+ 1) - V).

Tovabbalakitva megkapjuk, hogy

(rm 4+ 1) - [Vl = |PY

m=1

[ A
m

r—i—l

Ezzel belattuk, hogy rogzitett r esetén, minden n-re |££er| = |73,ng| Ezzel a 4.18
tétel bizonyitasat befejeztiik.

]

4.19. Kovetkezmény. Rogzitett r > 2 egész esetén, minden n pozitiv szamra teljestil,

hogy

n\ (rn
nld - .
| p H (d) (n)
In
Bizonyitds. Felhasznalva a 4.18 eredményét, és a 2.6 tétel bizonyitasa alapjan, ez mar

trivialis. O

4.5. Egy tovabbi lehetséges altalanositas

Természetesen vetddik fel a kérdés, hogy a (((T“;Z)")) sorozat Euler-transzformaltja is
egész sorozat-e. A tapasztalatok alapjan ez igaz, sajnos egyelore ennek az igazolasa
nem sikertlt. Az alabbi tablazatban néhany paraméter esetén lathatjuk az Euler-

transzformalt sorozat értékeit.
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ap a1 a2 a3 7 Qs Qg

dy |dy di dy  ds dy ds dg
(5)) 6 70 924 12870 184756 2704156
d, |1 53 554 6362 77580 986253
10 210 5005 125970 3268760 86493225
d, |1 10 155 2885 59355 1300727 29769570

21 1001 54264 3108105 183579396 11058116888
21 721 30142 1400588 69511687 3608597902

)) 35 3003 293930 30421755 3247943160 353697121050
1 35 2114 157675 13144068 1173522602 109762843624

TN
[N
3 3
~—
~—

S
S
—

~~ ~~ ~~ ~~
—~
N Ot
3 3
~—
—

N
w =1
3 3

S
3

Mit tudunk az als6é sorban 1év6 sorokrol? A természetes dltalanositas az lenne, hogy
az olyan Dyck-utakat szamoljak, ahol a két megengedett 1épés az (1,r), illetve az
(1,—s). Ez nem igaz. A fels¢ félsikban halad6 (r,s) paraméterti Dyck-utak szama

nem egyezik meg ezekkel a sorozatokkal.

Viszont a felso félstkban haladas feltételein valtoztatva, mar kaphatunk olyan sorozatokat,

amelyek a kivant sorozatokat adjak.

4.20. Definicié. Adott r és s rogzitett szamok. Nevezziik (r, s) Dyck-tutnak egy utat,
amely sordn az (1,r), illetve az (1, —s) lépéseket hasznaljuk. Illetve az it sosem megy

a T, s torottvonal ald. T, 5 csicsai rendre

(0,0), (s,rs), (r+s,0),(r+2s,rs), (2r + 2s,0), (2r + 3s,rs), (3r + 3s,0), . ...

Egy ilyen sorozat lathato a 4.4 dbran. Jelolje ezek halmazat V()

4.4. dbra. (2,3) Dyck-ut

A sejtésiink szerint tehat a (|V(’”’s) |> sorozat lesz a ((“jfl)”)) sorozat Euler-transzformaltja.
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Ebben megerdsithet minket az, hogy s = 1 esetén visszakapjuk a mar megismert
sorozatokat, azaz V("1 = P,

Az alabbi 4.5 adbran lathaté a (]V(Z’?’) ]) sorozat elsé néhany tagjdnak a kiszdmolésa.

1
1 10
1 9
1 . 55
1 7 B 9
1 6 36 455
1 28 530
1 5 21 HO - 490
4 74 1470
1 3 T 265 g40
1 10 155 9885
1 2 6 % g 20045
) 1 ; 0, 155 9885
1 1 10 155 2885
4.5. adbra.

4.21. Megjegyzés. 2885 = 5 x 577, ahol 577 prim, ez mutatja, hogy itt nincs esélytink a
Chung-Feller tétel alkalmazasara. A kovetkezo fejezetben mutatunk egy példat, ahol

bar direktben nem alkalmazhatjuk a Chung-Feller tételt, egy hasonlé allitds mégis
segit a bizonyitasban.
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5. fejezet

Schroder-utak

5.1. Kis és nagy Schroder-utak

5.1. Definicié (Delannoy-ut). Egy utat Delannoy-ttnak hivunk, ha az ut a (0,0)
pontbdl indul, és az (2n,0) pontba érkezik. Az ut soran a felfelé (1,1), a lefelé (1, —1),
illetve az elére (2,0) 1épések megengedettek. Jeloljikk az 2n hosszi utak halmazat

SA,-el.

Legyen SA,; az SA,-beli utak egy olyan részhalmaza, amely utak sordan pontosan

n — [ darab el6ére lépést tesziink. Elemi kombinatorikai megfontolasok segitségével

SA,| = (n; l) <2lZ> (5.1)

SAI =3 (”;l l) (2;) (5.2)

=0

kaphatjuk azt, hogy

Innen

5.2. Definicié (Nagy Schroder-ut). Jelolje SV,, az olyan 2n hosszi Delannoy-utak
halmazat, amelyek minden lépése a fels¢ félsikban halad. Ezeket az utakat nevezziik

nagy Shroder-utaknak.

Ezekkel a sorozatokkal kapcsolatban is kimondhatunk egy Chung-Feller tipusu tételt.
Az 5.3 tétel és az 5.6 allitas bizonyitasainal kovetjik [12]-t, és [9]-t.
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5.3. Tétel (Chung-Feller I11.). Legyen | egy rogzitett természetes szam. Jellje S A,k
az olyan 2n hosszu utakat, amelyekben n—1 darab eldre lépést tesziink. Illetve a lefelé

lépések szama a felsd félsikban k. Tetszdleges k-ra (0 < k < n) teljesil, hogy

1 1 +1\ /2
|SA, k| = 1 |ISA,| = l—l—1< 91 ) (l) (5.3)

Specidlisan |SV,, | = |SA, 1| = H%(";;l) (211)

Bizonyitas. Rogzitsik az n — [ elére 1épés helyzetét. Ekkor a 3.5 tétel bizonyitasa

2n—2(n—1)

5 +1=1[1+1 darab ekvivalencia-osztdlyba sorolhatjuk,

szerint, ezeket az utakat
a fels6 félsikban torténo lefelé 1épések szama alapjan. Két kiilonbozoé helyzetben
rogzitett elére lépésekhez nyilvan nem tartozhat ugyanaz az t. Igy az osszes S Vol k-
beli 1t [ + 1 darab ekvivalencia-osztalyra bonthat6 (a régzitett helyzetii elére 1épések
altal meghatarozott osztalyok diszjunkt uniéjaként). Fzzel a bizonyitast befejeztiik.

]

5.4. Kovetkezmény. Az elozo tétel szerint, a kévetkezd formula megadja a nagy

SV =3 z+11 (”;; l) (2;) (5.4)

=0

Schroder utak szdamdt:

5.5. Definicié (Kis Schréder-tt). Jelélje SV, az olyan 2n hosszi nagy Schroder-
utak halmazat, amelyekben nincs elore 1épés az x tengelyen. Ezeket az utakat kis

Schroder-utaknak nevezziik.

5.6. Allitas. Han > 0 tetszileges egész, akkor |SV,| =12 - SV,

Bizonyitds. Az éallitas bizonyitasahoz megadunk egy bijekciot az olyan Schroder-utak
kozott, amelyeknek van elore lépése az x tengelyen, és azok kozott, amelyeknek
nincsen. FEz nyilvan elég az allitas igazolasahoz, jeloljik ezt a megkonstrudlando
bijektiv leképezést f-fel.

5.1. dbra. kis Schroder-ut
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Az 5.1 dbran egy kis Schroder-ut lathaté. Ennek f altali képe a kovetkezdképpen
hatdrozhato meg. Jelolje A az Ut elso, x tengelyhez vald visszatéréséig tartd részt.
A egy felfelé 1épéssel kezd6dik és egy lefelé 1épéssel végzidik (ezek az dbran feketével
vannak jelolve), hagyjuk el ezeket, és a megmaradt rész legyen az f dltali kép kezdGszelete
(az Abran pirossal jelolt rész). Majd folytassuk az utat egy elére 1épéssel, végiil a kis

Schroder-ut maradék részével fejezziik be. Az igy kapott ut lathaté az 5.2 abran.

5.2. abra. f altali kép

Ez az f leképezés nyilvan injektiv. Masrészt természetes modon definialva f inverzét
(Vegyiik az utolso el6re 1épést ...), az minden elére 1épéses Scroder-utat injektiv médon
egy kis Schroder-utba képez. Ez mar igazolja, hogy f bijekcid. Ezzel az allitast
belattuk. m

5.2. A kis Schroder-szamok rekurzidja

A kovetkezékben belatjuk, hogy a Delannoy-szamok sorozatanak Euler-transzformaltja
a kis Schroder-szamok sorozata. Ezek a sorozatok, mint az az eléz6 szakaszokban
lattuk, kilonbozo sétdk leszamlalasaval is megadhatéak. Ezt prezizen az aldbbi két

képlet adja meg:
a, = |SA,| és s, =[SVl

A két sorozat elsé néhany tagja:

ay a2 as aq as Qg ar
3 13 63 321 1683 8989 48639
1 3 11 45 197 903 4279 20793

S S1 S9 S3 Sy S5 S6 S7
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Most mar kimondhatjuk a fenti allitast megfogalmazo tételt.

5.7. Tétel. Minden n > 0 esetén teljestil, hogy

1 n—1
Sn=— Y Skln_k,
gy

azaz El(ay)] = (sn).

Bizonyitds. A bizonyitashoz a nagy Schroder-utakat fogjuk hasznalni. Az [,,, =
(Un, Vi) Part pontozott Schréder-itnak hivunk, ha v, € SV, egy 2n hosszi nagy
Schroder-ut, és V,, egy olyan felfelé vagy elére 1épés kezd6pontja, ahol m > 0. Legyen

SL,, a 2n hosszu pontozott Schréoder-utak halmaza (nyilvan |SL,, 41| = 2ns,,).

Egy l,m € SL,, Ut drnyékdnak egy olyan (maximalis) vy € SV, utat neveziink, amely
a V,, cstcsbdl indul és 2t hosszi. Az arnyék maximélitasa miatt a v, utolsé U cstcsa
utan vagy lefelé 1épés kovetkezik, vagy U = V5,,. Mivel V,,, minden esetben egy felfelé
vagy eldre 1épés kezdOpontja, ezért az arnyék soha nem lehet tires, tovabba nem lehet

az egész Ut sem az arnyék, mert V,,, nem lehet egyenl6 Vj-lal.

Megint azt prébaljuk meg belatni, hogy a pontozott kis Schroder-utak szama megegyezik
az utparok szamaval. Ehhez nevezziink egy pnr = (vg, ay—i) part Schroder-parnak,
hal<k<n, v €SVy, és an_r € SA,_r. Az ttparok szama nyilvan 3771 2 |[SVy| -
ISA, k| = 2- X2 s1a,_1-1. Jeldlie SP, a 2n hosszti Schroder-parok halmazat.
Nyilvan elég belatnunk, hogy |SL,+1| = |SPpi1]-

Megint (v, t, Ups1-m) hdrmasokhoz (v, € SV, Vpi1-m € SVai1-m) szeretnénk
SL, . 1-beli utat rendelni a mar megismert médon. Tehat a v, Ut egy olyan V;
csticsanal szeretnénk beszirni egy v, .1, utat, ami egy lefelé 1épés kezdépontja, vagy
pedig V; = V,,,. Ha a v, utban m — [ darab elére 1épés van, akkor erre [ + 1

lehetoséglink van.

A 3.6 tétel bizonyitasahoz hasonlban itt is megmutathatjuk, hogy ez a hozzarendelés

bijekcio. Elég tehat megszamolnunk a lehetséges harmasokat:

n

m n m S.Am
=0 m=1 \l=0
(5.5)

Itt a SV, halmazt szétbontottuk az elére 1épések szama szerint, majd hasznaltuk
az 5.3 tételt. Folytassuk az atalakitést:
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S£n+1 = Z <Z |S-/4m,l|> . |8Vn+1_m| - Z |SAm| . |8Vn+1_m| = SPn+1 (56)
m=1 \I=0 m=1

Ezzel befejeztiik az 5.7 tétel bizonyitasat. O]

5.3. A nagy Schroder-szamok rekurzidja

Jelolje S, = |SV,| a nagy Schroder-utak szamat (legyen Sp = 1).

5.8. Lemma. Minden n > 1 egész szamra teljesil az aldbbi azonossdg:

n—1

S, = S,_1+ Z SESn_1—k- (57)

k=0
Bizonyitds. Legyen SV € SV, tetszoleges nagy Schroder-ut. Két esetet kiilonboztetiink
meg.
Ha SV egy elore 1épéssel kezdddik, akkor az ut tovabbi része SV, _1-beli. Az ilyen

utak szama S,,_1.

Ha SV egy felfelé 1épéssel kezd6édik, akkor legyen (2k + 2,0) az ut elsé visszatérése
az x tengelyre (1 < k < n —1). A (2k + 2,0)-ba visszatér6 utak szama SiS,_1_,
hiszen az els6 visszatérésig az (1,0) pont és az (2k + 1,0) pont kozti it SVy-beli, mig
a (2k +2,0) és (2n,0) kozti ut SV,,_1_,-beli. Tehat ha SV felfelé 1épéssel kezdédik,

akkor az utak szdma ZZ;(% SESn—1—k-

Ezzel a lemma allitasat belattuk. O

Legyen S(x) = Yo%, Spa™. Alakitsuk at a fuggvényt az aldbbi médon (felhasznalva

az (5.7) azonossagot)

00 (e%S) n—1
50) = X su" =1+ 3 (51014 3 S0 ) " =
n=0 n=1 k=0

00 co n—1
n= n=1 k=0

Megoldva a masodfokt egyenletet, megkapjuk, hogy

S(x)zl—x—\/;;—ﬁx—l—l. (5.9)
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A masik lehetséges gyok nem adja vissza a sorozat tagjait.

Hatarozzuk meg a Delannoy-sorozat generatorfiiggvényét is. Hasznéljuk az el6z6
bizonyitas otletét, bontsuk szét a Delannoy-utakat a kezdd 1épésiik, és az els6, x

tengelyre vald visszatérésiik szerint. Igy a kovetkezd azonossagot nyerhetjiik:

n—1
Ay, = Ap_1 + 2 Z Shlp_1—k- (5.10)
k=0

Az (5.10) azonossagot hasznalva kapjuk, hogy

00 o0 n—1
A(.T) = Z anl'n =14+ Z (anl +2 Z akSn1k> " =
n=0 n=1 k=0

00 oo n—1
=1+> ap 12" +2> > @S 1kz” =1+ zA(z) + 20A(x)S(z). (5.11)
n=1 n=1 k=0

Az els6foku egyenletet megoldva, megkapjuk A(x) értékét:

1
Vaz —6x+1

A kovetkezOkben belatjuk, hogy a Delannoy-szamok (&tindexelt) sorozatanak Euler-

Az) =

transzformaltja a nagy Schroder-szamok sorozata.

Legyen (a!,) a Delannoy-sorozat eltoltja, azaz minden n > O-ra, legyen

arln, =0p-1 = |8An—1|

Tovabbd jelolje (s],) a nagy Schréder-sorozat egy eltoltjat, ahol Sj = 1, és n > O-ra

S:«L = Snfl = |8Vn71’
A két sorozat els6 néhany tagja:

@, ay ay ay ay G ag
1 3 13 63 321 1683 8989
1 1 2 6 22 90 394 1806

Sios oS, S, os, s S, S

Most mar kimondhatjuk a fenti allitast megfogalmazé tételt.
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5.9. Tétel. Minden n > 0 esetén teljesiil, hogy

1 n—1

’r r
Sn - g Z Skanflw
k=0

azaz E(a;)] = (57,).

Bizonyitds. A 2.3 tétel bizonyitasa szerint most mar elég ellendrizniink, hogy a két

generdatorfiiggvény teljesiti a (2.2) azonossdgot. A tételben szerepld két generdtorfiiggvény:

l—z—+va?2—6z+1
2z
1

Al(x) = 3 A —
() ;l Va2 — 6z +1

Most mar elég ellenérizniink, hogy

S'(z)=1+4+zS@x)=1+=zx

1 33—z —Va2—6x+1
exp /—dx = .
V2 —6x+1 2

Ezt pedig konnyen végigszamolhatjuk.

]

Ezzel megmutattuk, hogy a Delannoy-szamok sorozata (3, 13,63, 321, . . .), és az atindexelt
Delannoy-sorozat (azaz a nulladik tagtél kezdédé sorozat, 1,3, 13,63, 321, .. .) is olyan
sorozatok, amelyek Euler-transzforméltja egész sorozatot ad eredménytil. Ennek mélyebb
okai nem vilagosak.

Megjegyezziik, hogy a Delannoy-szdmok definidlhatok a (ax? + bz + ¢)™ polinom x"
tagjanak egytitthatdjaval is, ha a = 1,b = 3 és ¢ = 2 (ennek a bizonyitdsa megtaldlhatd
példaul itt [6]). TetszOleges a, b, ¢ értékek esetén is igaz lesz, hogy a sorozat Euler-

transzformaltja egész lesz (szintén [6]).
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