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1. Bevezetés

Szakdolgozatom célja bemutatni, hogy Ornstein és Weiss cikke [I] az entropia
és az adattomorités kapcsolatarol milyen hatassal volt a tomoritési eljardsokra, mi-
lyen altalanositasai, alkalmazasai vannak és hol lehetne még hasznélni, hogy lehetne
s2tovabbgondolni”. A Shannon &ltal 1948-ban bevezetett entropia [2] és az adatto-
morités kozotti kapesolat nem meglepd, hiszen minél tobb ,yvaratlan” része van egy
adatsornak, annal nehezebb hatékonyan témoriteni.

Bar az adattarolo kapacitds nagyon gyorsan novekszik, mégis egyre szélesebb
korben terjed el a tomoritett allomanyok hasznalata. A hangokat, képeket és videdkat
nagyon nagy méretiik miatt mar régota szinte kizarolag témoritve taroljuk, hiszen
méar egy nem til j6 minGséglinek szamito, 1,3 Megapixeles kép is a leggyakrabban
hasznalt, 32 bites szinfelbontéssal koriilbeliil 1280 - 1024 - 32 = 41 943 040 bites, ami
5 242 880 bajt = 5 Mebibajt (=5,242 Megabajt), hiszen minden egyes képpontra 32
bit informaciot kell tarolni. A videoknal még szembetinébb a helyzet, a szokésos
24 vagy 25 képkocka/masodperces frekvencia azt jelenti, hogy percenként 1440 vagy
1500 képkocka jelenik meg, azaz mar 512-512-es felbontasnal és hang nélkiil is masfél
Gigabajt f6lott van a vide6 percenként, hanggal pedig még tobb. Ehhez képest ennél
nagyobb felbontast teljes filmek mérete gyakran 1 Gigabajt koriil van.

Kevéshé ismert, de a legtébb mai irodai formatum, tigy mint a docx, xlsx, pptx
vagy az iWork altal hasznalt pages kiterjesztések mind igazabol zip-pelt konyvtarak[T]

A képeknél, videoknal még konnyebb elképzelni, hogy miért lehet Gket kevesebb
bittel is tarolni, hiszen példaul a szomszédos pixelek sokszor hasonl6 szintiek és nem
is valtoznak minden egyes képkockaval, tovbba a legtobb esetben ,csalhatunk” is ki-
csit, és mondhatjuk az egyméashoz térben és idében kozeli, nagyon hasonl6 pixelekre,
hogy egyformak. Az ilyen tomoritést hivjak adatvesztéses vagy adatveszteséges to-
moritésnek, mert ha egyszer egy fajlon végrehajtottuk, abbol az eredetit mar nem
nyerhetjiik vissza. Képek, videdk és audié fajlok esetében ez megengedhets, s6t
sziikséges is, mert adatvesztés nélkili tomoritéssel még mindig nagy fajlokat kapunk.

Jelen dolgozatban az adatvesztéses tomoritéssel nem foglalkozunk, csak a veszte-

1Errsl barki meggyszédhet, csak 4t kell nevezni a fajt tgy, hogy kiterjesztést zip-re valtoztatjuk,
és ha van zip tomoriténk, maris meg lehet nézni, hogy milyen fajlok talalhatok a fajlnak hitt
konyvtarban. Tobbnyire xml fajlok, de példaul a pages dllomanyokban van egy pdf is, igy ezek

iWork hasznalata nélkiil olvashatok.



ségmentessel.

A legtobb fajlnal nem engedhet$ meg adatvesztés, hiszen ha példaul egy szdveges
fajlnal kimarad vagy megvaltozik néhany karakter, egész mast jelentést vehet fel a
szoveg. Egy végrehajhato fajl pedig valészintileg nem is miikddne. Persze a tébbinél
gyakrabban el6fordulo részek széveges fajloknal, s6t minden adatallomanynél meg-
figyelhet6k, ha a fajlt, mint bit-sorozatot nézziik: bizonyos bitsorozatok idénként
visszatérnek, vannak amik gyakrabban és vannak amik ritkdbban.

Minden nyelvben, még a programnyelvekben is van egy eloszlasa a szavaknak,
ami viszonylag pontosan megadhato. Persze ez nem jelenti azt, hogy ez az eloszlas
minden egyes adatdllomanyra érvényesiil, de adott fajlban a bitek sorozatéarol leg-
tobbszor feltehetd, hogy ,az id6 elérehaladtaval”, ahogy a sorozaton megyiink végig,
nem véaltozik az elemek eloszlasa. Az ilyen sorozatokat nevezziik ergodikusnak, és ez

egy nagyon fontos tulajdonsag, mint ahogy arra a most kévetkez6k ramutatnak.

A dolgozat 2| fejezetében bemutatom, hogy miikodik a zip tomorités és a leg-
fontosabb algoritmusok, melyekbdl felépiil. A Huffman kodolast [5] és a Lempel-Ziv
algoritmus egy valtozatat [6] egy — a modszerek erdsségeit hangsilyozni igyekvs —
sajat példan részletesen kidolgozva is ismertetem. A tomoritési eljaras és az algorit-
musok leirasanal felhasznaltam tobbek kozott Salomon—Bryant—Motta [9] miivét és

a pkzip tomorité program dokumentaciojat [10] is.

Ezt kovetGen ismertetem a szakdolgozatban felhasznalt, de nem feltétleniil szé-
leskoriien ismert fogalmakat, jeloléseket. A 4l fejezetben Ornstein és Weiss cikke
[1] alapjan harom tétel részletes bizonyitasat ismertetem. Az els§ tétel az ergodi-
kus sorozatok entropidjara ad becslést, az egyre hosszabb részsorozatok visszatérési
idejének segitségével. Ezzel a modszerrel egy fajl tomoritésekor elérhetd legjobb t6-
moritési aranyt is meg lehet becsiilni, a teljes fajl ismerete nélkiil.

A miésik két tétel, melyeket blokkhosszisagi tételeknek neveztem, a tomorités so-
ran is hasznalt blokkfelbontasrél mutatja meg, hogy nem lesz tul sok nagyon révid,
se tul sok nagyon hosszu blokk. Ennek igazi jelentGsége az, hogy igy a zip tomori-
tésben hasznalt algoritmusok az elméletileg lehetséges legnagyobb t6moritési aranyt

kozelitik a tomoritendd allomany méretének novekedésével.

Az entropia becsléslésrdl szolo tétel nem ad becslést minden jelsorozatra, csak



azokank egy 1 valoszintségi részére. A shift-terekben viszont ki lehet szamolni
az irregularis jelsorozatok Hausdorff-dimenzi6jat, ezt Feng és Wu cikke [4] alapjan

az [b| fejezetben ismertetem.

Az entrépia becslés és a blokkhossziisagi tételek nagyon erGsen tamaszkodnak a
Shannon-McMillan-Breiman tételre, igy fontosnak tartottam, hogy ennek egy bizo-
nyitasa bekeriiljon a szakdolgozatba. Algoet és Cover [3] rovid, dtletes modszerét

valasztottam, ez a [0] fejezetben talalhato.



2. zip tOmorités

A zip tomoritési eljaras veszteségmentes, sok paraméterét lehet allitani, de az
egyik algoritmus, amit gyakran hasznal a DEFLATE [8], melynek alapja a Huffman
kodolas [B] és a Lempel-Ziv algortimus egy valtozata. Egy masik, gyakran hasznalt
tomoritési modja az LZMA algoritmus (Lempel-Ziv Markov lanc Algoritmus), ennek
is a Lempel-Ziv az alapja. Bizonyos implementaciokban a felhasznalo beallithatja,

hogy melyik algoritmus szeretné hasznalni.

2.1. Huffman kodolas

A Huffman kodolas lényege, hogy a gyakrabban el6fordulo jelek (amik lehetnek
karakterek vagy karakter-egyiittesek is) révidebb kodot kapnak, a ritkibbaknak pedig
hosszabb kodja lesz. Ehhez elGszor meg kell szamolni az el6fordulo jelek gyakorisagat.

Egy példan bemutatva:

Ha azt szeretnénk kodolni, hogy ELEMELEK EGY FELEMET, akkor a je-
lek gyakorisdgai csokkené sorrendben a kovetkezék: £ 8 db, L 3 db, M 2 db, 2
db, K 1db, G1db,Y 1db, T 1db (6sszesen 19 db). Ezeket egy listaban taroljuk,
és a segitségiikkel rajzolunk egy grafot, méghozza egy binaris fat.

Kezdetben a listank (E,8), (L, 3), (M, 2),(_,2),(K,1),(G,1),(Y,1),(T,1). Vesz-
sziik a két legritkabb jelet (azonos gyakorisagok esetén tetszdlegesen valaszthatunk),
ezek ,testvérek” lesznek a faban, kikeriilnek a listabol, és a helyiikre a ,sziilGjiik” keriil,
melynek gyakorisaga a két ,,gyerek” gyakorisdganak Osszege lesz. Ezt ismételgetjiik,

amig az Osszes jel fel nem keriil a gréfra.

$2 (2 db)
$1(2 db)

(K (1 db)) [6(1 db)J

(a) 1. A legritkabb jelek az Y ésa T (b) K-bol és G-bdl is csak 1-1 van

1. abra. Ezutan a lista igy néz ki: (F,8), (L, 3), (M, 2),(_,2),($2,2),($1,2), tehat a
kovetkezs lépésben ($1,2) és ($2,2) valnak testvérekke, ($3,4) lesz a sziilGjiik.



$3 (4 db)

(K(1db) [6(1db)] (¥(1db)) (T(1db)

2. abra. Az uj lista (E,8),($3,4),(L,3),(M,2),(_,2) lesz, igy az 1j cstucsok (M, 2)
és (_,2) lesznek, a sziilGjiik pedig ($4,4) lesz.

$4 (4 db) 33 (4 db)

(k(1db) [6(1db)] (¥(1db) (T(1db)

3. abra. A lista most (F,8),($3,4), ($4,4), (L, 3), az 4j testvérek tehat ($4,4) és (L,3)

lesznek.

Minden koztes csiicsban a darabszam a csicsbdl szarmazé levelekben taldlhatod

darabszamok Gsszege.

A testvéreket mindig 1 bittel megkiilonboztetjiik, az egyik 0, a masik 1 (lasd:
a., a és az |pl abrat). A faban a levelek felelnek meg a jeleknek, mindnek lesz egy
egyértelmi binaris kodja, melyet gy lehet kiolvasni a farol, hogy a gyokértsl az adott
levélig vezets egyértelmid ut cstcsainak bitjeit olvassuk be sorban. Igy prefixmentes
kodot kapunk, hiszen csak a levelek felelnek meg jeleknek, és egy gyokér-levél tton

nem lehet t6bb levél.



M(2db)) (_2db)) (k(1db) [G(1db)) (Y(1db) (T(1db)

4. abra. A lista most méar csak 3 elemt: (F,8),($5,7), ($3,4). Az utolso két lépésben
elGszor ($5,7) és ($3,4) kapnak egy kozos sziil6t, ($6, 11)-et, majd a sziilGjiik, ($6,11)
és (E, 8) lesznek testvérek.

$7 (19 db)

6 (11 db)

$3 (4 db)

1 0 1 0 1

M@2db) (@2 db) (k(1db) [(1db)) (v(1db) (T(1db)

5. dbra. A Huffman kod grafja.

0100010100100011001011011011110101101000101001111 tehat a Huffman koédja
az ELEMFELEK EGY _ELEMET-nek (lasd az[l]tablazatot). Ez a hagyoményos
kodolas szerinti 8- 19 = 152 bit helyett csak 49 bit, tehat a 19 karakteres szoveget le-
irtuk atlagosan nagyjabol 2, 5 bit/karakteres kodolassal, pedig 8 kiilonb6z6 karaktert
hasznaltunk.

Persze ez szandékosan egy olyan példa, ami nagyon lerévidiil a Huffman koddal,

de més példa esetén is javulast lathattunk volna, de legalabbis romlast semmiképpen



Jel |E| L M K G Y T

Kod | 0 | 100 | 1010 | 1011 | 1100 | 1101 | 1110 | 1111

1. tablazat. A szotar, amit Huffman kodolassal kaptunk

sem, hiszen a Huffman kod optimalis prefix kod [5].

2.2. Lempel-Ziv algoritmus

A Lempel-Ziv algoritmusnak sokféle véltozata van, az egyik legelterjedtebb a
Lempel-Ziv-Welch [6], ezt fogjuk bemutatni.

Az egyik legnagyobb el6nye az, hogy a szotart olyan modon épiti fel, hogy azt a
tomoritett allomanybol is fel lehessen épiteni, igy nem kell a szotarat kiilon elkiildeni,
legfeljebb az elejét, bizonyos implementaciok esetén. A tomoritéshez és a kicsoma-
golashoz is elég egyszer végigmenni az adatalloményon, igy a kivant miveletet mar

akkor elkezdhetjiik, amikor még nem is ismerjiik az egész allomanyt.

Tomorités: A tomorités soran a szotar dinamikusan alakul ki, ahogy olvassuk
a bitsorozatot, ugy késziil. A bejegyzések olyan sorrendben keriilnek bele, ahogy
a tomoritendd fajl(ok)ban el6fordulnak. A szotarat nem is kell elkiildeni, azt a
tomoritett Alloméanybdl is eld lehet éllitaniE] Maga a tomorités lényegében 4 lépés

ismételgetésébdl all:
0. A tomoritett allomény elejére keriil(het) egy kezdeti szotér.

1. A tomoritendd allomany beolvasasa addig, amig megtalaljuk a leghosszabb

olyan sztringet, ami mar szerepelt a szotarban.

2. A sztring, kiegésziilve az utédna kovetkezs karakterrel (tehat az elsé olyan
sztring, amely nem szerepelt még) bekeriil a szotarba, a kodja a soron ko-

vetkezS szabad kod.

3. Az outputba a megtalalt, leghosszabb, mér ismert sztring kodja és az utana

kovetkez6 elsé karakter kodja (ha van) keriil.

2Persze a tomoritett dllomany fejlécében lehet informécié a szétarrol is, példaul, hogy van-e

kezdeti szotar.



4. Vissza az 1. 1épéshez

Azért jo, hogy a 3. lépésben nem az 1j szétarbejegyzést, hanem latszolag kevéshé
hatékonyan a mar kordbban a szétarba keriilt sztringet és az azt kovetd karaktert
irjuk a kimenetbe, mert igy a kicsomagolas soran is fel lehet épiteni a szotarat.
Az LZW témorités legtobb implementacioja tudja kezelni a kiilonb6z6 hosszisagu
kodokat, igy nem tudunk ,kifutni” a szabad kédokbol. Ha az 1j kod mér eggyel
tobb bites, akkor az output is egy bittel hosszabb lesz, azaz példaul mikor szétarba
bekeriil a 32, akkor onnantél a 31 binéris kédja nem 11111, hanem 011111 stb.

Az el6z6 példan is bemutatjuk a miikodését. Amit tomoriteni szeretnénk:

elemelek _egy elemet.

A kezdeti szotarba az egyszertiség kedvéért az angol abc betiii és a példankban
szOkozként hasznalt * 7 keriilnek. A valésdgban ennél joval nagyobbak a kezdeti

szotarak, legalabb 255 bejegyzéssel.

Karakter | Kod || Karakter | Kod || Karakter | Kod
a 00 j 09 s 18
b 01 k 10 t 19
c 02 1 11 u 20
d 03 m 12 v 21
e 04 n 13 w 22
f 05 0 14 X 23
g 06 p 15 v 24
h 07 q 16 z 25
i 08 r 17 _ 26

2. tablazat. A példankban hasznalt kezdeti szotar

Ez utan kezd6dik maga a tomorités.

Az els6 karakter az e, ez mar szerepel a szotarban, 04 a kodja, igyhogy olvassuk
tovabb az inputot. A kiévetkezd karakter az [, tehat amit eddig beolvastunk, az el.
Ez még nem szerepel a szotarban, agyhogy beletessziik. Ahogy a[2les szamu tablazat
is mutatja, eddig 0-t6l 26-ig osztottuk ki a kodokat, hogy az el kodja 27 lesz. Az
outputba pedig beirjuk, hogy 0411, ugyanis az e kddja 04, az [-e pedig 11.

10



=

=

nem

nem

tovabb olvas

tovabb olvas

Input | Eddig be- | Prefix | Prefix | Uj Miivelet Uj kod | Output
olvasva kodja | sztring?
e e 0 0 nem tovabb olvas /)

=

¢]

=

=

=

nem

nem

nem

tovabb olvas

tovabb olvas

tovabb olvas

= =2 | =

=

|

=

=

nem

tovabb olvas

=

y y 0 0 nem tovabb olvas O |0
e e 0 0 nem tovabb olvas /|
| el e 04 nem tovabb olvas 0 0
e ele el 27 nem tovabb olvas /I

=

3. tablazat. LZW kodolas




Tovabb olvasva a tomoritends fajlt, a kovetkezs karakterek e (méar benne van a
szotarban) és m. Az em-nek még nincs kodja, tehat megkapja a soron kovetkezdt,
a 28-at, a kimenetbe pedig beirjuk, hogy 0412 (az e és az m kodjai). A kovetkezd
karakterek e (méar a szotarban van) [ (el is benne van mar) és ujra e. ele még nem
szerepelt, ez lesz a kovetkezd bejegyzés, a kodja pedig 29. Az outputba persze nem a
29 keriil, akkor a kicsomagolasnal nem tudnéank, hogy az minek a kédja. Viszont igy,
hogy a kimenetbe 2704-et irunk (az el és az e kodja), a kicsomagolas soran is tudni
fogjuk, hogy itt az ele karakterlanc szerepel, ami megkapja a kovekezd szabad kodot,
a 29-et. Legkdzelebb, mikor djra szerepel az ele az 4llomanyban, mar hivatkozhatunk
r4, mint 29-re a tomoritett llomanyban (ahogy azt tettiik most az el-lel, ami helyett
27-et irtunk).

fgy megy tovabb, amig a végére nem ériink a tomoritends adatallomanynak. A
adik tablazatban megtekinthets a teljes példamondat tomoritése.

A tomoritett allomany, amit a végén kapunk:

04110412270410260406242629120419

Ez kicsit hosszabb, mint az eredeti, mert (értelemszert okokbol) egy nagyon rovid
sztringet valasztottunk példanak. A tomorit6 hatasat csak nagyobb allomanyokon
fejti ki, hiszen a miikodésébsl adodoan a szotarban eleinte rovid szavak lesznek,
de ahogy el6rehaladunk a szovegben, egyre hosszabb sztringek kapnak (nagyjabol)
ugyanolyan hosszi kodokat, tehat egyre hatékonyabb lesz az egész.

Ez azért sem igazan hatrany, mert tomoritésre ugyis altalaban nagyobb alloma-
nyok esetén van sziikség. Jelen szakdolgozat forrasfajlja (ami még mindig igen kicsi
allomanynak szamit, lényegesen kisebb, mint 1 megabajt) példaul koriilbeliil az egy-
harmadara csokken a tomorités soran.

A kitoémorités is egyszert, megkapjuk a tomoritett allomanyt, jelen esetben
04110412270410260406242629120419-et, és végigmegyiink rajta, kozben felépitve a
szotarat. A kezdeti szotar ismert, igy 04-r6l tudjuk, hogy az e, igy megvan az eredeti
karakterlanc elsé eleme. A 11 az [-t jeloli, ez a masodik karakter, de most a szotar
is béviil, el kapja a kovetkezd szabad kodot, 27-et. A kovetkezd két elem 04 és 12,
ezek az e és az m karaktereket adjak a dekodolt szévegben, az em pedig bekeriil a
szotarba, 28 lesz a kodja. Az input kovetkezs eleme 27, ez mar nincs benne a kezdeti
szotarban, de mivel a kitémorités soran is épitjiik a szotarat, tudjuk, hogy a 27 az el

kodja, tehat a kicsomagolt szdveg is ezzel folytatodik. A kodolt karakterlanc 04-gyel

12



Input | Output Szotar bévitése

kod $70

04 e 0

11 1 27 el

04 e 0

12 m 28 em

27 el 0

04 29 ele

10 k 0

26 _ 30 k

04 e 0

06 g 31 eg

24 y 0

26 _ 32 y_

29 ele 0

12 m 33 elem

04 e 0

19 t 34 et

4. tablazat. LZW dekoédolas
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folytatodik, igy a szoveg e-vel, a szotar pedig a 29-cel jeldlt ele-vel folytatodik. Igy
megy, amig az egész kodot vissza nem fejtjiik. A teljes kitomorités megtekinthetd

a[les szamu tablazatban.

Még emlitésre érdemes, hogy a zip allomany végén taladlhatd egy cimjegyzék a
tomoritett fajlokrol és mappakrol, igy kiilon-kiilon is ki tudjuk tomoriteni a fajlokat,
mappakat, ha ugy sziikséges. Egy zip fajlba lehet tenni 6nkicsomagolot is, ekkor a
fajl ki tudja csomagolni sajat magat, viszont pont emiatt rosszindulati programokat

is bele lehet kddolni egy egyébként artatlan dllomanyba.

Még egyszer Osszefoglalva, lényegében 3 1épésbdl all a tomorités:

1. Blokk-felbontés: az adatsort blokkokra osztjuk aszerint, hogy az épp beolvasott

sztring szerepelt-e mar korabban.
2. Kodolas: minden blokk kap egy kodot

3. Kodok lancha szedése: olyan sorrendben kovetik egymast a kodok, ahogyan az
altaluk képviselt blokkok.

Ahogy Ornstein és Weiss [I] ravilagit, van két nagyon fontos tulajdonsiga ennek

a tomoritési eljarasnak, melyek minden valtozatra igazak:

1. A blokkok paronként kiilonbo6zdk.

2. Minden blokk, ami szerepel a felbontasban, mar korabban is szerepelt a szo-

vegben valamilyen formabanf|

A szakdolgozat szempontjaboél az 1. tulajdonsag jelent&sége az, hogy a tétel
alapjan a felbontés soran nem keletkezik sok révid blokk. Ez azért j6 hir, mert a rovid

blokkok rosszul toméritenek, s6t, a nagyon rovidek nem is tomoritenek egyaltalan.

3Ha példaul a 14-es az abedaf betiikombinacio altal adott blokk kodja, akkor ha a kodban szerepel
valahol a 14-es, akkor az eredeti szovegben méar koradbban is szerepelt az abcdaf kombinécid, csak
nem egy egész blokként, hanem vagy tobb kiillonb6z6 blokkban vagy egy hosszabb blokk részeként

(de nem annak kezddszeleteként)
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A 2. tulajdonsagbol kévetkezGen pedig — ahogy arra a [4.2.12 tételben ramutatunk
— az is biztositott, hogy nem keletkezik sok til hosszti blokk sem. Ez viszont azt
jelenti, hogy a blokkok nagyrésze hasonld hosszlisdgu lesz, méghozza egy n-hosszi, h

entropiaju sztring esetén koriilbeliil logn/h, és ez fogja biztositani, hogy a tomorités

a lehet6 leghatékonyabb.
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3. Néhany alapfogalom

A [ fejezetben szinte végig ergodikus sorozatokkal fogunk foglalkozni, ehhez vi-
szont elengedhetetlen néhany fogalom tisztézésa.
A dolgozat témajabol adéddan szinte mindenhol kizarolag a diszkrét esetre lesz

sziikségiink.

3.0.1. Definici6é (Sztochasztikus folyamat). Véletlen vdltozdk egyiittese. Adott
(X, P, u) valdszintségi mezd, (S,%) mérhetd tér és T jolrendezett halmaz esetén az
{X,t € T} = {X,} S-értékd, X-beli valdsziniségi viltozok eqy egyiittesét S-beli
értéki sztochasztikus folyamatnak nevezziik. S-t nevezzik dllapottérnek, T-t pedig
1ddnek.

Jelen dolgozatban csak diszkrét idejd és diszkrét dllapotterd sztochasztikus folya-

matokkal foglalkozunk.

3.0.2. Definici6é (Stacionarius folyamat). Az (X, P, u) valdszindségi téren egy
{Xn,n € Z}, X-beli értékd folyamat pontosan akkor stacionarius, ha minden k > 1-

re az (Xn, Xnit, - Xnsk_1) k-as figgetlen n € Z-14l.

Mas szavakkal, egy stacionarius folyamat egyiittes valdszintiségi eloszlasa nem

fligeg az 1id6t6l, mindig ugyanaz marad.

3.0.3. Definici6é (7T-invarians halmaz). Egy T : H — H mértéktarto és invertdl-

hatd leképezés esetén eqy A C H halmazt T-invaridnsnak neveziink, ha (A\T*A) U
(T7YA\A) nullmértéki.

3.0.4. Definicié (Ergodikus leképezés és folyamat). Az (X, P, u) valdszintsé-
g1 mértéktéren a T mértéktarto és invertdlhato leképezés ergodikus, ha minden T'-
invaridns A halmazra u(A) € {0,1}.

Ergodikus folyamat az (X, P, u,T) egyiittes, ahol T ergodikus leképezés.

3.0.5. Definicié (Ergodikus sorozat). Ha T : X — X ergodikus leképezés, akkor

az x,Tx, T?z, ... sorozatot ergodikus sorozatnak nevezziik.

3.0.6. Megjegyzés. Egy ergodikus folyamat sziikségképpen stacionarius is.
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Az ergodikus folyamatok egy fontos tulajdonsagat fogalmazza meg a kovetkezd

tétel arrdl, hogy milyen értékeket vehetnek fel a folyamar elemei 1 valoszintiséggel.

3.0.7. Tétel (Shannon—McMillan-Breiman).

n—1
1 1
——logp(Xo,..., X 1) = —— Z log p(X¢| Xi—1,...,X0) = H 1 wvaldszindséggel
n n
t=0
Ahol { X} egy staciondrius ergodikus folyamat, melynek értékkészlete egy X meg-
szdamldalhato halmaz, p a valdszindséget jeloli, és H = limy,_,o, %H(Xl, ooy Xi)

= limg 00 E(—log p(Xk|Xk—1,...,X0)) az entropia rditdja a folyamatnak.

A tétel ennek véges értékkészleti valtozata, bizonyitdsa megtalalhato a dol-
gozat [0] fejezetében. I'G elemei a csenddrelv, Lévy martingal kovenergencia tétele és

ergodelméleti Osszefiiggések.

3.0.8. Definicié (Aszimptotikus ekviparticios tulajdonsag). Azon (nem fel-
tétlentl véges értékkészletd) diszkrét ideji ergodikus folyamatokra, melyekre teljesiil
am tétel, azaz —% log p(Xo, ..., X,_1) = H, 1 valdsziniséggel, azt mondjuk, hogy

teljesiil rdjuk az aszimptotikus ekviparticios tulajdonsag. [

A Shannon-McMillan-Breiman tétel tehat azt mondja ki, hogy minden megszam-
lalhato értékkészletd ergodikus sorozatra teljesiil az aszimptotikus ekviparticiés tu-

lajdonsag.

A [l fejezetben a bizonyitasok soran sokat fogjuk hasznélni az alaphalmaz parti-

cioit, illetve azok finomitasait. A kovetkezd jeloléseket hasznalom:

3.0.9. Jelolések. 1. (X, B,pn) valdsziniségi mezd, ahol X az eseménytér, B a

o-algebra és p a valdszinidségi mérték.

2. T : X — X mértéktarto leképezés, ez lesz az ergodikus folyamat iddbeli eltoldsa

vagy timeshift™je.

3. X egy particidja P, azaz P egy X — {a particio elemei } leképezés. Példdul ha

X = {x1, 19, 23,24, T5, 6} €s a P particio az A = {1,129}, B = {x3,24},C =

4Angolul: Asymptotic Equipartition Property vagy réviden AEP
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{5, 26} halmazokra osztja X-et, akkor P-re tekinthetink dgy, mint eqy X —
{A, B,C} leképezésre, ahol x1 — A, x9 — A, x3 — B stb. A particid elemeit

(jelen esetben A-t, B-t és C-t) atomoknak is nevezziik.
4. HoP ={P,Ps,...,P,} és Q ={Q1,Qq,...,Qu} X particidi, akkor ezek kozis
finomitdsa PV Q={P,NQ;:1<i<a,1<j<b}.

A Oq, Q. ... Oy véges sok particio kézds finomitdsa indukcicval torténik:
VELQi=QiVQyV- VO =(Q V-V Qy1)V Qs
ahol Q;-k az X eqy-eqy particioi.

5. A P particionak azt az elemét jeloljik P (T"x)-szel, melyben T"x van.

P (T"z) =P (T"y) = P, pontosan akkor, ha = és y is T~ "P;-ben van. Ez azt
jelenti, hogy P(x) = P(y) és P (T™x) = P (IT"y) koziil egyik sem kivetkezik a
méasikbol. Ezért érdemes kiilon definidlni az n-edik képek altal meghatéarozott

particiot:

6. TP egy particidja X-nek, x és y pontosan akkor tartozik TP ugyanazon
atomgjdhoz, ha P (T"x) =P (T"y).

7. Az y,(x) = P(T"x) dltal meghatdrozott staciondrius folyamat {y,}. Ez tényleg
stactondrius, mert minden lépésben gy kapjuk y;-t y;_1-b6l, hogy a T mérték-
tarto leképezést alkamazzuk X -en, és megnézzik, hogy x képe a particio melyik
atomjdba keril. Ez persze fiiggetlen attol, hogy eldtte hdanyszor alkalmaztuk mdr
T-t.

8. P,(x) jeléli ViZ(T~"P) azon atomjdt, melybe x esik.

9. N(n,c¢,P) =min{k : AP, , P, ... P, € V2 (T7'P) melyre p(Ui_, P,,) > ¢},

azaz N(n,c,P) a legkisebb olyan k szdm, melyre tudunk venni k darab atomot
VIS (TVP)-bdl gy, hogy ezek dsszmértéke c-nél nagyobb legyen. A kifejezés

csak ¢ < 1 esetén értelmezhetd, mivel valdsziniségi mértéktéren vagyunk.

5 Ez persze nem jelenti azt, hogy tetszdleges k atomot kivalasztva ezek dsszmértéke c-nél nagyobb

lesz, csak azt, hogy létezik olyan atom—k-as, hogy azok egyiittes mértéke nagyobb, mint c.
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10.

11.

12.

13.

1.

A értelmében h(T,P) = lim,  lim, o2 log N(n,c, P) a (T, P) folyamat
entropidja.

Mivel csak ergodikus folyamatokkal foglalkozunk, az els6 limeszre nincs is sziik-
séglink.

A tovabbiakban P alatt olyan felosztast értiink, melyre minden atom mértéke
pozitiv

R,(z) = min{k > n : P(T*"z) = P(T'z) minden 0 < i <n — 1-re} a (T,P)
folyamat visszatérési ideje.

R,(x) azt mutatja meg, hogy x ,pdlydja” a P particio atomjain mikor jdrja be
leghamarabb pontosan ugyanazt az n atomot, ugyanabban a sorrendben, mint

az elsd n lépésben.

R(z) = limsup,,_,, W,
R(x) = liminf,,_, W,
x4 az A halmaz karakterisztikus fiiggvénye, azaz

() 0 hax ¢ A
x) =
xa 1 haze A
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4. Entréopia és adattomorités

4.1. Entroépia becslés

Ornstein és Weiss [I] adtak egy j modszert entropia-becslésre, illetve az LZW
tomorités josagara adtak egy 1j bizonyitést.

A zip tomoritésben a jelsorozat blokkokra bontasa az alapjan torténik, hogy a
legutobbi blokk 6ta beolvasott szelete a jelsorozatnak szerepelt-e mar kordbban, és
pontosan akkor ,zarjuk le” az 1j blokkot, ha olyan jel kovetkezik, amely még nem
szerepelt olyan szelet utan, mint amit épp beolvasunk. Mivel a jelek (szimbolumok)
halmaza véges, ezért ahogy olvassuk végig a sorozatot, egyre hosszabb blokkokat
fogunk késziteni. Ha egy 1j, n-hosszt blokk (réviden: n-blokk) keriil a gytijteménybe,
akkor ennek a blokknak az els6 n — 1 eleme ugyanebben a sorrendben mar szerepelt
korabban is a jelsorozatban, tehét a sorozat ezen (n—1)-hosszi szeletének visszatérési
ideje nem lehet nagyobb, mint a két blokk els§ elemei kozotti tavolsag. Masképp
fogalmazva, egy (n — 1)-blokkot a gytjteménybe keriilése utan leghamarabb csak
visszatérést ideje elteltével ,hasznalunk” el&szor, azaz akkor lesz elGszor olyan n-

blokkunk, melynek kezddGszelete &.

------

«, e,

bekdvetkezésének valoszintiségébdl tudnénk kiszamolni, amit viszont tipikusan nem

ismeriink.

4.1.1. Tétel (Entropia becslés).

log R, (x
g—n() — H(x1,29,...) 1 valdszindséggel,
n
ahol x = w1, xs,... eqy véges értékkészletd ergodikus sorozat, és R,(x) = min{j > n :
TiTy ... Ty = Tjp1Tj42 - - .xj+n} a sorozat visszatérési ideje, valamint H(xq,xs,...)

a sorozat entropidja.

Bizonyitas A korabbiakban definidltak szerint a T mértéktartd leképezés altal

meghatéarozott {y, } ergodikus sorozatra latjuk be, hogy w — H (y (z)).
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min {k >n—1:P (Tk“”x) =P (T"z) minden 0 <7 <n— 2—re} =R, 1(Tx),
ami pedig nem nagyobb, mint R, (z), hiszen ha minden 0 < i < n— l-re P(T*"z) =
P(Tix), akkor minden 0 < i < n — 2-re P(T**1z) = P(T"z), igy a legkisebb £k,
melyre ez utébbi teljesiil, nem lehet nagyobb, mint a legkisebb £, melyre az elbbi
igaz. Ebbél kovetkezik, hogy R(Tx) < R(x) ¢s R(Tx) < R(z), azaz R(z) és R(w)
szubinvarians fliggvények, ez pedig azt jelenti, hogy valdjdban invaridnsak, hiszen
valoszintiségi mértéktérrdl van szo, azaz a mérték véges. Ebbdl pedig az kovetkezik,
hogy majdnem mindentiitt konstansak, mivel ergodikus leképezésekrél van sz6.A
limsup és a lim inf definici6ja alapjan azt is tudjuk, hogy R < R, ahol R és R rendre
az R(v) és az R(w) altal majdnem mindeniitt felvett konstans értékek.

A tétel bizonyitasahoz elég azt megmutatni, hogy R > h = H(xy,29,...) >
R, mert ez azt jelenti, hogy létezik a tételben szerepls hatarérték, és valoban az

entropiaval egyenld.

Tegyiik fel indirekt, hogy hogy R < h. Ekkor létezik b, by, melyekre R < b < by <

Definialjuk az Ay, By, C X részhalmazokat (N, L € ZT).

log R ()

Ay ={z € X : 3n € [Ny, N] melyre < b},

L
By={reX: %ZXAN(T’%) >1 -2},
k=1

Azaz Ay C X-ben azok az x-ek vannak, melyekre (egy rogzitett Ny < N mellett)
(log R, (x)) /n < b valamely Ny < n < N-re, és B, C X-ben azok az z-ek van-
nak, melyeknek T-szerinti els§ L képébdl legalabb (1 — 2¢)L esik Ay-be. Méashogy
megfogalmazva, nevezziik érvényesnek azokat az n szdmokat, melyek Ny és N kozé
esnek. An-ben azok az x-ek vannak, melyekhez létezik olyan érvényes n, melyre T-t
n-szer iteralva z-en, X particiojanak kiilonb6z6 elemein olyan sorrendben jar, amely
sorrend a tovabbi iteracioi soran hamar, azaz (Ay definiciojanak megfelelGen) nem
tobb, mint exp(bn) lépés elteltével ismét elGfordul.

By, azokat a (nem feltétleniil Ay-beli) z-eket tartalmazza, melyeken T-t iteralva
L-szer, az iteraciok kozott elég sok olyan Tix-et kapunk, melybdl indul érvényes

hosszisagi, hamar visszatérd iteracio-sorozat, string[l|

6A Br-ben azon z-ek vannak, melyek palyajanak elég sok szelete hamar visszatér. Pontosabban,
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W , barmely rogztett ¢ > 0 esetén, elég nagy

Mivel b > R = liminf,,_.
N-re u(Ay) > 1 —e. Valaszthato olyan, kicsi € és hozza elég nagy NOE] illetve L,

hogy p(Br) > 0,99 legyen [

Két lépésben megszamoljuk, hogy adott x € By hany kiilonb6z6 atomhoz tar-
tozhat VLZIT—"P -ben. Elsé lépésben {0,1,..., L — 1}-et rdgzitett blokkokra osztva
nézzilk meg a lehetséges esetek szamat, masodik 1épésben pedig arra adunk felss
becslést, hogy blokkokra osztani hanyféleképpen lehet.

Rogzitett © € By, mellett {0, 1,..., L — 1}-et particionaljuk aszerint, hogy adott
i-re Tz éppen Apy-beli-e: az els6 blokk [0], ha z ¢ Ay, illetve [0,...,n — 1], ha
x € Ay és n > Ny a legkisebb olyan szdm, melyre W < b vagyis n a legkisebb
olyan érvényes blokkhossziisag, amire sorozat els6 n eleme hamar Visszatér.ﬂ

Ha [0,...,k — 1]-et mar particiokra osztottuk, akkor a kovetkezs blokk [k, k +
1,...,k+m— 1], amennyiben T*x € Ay, és m > Ny a legkisebb olyan szam, melyre
w < bés k+m < L Mas szavakkal, ha T-t k-szor iterdlva = képe Apn-beli,
és k-tol L — 1-ig még ,belefér” a legrovidebb olyan érvényes m blokkhossz, melyre
T*z els6 m képe hamar visszatérd sorozatot ad, akkor a kovetkezs blokk m-elemti:
[k,k+1,...,k+m—1] . Ha ez mar nem fér bele, vagy T*x eleve nem volt Ay-ben,
akkor a kiovetkezo blokk [k].

Ezzel kikényszeritjiik, hogy ha T’z € Ay (aminek t6bb, mint 1 — ¢ a valoszinii-
sége), akkor ¢ < L — N esetén (tehat amikor {1,2,... L —1}-be még biztosan belefér

barmilyen érvényes hosszusagu blokk) ¢ egy legalabb Ny-hosszu blokkba keriil.

Nézziik, hany kiilonb6z6 szimbolumot kaphat P(T x) egy ilyen rogzitett = esetén,
vagyis a P partici6 hany kiilonboz6 elemébe eshet T z. A kivethetdség érdekében fon-
tos megjegyezni, hogy egy N D {1,2,..., L} 3 i — T’z — {X particiojanak elemei}
leképezés-lancolat adja meg, hogy az egymast kovetd természetes szamokbol &llo
adott blokk milyen (a particié kiilonbozd elemeit jelols) jeleket kaphat a kodolés

soran.

a palya pontjainak (1 — 2¢)-részébdl indul érvényes hosszisagu, hamar visszatérs szelet.
Ta konkrét értek h — b-t6l és a P-beli szimbolumok szamatol, azaz a partici6 elemszamatol fiigg
8Ez nem tul meglepd, hiszen, b-t a liminf-nél nagyobbnak véilasztottuk, igy Ax nagyon nagy

halmaz, elég sok z-nek lesznek a képei tobbnyire Apn-ben, ezért elég sok olyan x is lesz, mely

képeinek nagy része An-ben, azaz x € By,
9Tehat, ha € Ay, akkor az els6 blokkot a ,hamar visszatérs szelet” elemeinek az indexei adjak.
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Most rogzitsiik az {1,2,... L — 1} blokkokra bontésat, és nézziik meg, hanyféle-
képpen kaphatnak ezek a blokkok jeleket.

A blokkokon visszafelé haladva keresiink fels¢ korlatot a lehetséges jelek szama-
ra. A blokkokra osztott intervallum végén, [L — N, L]-ben mar az egyébként gyakori
Tmx € Ay esetben is el6fordulhat, hogy n mégis révid blokkba keriil, mert egy hosszu
blokk vége méar L utan lenne. Latni fogjuk, hogy a hosszi blokkok esetén kevesebb
lehetGségiink van, mint ha az adott részt csupa 1-hosszt blokkokra osztanank, igy, mi-
vel fels§ becslést szeretnénk adni, feltehetjiik, hogy ebben a részben csupa 1-hosszi
blokkok lesznek. Ha a részre osztja X-et P, akkor [L — N, L]-hez a™T!-félképpen
valaszthatunk kodjeleket , hiszen X minden egyes elemét, igy a T z-eket is a kii-
16nb6z6 részébe particionalhatjuk. A hosszabb, m; hosszi blokkok esetén viszont,
bar {1,2,... L}-ben m; a blokk hossza, a neki adhato jelek szamara a™ mellett van
egy masik felsé becslésiink is, mégpedig exp(bm;). ¢ csak akkor ,indithat” 1 < m;-
hosszti blokkot, ha T'x € Ay, azaz létezik olyan Ny < n < N, melyre W < b,
azaz R,(r) < exp(bn), és a legkisebb ilyen n lesz m;. Ezzel R, (x) < exp(bm;), azaz
x-nek a blokkbeli indexek &altal meghatarozott képei olyan utat jarnak be a parti-
cibban, ami legkésdbb exp(bm;) lépéssel késGbb megismétlédik (ennyi a legnagyobb
tavolsag, amit megtehetiink jobbra, miel6tt az egész m;-blokkot végigvennénk). Az
[1,L — N — 1]-ben esetleg el6fordulé 1-hosszi blokkok természetesen most is a-féle
jelet kaphatnak.

x-18l feltettiik, hogy Bp-beli, de az ilyen z-ek is (legfeljebb) az iteraciok 2e-ad
részénél, azaz 2¢L esetben Ap-en kiviil lehetnek, tehat ennyi iteracidhoz tartozo
index [1,2,... L]-ben 1-hosszu blokkot adhat.

fgy kapjuk, rogzitett particio esetén ezt a felsé becslést arra, hogy a blokkok
hanyféleképpen kaphatnak jeleket:

a¥ (H exp (bmj)> a*t < a*a*** exp (meJ) =
J J
a*lexp <b Z mj> < exp(bL)a**

j
Az utolso egyenlGtlenséget onnan kapjuk, hogy Zj m; < L, és L-et olyan nagyra

valasztjuk, hogy egyrészt teljesiiljon az els6 egyenl6tlenség, azaz N+1 < e, masrészt

az egészet feliilrgl becsiilhessiik exp(byL)-lel.

10K osdjel itt a particio egy elemét jelenti, z kodjele az annak a particionak a jele, amibe keriil
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Most azt nézziik meg, hogy a blokkokra osztas legfeljebb hanyféleképpen tortén-
het. Rovid, azaz 1-hosszu blokkokat legfeljebb > <36l (?)—féleképpen valaszthatunk,
mert a rovid blokkok szama 0 és 3eL kozé esik, és ha j darab van, akkor értelemsze-
riien (?)—féleképpen lehet elhelyezni 6ket. A hosszu blokkok legalabb N hosszuak,
fgy maximum L /Ny darab hosszt blokk van, ezek kezdGeleme legfeljebb > ., (f)—
féleképp valaszthato. Ez a két becslés nagyon gyenge, hiszen egy révid blokk, ha nem
kozvetleniil az el6z6 rovid blokk utan jon, akkor legalabb Ny-lal késébb koévetkezik,
egy hosszi blokk pedig mindenképpen legalabb Ny-lal késébb kezd6dik, mint az el6z6
hosszi blokk. Ezeket a megszoritdsokat nem vettiik figyelembe, de igy is ki fog jonni
az allitas.

Ezekkel a felsé becslésekkel kapjuk, hogy megfelelGen kicsi € és megfelelGen nagy
Ny esetén x € By, legfeljebb exp(byL) atomjihoz tartozhat Vit T—"P-nek. Mivel

by < h, ez ellentmondés.

Most mar csak a masik egyenlGtlenséget kell igazolni, miszerint o > R.

\/;‘:—&T’jP egy rogzitett D atomja nagy n-re megfelel egy ugu; - - - u,_1 blokknak,
és ha rogrzitiink egy ¢ > h-t is, akkor D' = {x € D : log R,(z)/n > ¢} mér-
téke legfeljebb 1/exp(cn). Ennek az az oka, hogy D', TD’, ..., T*P)=1D" mind
ugyanakkora mértéki, mivel 7" mértéktarto, és paronként diszjunktak, ebbél adodo-
anl>p{D'UTD' U---UT*P=1ID"Y = (D) +p(TD' )+ - -4 p(T*PM-1D") =
exp(en)u(D')

A diszjunktsag belatasahoz elGszor vegyiik észre, hogy x és y pontosan akkor van-
nak \/;LZ_OIT_j P ugyanazon atomjaban, ha a P particibnak paronként ugyanabban az
atomjaban van z,Tz,...,T" 'z és y, Ty, ..., T" 'y (azaz az elsé n képiik ugyanazt
az ,utat” jarja be P-ben). Ez természetesen igaz D-re is, tehat ha valamely x € D'-re
létezne olyan i € [1,exp(cn) — 1], melyre T%x € D' lenne, akkor R, (z) < exp(cn)

lenne, de ez ellentmond annak, hogy x € D'
A B0 tétel értelmében

o log(Pue)

n—00 n

:h’

ahol P,(z) a \/}‘:—(}T*JP partici6é azon atomja, melyhez z tartozik.

Vegyiink most egy olyan ¢y szdmot, melyre h < ¢y < c. Ekkor, mivel az atomok
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természetesen diszjunktak, és az egész tér mértéke 1,
#{D € V?;&T_jP s (D) > exp(—con)} < exp(con).

Az ilyen, nagy D-khez tartoz6 D’-k Osszmértéke tehat nem lehet nagyobb, mint
exp((co — c)n).

Mivel fix ¢y < ¢ értékek mellett exp((co — ¢)n) egy n-ben konvergens sorozat,
a Borel-Cantelli lemma szerint 1 a valoszintisége, hogy x csak véges sok ilyen D’
halmazhoz tartozik. Ez azt jelenti, hogy nulla mértékti az a halmaz, melyen R(x)
legalabb ¢, minden ¢ > h-ra, tehat R(z) < h.

Ezzel belattuk a tételt.

U

4.1.2. Megjegyzés. Ha kétiranyban végtelen folyamrol van szo, akkor ugyanez

igaz R,(x) =min{j > n: T 2 (n_1)...To1 = Tj41Tj42 . . . Tjinj-Te.

Bizonyitas A bizonyitas nagyon hasonl az el6z6hoz, csak annyi a kiilénbség, hogy
[1, L] balrol jobbra volt diszjunkt blokkokra osztva, ezesetben viszont jobbrol balra
is kell, L — N-nel kezdve. A tételt most T~ !-re kell alkalmazni T helyett.

0

4.1.3. Kovetkezmény.

logn
N, (z)

— H(x1,29,...), 1 valdsziniséggel,

ahol Ny (z) =min{j > 0: 2oZ1...Tj—1 # TopntiTnpit1 - - - Tontitj—1,0 < i <n—j}

[

Bizonyitas A alkalmazhatd, csak azt kell észrevenni, hogy N, (z) = min{j >
0:Vk € [j,n]-re Vi€ [0,j— 1]-re P(Tix) # P(T i)}
[l

4.1.4. Megjegyzés. Ehhez hasonlé kovetkezmény egyoldali esetben nincs.

A szigoru egyenlStlenség is igaz, de nekiink elég ebben a formaban.
12 Azaz a legrévidebb ,most kezd6dd” olyan blokk mérete, amilyen blokk nem szerepelt a sorozat

el6z6 n tagjdban részblokként
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4.2. Blokkhossziisagi tételek

A 2.2 fejezetben leirt Lempel-Ziv algoritmus &altal készitett blokkfelontéas sza-
munkra legfontosabb tulajdonsigai, hogy minden blokk pontosan egyszer fordul elg,
és minden blokk egy olyan sztringbdl all, mely mar szerepelt kordbban is a jelsoro-

zatban, csak nem 1gy, hogy pontosan egy blokkot alkosson.

4.2.1. Jelolések. I;-vel jeloljik az {1,2,...n} részintervallumait. Ha ez az {i,i +
L,...,k} intervallumot jeloli, akkor n(1;) alatt az ny,ma, ... sorazat I;, mint indea-
halmaz dltal meghatdrozott blokkjdt, niniy1 - ne-t értjik. Ebben az esetben |I;| =
k—i+1.

4.2.2. Definicié (Elhatarolé felbontas). Hamns - - -, egy ergodikus sorozat konk-
rét megualosuldsa, akkor ennek elhatarolod felbontésar_g] alatt az indexhalmaz, vagyis
{1,2,...,n} egy olyan Iy, I, ..., I}, particicjdt értjik, melyre azn(1;) blokkok pdron-

ként kilonbozok.
Lathatjuk, hogy a zip altal hasznalt blokkfelbontas elhatarolo felbontas.

4.2.3. Tétel (1. blokkhosszuisagi tétel). Legyen (X, T, 1, P) egy ergodikus folya-
mat, melynek entropidja h, tovibbd x € Xo C X, u(Xo) = 1. FEkkor adott € >
0-hoz létezik olyan n., hogy minden n > n. -ra a {P(T'z) : 1 < i < n} =
{P(Tx),P(T?z),...,P(T"x)} tetszdleges {I1,..., I} elhatdrols felbontdsra

> 1| > (1 —¢e)n,

{is|[i| >log n/ (h+2)}

4.2.4. Megjegyzés. Ez tulajdonképpen azt jelenti, hogy ha {P(T'z) : 1 < i <
n} paronként kiilonb6z6 blokkokra oszlik, akkor 1 valoszintiséggel {1,2,...,n} nagy
részét olyan blokkokba keriil, melyek hossza legalabb logn/h.

4.2.5. Definici6 (e-révid blokk). {P(T'z) : 1 < i < n} blokkfelbontdsa ese-
tén azokat a blokkokat nevezziik e-révid blokkoknak, melynek hossza kisebb, mint

[(1—¢)logn]/h.

13 Angolul distinct parsing
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4.2.6. Definici6 (e-hosszu blokk). {P(T'z) : 1 < i < n} blokkfelbontdsa esetén
azokat a blokkokat nevezziik c-hosszi blokkoknak, melynek hossza nagyobb, mint
[(1+¢)logn]/h.

A tétel szerint tehat a zip tomorirés soran keletkez6 blokkok kozott csak
kevés e-rovid blokk talalhato. A [4.2.12] tétel fogja majd megmutatni, hogy e-hosszu

blokkokbél is csak kevés van.

Legyen £ a VL T~"P atomjainak egy halmaza. Ennek minden [ eleme egy L-
blokk, melyben az i-edik helyen szereplé jel azt mutatja meg, hogy az adott | € L-beli

pontok i-edik képe a P particié melyik atomjaban van.

4.2.7. Definici6é (Jo6l fedett intervallum). Ha i1y ... n,-nek az (1 — §)-ad része
diszjunkt, L-beli L-blokkokkal fedett, és Iy, 15, ..., I eqy elhatdrold felbontdsa, akkor
azokat az itervallumokat, melyeknek legaldbb (1 — \/3)-ad része L-beli L-blokkokkal

fedett, jol fedett intervallumoknak nevezziik.

Nekiink az mny - - - = P(Tx)P(T?z) . .. esetre lesz elsGsorban sziikségiink, nézziik
meg, hogy itt mit jelentenek konkrétan ezek a fogalmak!

A sorozat elsG n elemére akkor lesz az Iy, I», . . ., I}, elhatarolo felbontéﬂ ha min-
den j € {1,2,..., k}-ra az z-nek az [; altal meghatarozott ttja (a particié atomjain)
nem egyezik meg semelyik I, ¢ # j altal meghatarozott tttal sem.

Most az L-hosszi utak koziil emeljiink ki néhanyat gy, hogy ezek koziil bizonyos
szamu, egymastol diszjunkt at fedje mimo---n, (1 — d)-ad részét! Ezek, és esetleg
még tovabbi néhédny L-blokk adjdk L£-t. Mas szavakkal, x utjanak az els6 n iteracio
altal meghatéarozott szakasza legalabb (1 — ¢)-részben L-beli szakaszokbol all.

Vegyiik most 772 - -1, egy elhatarold felbontasat, Iy, Is,...,Iy-t! Az I, =
{r,r 4+ 1,..., s} intervallum jol fedett, ha a hozza tartozé 7,41 ---ns blokk altal
meghatarozott 1t elég joI” (azaz legalabb (1 — v/0)-részben) lefedhets L-beli szaka-
szokkal. Fedés alatt itt azt értjiik, hogy az ut megfelel6 része pontosan egyezik az
adott szakasszal. A jolfedettség tehat a blokkfelbontast jellemzé tulajdonsag, eleve
csak akkor allhat fenn, ha a blokkfelbontas nélkil, az egész utat elég nagy részben
fedik a kiemelt, L-beli utak.

WL+ |+ + I =n

27



4.2.8. Tétel ( altalanositasa). Rigzitett 0 < ¢ < l-re és ¢ > 0-ra, elég
nagy n-re 1 a valdszindsége, hogy {P(T'x) : 1 < i < n}-bdl legfeljebb cn-et tudunk
kiilonbozd e-rovid blokkokkal fedni.

Bizonyitas Az entropia definicidja miatt adott 6 > 0-hoz létezik elég nagy L, hogy
VLI TP atomjainak egy £ halmazaval le lehet fedni X-nek (1 — §)-adrészét gy,
hogy egyrészt > 4, pt(A) > 1 — &, masrészt #{L} < el h+9),

Birkhoff ergodtételébél [7] kivetkezik, hogy legalabb (1 — 26)n azon j < (n — L)
indexek szama, melyekre Tz € UAeg, tehat = az utja elég nagy részét L-beli
atomokon futja (leszamitva az utolsé L 1épést). Ebbdl mutatjuk meg, hogy van egy
olyan teljes mértéki X, halmaz, melyre x € X és elég nagy n esetén az (n1ny -+ 1,) =
(P(Tx),P(T*z),...,P(T"z)) n-blokk (1 — §)-részét le lehet fedni L-beli diszjunkt
L-blokkokkal.

12 -n-t Osszesen L-féleképpen lehet particionalni egymést kovets L-blokkokra,
a blokkok elsG elemeit feltiintetve:

7]

01:{17L+1,2L+1,...,([L —1)L+1}

(12:{2,L+2,2L+2,...,([%]—1)L+2}

CL:{L,L+L,2L+L,...,([%]—1)L+L}

tehat Cj-vel jeloljiik azt a felbontést, ahol az els§ blokk el6tt i — 1 elem van.
A lehetséges felbontasok koziil legalabb egy u € [1, L]-re z-nek majdnem az Gsszes
blokk (legalabb (1—6)% blokk) els6 eleme altal meghatarozott képét fedi £ valamelyik
eleme, azaz #{j € C,, : TVx € Upe A} > (1—0)%, kiillonben az osszes j € {1,...,n}
indexek koziil is kevesebb, mint (1 —§)7L = (1 — §)n darab esne Uscp A-ba, igy az
el6z6, (1 — 20)n-es becslés nem lehetne igaz. Egy ilyen u-ra C, és az elemei, mint

kezdGpontok altal meghatarozott L-blokkok egy megfelel§ diszjunkt fedést adnak.

Most sziikséglink lesz egy lemmaéara, ami arra ad fels§ becslést, hogy adott L-
blokkokkal legfeljebb mennyi, rogzitett hosszisagta blokkot lehet elég nagy aranyban

fedni.
5Ehhez persze elengedhetetlen, hogy 3L/26 < n legyen.
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4.2.9. Lemma. Legyen P : X — {1,2,... a}, és vegyiik L-blokkoknak egy olyan
L C{1,2,...,a}" egyiittesét, melyre #{L} < ") K > L esetén k(y) jeloli
azokat a K-blokkokat, melyeket eqymdst kévetd L-blokkokra osztva L elemer legaldbb
(1 — 7)-részben fednek. FEkkor elég nagy k-ra legfeljebb e*h+0+eM) jlyen I -blokk
létezik, azaz # {k(7)} < P9+ “ahol ¢(v) — 0, ha v — O.

Lemma bizonyitasa Rogzitjiik, hogy hogyan osztottuk egymast kovets L-blok-
kokra a K-blokkot (0sszesen L-féleképpen lehet, ha K > 2L, egyébként K — L + 1
lehetGség van), és azt, hogy konkrétan melyik L-blokkok tartozzanak L-hez. L-ben
legfeljebb eX("*+9) [_blokk van, és a I-blokk felosztasa soran ezek koziil kell kikeriilnie
(1 — )% darabnak. A maradék £ darab L-blokk tetszoleges, igy azok mindegyike
a*-féleképpen valaszthato. Ez azt jelenti, hogy ekkor legfeljebb

(eL(h—&—(S))(l—’y)%(aL)v% _ 6K(h+6)(1—7)+K710ga _ 6K[h+5+’y(—h—6+loga)}

azon lehetséges kiilonb6zé K-blokkok szama, melyeket, ha az adott moédon osztunk
L-blokkokra, akkor legalabb (1 — )-részben lesznek L-beli blokkokkal fed ve.

Egy K-blokkot legfeljebb L-féleképpen lehet egymést kovets L-blokkokra osztani,
valamint ((1 K/ L) feleképpen lehet kivalasztani, hogy az L-blokkok koziil melyek
tartozzanak mindenképpen L-hez. A Stirling formula szerint pedig

I\ T
ok (ﬂ)
K e
o ) |
(1

_’Y)K/L 1—~) & (1—7)% KN\
2 (1 - 4) & (21) 2ny$ (22)

Sl

— LAty (F 1)+ =) [~ 3+ (=D F 40 £ [ -1y (E 1) [ty [ § ] - fm2m

Klhto+y(=h=d+loga)]_ya] megkapjuk a lemma

Ezt 6sszeszorozva az el6z6 becsléssel, e
allitasat.
O
Ebbdl kovetkezik, hogy ha m nem elég nagy, akkor a kiilonb6z& m-blokkok nem

tudjak nagy részét fedni 117 . . . n,-nek, igy elég csak a nagyobb m-ekkel foglalkozni.

16 ¢(~y)-ra létezik explicit becslés is.
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Ha Z jeloli a nem jol fedett intervallumok halmazat, akkor }-; .7 || < Vo,
mert ha 717, - - - no-nek legalabb v/dn-részét olyan intervallumok fednék a felbon-
tasban, melyeknek kevesebb, mint (1 — v/8)-részét fedné L-beli intervallum, akkor
a felbontés nélkiili 7,7, - - - 7,-b6l is kevesebb, mint v/dn - (1 — V/8) = n(v/d — 6)-t
fednének L-beliek, ez pedig kevesebb, mint n(1 — ¢), hiszen § € (0, 1).

Tovabb4, a lemma alapjan elég nagy, rogzitett m-re n1ms - - - 0,,-b6l legfeljebb m -

em(ht6+6(V) fadhetd m-hossztsagu, jolfedett I; intervallumokkal. Ha adott € mellett

logn
h+e

elég kicsit o-t valasztunk, akkor ezt Gsszegezve minden m € [My, J-ra n'~-nal
kisebb eredményt kapunk valamilyen £ pozitiv szamra. Ez a nem jolfedett részekkel
egyiitt is, en-nél kisebbet ad.

e-nal 0-hoz tartva, és mindig a megfelel§ o-kkal illetve L-ekkel kapjuk a tétel bizo-
nyitasat. Minden lépésben véve a Birkhoff ergodtétel [7] altal adott megszamlalhato
sok halmazt, majd ezeket elmetszve kapjuk a teljes mértéki halmazt.

U

4.2.10. Definicié (Régi blokkokra bontas). Az {1,2,... a} dbécé elemeibd dllo
blokkok eqy régzitett, véges F halmaza esetén nins - - - n, eqy felbontdsa régi blokkokba

torténik, ha a felbontds minden I; intervallumdra n(l;)

e vagy F-hez tartozik

o vagy részblokkja mn - - - np-nak, ahol I; = {k+1,k+2,... k+ ||} (azaz mdr
kordbban is eldfordult).

F szerepe minddssze annyi, hogy valahol ,elkezd6djon” a felbontas, mivel az
eredmények aszimptotikusak, nem fiiggenek F valasztasatol.
A zip altal hasznalt blokk felbontas régi blokkokra bontés, ahol F a kezdeti szotér

elemeibdl all, vagy ha az nincs, iires.

4.2.11. Definicié (Bajkeverd n-blokkok). Az nins - --n, blokkot (g -)bajkevers-

nek nevezziik, ha régi blokkokba bontdsa esetén

Z | I;| > eon.

1+
To={1;:|I;|> 2 log n}

A most kovetkezs tételbdl kideriil, hogy miért illetjiik ezzel a névvel az ilyen
blokkokat.
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4.2.12. Tétel (2. blokkhosszusagi tétel). Legyen (X, u, P, T) egy ergodikus fo-
lyamat h entropidval, Xo C X pedig egy teljes mértékd halmaz. Ekkor x € X, esetén
minden £ > 0-ra létezik egy no(e,) kiszobszdm, hogy minden n > ng(ex)-re, ha
I, Iy, ..., Iy egy régi blokkokra bontdsa {P(T'z) : 1 < i < n}-nek, akkor

> || > (1 —e)n.

(i 1;| < A=) losny

Ezt is megfogalmazhatjuk a hoz hasonléan, illetve ennek is egy altalano-
sitasat bizonyitjuk. Ha & & ...&, olyan blokkokra oszlik, melyek mindegyikének
ytartalma” tobbszor szerepel a felbontasban, akkor n — oo esetén 1 valoszintiséggel

(1,...,n) majdnem mindegyike legfeljebb logn/h blokkba kertil.

Bizonyitas Az entropia definiciojabol adodoan egy h entropiaju, {1,2,...,a}-
értéki {y,}5° stacionarius folyamat esetén, megfelelGen valasztott v > 0-hoz, adott,
elég nagy L-hez létezik olyan £ C {1,2,...a}*, melyre # {£} < "L &5 L va-
l6szintisége legalabb (1 — «). Azaz az {y,}}° sorozat majdnem minden megvalo-
suldsara a sorozat egy elég hosszi kezdd@szeletének tetszéleges felbontésa esetén a
nem L-beli blokkok legfeljebb d-adrészét fedhetik &sszesen az adott kezddszeletnek.
A tétel bizonyitasa végén leirt gondolatmenet alapjan, adott 6 > 0-hoz, elég
kicsi 7 és elég nagy ko esetén, minden k > ko-ra, ha £, C {1,2,...a}* pontosan
azokbol a k-blokkokbol all, melyknek (1 — 27)-részét le lehet fedni L-beli, diszjunkt
L-blokkokkal, akkor majdnem minden {n;}{° folyamathoz létezik ngy, hogy minden

n > ng-ra ny, M, - .., N, tetszéleges Iy, Io, . .. I; intervallumokra bontasa esetén

> |1;] < 6n,

{Li:|I;|=k>ko,n(1;) ¢ L }
azaz az Lp-n kiviili hosszi blokkok csak keveset fednek. Nevezziik ezt a tulaj-
donsagot Li-jo -nak. A lemmabol kévetkezéen elérhet, hogy # {L,} < elhto)k

legyen.

Legyen

1
B = {1,2,...n}\UI:{1,2,...n}\U{Ii L) > —;gologn},
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és jeloljik ennek maximalis részintervallumait I, Iy, ... I)-lel. Az Z-t ad6 maxi-

n h
logn 14-¢€9

malis részintervallumok szama nem tobb, mint (kiilonben a hosszuk 6sszesen
nagyobb lenne, mint n, ami azért lehetetlen, mert ezek diszjunkt részintervallumai
[1,n]-nek), és ennél legfeljebb 1-gyel lehet nagyobb [, mivel barmely i € [1,1 — 1]-
re I; és I;;1 kozott kell lennie egy Z-beli intervallumnak. Igy ko-nal révidebb I;

intervallumok csak kis részét fedhetik {1,2,...,n}-nek. Konkrétan, elég nagy n—reE]

2.

{Ti:| 13| <ko}

h n
0 14+¢e9 logn

&

< n.

Most azt becsiiljiik meg, hogy hanyféleképpen lehet ennek megfelelGen blokkokra

bontni.

1. Ha I; € Z, akkor felhasznalva, hogy régi blokkokra bontunk, vesziink még
egy, n-nél kisebb mutatot, ami megmutatja, hogy kell I;-t kitdlteni. A mutato
vagy J valamelyik elemére mutat, vagy azt mutatja meg, hogy {n;}7-ben hol

szerepeltek mar korabban a blokk elemei.
2. Ha I; egy ky-nal révidebb blokk, akkor a‘7i|—féleképpen lehet kitolteni.

3. Ha I; egy ko-nal hosszabb blokk, akkor 77(T1) € [,‘m esetén természetesen leg-
feliebb ellil(h+9)_faleképpen tolthetjiik ki, egyébként pedig Al kiilonbozs lehe-
tGség van.

Az els6 esetben a mutaté olyan, mintha |I;|-blokkok egy legfeljebb nh = enlo8n =

2 1+eg
e 1+eg h

g — o155 il elemi halmazabol valasztandnk n(1;)-t, mivel I, € T esetén

|I;] < H=0logn,

L-j6 mno - - - n, esetén a lehetséges megoldasok szdma legfeljebb

h €0
mn50a25ne(h+5)(1*50*25)n _ €n<h<1+50+l—ao—25)+6(1—50—25)+26 log(a)) h—y)n

e = ¢l )

ahol v > 0 csak gp-t6l, 6-tol, h-t6l és a-t6l fiigg. Ez azt jelenti, hogy az eg-bajkeverd,
L-j6 n-blokkok szama legfeljebb e*=7)" A Borel-Cantelli lemma miatt egy valészi-
ntiséggel p{x : P(T'z) =mn;,1 <i<n} < (3" mérteki bajkevers csak véges sok
esetben lehet myny - - - n,.

70lyan n-re, mely esetén kg - ﬁ < logn.
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A tétel szerint pedig mne---m, 1 valosziniiséggel csak véges sokszor eg-
bajkevers. gp-lal 0-hoz tarva kapjuk a tétel bizonyitasat.
O

P

koveteljitk meg, hogy n(I;) teljes egészében eldforduljon méar korabban is, hanem
elég az is, hogy csak korabban kezd&dott. Ez azért lényeges, mert a Lempel-Ziv
kodolas tobb valtozatdban az altalunk leirtaktol egy kicsit eltérGen torténik torténik
a szotar épitése. A beolvasast nem csak akkor folytatjuk, ha az eddig beolvasott
sztring mar szerepelt a tomoritendd dllomanyban, mint 6nall6 blokk, hanem akkor
is, ha egyaltalan szerepelt. Az j bejegyzést a szotarban pedig csak akkor készitjiik

el, ha mar tudjuk, hogy fel is hasznaljuk.

4.2.13. Definici6 (Régies blokkokra bontas). Az {1,2,..., a} dbécé elemeibdl dl-
6 blokkok egy rogzitett, véges F halmaza esetén nins - --n, eqy felbontdsa régies blok-

kokba torténik, ha a felbontds minden I; intervallumdra n(I;)

e vagy F-hez tartozik

o vagy részblokkja mng - - - ni-nak, ahol I; = {1+ 4,2 4+4,...,|L| +4}, (1 > 1)

(azaz ugyanez a szakasz szerepelt mdr kordbbi kezdéssel is).

4.2.14. Tétel. Ha {y,}° egqy h-entropidji, véges értékkészletd staciondrius ergodi-
kus folyamat, akkor ennek egy {n}3° megvaldsuldsdra @ adott € > 0-ra, minden
n > ne-ra, MmNy ...N, kilonbozd I; blokkokba torténd bdrmely régies felbontdsdra 1
valosziniséggel

> L] > (1 —e)n.

{IZ':%JFE logn<|;|< 1;? logn}

Bizonyitas Ebben az esetben az 11j blokkoknak csak a legutolsé bitje 1j, de ugyanaz
a bizonyitas miikodik itt is, mint a régi blokkoknal.
O

4.2.15. Tétel ( [4.2.12] Altaladnositasa). Rigzitett 0 < ¢ < 1-re és € > 0-ra, elég
nagy n-re 1 a valoszinisége, hogy £1&s . . . £,-bdl legfeljebb cn-et tudunk olyan e-hosszi
blokkokkal fedni, melyek eldfordulnak &.&5 . .. &,-ben tobb, eqymadstol diszjunkt helyen.

18 Angolul: output.
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5. Entréopia és Hausdorff-dimenzi6

Legyen ¥ = {aj,as,...,a,} & (XV,0) az egyoldali eltolasok tere m szim-
bolum felett, ;1 pedig egy o-invarians ergodikus valdszintiségi mérték YN-n. d a
metrika, amivel a Hausdorff-dimenziot értelmezziik, z,y € XV esetén d(x,y) =
m~ k20 #ye} - R _nel tovabbra is a visszatérési idét jeloljiik.

A tételben megallapitottuk, hogy majdnem minden = € XN-re a

1

n—00 n

hatarérték létezik és véges. Az tétel azt mondja meg, hogy mit tudunk

azokrol az z-ekr6l, melyekre nem létezik a limesz.

5.1. Visszatér6é halmazok Hausdorff-dimenzi6ja

Feng és Wu [4] N egy nem megszamlalhato particiojarol,

E,p = {x S liminfM = oz,limsupM = ﬁ}—r()l
n

n—00 n n—00

mutatja meg, hogy tetszéleges 0 < a < f < oo-ra 1 a Hausdorff-dimenzioja.
5.1.1. Tétel. Minden o, € [0,00], o < B-ra dimpy E, 3 = 1.

A bizonyitasban E, g olyan részhalmazait vessziik, melyek Cantor-halmazok, és
ezeknek a Hausdorff-dimenzi6jarol latjuk be, hogy 1-hez tartanak. Ehhez elGszor

vegyiink egy lemmat.

5.1.2. Lemma. Legyen {(,} poziliv egészeknek egy olyan sorozata, melyre létezik

ng, hogy minden n > ng-ra ly,11 > £, +2n és lim,,_, o fl—g = o00. Fkkor az
A=At} = {x e XN 3ky, melyre k > ko esetén Ry(x) = Ek}

halmaznak 1 o Hausdoff-dimenzidja.
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Bizonyitas Elegendd megmutatni, hogy dimy A > 1 — ¢ minden ¢ > 0-ra, hiszen
dimy XN =1 és A C XN, Régzitett § > 0 mellett legyen p > max{ng, 6} olyan, hogy
1%2 > 1—4, és legyen

Fp:{IL':{{EZ‘}TOGENZ$1:$2:"':ZEp:méSkEZ+ esetén Tppi1 = Tphip = 1},

azaz az elsé p helyen ugyanaz a szimbolum, m szerepel, majd minden p-edik, és az
azt kovetd helyen egyes van:

&P & N N

p darab p—2 darab p—2 darab p—2 darab

Egy ilyen sorozatnak az elsé p elem uténi végszelete 6nhasonlé halmaznak tekint-
hets mP~2 darab m~P-aranyt énhasonlosaggal, igy a Hausdorff-dimenzidja, és ezzel
dimpy Fp is 98722 =222 > 1 — g,

Létezik olyan g : I}, — A leképezés, hogy minden ¢ > O-ra létezik M € N, melyre
minden k > M esetén d (g (x), g (y)) < m~*-bol kovetkezik, hogy d(z,y) < m~ 1=k,

azaz g ,kozel Lipschitz”ﬁ. Ez elég is a lemma bizonyitdsdhoz, hiszen ez azt jelenti,
hogy dimpy g(F,) > dimpy F,, azaz dimyg A > dimgy g(F,) > dimg F, > 1 — 4.

Mar csak meg kell mutatni, hogy tényleg létezik ilyen g leképezés. Erre adunk
egy konstrukciot.

El6szor definidlunk egy x € F,-t6l fiiggd {xW}2 sorozatot ¥-n. Minden z =

o ! p—l — —

j < p—1 esetén V) definiciojara, tegyiik fel, hogy mar definialtuk valahogy.

Minden j > 1-re vezessiik be az 20) = 22 ... 20 .. = 2P 0zl 6.0 2P 0.
jeloléseket. Legyen
——— ~— ~—
ZL‘(k) — p darab p—2 darab p—2 darab
=] ) D DD a2
Wy

ahol y, # x,(c]i_ll). k > ng miatt teljesiilnek /i -ra a lemma feltételei.

(k—=1)

Latszik, hogy x 16l ®)-ra térve nem valtozik az els6 £, — 1 szimbolum. Te-

kintve, hogy £ — 1 > {1 + 2(k — 1) — 1, ez azt is jelenti egyben, hogy az Gsszesen

Y Nearly Lipschitz
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(k+1)

0, —14+k+3 szimbo6lumbol 4116 xgkfl)xékfz) “+ Ty, —1 0wy, elGtagja x -nek is és min-

den i > (k + 1)-re a’-nek is, igy az {z(!}2°  sorozat konvergens, és a hatarértékénck
is ez a kezdGszelete. Jeldljiik x*-gal a limeszt.
Ha k > p, akkor Rp(x*) < /i, hiszen az li-adik elemet (ami egy 1-es) kovets

k jel ugyanaz, mint az elsé k jel. Azt is tudjuk, hogy a k + 1-edik jel viszont mar
kiilonbozs, direkt fgy valasztottuk y,-t, igy d(o® (z*),z*) = m~*.
p darab

Minden k > p-re a @ = m ---m blokk csak z* elején, illetve wy-ban fordulhat

cs s

kettd 1-es.

Az x> z* leképezés jo lesz g : F, — A-nak. g injektivitasa a definiciojabol, g~

kozel Lipschitz tulajdonsaga pedig az alabbiakbol kovetkezik.

Létezik olyan N > p egész szam, hogy minden n > N-re % < 5,

végetelenhez tart. Ha k > (y, és ¢ € ZT az a szam, melyre {, < k < {,;, akkor

mert %
n

p < N <gq Hak > l,re dx*,y*) < m™* azaz xixh---x} = yiys---y;, akkor

PErsze T1Tg - T) = Y1Ya - Yp, k' = k—Z?I;(j+3) >k—2¢>>k—cely, > k(l—e),

ez pedig azt jelenti, hogy d(z,y) < m™" < m~079% tehat a lemmét bebizonyitottuk.
]

A tétel bizonyitasa Az el6z6 lemmanak koszonhetGen mar csak azt kell bizonyi-
tani, hogy tetszéleges, adott 0 < o < 3 < oo-ra létezik olyan {£,} C (ZT)N sorozat,

mely megfelel a lemma feltételeinek, azaz 1étezik ng, hogy minden n > ng-ra £, >

logln __ s 1: logln __
=t = q és limsup,,_,, —>" = f.

l, + 2n és lim,,_,o fb—g = 00, tovabba liminf, >

Ezt esetszétvalasztassal latjuk be, aszerint, hogy « és § a [0,00] intervallumnak

végpontjai’-e, illetve egyenlSk-e. 7 eset van. [r| az x egészrészét jeldli.
1. a = f3 = oo. Ekkor £, := [¢"’] jo.
2. a = =0. Ekkor £, := [eV"] jo.
3. 0 <a=p < oo. Ekkor ¢, := [e"] jo.
4. 0 < a < 8 < o0. Ekkor £, := """ | u;, ahol
- { [e"®] ha valamely i € NT-ra Zf;l 2% <n< Z?:l 2%

[e”ﬁ } egyébként.
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5. 0 < a < = o0. Ekkor £, :=>""  w;, ahol

[e"®] ha valamely i € N*-ra 2312—11 2 << ZJQ;I 2%
[6”2] egyébként.

6. 0 =a < f < oo. Ekkor £, := "7 | u;, ahol

— [eV"] ha valamely i € N*-ra Z?;l 2 <n< 231:1 2
[e”ﬁ} egyébként.
7. 0 =a < 8 =o00. Ekkor ¢, :=> "2, ahol

=1

[eV"] ha ngl W << 231:1 2% valamely i € Z*-ra
[6”2] egyébként.

O

5.1.3. Definicio. A = (a;;) € {0,1}™™ mdtriz esetén X4 := {(z,) € X : ay,,

=1, Vn>1}, azaz egy olyan S-ban futé sorozat, melyben barmely két, eqymdst

Tn+41

kévetd elemet, ha indernek tekintink, az dltaluk meghatdrozott eleme A-nak 1-es.
Erre nyilvan 0¥ 4 C X 4. A (X4, 0) rendszert nevezzik véges tipusi részeltolésnak.m.
A részeltolds (topologikusan) tranzitiv, amennyiben létezik olyan M > 1, melyre

AM minden eleme szigorian pozitiv (azaz 1).

5.1.4. Kévetkezmény. Az tétel dltaldnosithato tranzitiv véges tipusi részel-

log p
logm’

toldsokra: dimpy E, g = dimpyg X4 = ahol p az A spektrilsugara.

20subshift of finite type
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6. A Shannon-McMillan-Breiman tétel

Algoet és Cover [3] cikke alapjan a Shannon-McMillan-Breiman tétel véges érték-
készletii valtozatat bizonyitjuk ebben a fejezetben.
Egy X véges halmazban fut6 { X;} stacionérius ergodikus folyamat entropia ratéja
a kovetkez6:
H = lim H* = Jim E{—log p(Xy| X1, -, Xo)}

k—o0

Mivel stacionéarius folyamatrol beszéliink, ez egyenls E{—logp(Xo|X_1,..., X &) }-
val.

A tétel bizonyitasdhoz felhasznélunk egy lemmat, de elGszor a Markov-egyenlét-
lenséget és a Borel-Cantelli lemméat mondjuk ki, mert ezekre sziikség lesz a lemmaban

és a tételben is.

6.0.5. Tétel (Markov-egyenl6tlenség). x valdsziniségi viltozo és tetszdleges e >
0 szdm esetén P(|z| > ¢) < E(|z])/e.

6.0.6. Lemma (Borel-Cantelli). Adott valdsziniségi mezdn tetszdleges Ay, Aa, As, . ..

halmazokra:

1. Ha Y 2 P(Ag) < o0, akkor 1 valdszindséggel csak véges sok Ay esemény ko-

vetkezik be, azaz

P (lim sup Ak) =0.

k—o0

2. Ha az Ag k = 1,2,... események figgetlenek, és > -, P(Ay) = oo, akkor 1

valdsziniséggel végtelen sok Ay esemény kovetkezik be, azaz

k—o0

P (lim sup Ak) =1

6.0.7. Lemma. Ha pozitiv valdszintségi vdltozok egy (g,) sorozatdira El(g,)] < 1

minden n > 0-ra, akkor limsup, .. n~tlogg, < 0 1 valdsziniséggel.

Bizonyitas A Markov-egyenlGtlenség miatt tetszélegesen kicsi € > O-ra
P(n~tlogg, > ¢) = P(g, >exp(ne)) < E|(gn)]/exp(ne) < 1/exp(ne) =

exp(—ne). Mivel 3_, _ exp(—ne) véges, igy a[6.0.6/lemma szerint £ > limsup,, ., exp(—ne) >
limsup,,_,., n~*log g,, tehat valoban 1 valoszintiséggel limsup,,_,. n"'log g, < 0.
U
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6.0.8. Tétel (Véges Shannon-McMillan-Breiman). Ha az {X,;} véges értékkész-

leti ergodikus sorozat entrdpia rdtdja H, akkor

n—1
1 1
——logp(Xo,..., X 1) = —— E log p(X¢| Xi—1, ..., X1, Xo) = H 1 valdszinidséggel.
n n
=0

Bizonyitas A bizonyités lényege, hogy az n~!log p(Xo, . .., X,,_1) sorozatnak folss
korlatja H” és also korlatja H, tovabba H* > H és H* — H, ha k tart végtelenhez.
A csendérelv szerint igy n~'log p(Xo, ..., X,,_1) is tart H-hoz.

Elég nagy n-re, n > k esetén

n—1
1 1
_E 1ngk(X07 . 7Xn71> = _ﬁ lOg (p (Xo, e ;kal) [gp (Xt‘thla RN ,th)] >

n—1

1 1
= —glongo, e 7Xk71) - ﬁ ;bgp(Xt’th, e 7thk) —

E~logp (Xp| X 1, .., Xo)] = H* 1 valésziniiséggel.

Az elsé egyenlGségnél k-adrendd Markov kozelitést alkalmaztunk, a mésodiknal
csak egy logaritmus azonossagot, a hatarérték pedig Birkhoff ergodtételébdl kovet-
kezik.

Ugyanigy,

1
n log p(Xo, X1, ., Xpa| X1, X g, ) =

n—1

1
= = 3 o (Xl X1, X, Xo, Xy, Xy )
t=0

E[—logp (Xo|X_1,X_o,...)] = H 1 valoszintséggel.

p¥ szintén valoszintiségi mérték, tehat az egész tér mértéke 1, ezért

(X, X
E|:p( 05 ) 1) §17

Y% ()(07 e aXn—l)
mivel az eredeti eloszlashoz viszonyitva egy masik mérték szerinti valoszintisé-

geket a hanyados varhato értéke egyenld az utobbi abszolit folytonos része szerinti

mértékkel.

39



Ugyanezért

Xo, ..., X,—
E|: p( 0 y “An 1) :|§1
P (Xor s X 1| X 1, X 5,

= , k(X0 Xn— , X0, X
Igy a/6.0.7|lemma alkalmazhato g, = ’W—ra és h, = p(Xo,..;l.),g(:_1|X_1,l.))(_2,...)_
ra is, tehat
7anl)

limsup n~' log
n—oo

(pk (Xo, - -

' < 0 1 valoszintiséggel,
p(X07"'7Xn1)) - 58

és ugyanigy

Xo, ..., X,_
limsupn’llog p(Xo,.., V

< 0 1 valoszintiséggel.
n—00 (p(Xg,...,Xn_1|X_1,X_27_”)) gg

A logaritmus azonossagokat és a fenti hatarértékeket felhasznalva kapjuk, hogy

) 1
H" = E[-logp (Xo|X_1,..., X )] > hmsup—ﬁlogp(Xo, ooy Xno1)

n—o0
1
> liminf ——log p (Xo, ..., Xn_1)
n—oo n
> E[—logp (Xo|X_1,X_o,...)] = H 1 valoszintiséggel.

minden xy € X-re
p(xo| X gy, X1) = p (20| X1, X_o,...) 1 valoszintiséggel,

ezért (mivel z log = abszolut korlatos és folytonos a [0, 1] intervallumon és X’ véges)
ha k tart végtelenhez, akkor — 3\ p(zo|X 1,..., X )logp (zo|X 1,..., X ) is
1 valoszintiséggel tart — > p(2o|X 1, X 2,...)logp (wo|X_ 1, X o,...)-hez, és a

korlatos konvergencia tétel értelmében a varhato értékeikre is igaz, hogy [— > eoex P (Tl X1, .o

logp (2ol X1, .., X )] = =D poex P (xo| X1, X g, .. ) logp (w0| X1, X a,...) 1 va-
16szintiséggel. Ez viszont pontosan azt jelenti, hogy H* — H, igy a tételt bebizonyi-
tottuk.

O

40



Hivatkozasok

]

12l

13l

4]

[5]

6]

7]

18]

19]

[10]

Donald S. Ornstein, Benjamin Weiss (1993): Entropy and Data Compression
Schemes. IEEE vol. 39, no. 1,78-83.

Claude E. Shannon, (1948): A mathematical theory of communication. Bell
System Technical Journal vol. 27, 379-423, 623-656.

Paul H. Algoet; Thomas M. Cover (1988): A Sandwich Proof of the Shannon-
McMillan-Breiman Theorem. The Annals of Probability, Vol. 16, No. 2. 899-909

De-Jun Feng, Jun Wu (2001): The Hausdorff dimension of recurrent sets in
symbolic spaces. Nonlinearity, vol. 14, 81-85.

David A. Huffman (1952): A Method for the Construction of Minimum-
Redundancy Codes. Proc. Inst. Radio Eng. Vol. 40, 1098-1101.

Terry A. Welch: A Technic for High-Performance Data Compression Terry A.
Welch (1984): A Technique for High Performance Data Compression. IEEE
Computer, Vol. 17, No. 6, 8-19.

Manfred Einsiedler, Thomas Ward (2011): Ergodic theory: with a view towards
Number Theory. Springer, 43-47

L. Peter Deutsch (1996): DEFLATE Compressed Data Format Specification
(https://tools.ietf.org/html/rfc1951)

David Salomon, Mason D. Bryant, Giovanni Motta (2007): Data Compression:
The Complete Reference. Springer.

PKWARE Inc. File: APPNOTE.TXT - .ZIP File Format Specification. Version:
6.3.3 (http://www.pkware.com/documents/casestudies/ APPNOTE.TXT)

41


https://tools.ietf.org/html/rfc1951
http://www.pkware.com/documents/casestudies/APPNOTE.TXT

	Bevezetés
	zip tömörítés
	Huffman kódolás
	Lempel-Ziv algoritmus

	Néhány alapfogalom
	Entrópia és adattömörítés
	Entrópia becslés
	Blokkhosszúsági tételek

	Entrópia és Hausdorff-dimenzió
	Visszatéro halmazok Hausdorff-dimenziója

	A Shannon-McMillan-Breiman tétel

