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1. Bevezetés

A dolgozat azt a kérdést vizsgédlja, hogy milyen kombinatorikus eszko-
z0k allnak rendelkezésiinkre kiilonféle kédelméleti problémak megoldésahoz.
Az [I.1] alfejezetben megtaldlhaté az Osszes olyan kédelméleti alapismeret,
melyre sziikségiink lehet a dolgozat megértéséhez. Az elso altalunk ismerte-
tett eszkoz a matroidok Tutte-polinomja. A [2 fejezetben megmutatjuk, hogy
milyen szoros a kapcsolat egy linedris kod és az altala meghatarozott matrix-
matroid kozott (a matroidelméleti alapfogalmakat 1asd: 1.2} alfejezetben). Ez
érdekes kérdéseket vet fel:

1. A kédok mely paraméterei hatarozhatéak meg a hozzajuk tartozé matrix-
matroid tulajdonsagaibol?

2. Vannak-e olyan kédtulajdonsigok, amik egész biztosan nem kovetkeznek
ezen matroid sajatsagaibol?

3. Melyek a matroidok azon tulajdonsagai, amikbdl kovetkeztetni tudunk a
kédok jellemzbire?

J6 néhany kutatas foglalkozik ezzel a kérdéskorrel napjainkban is, koziilitk
talan az egyik legkiemelked6bb aktudlis eredmény Thomas Britz nevéhez ko-
tédik, aki Henry Crapo és Gian-Carlo Rota hires "Kritikus Tételének” (Cri-
tical Theorem) [14] &ltaldnositdsaibdl felallitott egy sejtést, miszerint lined-
ris kodoknak mindazon jellemzoje, amely meghatarozhato a hozzajuk tartozé
matrix-matroidbdl, megadhaté két — szintén altala ismertetett — tétel segit-
ségével [7]. Ebben a dolgozatban a Kritikus Tételnek egyediil az a Greene
altal igazolt kovetkezménye szerepel, ami a linearis kodok stuly-szamlalojat
hatdrozza meg [17], bar a Kritikus Tétellel val6 kapcsolatra ennél sem fo-
gunk kitérni, sokkal inkabb az elért konkrét eredményekre koncentralunk. A
Tutte-polinombdl linearis kédok szamos tulajdonsidga meghatarozhato, ugy-
mint a kdédszavak hossza, a koéd dimenzidja, minimélis tavolsaga vagy akar
a stly-szdmlalé. Ezekbe enged betekintést a [3.2] alfejezet és ezek alapjan
fogalmazddott meg a kérdés Peter Cameronban 2001-ben [11], hogy vajon
megéllapithaté-e a térlefedé kédok elérési sugara is a Tutte-polinombdl. A ne-
gativ valaszt Thomas Britz és Carrie G. Rutherford adta meg 2005-ben [6]
két olyan generatormatrixszal, melyekhez tartozé maétrix-matroidok Tutte-
polinomja azonos, az altaluk generalt kodok elérési sugara viszont eltér. Skoro-
bogatov munkéssaga [38] alapjan Britz és Rutherford azt is megmutatta, hogy
linedris kédok elérési sugara a hozzajuk tartozé matroidok semilyen tulajdon-
sagabdl nem kovetkeztethet6 ki dltalanos esetben [6]. Ezeket az ellenpéldakat
a|3.3] alfejezetben ismertetjiik.

A [l fejezetben az tgynevezett gréfelméleti kddokat vizsgaljuk. Mutatunk
példat arra, hogy a grafelméleti vagas-kéd esetében a WDCL (weight distri-
bution of coset leaders) a Tutte-polinom és az elérési sugér egyiittes ismere-
tébol sem allapithato meg. Meglepd eredmény a grafelméleti kodok kapcsan,
hogy mig a minimalis tavolsag pusztan egyszerii matroidelméleti tételekkel



meghatarozhaté, addig az elérési sugar még a suly-szamlalo ismeretében sem
egyértelmii. Ennek ellenére az elérési sugar expliciten meghatarozhaté egyéb
kombinatorikai eszkozokkel, nevezetesen a grafelméleti atfogalmazas segitsé-
gével.

Az fejezetben bizonyos fajta binaris sziirjektiv kodok dimenziészama-
nak keressiikk a maximalis lehetséges értékét rogzitett kédméret mellett. A
sziirjektiv és altalanositott sziirjektiv kédok széles korben alkalmazhatoak, am
egyelore kevés pontos érték van meghatarozva a kérdéskorben. A kéd matrix
alakjanak dudlis megforditdasa egy specidlis tulajdonsagu extremalis halmaz-
rendszert eredményez. Mi ebbol a nézépontbdl kozelitettiikk meg a kérdést, ez
a kovetkezd kombinatorikai eszkoz, amit kodelméleti problémak megoldasahoz
hasznalhatunk. A 2-sziirjektiv kédok az tigynevezett kvalitativ fiiggetlen hal-
mazrendszereknek felelnek meg, mig a specialisabb m — 2 hidnyu m-sziirjektiv
kédok azokkal a halmazrendszerekkel ekvivalensek, melyekre tejesiil, hogy bar-
mely m elemiik kozott van két kvalitativ fiiggetlen, tehat lathatjuk, hogy szoros
a kapcsolat a két teriilet kozott. Egy kddot akkor neveziink m-sziirjektivnek,
ha barmely m helyen barhogy meghatarozva a komponensek értékét, van leg-
alabb egy kodszo, ami illeszkedik az eloirt m komponensre. Két halmaz kva-
litativ fiiggetlensége pedig azt jelenti, hogy négy nem-iires részre bontjak az
alaphalmazt, vagyis An B, An B, An B, An B semelyike nem iires. (A
kvalitativ fiiggetlen halmazrendszerek nem csupan eszkozok a kodelméleti kér-
dések megvalaszolasaban, onmagukban is vizsgalatok targyai kereséselméleti
vonatkozasuk miatt.) m-kvalitativ fiiggetlen halmazrendszerek — vagyis azok,
melyeknek barmely m eleme kozott van két kvalitativ fiiggetlen — elemszamara
paratlan m esetén sikeriilt éles fels6 becslést adni, paros m esetén pedig egy sej-
tést felallitani éles korlatrol. A szakdolgozat témajat ez az eredmény motivalta,
ennek koszonhetoen fogalmazodott meg bennem a kérdés, hogy a mesterkép-
zés alatt megismert kombinatorikus struktirdk vajon nem alkalmazhatéak-e
szintén kodelméleti problémék megvalaszoldsara. Ezen alkalmazasokbol adunk
most izelitot.

1.1. Kédelméleti alapismeretek

Ebben az alfejezetben kozoljiikk mindazon kddelméleti definiciét és allitast,
melyeket hasznalni fogunk a dolgozatban. A kimondott allitdsok mindegyike
kénnyen meggondolhaté, de [20]-ban, illetve [29]-ben megtalalhat6ak a bizo-
nyitasok, sok egyéb hasznos kédelméleti ténnyel egyiitt.

A tovabbiakban legyen ¢ primhatvany, és jelolje F, a ¢ elemi véges testet.

Definicié. Az x,y € F; pontok Hamming-tdvolsdga alatt azon koordindtak
szamat értjiik, melyek az adott két szoban kiilonboznek egymaéastol. Jelolés:

d(z,y).



Definicié. Hamming-térnek nevezziik a Hamming-tavolsaggal, mint met-
rikaval ellatott [} vektorteret.

Definicié. A Hamming-tér egy tetszéleges nem iires részhalmazat kodnak,
e halmaz elemeit pedig kodszavaknak nevezziik.

A dolgozatban elokeriilo kédoknak két alapvet6 tulajdonsagat vizsgaljuk:

1. Térlefedd tulajdonsagrol beszéliink, ha azt a legkisebb R értéket keressiik,
melyre teljesiil, hogy az ;) Hamming-tér minden eleme legfeljebb R Hamming-
tavolsagra van valamely kodszdotol.
Az R paraméter neve elérési sugdr (covering radius), értéke a Hamming-
tavolsaggal kifejezve:
= i e y)

2. Hibajavito tulajdonsdgrol beszéliink, ha azt a legnagyobb d értéket keressiik,
melyre teljesiil, hogy barmely két kodszo Hamming-tavolsaga legalabb d.
A d paraméter neve minimalis tdavolsag, értéke a Hamming-tavolsaggal kife-
jezve:

d =min{d(z,y) : x,y kédszo, = # y}.

A hibajavito elnevezés abbdl ered, hogy a C' kéd hibajavitoképessége kifejez-
het6 a minimélis tavolsaggal:

Definicié. Egy C' kéd t-hibajavitd, ha tetszoleges iizenetben el6fordu-
16 legfeljebb ¢ szamu hibat ki tud javitani, azaz ha két kiilonboz6 kdodszd
mindegyikének értékét legfeljebb ¢ helyen megvaltoztatva (ezek a helyek a
két kodszd esetében lehetnek kiilonbozéek) nem kaphatjuk a Hamming-térnek
ugyanazt az elemét.

1.1. Allitas. Egy C' kod pontosan akkor t-hibajavito, ha t < [%J

Definicié. A C kédot q,n.k paramétert linedris kodnak nevezziik, ha C
az F? Hamming-tér & dimenzis altere. Jelolés: C'(n, k;q).

Definicié. A C(n,k;q) linearis kéd generdtormdtriza egy olyan A e Fkn
matrix, melynek sorai C' bazisat alkotjék.

1.2. Megjegyzés. Az A és A’ generdtormdtrizok pontosan akkor tartoznak
ugyanahhoz a C(n,k;q) kédhoz, ha A’ = BA, ahol B € FF*k nemszinguldris
mdtriz (egqy bazistranszformdcid mdtriza).

Definicié. A C(n,k;q) ésa C'(n,k;q) kédot ekvivalensnek nevezziik, ha a
C-beli kédszavak egy P € F7*" monomidlis matrixszal valé szorzdssal (aminek
minden sordaban és oszlopdban pontosan egy nem nulla elem van) atviheték C”
kédszavaiba.

Tehat ekvivalens kédokat eredményezé transzformacio a koordinatak felcseré-
lése, illetve Fy-beli elemekkel szorzésa.



Ez alapjdn az A e F»" és az A’ € FF*" matrix pontosan akkor general ekviva-
lens kédokat, ha A’ = BAP, ahol B € FF** egy bazistranszformdacié métrixa,
P e Fp*" pedig monomiélis.

Definicié. A C(n,k;q) linedris kéd paritdsellendrzé mdtriza egy olyan
H e Fr-kxn matrix, melyre teljesiil, hogy C =ker(H7T), azaz x € C' < zHT = 0.

1.3. Allitas. Egy C linedris kéd minimadlis tdvolsaga pontosan akkor d, ha a C
paritdsellendrzo madtrizanak oszlopai kozil barmely d — 1 linedrisan fiiggetlen,
de kivdalaszthato d oszlopvektor gy, hogy azok mdr linedrisan osszefiiggdek.

Definicié. A C(n,k;q) kéd dudlis kédja az (F-beli) ortogonalis kiegészité
altere. Jelolés: C*.
Tehét
Ct={yelFy: z-y=0,VreC},

ahol x -y jeloli z és y skalarszorzatat.

1.4. Allitas. Legyen C' linedris kéd. Ekkor

(i) ha C q,n,k paramétert, akkor a C* kéd q,n,n -k paraméterd,

(i) (C*)r=C,

(i1i) H pontosan akkor paritasellendrzé mdtriza a C' kédnak, ha HT generd-
tormdtriza C*+-nak.

Definicié. Egy c € Fy kédsz6 silya a nem nulla koordinatdinak szdma.
Jelolés: w(c).

Definicié. Egy C linedris kéd suly-szamldldja (weight-enumerator) alatt
a kovetkezo polinomot értjiik:

WC(ﬁL',y) - Z xn—w(c)yw(c) — Zn:Alwn—zyz’
ceC =0

ahol A; az i sulyu kédszavak szama.
Ezt egyvéltozos polinomként is szoktak értelmezni, mert az x helyére 1-et
helyettesitve nem veszitiink informaciot:

Wo()= ¥ 20 = 3 Ais',
i=0

ceC

de mi most az altalanosabb, kétvaltozos alakkal fogunk dolgozni.

Legyen C' = {cy, ¢y, ..., ¢} S F7 egy q,n, k paraméterti linedris kéd. Vilagos,
hogy ekkor s = ¢* és 3i: ¢; =0 (1 <i<s). Vegyiink egy tetszéleges vy € Fr \ C
vektort, és képezziik az aldbbi halmazt: C'+{v;} ={ci+vi,ca+Vy,...,cs+V1}.
Ezutdn vélasszunk egy vy € F? ~ (C'u (C + {v1})) vektort, és képezziik a
kovetkezé halmazt: C + {va} = {c1 + Vo, Ca + Vo, ...,Cs + Vo }. Ezt az eljarast



-1
addig folytatjuk (mindig egy tetszéleges v, e F,\ (C'U JU (C +{v;})) vektort
=1

véve és azzal a C' + {v;} halmazt képezve), amig F7 minden eleme bele nem
keriil valamelyik halmazba.

1.5. Allitas. Az imént definidlt halmazok Fy egy particidjat alkotjdk.

Definicié. Az igy eléalls C' + {0},C + {vy},...,C + {v,} halmazokat C-
szerinti mellékosztalyoknak (coset), a {0,vy, Vs, ..., v, } vektorrendszert pedig
a mellékosztalyok egy reprezentansrendszerének nevezzik.

A mellékosztalyok Osszetétele nem fiigg a reprezentansok valasztdsatol,
ezért megtehetjiik, hogy olyan reprezentansrendszert valasztunk, amelyben
minden vektor a sajat mellékosztalyanak egy minimalis silyu eleme. Ezeket a
minimadlis stlyd elemeket osztdlyelsének (coset leader) nevezziik.

Az osztalyels6knek tekinthetjiikk az tgynevezett suly-eloszldsdt, ami egy
olyan szamsorozat, melynek i-edik tagja azt mutatja, hogy az osztalyelsok
kozott hany ¢ sulyd talalhaté. Ennek a szamsorozatnak az elso tagja mindig
1 lesz, hiszen a C'+ {0} mellékosztaly legkisebb stilyt eleme az azonosan nulla
kdédszo, és ez mas mellékosztalyban nem szerepelhet. Az osztalyelsoknek ezt
a stly-eloszlasat réviden WDCL-nek fogjuk hivni az angol weight distribution
of coset leaders elnevezés miatt.

1.6. Megjegyzés. Eqy linedris kdd elérési sugara eqgyel kisebb, mint a WDCL
elemszdma, tehdt

R(C) =max{w(c): ce C osztdlyelsd}.

1.2. Felhasznalt matroidelméleti alapismeretek

Ebben a matroidelméleti bevezetoben csupan azok az ismeretek szerepel-
nek, amiket a késobbiekben fel fogunk hasznalni. A matroidokrol alapos atte-
kintést [16]-ben, |43]-ben és [33]-ben taldlhat az olvasé.

Definicié. Egy M = (E,F) par matroid, ha E véges halmaz és F az E
részhalmazainak olyan halmaza, amely teljesiti az alabbi tulajdonsagokat:
(F1) o e F,

(F2) ha F e F, akkor VF' C F': F' e F,
(F3) ha F\, Fy e F és |Fy| < |Fy, akkor Jee Fo N Fy : Fyu{e} € F.

Az E véges halmazt a matroid alaphalmazdnak, F elemeit a matroid fiigget-
lengeinek, a nem fiiggetlen halmazokat pedig fiiggonek nevezziik.

Definicié. Két matroid izomorf, ha 1étezik az alaphalmazaik kozott olyan
bijekcid, amelynél pontosan a fiiggetlen halmazok képe lesz fiiggetlen.



Az alaphalmaz maximalis fiiggetlen részhalmazai a bazisok, minimalis fiig-
g6 részhalmazai pedig a korok. Formalisan:

Definicié. Az M = (E,F) matroid alaphalmazéanak egy B részhalmaza
bdzis, ha Be F,de VB'> B: B' ¢ F.
A bézisok halmazat jeloljiik B-vel.

Definicié. Az M = (E,F) matroid alaphalmazénak egy C' részhalmaza
kor,ha C'¢ F,de VC'cC': C'e F.
A korok halmazat jeloljiik C-vel.

A matroid definidldséra haszndlatban vannak az itt felirt (F£'1), (F2), (F'3)
axiomarendszerrel ekvivalens més fiiggetlenségi axiémarendszerek, példaul az
(F3) axiéma egy ekvivalens atfogalmazasa a kovetkezo:

(F3’) minden X ¢ E halmazra az X-ben fekvé maximaélis fiiggetlenek ugyan-
akkora elemszamuak.

Ezt az elemszamot X rangjanak nevezziik és r(X)-szel jeloljik.

Egy M = (E,F) matroid rangjan az alaphalmazdnak rangjit, vagyis a bazisa-
inak elemszamat értjikk: r(M) =r(FE) = |B|, ahol B bézis M-ben.

Definicié. Az M matroid generdtorai az alaphalmaz azon X részhalmazai,
melyekre r(X) = r(M) teljesiil, vagyis azok a részhalmazok, amik tartalmaz-
nak bazist.

Nem véletlen, hogy tobbféle fiiggetlenségi axiémarendszerrel is szokas defi-
nialni a matroidot. A gyengébb axiémarendszerek olyankor hasznosak, amikor
egy konkrét stukturarol szeretnénk megmutatni, hogy matroid, az erésebbek
pedig olyankor, amikor altalanosan matroidokrol kell valamit belatnunk.

De nem csupan az F halmazrendszerre tett kikotésekkel kaphatunk mat-
roidot:
A bézisok halmaza egyértelmiien meghatarozza a fiiggetleneket:
F={FcE:3BeB:F c B}, ha tehat sikeriil megfogalmaznunk olyan tulaj-
donsagokat, hogy azokat feltéve B-re épp egy matroid bazisait kapjuk, akkor
ennek a bazis-axiémarendszernek a segitségével is definialhaté a matroid.

1.7. Allitas. Legyen E véges halmaz. A B € P(E) halmazrendszer akkor csak
akkor alkotja egy matroid bdzisainak halmazdt, ha teljesiti az alabbi tulajdon-
sagokat:

(B1) B+ o,

(B2) ha By,By € B és x1 € By \ By, akkor létezik x4 € By \ By, tgy hogy
Bl N {I‘l} @] {%2} eB.

Bizonyitds. Azt kell megmutatnunk, hogy az F = {F : 3B € B: F' ¢ B} hal-
mazrendszer teljesiti a fliggetlenségi axiémakat és hogy egy matroid bazisaira
teljesiil a fenti két tulajdonsag.



A (B1) axiéma szerint B nem iires: 3B € B. Az iireshalmaz minden halmaz-
nak — igy B-nek is — részhalmaza, amib6l F definicigja alapjan kovetkezik,
hogy @ € F, ami épp az (F'1) axidma. (F2) fenndlldsa is trividlisan kovet-
kezik F definiciéjabol. (F'3) bizonyitasahoz sziikségiink lesz (B2)-nek arra
az egyszeri kovetkezményére, hogy minden B-beli halmaznak ugyanannyi az
elemszdma. Vegyilink olyan F, F; € F halmazokat, melyekre |Fj| < |Fy|. Le-
gven B; az Fi-et, By az Fy-t tartalmazé B-beli halmaz. Ha Byn (Fy\ F}) # @
és e € By n (Fy\ Fy), akkor Fy u{e} € F, vagyis (F'3) teljesiil. Tehét felte-
hetd, hogy By n (Fy ~ F}) = @ és alkalmazzuk (B2)-t By \ (£} U By) minden
elemére. Mivel |Fy| < |Fa| és |By| = | Bs|, ezért lesz olyan By \ Fi-beli elem, amit
egy Fy-beli e elemre cseréliink ki, igy Fj U {e’'} része egy B-belinek, vagyis
Fyu{e'} € F. Ezzel megmutattuk, hogy F valéban egy matroid fiiggetlen
halmazaibol all.

(F'3") miatt minden bdzis azonos elemszdami, amib6l (F2) felhasznaldséval ko-
vetkezik a (B2) tulajdonsdg (hiszen |B; ~ {x1}| < |Bs|), (F'1)-bédl pedig ad6dik
(B1), igy az allitds mindkét irdnyét beldttuk. O

1.8. Megjegyzés. A fiiggetlen halmazok meghatdrozhatoak pusztan a rang-
figgvény vagy a kiérok halmazdnak ismeretében is: F ={F c E:r(F) =|F|} =
={FcE:J3CeC:CcF}, és kinnyen megadhatdk a megfeleld aziomdk,
amiket teljesitve az (E,r) illetve (E,C) pdr matroid, de nekiink ezen axidmdk
ismeretére a dolgozat megértéséhez nincs sziikségink.

A bézisokra fenndll6 (B2) kicserélési tulajdonsdgbdl bebizonyithat6 az tigy-
nevezett becserélési tulajdonsag:

1.9. Allit4s. Ha By,By € B és x5 € By \ By, akkor létezik x1 € By ~ By, gy
hogy Bl A {331} U {.Z'Q} eB.

Bizonyitds. Hasznaljunk k = |B; \ By| = |Bs \ By| szerinti teljes indukciét!
A k = 0 esetben az allitds semmitmondd, k = 1-re pedig trividlisan teljesiil.
Tegyiik fel, hogy k > 2 és az egymast k-nal kevesebb elemben metsz6 bazis-
parokra igaz az allitas. Vegyiink egy xo # xl, € By \ By elemet (ilyen létezik,
mivel k > 2). Ekkor (B2) szerint 3x] € By N\ By : Bj = By~ {ah} u{x]} € B.
Mivel |By \ B)| = k - 1, az indukcids feltevést hasznalva 3z, € By \ B :

By~ {xi1}u{xs} e B. O

Az M matroid dudlisa alatt azt a matroidot értjiik, melynek alaphalmaza
megegyezik M alaphalmazaval és a bazisai pontosan M béazisainak komple-
menterei. Az M matroid dualisat M*-gal, bazisainak halmazat B*-gal jeloljiik.
Lassuk be, hogy M* valéban matroid!

1.10. Allitas. B* kielégiti a bdzisazidmdkat.



Bizonyitds. Mivel M matroid, vildgos, hogy (B1) teljesiil. A (B2) axiéma
M*-ra igy hangzik: ha B}, B € B* és x; € By \ B, akkor 1étezik x4 € B; \ B},
ugy hogy Bj ~ {x1} u{zy} € B*. Legyen B* = E\ By, B = E\ By, ahol
By,Bs € B. (B2) igazoldsahoz tehat azt kell megmutatnunk, hogy Vi €
ByN\Bj: 3xg € BN Byt Byn{zy}u{x,} € B, ami épp a becserélési tulajdonsag,
igy M* = (E,B*) tényleg matroid. O

1.11. Allitas. Legyen r az M = (E,B) matroid rangfiggvénye, r* pedig a
dudlis M* = (E,B*) matroid rangfiggvénye. Ekkor minden X € E halmazra:

r(X) =|X|+r(ExX)-r(M).

Bizonyitds. Az X halmaz M*-beli rangja azt mondja meg, hogy legfeljebb
hany elemmel metszhetnek bele X-be a B*-beli B* bazisok. Felhasznalva,
hogy VB € B : |B| = r(E), a kovetkezd egyenléséglanccal bizonyithat6 az
allitas:

r*(X) =max|X nB*| =|X|-min|X n B|=|X|- (|B] -max|B\ X]|) =

=X = (r(M) = (B~ X)) = |X] 4 7(E~ X) = r(M).
O
1.12. Kovetkezmény. Ha X ¢ E és X* = EN X, akkor az r*-ra felirt for-

mulabol régton kiovetkezik az alabbi két eqyenloség, ami a kovetkezd fejezetben
hasznos lesz szamunkra:

rr(MF) =t (X7) = [X[=r(X), X7 =r7(X7) = (M) - r(X).

Az egy elemi kort huroknak, az olyan elemet, ami minden bazisban benne
van hidnak nevezziik.

Definicié. Ha e € E nem hurokelem és F' = {F' ¢ Ex {e}: Fu{e} e F},
akkor az M /e = (E~{e}, F') az M = (E,F) matroid dsszehizottja E ~ {e}-re.

(Itt azt, hogy e nem hurokelem, azért kell feltenniink, hogy M /e matroid
legyen, hiszen ha e hurokelem lenne, akkor @ € F’ nem teljesiilne.)

Definicié. Ha e € E nem hid és F” = {F ¢ E~{e}: F e F}, akkor az
M\e=(E~{e},F?) az M = (E,F) matroid megszoritisa E ~ {e}-re.

A definiciokbdl vildgos, hogy M /e és M\e is matroid.

Jelolés: Jelolje r' az M /e matroid, r” pedig az M\e matroid rangfiiggvé-
nyét.

Most mutatunk néhany olyan példat matroidra, melyeknek a késébbiekben
fontos szerepe lesz. Elsoként vizsgaljuk a matrixokbdl kapott matroidokat!
A tovabbiakban legyen F tetszoleges test.
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1.13. Allitas. Legyenek ay,as, ..., a, eqy tetszoleges A € F™" mdtrix oszlop-
vektorai, E :={1,2,....n} és F dlljon azokbdl az F € E halmazokbdl, melyekre
{a; -1 € F} linedrisan figgetlen vektorrendszer. Ekkor az M[A]:= (E,F) pdr
egy matroid.

Bizonyitds. (F'1), (F2) trividlisan teljesiil, (F'3) pedig a linedris algebra egy
elemi tétele. O

Definicié. Az igy kapott M[A]-t linedris vagy mdtriz-matroidnak nevez-
ziik, ' = Fy esetén pedig bindris matroidokrol beszéliink.

Ha egy M matroid izomorf valamely T test feletti A métrix M[A] matrix-
matroidjdval, akkor azt mondjuk, hogy M reprezentdlhato F felett (réviden:
F-reprezentdlhato) és A az M egy F feletti reprezentdcioja.

1.14. Megjegyzés. Ha A’-t A-bdl elemi sorekvivalens dtalakitdsokkal kapjuk
(két sor felcserélése; valamely sor elemeinek egy F*-beli szammal torténd vé-
gigszorzasa; valamely sornak eqy mdsik sorhoz vald hozzdaddsa; csupa 0-sor
elhagydsa (ha nem ez az egyetlen sor)), akkor M[A'] = M[A]; A’ és A ugyan-
annak a matroidnak két F-reprezentdcioja. Tehdt mindig feltehetd, hogy egy
matriz-matroid olyan mdtrizhoz tartozik, melynek sorai linedarisan fiiggetlenek.

1.15. Allit4s. F-reprezentdlhato matroid dudlisa is F-reprezentalhato.

Bizonyitds. A bizonyitas lényege, hogy M egy reprezentdlé métrixabol meg-
konstrudlhaté M* egy reprezentalé matrixa. ( [33], 2.2. fejezet) O

A masodik példankban a fiiggetlen halmazok az elemszamuk korlatozasaval
lesznek meghatéarozva:

Definicié. Ha |E|=n, ke Z,0<k<n és F={X c E:|X| <k}, akkor az
(E,F) part uniform matroidnak nevezzik és U, p-val jeloljiik.

Konnyen ellendrizhetd, hogy az igy definialt F halmazra mindharom fiig-
getlenségi axiéma teljesiil, igy U, , valéban matroid.

Végiil egy masik fontos — és altalunk hasznalt — példaja a matroidoknak:

Definicié. Ha az E alaphalmaz egy G iranyitatlan graf élhalmaza és F
azokbdl az F' € E halmazokbdl all, melyek nem tartalmaznak kort, akkor az
(E,F) part kormatroidnak nevezzik és M[G]-vel jeloljiik.

Ha egy M matroid izomorf valamely G graf M[G] kormatroidjaval, akkor
M-et grafikus matroidnak nevezziik.

A bemutatott definicidkat/miiveleteket mindenképp érdemes végiggondolni
legalabb a kormatroid esetén, mert ez legtobbszor szemléletesen segit megér-
teni az altalanos esetet.

Kimondunk két egyszerti, kormatroidra vonatkozo tételt, melyeket a graf-
elméleti kédokrol sz616 [ fejezetben fogunk alkalmazni.
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1.16. Tétel. Ha E egy G grdf élhalmaza, C pedig a G-beli kirdk élhalmazainak
halmaza, azaz C = {E(C) : C kor G-ben}, akkor C épp az M[G] matroid
koreibol dll.

Ennek a tételnek a bizonyitasahoz sziikséges lenne a kor-axiomak megfogal-
mazdsa. A bizonyitast ldsd: [33], 11. oldal, Proposition 1.1.7.

1.17. Tétel. Irdnyitatlan grdf kérmatroidja minden test felett reprezentdlhato.

A bizonyitast lasd: [16] 1.2.6. Tétel.
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2. Kodok és matrix-matroidok kapcsolata

Definicié. Legyen az A matrix a C(n,k;q) linedris kéd generdtormatri-
xa. Ekkor az M[A] (k rangid) matrix-matroidot a C' kddon vett matroidnak
nevezziik, és Mc-vel jeloljiik.

2.1. Megjegyzés. Mqc nem fiigg a generdtormdtriz vdlasztdsdtol, csak a kod-
tol.

2.2. Megjegyzés. Ha a C' és C" linearis kodok ekvivalensek, akkor a rajtuk
vett Mo és Mo matroidok izomorfak.

Definicié. Legyen az A € ]F’;X" matrix az M matroid egy olyan
[F,-reprezentdcidja, melynek sorvektorai linedrisan fiiggetlenek Fy-ben. Ekkor
azt a C(n, k;q) linedris kédot, melynek generatormatrixa A, az M matroidbdl
A szerint nyert kédnak nevezzik, és Cy(A)-val jeloljiik.

A B2 alfejezetben sziikségiink lesz ré, hogy osszehtuzott, illetve megszo-
ritott matroidokbdl nyert kodokkal dolgozzunk, ezért gondoljuk meg, hogy
milyen hatdssal van az M = (E,F) matroid E \ {e;}-re vett osszehtzasa (ha
e; € F nem hurok) és megszoritasa (ha e; € E nem hid) a bel6le nyert kédokra!

Definicié. Ha a C kdédnak 1étezik olyan A generatormatrixa, melynek i-
edik oszlopaban az els6 elem 1, a tobbi pedig 0, akkor definidljuk a C' ¢-vel
roviditett kodot (shortened code) gy, mint az dltal az A’ matrix altal generalt
linearis kod, melyet ugy kapunk, hogy elhagyjuk A elso sorat és i-edik oszlopat.

Definicié. Vegyiik a C' kédnak egy olyan A generatormatrixat, melynek
i-edik oszlopaban legfeljebb az elsé elem nem nulla. Ha A nem hozhaté elemi
sorekvivalens atalakitasokkal olyan alakira, hogy az i-edik oszlopban tovabbra
is legfeljebb az elsé elem nem nulla és az elsé sorban csak az i-edik elem nem
nulla, akkor legyen a C” i-ben lyukasztott kéd (punctured code) az altal az
A” matrix altal generalt, melyet gy kapunk, hogy elhagyjuk A-bdl az i-edik
oszlopot.

2.3. Allitas. Legyen M egy k rangi IF,-reprezentdlhato matroid az n elemi E
alaphalmazon és legyen A € F¥" az M egy olyan reprezentdld mdtriva, melyben
az i-edik oszlopnak legfeljebb az elsé eleme nem nulla. Ekkor

C" = Chyje,(A) és C7 = Chpe, (A).

Bizonyitds. A bizonyitashoz elég visszaemlékezniink a megszoritas és az Gssze-
hizés definicidéjara, valamint megvizsgalni, hogy a generatormatrixok nyelvén
mit is jelent az, hogy E egy eleme hurok, illetve hid M-ben. (Kénnyen meg-
gondolhaté, hogy az M matroidban egy e; € E elem pontosan akkor hurok, ha
a reprezentald matrixdban az e; elemhez tartozo oszlop linearisan Gsszefiigg6d
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vektorrendszert alkot ]F’;—ban, vagyis ha az i-edik oszlop minden eleme 0, és
pontosan akkor hid, ha az A matrix elemi sorekvivalens atalakitasokkal olyan
alakira hozhaté, hogy az i-edik oszlopban csak az els6 elem nem nulla és az
els6 sor i-ediken kiviili elemei is mind nullék.) ]

Az alabbi &llitas — melyet szintén a 3.2l alfejezetben fogunk hasznalni
— megfogalmazza egy linearis koédhoz- és a dudlis kédjahoz tartozé matroid
kozotti szoros kapcsolatot. A bizonyitasa konnyen meggondolhatd, itt nem
részletezziik (14sd: [9] 11. oldal).

2.4. Allitas.
(M¢)* = Me» (1)

A kovetkezo tétel adodik az elézo alfejezetbeli az 1.3 Allitasbol.

2.5. Tétel. Legyen H a C(n,k;q) kéd paritasellendrzé mdatriza és jelélje d
a C kéd minimdlis tavolsdgdt. Ekkor fenndll a d = |€| egyenldség, ahol € az
M H] matroid legkisebb elemszamai kore.

Azt nem varhatjuk, hogy egy Ms matroid ismeretében akar ekvivalencia
erejéig egyértelmiien meghatarozzuk az 6t megadé kédot (hiszen nem ekviva-
lens kédokhoz is tartozhatnak izomorf matroidok), de amint azt latni fogjuk,
igy is megallapithaté a C kdéd szamos lényeges jellemzéje. S6t, ehhez sok
esetben elegend6 a matroidnak csak néhany tulajdonsagat vizsgalni.
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3. Matroidok Tutte-polinomja

A kovetkezOkben olyan eszkozként szeretnénk tekinteni a matroidokra,
melynek segitségével a hozzajuk tartozo kodokrdl nemtrividlis tulajdonsago-
kat bizonyithatunk. Mivel ekvivalens kédokbdl nyert matroidok izomorfak,
meg kell ragadnunk a matroidoknak egy invarians tulajdonsagat, ami izomorf
matroidokra ugyanazt az eredményt adja.

A Tutte-polinom eleget tesz ennek a kovetelménynek, és af3.2 alfejezetben
latni fogjuk, hogy valéban tudunk beldle kovetkeztetni bizonyos grafparamé-
terekre.

3.1. A Tutte-polinom alaptulajdonsagai

Definicié. Az M = (E,F) matroid Tutte-polinomja alatt az alabbi két-
valtozos polinomot értjiik

Tu(z,y) = Z (z- 1)7"(M)"“(X)(y _ 1)\X|—T(X)‘
XcE

A Tutte-polinom kiértékelése nem mindig egyszeri feladat, de szamos olyan
modszer all rendelkezésiinkre, amely megkonnyiti a dolgunkat. A leggyakrab-
ban hasznalt technikdk szemléletes példékon bemutatva megtaldlhatéak a [31]
cikkben.

Mivel (1) szoros és jol megfogalmazhaté kapesolatot mutat egy kddon,
illetve a dudlisan vett matroid kozott, érdemes azzal kezdeniink, hogy az[1.12]
kovetkezmény alapjan teljesiil a kovetkezo egyenléség

TM(xay):TM*(yvx)' (2)

Ha sem M, sem pedig M* Tutte-polinomjat nem ismerjiitk még, akkor
célravezetd az aldbbi rekurziot hasznalnunk, amit sokszor egyenesen a Tutte-
polinom definiciéjaként adnak meg.

Legyen @ az tres matroid, melynek alaphalmaza az iireshalmaz és igy az
egyetlen fiiggetlen halmaza is az iireshalmaz: @ = (@,{@}). Vildgos, hogy
To(z,y) = 1, mivel (@) = r(X) = |X]| = 0 az alaphalmaz minden X rész-
halmazara. Ha viszont M nem az iires matroid, akkor értelmes a kovetkezd
allitas, amibol indukcidval bizonyithatd, hogy T kétvaltozds, egész egyiitthatos
polinom.

3.1. Allitas. Legyen M matroid az E nemiires véges alaphalmazon.
a) Ha e € E se nem hurok, se nem hid, akkor

Tr(x,y) = Trje(z,y) + Tane (2, y),
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b) ha e € E hurokelem, akkor

Tu(z,y) =y - Tane(,y),
¢) ha pedig e € E hid, akkor

Tv(z,y) =2 Tae(x,y).

Bizonyitds. Csak az allitas a) részét fogjuk megmutatni, a b) és a ¢) hasonld
megfontolasokbdl konnyen adédik. Ha r’ az M/e, r” pedig az M\e matroid
rangfiiggvénye, akkor a bizonyitandé azonossag a kévetkezo:

Z (2 —1)rAD=r(X) (g — 1)IXI—T(X) =
XcFE

= Z (z - 1)r’(M/e)fr’(X)(y - 1)|)<va"’()<)+ Z (x — 1) (M= (X) () _ 1)K (X))
XcE~{e} XcE~{e}
A bal oldalt ketté tudjuk bontani aszerint, hogy a kijelolt e elem benne van-e
a vizsgdlt X halmazban. Allapitsuk meg a jobb oldalon szerepls halmazok
M|/e és M\e-beli rangjat, és irjuk fel csak az r rangfiiggvényt haszndlva az
egyenletet!
Egy halmaz pontosan akkor fiiggetlen M /e-ben, ha e-vel kibovitve fiiggetlen
M-ben, ezért
r'(Mfe)=r'"(Ex{e})=r(E)-1

és tetszoleges X ¢ E\ {e} halmazra r'(X) = r(X u{e})-r({e}). Mivel e nem
hurok,
r'(X)=r(Xu{e})-1.

Tovédbba M\e-ben egy halmaz pontosan akkor fiiggetlen, ha nem tartalmazza
e-t ¢és fiiggetlen M-ben. Mivel e-rdl feltettiik, hogy nem hid, ezért van olyan
B bézisa M-nek, hogy e ¢ B, vagyis B € B bazis M\e-ben is. Igy

" (M\e) =r"(E~A{e}) =r(F) ésr’(X) =r(X).
Behelyettesitve a kovetkezot kapjuk:
Y (- 1)r®r(X) (y - )X 4
XcE~x{e}

+ Z (I — 1)""(E)_7”(XU{€})(y — 1)|XU{€}|—T(XU{€}) =
Xu{e}cE

> (z-1)0E)-D-0(Xu{eh)-1) (3 — 1)IXI=(r(Xuieh)-1) 4
XcE~{e}

f (1= 1) (y - 1))
XcEx{e}
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amirél egyszeriisités és | X u{e}| = | X|+1 felhaszndldsa utan mér valéban latjuk,
hogy azonossag. O]

Fontos megjegyezniink, hogy T joldefinidlt abban az értelemben, hogy a
végeredmény nem fiigg a rekurziés lépésekhez valasztott elemek sorrendjétol.

A Michael Barany altal adott program az F-reprezentalhaté matroidok
Tutte-polinomjanak meghatdarozdsara ( |2]) szintén ezen a rekurzién alapszik.
Tovabba hasznalhatjuk a GAP ( [37]), a MAGMA ( [41]) vagy a Thomas
Britz honlapjan ( [8]) taldlhatd, tobbféle nyelven megirt programokat is F-
reprezentalhaté matroid Tutte-polinomjanak megadéasahoz.

Most nézziink egy példat arra, hogyan alkalmazhaté ez a rekurzio, ha egy
graf, példaul az n-hosszu kor kormatroidjanak Tutte-polinomjat szeretnénk
felirni:

Egy tetszoleges élet torolve n—1 hosszi utat kapunk, aminek Tutte-polinomja
21, tetszOleges él Osszehtizasaval pedig eggyel rovidebb korhoz jutunk. Mivel

n-1
Tyre,) =z +y, 18y Tuic,) = ;1 Tt +y.
Az n-hosszu kor dudlisa egy olyan graf, mely két cstcsbdl és a koztilkk mend

n parhuzamos élbdl &ll. (2) alapjan ennek a Tutte-polinomjat is ismerjiik:
n—-1

TM[C’;] = 21 yz +X.

Egész kis grafok kormatroidjanak Tutte-polinomja kiértékelhet6 a legtobb
matematikai szoftvercsomaggal (pl.: Maple, Mathematica), és nagyobb grafok
esetén is gyorsan megadhato, példaul a Gary Haggard és David J. Pearce éltal
elérhetévé tett, ingyenesen letoltheté programmal ( [34]).

Grafikus matroid Tutte-polinomjabdl szamos grafinvarians meghatarozha-
t6, koztiikk a kromatikus polinom, az erdok szama, feszitGerdok szama. Az
utobbi ketto kiolvashaté az alabbi allitasbol:

3.2. Allitas. Ha M = (E,F) matroid, akkor
a) Ta(0,0) =0,

b) Ta(1,1) a bdzisok szdma,

¢) Ty (1,2) a generdtorok szima,

d) Ty (2,1) =|F| a figgetlen halmazok szama,
e) Th(2,2) = 2El.

Bizonyitds. Az allitds minden része egyenes kivetkezménye a definiciénak:

TM(O,O) = Z (_1)r(M)—r(X)(_1)|X\—r(X) _ Z (_1)r(M)+\X| =0,
XcFE XcE

hiszen E-nek ugyanannyi paros elemi részhalmaza van, mint amennyi péarat-
lan, amibél a) kovetkezik;
r(M) =r(X) = |X]| pontosan akkor teljesiil, ha X bdzis, amibél b) kovetkezik;

17



r(M) =r(X) akkor, ha X tartalmaz bazist, amibdl ¢) kovetkezik; | X| = r(X)
pedig akkor, ha X fiiggetlen, ami miatt d) és e) is trividlisan teljesiil. O]

3.2. A Tutte-polinombdl meghatarozhaté kédparaméte-
rek

A linedris C' kédon vett Mo matroid Tutte-polinomjanak ismeretébol —
és igy az M matroid rang-fiiggvényébdl is — szamos koédparaméter kovetke-
zik, igymint a kédhossz, a dimenzié, a minimalis tavolsag vagy épp a stly-
szamlalé. A kovetkezo tétel azt mutatja meg, hogy linedris kédon vett matroid
rang-fliggvénye egyértelmiien meghatarozza a kod suly-szamlalojat.

3.3. Tétel (Greene 1976). [(17] Ha C(n,k;q) linedris kod, akkor

r+(q-1)y x
We(e.p) =y (o= 9) Tige (D02,

Bizonyitds. [9], [10] A tétel bizonyitdsdhoz sziikségiink lesz a Tutte-polinom
egy dltalanositasara. Egy olyan Ty (z,y, u,v) polinomot keresiink, melyre igaz,
hogy

(Z) T@(I, Y, u, U) = 17

(ii) ha e € E hurokelem, akkor Ty (z,y,u,v) = yu- TM\e(x,y,u,v),

(i77) ha e € E hid, akkor TM(x,y,u,v) =0 - TM/e(x,y,u,v),

(iv) ha pedig e € E se nem hurok, se nem hid, akkor

TM(.T,Z/,U,U) = U'TM\e(.T,y,'LL,’U) +v 'TM/6($,y,U,U),

majd meghatarozzuk az x, y, u, v valtozok értékét ugy, hogy teljestiljon a We =
T (z,y,u,v) egyenldség.

3.4. Lemma. A Tutte-polinombdl az aldbbi modon elédllitott négyvdltozos
polinom kielégiti a fenti (i) — (iv) feltételeket:

TM(xa Y,u, U) = U'|E|_T(M)UT(M)TM ("L‘7 U) :

A lemma bizonyitdisa. Az M Je és M\e matroidok alaphalmaza E \ {e}, amire
nyilvanvaléan fenndll, hogy eggyel kisebb elemii, mint az eredeti alaphalmaz.
A . Allités bizonyitasa soran megmutattuk, hogy ha e € £ nem hurokelem,
akkor

r'(Mfe) =r(M) -1,

ha pedig e € E nem hid, akkor

r”(M\e) =r(M).
Ebbdl és a . Allitasbol egyszerll behelyettesitéssel adédik a lemma. O]
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3.5. Megjegyzés. A lemmdban mutatott polinom az egyetlen, ami eleget tesz
a T'-ra megkovetelt feltételeknek.

Ahhoz, hogy a stly-szamlélét azonositsuk egy T polinommal, megfogal-
mazzuk az (i) — (iv) tulajdonsdgokat kddokra. Legyen a tételben szerepl C'
linedris kodnak A € FF" egy generdtormatrixa és M = Mq. Ekkor A az Mc
matroid egy olyan [ -reprezentdcidja, hogy Ch.(A) = C. A . fejezetben
lattuk, hogy a matroid 6sszehizasa a kod roviditésének, a megszoritasa pedig
a kod lyukasztasanak felel meg.

3.6. Lemma. Legyen C' a C linedris kod roviditése az i-edik koordindtdval,
C” pedig C' lyukasztisa az i-edik koordindtiban. FEkkor a suly-szdmldlora az
alabbi tulajdonsagok teljestilnek:

(Z) WC@(Ivy) =1

(i1) Ha az i-edik koordindta hurokelem, akkor We(x,y) = x - Wer(2,9).

(i1i) Ha az i-edik koordindta hid, akkor We(x,y) = (z+ (¢ - 1)y) - Wer (2, y).

(iv) Ha az i-edik koordindta se nem hurok, se nem hid, akkor

We(z,y) =y-Wer (z,y) + (x - y) - Wer(2,y).

A lemma bizonyitdsa. Az iires matroidbdl nyert kod egyetlen kédszava az azo-
nosan 0 kddszo6, emiatt (¢) trividlisan teljesiil.

Ha az i-edik koordindta hurok, akkor minden kodszé i-edik koordinataja
nulla, igy az i-edik koordinatdban lyukasztott C” kédban A”; = A;,
V0 <7 <n-1 esetén. C-ben nincs n sulyd kdéd, hiszen minden kédszéban
legalabb egy helyen 0 all és a C”-beli kddszavak hossza 1-gyel révidebb, mint
a C-belieké, ezért We(z,y) = x - Wer (2,y) valéban fennall.

Ha az i-edik koordinata hid, akkor az i-edik koordinataval réviditett C” kod
kédszavainak mindegyike ¢ darab C-beli kddszét hataroz meg, hiszen az i-edik
koordinata helyén F, barmely eleme allhat. Ezek koziil annak, amelyiknél 0-
val bévitettiink, megegyezik a stlya a hozza tartozd C’-beli kodszd sulyaval,
a maradék ¢ —1 esetben viszont a helyreallitott kodszavak sulya eggyel nd, igy
We(z,y) = (z+ (q-1)y) - Weor(z,y) is teljesiil.

Tegyiik most fel, hogy az i-edik koordinata se nem hurok, se nem hid és
jelolje C azon C-beli kédszavak halmazat, melyeknek az i-edik komponense

0, Wi pedig a Y, an-w(@yw(e) értéket. Ez alapjdn vezessiik be a Cy jelolést
CECl

azon C-beli kédszavak halmazara, melyek ¢-edik komponense nem nulla, W5

pedig legyen a Y, a7w(@yw(e) érték. A C kéd roviditése utan épp a C-beli
CGCQ

kédszavakat kapjuk, csak egy nulla komponenssel rovidebben, igy

Wi

)
€T

WC'(:an) =
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ha pedig kilyukasztjuk a kodot, akkor a Ci-beli és Cs-beli kodszavak eggyel
rovidebbek lesznek, a C}-beliek silya valtozatlan marad, a Cs-belieké viszont
csokken eggyel, tehat

Wy W
Wer(ay) = 2 L2
Z Y
Felhasznélva, hogy We(z,y) = Wi+ W, kapjuk, hogy We(x,y) = y-Wes (x,y) +
(x-vy) -Wer(x,y), amivel a lemma (iv) részét is belattuk. O

A Lemmat dsszevetve a T' polinomra megkévetelt feltételekkel, addik
a kovetkezo egyenlGség:

WC((E, y) = TMc(x + (q - 1)y7 Z,Y,T — y)a
ebbél pedig a 3.4 Lemma alapjan kész a tétel bizonyitdsa:

z+(g-1y g)_

W()(I,y) = yn_k(x - y)kTMc ( T -y ) y

]

Ennek az eredménynek a segitségével Greene egyszerti bizonyitast adott
a MacWilliams-egyenloségre, ami megmutatja, hogy egy C' linedris kod suly-
szamlal6jabol hogyan hatarozhaté meg a dudlis C'* kod suly-szamlaléja.

3.7. Tétel (MacWilliams-egyenl6ség). [30]

1
WCi(xay) = WWC('I‘ + (q_ 1)3/7'7: _y)

Bizonyitds. Alakitsuk at el6szor a bal oldalt, felhasznélva, hogy a C* kéd n—k
dimenziés, Mo = (Mg)* és Ty (z,y) = Tar+(y, ).

n— r+(¢-Dy x e r z+(g-1
Wes(z,y) = y*(z-y) kTMCL(M,_):yk(x_y) kTMC(_, ( )y)‘
r-y Yy Y -y

Most pedig irjuk fel, hogy a[3.3] Tétel szerint mivel egyenld a jobb oldal.

1 _ _ qr x+(q¢-1)y
i -1 _ — k _ n-k kT ( )
|C|Wc(x+(q )y, x-y)=q " (z-y)" " (qy) Tue W o

Mivel az atalakitott kifejezések megegyeznek, igy a bal és a jobb oldal kozott
valéban egyenldség all. m
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3.3. A Tutte-polinomtdl fiiggetlen kédparaméterek

A C linedris kod tulajdonsagainak és az Me matroid Tutte-polinomjanak
kapcsolatat vizsgalva megallapitast nyert, hogy C' szamos tulajdonsaga meg-
hatarozhaté Ty, ismeretében. Peter Cameron tette fel a kérdést ( |11], Prob-
lem 361), hogy vajon a linedris térlefed6 kédok elérési sugara is beletartozik-e
ezekbe tulajdonsidgokba. A valaszt Thomas Britz és Carrie Rutherford adta
meg [6], akik taldltak két bindris matrixot:

10000011010 10000011010
01000011111 01000011100
00100010111 |, loo10001010°0
0oo0o010010100|®®looo100101T11
00001001001 00001001001
00000100001 00000100001

melyekhez tartozé métrix-matroidoknak ugyanaz a Tutte-polinomja:

Y+ (2+5) Yyt + (22 + T2 +12) 13 + (23 +82%+ 220+ 15) y? + (22 + 1123+ 2722+ 272+ 7)) y+
+(2°% + 52° + 132 + 2123 + 1922 + 7x),

de az egyik 2, a masik 3 elérési sugaru kédot general.

Ez alapjan megfogalmazhatjuk a kovetkezd allitast:

3.8. Allitas. A bindris linedris térlefedo kodok elérési sugara nem mindig
hatdarozhato meg a rajtuk vett matroid Tutte-polinomjabol, azaz létezik olyan
Cy és Cy bindris linedris térlefedd kod, hogy T, =Ty, €s R(C1) # R(Cy).

Azonban ennek az allitasnak egy jéval erdsebb verzidja is igaz:

3.9. Tétel. A linedris térlefedd kodok elérési sugara nem mindig hatdrozhato
meg a rajtuk vett matroidbol, azaz létezik olyan C és Cy linedris térlefedd kod,

hOgy Mcl = M02 és R(Cl) * R(CQ)

Bizonyitds. Mutatni fogunk egy ellenpéldat, azaz egy matroidnak megadjuk
két olyan reprezentalé matrixat, hogy az altaluk generalt kédok elérési sugara
eltér. Legyen ez a matroid az Us g uniform matroid, és a két F7-reprezentécid
a kovetkezo:

100111 100111
01 0123]é]|]01O0123
001142 00116 5

Az elsé maétrix 2 elérési sugaru térlefedé kodot generdl, a mésodik pedig 3
elérési sugarit, igy valéban nem igaz, hogy egy C' linedris kod elérési sugara
mindig meghatarozhaté az M matroidbol. O
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Definicié. Két grafot gyengén izomorfnak vagy 2-izomorfnak neveziink,
ha létezik az élhalmazaik kozott kortartod bijekcio.

3.10. Tétel. Grafikus matroid Tutte-polinomja nem feltétleniil hatdrozza meg
gyenge izomorfia erejéig a reprezentalo grdfot.

Bizonyitds. 42| Az tigynevezett Gray-grafokra (1. dbra) teljestil, hogy a kor-
matroidjuk Tutte-polinomja megegyezik, de mégsem gyengén izomorfak.

G H

1. abra

Vegyiik észre, hogy G-bdl elhagyva g-t és H-bdl elhagyva h-t izomorf grafo-
kat kapunk, csakigy mint ha G-ben 6sszehtizzuk g-t, illetve H-ban 6sszehuzzuk
h-t. Ez alapjan a . Allftadsban mutatott rekurziéval igazolhatjuk a Tha
és Thx) polinomok egyenldségét, mig a gyenge izomorfia sériiléséhez konnyen
talalhatunk olyan G-beli 6-hosszi kort, melynek H-ban nem 6-hosszu kor felel
meg, hiszen G-ben tébb 6-hosszui kér (Hamilton-kor) van, mint H-ban.

]

A kovetkezd fejezetben megmutatjuk, hogy bar az 1. dbran 1évé grafok
grafelméleti vagas-kodjain vett matroidok Tutte-polinomja is és a kodok elérési
sugara is megegyezik, a WDCL mégis kiilonb6zo.
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4. Grafelméleti kédok

Ebben a fejezetben irdanyitatlan grafok altal meghatérozott kédokrdl (i.n.
grafelméleti kddokrdl) adunk dttekintést [19]. Ezen kédok viszonylag kénnyen
dekédolhatdak és mind hibajavité mind térlefedd tulajdonsaguk jol alkalmaz-
haté. Meghatarozzuk a minimalis tavolsdgot matroidelméleti eszkozokkel és
ismertetjiik, hogy az elérési sugar milyen grafelméleti paraméternek felel meg.
A Tutte-polinom kapcsdn megmutatjuk, hogy két grafelméleti koédnak meg-
egyezO Tutte-polinom és elérési sugar esetén is lehet kiilonbéz6 a WDCL-je.
A kédok az itt leirttal analég médon definidlhatéak tobb komponensi grafok
esetén is, de a legtobb vizsgdlat — és a bizonyitani kivant tétel — Osszefiiggd
grafbdl indul ki, ezért a fejezet erejéig feltessziik, hogy G = (V) E) 0sszefiiggd,
irdnyitatlan, n csicsi és m élua graf.

Definicié. A G graf rangja (rank) a feszitéfainak élszdma:
r(G)=n-1,
nullitdsa (nullity) pedig a G feszit6fajanak komplementerében 1évo élek szama:
n(G)=m-n+1.

Ez a rangfogalom egybevag a kormatroid rangjanak meghatarozasaval:

r(G) =r(M[G]).

Definicié. A G graf Fuler-részgrdfja (Euler subgraph) alatt olyan részgra-
fot értiink, melyben minden cstics foka paros. Kénnyen meggondolhaté, hogy
egy Euler-részgraf éldiszjunkt korok uniéjabdl all.

Definicié. Egy @ # X c V ponthalmazra az X és V ~ X kozott futo élek
halmazét vdgdsnak (cut) nevezziik. Egy vagas elemi (bond), ha nem tartalmaz
valodi részhalmazként masik vagast.

Jelolje Sg, ill. Sg a G Euler-részgrafjainak, ill. vigasainak halmazat.

Vélasszunk egy G-beli T' feszitofat és G éleit indexeljiik a kovetkezoképp:
€1,€2;...,€n(G) € E(T), Cn(G)+1> En(G)+2s - em € E(T). A fejezet végéig rog-
zitsiik le ezt a T feszitofat és az éleknek ezt a sorrendjét. Egy G’ részgraf
él-karakterisztikus vektora legyen az az F'-beli vektor, melynek 7-edik kompo-
nense 1, ha e¢; € E(G") és 0, ha e; ¢ E(G").

Az Sp-beli, illetve Sp-beli részgrafok él-karakterisztikus vektorai bindris
linedris kédot alkotnak (jelolje ezeket Cp, illetve Cg), melyben a kddszavak
hossza m. A kéd dimenzidjat kétféle megkozelitéssel fogjuk keresni. Egyrészt
ezekre a linearis kodokra a szimmetrikus differencia képzés miiveletével tekint-
hetiink dgy, mint Fy feletti vektorterekre, ahol a dimenzié nem mas, mint a
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vektortér egy bazisdnak elemszama. Masrészt ha B, ill. @) az az Fy felet-
ti |Sp| x m-es, ill. |Sg| x m-es métrix, melynek sorai az Sp-beli, ill. Sp-beli
részgrafok él-karakterisztikus vektorai, akkor a dimenzié megegyezik B, ill. ()
rangjaval.

Legyen b; az az egyértelmii kor (alapkor), ami e; € E(T) hozzavételével
keletkezik T; = T'u {e;}-ben (i = 1,2,...,n(G)). Készitsiik el a B* € IFZ(G)Xm
alapkor-mdtrivot a kovetkezképp: az i-edik sor tartozzon az e; € E(T) élhez,
a j-edik oszlop pedig az e; € E(G) élhez, és B® i-edik sora legyen az e; él
alapkorének él-karakterisztikus vektora, vagyis

Bo. _ 1 , ha e; benne van e; alapkorében
1 0 , ha e; nincs benne ¢; alapkorében.

4.1. Tétel. A B® mdtrix a Cg kdd egy generdtormdtriza.

Bizonyitas. Mivel B® részmétrixa B-nek, és vildgos, hogy a sorvektorok line-
arisan fiiggetlenek (hiszen az elsé n(G) oszlop egységmatrixot alkot), igy csak
azt kell belatni, hogy r(B) =r(B*) =n(G). Az r(B) > n(G) irdny kovetkezik
abbdl, hogy az n(G) rangi B? matrix részmatrixa B-nek. A mésik irdnyhoz
sziikség lesz arra a megfigyelésre, hogy ha A € F4*™ a GG graf incidencia métrixa
(most is az élek fentebb rogzitett sorrendje szerint), akkor ABT a nullmatrix.
Ez abbdl adddik, hogy az (ABT);; elem az A métrix i-edik sordnak és a BT
métrix j-edik oszlopdnak (vagyis a B méatrix j-edik sordnak) skaldris szorzata,
és egy ilyen skalaris szorzat pontosan annyi darab egyes Gsszege, ahany élre
igaz, hogy illeszkedik a v; cstcsra és benne van a G Euler-részgrafban. A
definiciébol kovetkezik, hogy egy Euler-részgraf éldiszjunkt korck unidja, igy
minden cstcsra csak paros sok olyan él illeszkedhet, ami benne van egy adott
Euler-részgrafban, vagyis a modulo 2 szdmitds miatt az ABT matrixnak va-
16ban minden eleme 0. Mivel tudjuk, hogy r(A) = n -1 [23], a Sylvester-féle
nullitds tétel [36] kovetkezo specidlis alakjabdl adédik a tétel.

4.2. Lemma. Ha P € FrP<k és ) € F**9 olyan mdtrizok, melyek szorzata a
nullmdtriz, akkor r(P)+r(Q) < k.

A lemma bizonyitdsa. Jeloljiilk P rangjat r-rel, és — ha sziikséges — sor- és
oszlopcserékkel alakitsuk at a P matrixot ugy, hogy a bal fels6 sarkaba egy rxr-
es nemszingularis részmétrix (Pp1) keriiljon, majd a P-beli oszlopcseréknek
megfelel6en rendezziik at () sorait is:

;[ P Pr2 i @
P‘(P21 Pzg)’ Q‘(Qz)’
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ahol Q; 7 x g-as részmétrix. {gy tovdbbra is fenndll, hogy P'Q’ = 0, és r(P’") =
r(P), r(Q) =r(Q). A

(Pn P12)(Q1)_(0)
Py P Q) \O

matrixszorzasbdl kapjuk, hogy P11Q1+ P12Qs = 0, azaz +P1‘11P12Q2 =0. Mi-
vel nemszingularis matrix-szal val6 szorzas nem valtoztat a rangon, szorozzuk
meg (Q'-t balrél az alabbi méatrixszal:

| I P1—11P12

I, PPy Q| _[ @+ P Pi2@Qs (0
0 I, Q2 Q2 Q2

métrixegyenletbdél adédik, hogy r(Q’) < k —r, hiszen a jobb oldalon 1év6 mét-
rixnak csak k —r nem azonosan nulla sora van. Ebbél r(Q) +r(P) < k, vagyis
a lemma allitasat belattuk. O]

igy a

A lemmabdl kapjuk, hogy r(A) + r(BT) < m, azaz r(B) <m-(n-1) =
n(G). Ezzel mindkét irdnyt beldttuk, Bra valéban tekinthetiink a C'p kdéd
generatormatrixaként, kovetkezésképp a Cp kéd n(G) dimenzids. O

Hasonl6an belathatd, hogy a Cg kéd r(G) dimenzids, és generdtormétrixa
az ugynevezett alapvigas-matrix, ami alatt a kovetkezot értjiik. Legyen g;
az az egyértelmi vigés (alapvéigés), amit az e; € E(T), mint T-beli elvigé él
hatéroz meg a csticsok két részre particiondldsdval: V = ViUVY. A Vi és Vy
kozott futé élek halmaza alkotja a ¢; vagast (i = n(G) + 1,n(G) + 2,...,m).
Készitsiik el a Q® € ]F;(G)Xm alapvdgds-mdtrizot a kdvetkez6képp: az i-edik sor
tartozzon az e; € E(T') élhez, a j-edik oszlop pedig az e; € E(G) élhez, és Q@
1-edik sora legyen az e; él altal meghatarozott alapvagas él-karakterisztikus
vektora, vagyis

“ 1 , ha e; benne van a ¢; vagasban
Q ij = ) . ) s 2
0 , ha e; nincs benne a g; vdgasban.
A B¢ matrix altal generalt kir-kodot és (Q® méatrix altal generdlt vdgds-
kodot szokas grdfelméleti kodnak nevezni.
4.3. Allitas. A kor-kéd és a vagas-kod — megeqyezd grdaf esetén — egqymds

dudlisai.

Bizonyitds. Az &llités igazoldséhoz azt kell megmutatnunk, hogy BeQa’ =0,
ami kdvetkezik abbdl, hogy egy vagas egy kort csak paros sok élben metszhet.
m
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4.4. Kovetkezmény. Q% paritasellenorzo mdtriza a B* mdtrix dltal generdlt
Cp(m,n(Q)) kir-kédnak, és B® paritdsellendrzé matriza a Q¢ dltal meghatd-
rozott Co(m,r(G)) vdgds-kédnak.

4.1. Hibajavité tulajdonsag

A Cp, ill. a Cg hibajavité grafelméleti kéd minimadlis tavolsdga a legrovi-
debb kor, ill. legkevesebb élbdl 4ll6 elemi vagas élszama. Most csupén az [1.2]
alfejezetben szerepld, matroidokra vonatkozé tételekkel bebizonyitjuk ezt az
allitast a kor-kod esetén.

4.5. Tétel. Legyen G dsszefiiggo, n csucsi, m éli graf. FEkkor a G dltal
generdlt Cg linedris kod minimalis tdvolsaga megegyezik G legrovidebb korének
élszamaval.

Bizonyitds. [28] Jeloljiik d-vel a G legrévidebb korének hosszdt. Az[1.16] Té-
tel szerint az M|[G] kormatroid koreinek halmaza megegyezik a G-beli korok
élhalmazainak halmazdval, tehat M[G] legkisebb elemszdmu kore d elemti.
Az[1.17] Tétel alapjan M[G] minden test felett reprezentalhaté, igy specidli-
san Fo-felett is. A vagasok él-karakterisztikus vektoraibol, mint sorvektorokbdl
4ll6 () métrix a bindris M[G] matroid egy Fo-reprezentdcidja, de az[1.14] Meg-
jegyzés szerint a ()-bol elemi sorekvivalens atalakitasokkal kapott méatrixok,
fgy a Q% € FQ(G)Xm matrix is reprezentélja M[G]-t (r(G) = r(M[G])). Ekkor
M[G] =z M[Q*], amibd] kovetkezik, hogy az M[G]-beli legkisebb elemszamu
kornek és az M[Q*]-beli legkisebb elemszamu kornek ugyanigy d eleme van.
Mivel a Q¢ métrix sorai linedrisan figgetlenek, igy a[2.5] Tétel miatt annak a
kédnak, melyet a Q¢, mint paritasellenérzo matrix hataroz meg — vagyis a Cg
kédnak — a minimalis tavolsidga egyenld az M[Q¢]-beli legkisebb elemszamu
kor elemszamaval, vagyis d-vel. O]

4.2. Térlefedo tulajdonsag

A grafelméleti kdédok térlefedd tulajdonsagaval kapcsolatban sokdaig nem
sziiletett jelentOos eredmény, mig Ntafos és Hakimi 1981-ben a kinai postéas
problémara valé atfogalmazas segitségével észrevette, hogy a grafelméleti ko-
dok konnyen dekédolhatéak ([32]). Az ehhez haszndlt tételekbdl kiindulva
Solé és Zaslavsky 1990-ben megmutatta, hogy az elérési sugar milyen grafel-
méleti paraméternek felel meg ( [40]), alsé korldtot adott az elérési sugarra
Osszefiiggd grafok esetén és példaként hozott néhany grafot, melyekre ez a
korlat éles. Ezen atfogalmazas alapjan Frank Andras ugyanebben az évben
explicit formulat és polinomidlis algoritmust adott a grafelméleti koédok elérési
sugarara ( [15]).
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Definicié. Ha T a G = (V, E) graf cstucsainak részhalmaza, akkor egy
olyan J ¢ E részhalmazt, melyre teljesiil, hogy minden v € T csucsra dj(v)
paratlan, v € V N T esetén pedig d;(v) paros T-kitésnek (T-join) neveziink.
T-nek tehat sziikségszeriien paros sok eleme van.

Jel6lés. Jelolje 7r(G) a G-beli minimalis T-kotés elemszamat és

7(G) = mTaXTT(G).

Definicié. Egy osszefiiged grafot akkor neveziink faktorkritikusnak, ha
barmely pontjat kihagyva létezik teljes parositasa.

4.6. Tétel.
R(Cp) =7(G),
ahol R(Cg) a G grdfon vett Cg kor-kod elérési sugardt jeloli.
4.7. Tétel. (G)+ V] -1
+ —
R(Cp) = @f,

ahol o jeloli azon élek minimadlis szamat, melyek dsszehizasaval a graf faktor-
kritikussa valik.

Az €l6z6 fejezetben mar emlitettiik, hogy ha két linedris térlefedd kod
Tutte-polinomja és elérési sugara is megegyezik, abbdél még nem kovetkezik,
hogy a két kod ekvivalencia erejéig meghatarozott, hiszen a WDCL lehet elté-
r0. Példa erre az 1. dbran lathat6 két Gray-graf vagas-kodja:

Ha Co(G) jeldli a G graf vigas-kdédjat, akkor Mc,(q) = M[G] miatt a m
Tétel bizonyitasa szerint a Tutte-polinomok megegyeznek.

Mindkét kdd elérési sugara 3, de Cg(G)-hez az 1,9,20,2 WDCL, Cq(H )-hoz
pedig az 1,9,18,4 WDCL tartozik.
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5. Sziirjektiv kédok

5.1. A téma ismertetése

A sziirjektiv kédok és az extremdlis halmazrendszerek kapcsolataval mér
foglalkoztunk a BSc-s szakdolgozatban is. Ott megmutattuk, hogy a 2-sziirjektiv
binaris kodok és a paronként kvalitativ fliggetlen halmazok rendszere tekinthe-
t0 egymas egyfajta dudlisanak, és ennek segitségével adtunk egy rovid bizonyi-
tast arra, hogy legfeljebb mennyi lehet az adott szamu kodszobol allo binéris
2-sziirjektiv kédok dimenzidészama. Ebben a fejezetben tovabbi kapcsolatot
mutatunk a sziirjektiv kodok és a kvalitativ fiiggetlen halmazok rendszerei
kozott, valamint kozoljik a tétel megértéséhez sziikséges definiciokat. A kdd-
elmélet ezen aganak alkalmazdasaira itt nem tériink ki, de forrasként ajanljuk
els6sorban Kéri Gerzson Optimaélis térlefed6 kdédok kutatasa cimi akadémiai
doktori értekezését [24]. A kvalitativ fiiggetlen halmazrendszerek vizsgilata
nem csupan kdédelméleti vonatkozasuk miatt fontos, hasznos eszkoznek bizo-
nyulnak a kereséselméletben is.

Definicié. Valamely C' ¢ Fp kod s-szirjektiv, ha a tér koordinatdinak
tetszéleges {ay,as,...,as} halmazdra, tetszoleges (by,bo,...,bs) € F5 valaszta-
sa esetén létezik legalabb egy olyan (¢, ca, ..., ¢, ) € C' kédszd, melyre fennall
Cq; = b; minden ¢ (1 <i < s) esetén.

Vagyis egy kod pontosan akkor s-sziirjektiv, ha barmely s helyen barhogy
megadva a komponensek értékét, van legalabb egy kdédszé, ami illeszkedik az
s darab el6irt komponensre.

Definicié. Valamely C ¢ Fy kod r sugdrral s-szirjektiv, ha a tér koor-
dindtdinak tetszéleges {a1,as, ...,as} halmazara, tetszoleges (b1,bs, ..., bs) € I
vélasztdsa esetén létezik legalabb egy olyan (c1,co,...,¢,) € C' kédszd, melyre
fenndll ¢,, = b; legaldbb s —r szamui i (1 <i < s) esetén.

Vagyis egy kéd pontosan akkor r sugarral s-sziirjektiv, ha barmely s helyen
barhogy megadva a komponensek értékét, van legalabb egy kodszo, ami illesz-
kedik legaldbb s —r helyen az el6irt komponensekre.

Az r sugarral s-sziirjektiv kéd Kéri Gerzson altal bevezetett fogalma ( [26],
25]) 7 = 0 esetén a hagyomdnyos sziirjektiv kédot, s = n esetén pedig a F7
Hamming-teret adja.
Vezessiink be kiilon elnevezést az r sugarral s-sziirjektiv kédok egy specialis
esetére:

Definicié. Valamely C' ¢ Fy kéd r hidnnyal s-szirjektiv, ha a tér koordind-
taibdl alkotott tetszéleges {aq, as, ..., as} halmaznak van olyan {a},d,....al_,}

e

részhalmaza, hogy tetszéleges (by,bo,...,bs ;) € e~ valasztdsa esetén létezik
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legalabb egy olyan (cy,cq, ..., ¢,) € C kddszd, melyre fenndll Cq; = b; minden 1
(1<i<s—r) esetén.

Vagyis egy kdd pontosan akkor r hidnnyal s-sziirjektiv, ha barmely s hely ko-
ziil van s—r olyan, hogy azokon barhogy megadva a komponensek értékét, van
legaldbb egy kodszo, ami illeszkedik az s —r darab el6irt komponensre.

Az r hidannyal s-sziirjektiv kodok kielégitik az r sugarral s-sziirjektiv kodokra
megfogalmazott feltételt, tehat valoban azok specialis esetérol van szo.

A szakirodalomban hasznalt jelolés a ¢ alapszamhoz tartozé n dimenzids s-
sziirjektiv kédok méretének minimumara, illetve a ¢ alapszamhoz tartozo n
dimenzids, legfeljebb r sugarral s-sziirjektiv kédok méretének a minimumara:

a.(n,s), ill. a,(n,s;r).

Ezek alapjan vezessiink be egy 1j jelolést:

Jelolés. o,(n,s;[r]) jelolje a ¢ alapszdmhoz tartozé n dimenzids, legfeljebb
r hiannyal s-sziirjektiv kddok méretének minimumat.

A sziirjektiv kédok minimalis méretére vonatkozoan egyelore kevés pontos
érték van meghatarozva. Ezeket, illetve a legjobb ismert alsé és felso korlatokat
q <8, n,s <10 (bindris kédokra n,s < 14) esetén megtaldlhatjuk a [12] cikk
tabazataiban.

Kimondunk két kédelméleti tételt és egy sejtést, melyek binomialis egyiitt-
hatés formuldval adjak meg az adott szdmu kddszobdl (n) &ll6 egyes sziirjek-
tiv binaris kodok dimenzidészaméanak a maximalis lehetséges értékét. A tételek
halmazrendszeres dudlisainak bizonyitésaira af5.2] fejezetben, a kvalitativ fug-
getlen halmazok difinidlasa utan fogunk visszatérni.

5.1. Tétel. oy(k,2) =min {n: k< (1))},
5.2. Tétel. Ham pdratlan, akkor os(k,m;[m-2]) =min{n:k < X(n, [mT_I)J}

5.3. Sejtés. Ham pdros, akkor oo(k,m;[m-2]) = min {n k<Y (n; [mT’lj) + (Z:;)},
ahol k = min {Z : (7;) szerepel ¥ (n; [mT_lj) tagjai kO’zO’tt}.

5.2. Kvalitativ fiiggetlen halmazrendszerek

Ha egy sziirjektiv kod kodszavaira, mint sorvektorokra tekintiink, és 6ket
egy matrixba rendezziik, akkor a maétrix oszlopait értelmezhetjiik egy hal-
mazrendszer elemeinek karakterisztikus vektoraiként. Megvizsgalva, hogyan
viheto at példaul a 2-sziirjektivitas feltétele, épp a paronként kvalitativ fiig-
getlen halmazrendszerekhez jutunk, az m — 2 hidannyal m-sziirjektiv kdédokbdl
pedig olyan halmazrendszereket kapunk, melyekre igaz, hogy barmely m elemé-
bol kivalaszthato két kvalitativ fiiggetlen. Ennek a dualitdasnak a bizonyitdsa
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megtalalhaté a BSc-s szakdolgozatban, itt most nem részletezziik.

Definicié. A és B kvalitativ fiiggetlen halmazok, ha négyfelé vagjék az
alaphalmazt, vagyis ha An B, AnB, An B, An B egyike sem iires.

Jelblés. A tovabbiakban Ax B jelolje azt, hogy A és B kvalitativ fiiggetlen
halmazok.

Az [5.1] Tétel halmazrendszerekkel megfogalmazott alakja:

5.4. Tétel. Legyen A = {A1, Ay, ..., A} eqy n elemd alaphalmaz pdronként
kvalitativ fliggetlen halmazrendszere. Ekkor

45 (j3)-)

Ennek a tételnek a bizonyitdsa megtalalhat6 szémos cikkben [5], [27], [3],
[22], valamint kérmddszert hasznélva a BSc-s szakdolgozatomban is, ezért itt
most nem részletezziik.

Definicié. Ha n és k egész szamok, akkor jelolje X(n, k) a k darab legna-
gyobb, n szerinti binomidlis egyiitthato 6sszegét.

5.5. Tétel. Legyen A olyan halmazrendszer eqy n elemi alaphalmazon, amely-
re teljestl, hogy bdrmely m eleme kézitt biztosan van kettd, melyek kvalitativ
fiiggetlenek. Ekkor pdratlan m esetén

Ass(o| )

és ez a felso korlat elérheto.

Ez a tétel ekvivalens az eléz6 fejezetben kimondott 5.2 Tétellel. Az m =3
esetben a bizonyitds ismert [1], az alapjdn ezt az altalanosabb alakot is a
Katona Gyula éaltal bevezetett kormaddszerrel igazoljuk. Az intervallumrend-
szerre megfogalmazott lemmaéban tetszéleges m-re adunk felsé becslést, nem
hasznaljuk ki, hogy m paratlan, de mint latni fogjuk paros m esetén a kettos le-
szamlalasbél nem kapunk éles korlatot. A lemmahoz két bizonyitast kozliink,
az elso rovidebb, oOtletigényes, mig a masodik mutatja, hogy a kérmodszer
hasznalhaté mechanikusan, a rendelkezésre all6 adatokbdl egyszerii szamola-
sokkal is addédik a korlat, bar ennek az utébbinak hatranya, hogy a paros és a
paratlan esetet nem tudja egyiitt kezelni.

Bizonyitds. Vegyik észre, hogy A; % A, pontosan akkor teljesiil, ha A; x A,.
(Ez Ay és A, kvalitativ fliggetlenségének definicigjabdl kozvetleniil kovetkezik.)

Ezt szeretnénk kihaszndlni és az §-nél nagyobb elemszamu halmazok helyett

30



a komplementeriiket nézni, de hogy elkeriiljiik a tobbszoros multiplicitast, egy
halmaz helyett csak akkor vessziik a komplementerét, ha az még nem eleme a
halmazrendszernek. Igy elérhetd, hogy minden A € A halmazra vagy |A| < [%J

vagy Ae A.
5.6. Lemma. Vegyiik azn elem egy ciklikus permutdcidjdt (o(1),0(2),...,a(n))

és ezen eqy B intervallumrendszert (VB e B: 1< |B| < [%J vagy B € B), melyre

teljesiil, hogy barmely m intervalluma kézil kivalaszthato ketto, ami kvalitativ

fiiggetlen. Ekkor
(m - l)nJ
< | —].
Bl < [ 2

A lemma bizonyitdsa. Egy B € B intervallumot nevezziink rovidnek, ha

|B| < |%] és hosszinak, ha |B| > %. A feltevés szerint minden B-beli hosszi

intervallum (révid) komplementere is B-ben van.

Egy elemmel nem kezdédhet m — 1-nél tébb intervallum, mert ha lenne B-
nek m olyan eleme, melyek mindegyike o (i)-bél indul, akkor koziiliikk barhogy
valasztunk ki két intervallumot, az egyik tartalmazni fogja a masikat, és tar-
talmazés esetén nem teljesiil a kvalitativ fiiggetlenség. Tehdt |B| < (m - 1)n,
de ezt a fels6 korlatot még tovabb csokkentjiik.

Legyen L1(c(i)) a o(i)-b6l induld révid intervallumok halmaza, L£o(o (7))
pedig a o(i)-bél indulé révid intervallumok B-beli komplementereinek hal-
maza. (Vilagos, hogy ekkor VB € Ly(0(i)) : B € L1(0(i)).) Vezessiik be a
kovetkezo6 jelolést: l,qy = [L1(0(3))|+|L2(0())], és mutassuk meg, hogy

lo) * loye|z) Sm—1, Vi=1,2,...n,

az indexeket modulo n értve.

Ehhez azt kell beldtnunk, hogy az £1(a(i)) u L1(o (i) + |2]) u La(o(i)) U
Lo(o(i)+ [%J) intervallumrendszernek nincs két kvalitativ fiiggetlen eleme, igy
a mérete legfeljebb m — 1 lehet. Vizsgaljuk meg a lehetséges eseteket!

L. Li(0(2))/Lo(0(i))/L1(0 (i) + ng)/ﬁg(J(Z) + [%J) elemei koziil barmely
kettdre igaz, hogy egyik tartalmazza a masikat.

2. YBeLi(0(i)),B €Ly(o(i)): BnB' =@ vagy BnB' = .
3. VDeLi(o(i)+|2]). D' e Lo(o(i) +|2]): DnD' =@ vagy Dn D' = @.

4. VB € Li(0(i)),D € Li(o(i) + [%J) :BnD =@, mert B és D rovid
intervallumok.

5. VB’ € Ly(0(i)), D" € Lo(o (i) + [gJ) : B'n D' =@, mert B’ és D' hosszi
intervallumok.
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6. VB e Li(o(i)),D € Lo(o(i) +|2]): Bc D"
7. VD e Li(o(i) +|2]). B' € Ls(o(i)): D B".

Mivel ezzel az Osszes lehetséges halmazpart megvizsgaltuk, valoban megkap-
tuk, hogy lg(i)+lo(i)+[%J <m-1, Vi=1,2,...,n.

Ezt felhasznélva felsé korlatot tudunk adni |B|-re:

|1B| = ;la(i) =3 Z; Uiy +logiya|z)) < 5(m = 1)n,

kovetkezésképpen

O

Masik bizonyitds a lemmdra. Ha vessziik azon elemek halmazat, amikre |£4]+
Lo =m—-1: Ayq € {0(1),0(2),...,0(n)} és azon elemek halmazat, melyek-
kel nem kezdddik egy révid intervallum se: Ay € {o(1),0(2),...,0(n)}, akkor
I 2 Ama > Ao, po(0(i)) = o(i) + 5], amire o(a(i)) # po(o(i')) ha
o(i) # o(i"). Ezért |Ag| > |A-1], vagyis legaldbb annyi elembél nem indulhat
rovid intervallum (legaldbb annyi elemre teljesiil az [£;] + |£a] = 0 egyenléség),
mint amennyire fenndll, hogy |£| +|L2| = m - 1.

Hasonlé megfontolasbdl adddik, hogy I, Ap1-j — iJ A, pi(a(l))=a(l)+
i=0

[%J, amire ;(0o(l)) # p;(a(l")) ha o(l) + o(l'), Vj = 0,1,...,[%J -1, ahol
A; € {o(1),0(2),...,0(n)} jeloli azon elemek halmazat, amelyekre a beldle
indulé révid intervallumok szama plusz azoknak a bel6le indulé révid interval-
lumoknak a szama, melyek komplementere is B-beli épp 7. Vagyis egy olyan

o(l) elem esetén, melyre I,y =m-1-75, o(l) + [5J egy olyan pont, amire

4 . .] . m
loy+| 2] S J- 1gy kapjuk, hogy i§)|A1~| > |Ap-1o5], Y5 =0,1, ..., [;J -1

J
De a Y |A;| értékekre erésebb alsé becslés is kiolvashaté az eddigiekbdl:
i=0

j J m
DAL il V=01 T |1
i=0 i=0 2

Jeloljiik a;-vel az A; halmaz elemszamat, és irjuk fel az ismert 6sszefiiggéseket!
m—1

m-—1
a;=n, |Bl=) i-a
i=0

=0
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az A; halmazok definidldsa miatt nyilvanvalo, a

J J
Nam1i<Y a; (z -0,1,..., [%J - 1)

=0 1=0

egyenlGtlenségeket pedig épp az elébb lattuk be. Ezeket Gsszevetve paratlan
m esetén (m =2k + 1 valamely k egész szamra) kapjuk, hogy

2k 2k 2k k-1 k-1
|B|:Zi'aiZk(Zai)+Z(i—k)ai=kn+Z(k—i)agk_i— Z(k—z’)ai:
i=0 i=0 i=0 i=0 =0

j=0 \1i=0 =0 \1=0

skzn+kzl(iai)—kzl(iai):knzlmz_ljn

j=o \i=0 j=o \i=0

Ha m péros (m := 2k valamely k egész szamra), akkor a k- n felsé korldt
nem elég erds a lemma bizonyitasahoz, még tovabb kell szigoritani:

2k-1 2k—-1 2k—-1 k-1 k-1
B= S ia, k( 5 ) S (1 by = e S (1= s =S (k) =
=0 20 20 20 0

:kn+k§(ia2k—1—i)"§(i“i) S/Ierkzz(i:ai)_kzl(i:ai) )

=0 \i=0 7=0 \i=0 7=0 \i=0 7=0 \i=0
k=2 k-1 k-1 k-1 k-1
=kn+)y (k-1-i)a;-Y (k—i)a; =kn+) (k-1-i)a;—Y (k-1i)a; =kn-) q,
i=0 i=0 i=0 i=0 i=0
k-1
Ahhoz, hogy ezt tovabb becsiilhessiik feliilrol, meg kell adnunk Y a; egy alsé
i=0
korlatjat:
2%-1 k-1 n o k-l nl k-l
Zaizn» nSZ-Zai—> —< > a;—> [—]SZ%,
i=0 i=0 2 3 21 =

mert az a;-k nemnegativ egész szamok.

Tehat itt is azt kaptuk, hogy

Bl S - [2] <[ 20| 252,

amivel a lemma allitasat belattuk minden m > 2 egész szamra. O]

33



Térjiink vissza a tétel bizonyitasara.
Vizsgaljuk kettds leszamlalast alkalmazva a (C, A) parok szamét, ahol C' az
n elem egy ciklikus permutacidja, A € A pedig egy intervallum a permutalt
elemeken.
Elészor tekintsiik A-t rogzitettnek. Mivel A és A elemei egyméstdl fiiggetle-
niil permutalhatdak, azon ciklikus permutaciok szama, amiknél A intervallum

marad: |A|l(n—|A|)!. Tehat a (C,A) parok szdma Y |A|'(n |A])!.

Most rogzitsitk a C' permutaciét. Az n elemnek (n - 1)! kiilénbozé ciklikus
permutécidja van, és mivel a C' szerinti intervallumokra teljesiil, hogy barmely
m kozil kivalaszthato kettd, ami kvalitativ fiiggetlen, a lemma mindegyikre
alkalmazhatd, vagyis a (C, A) parok szama legfeljebb l(m 1)"J (n-1)L

Felhasznélva, hogy m paratlan, a két leszamlalas 6sszehasonlitasabol kapjuk:

ST AJ(n - |A])! < l(m 21)”J (n-1)!= lmT_lJ”'

AeA

Osszuk le az egyenlétlenséget n!-sal:

1 m-—1

A bal oldal értéke annal kisebb lesz, minél kozelebb van az A-beli halmazok

mérete 5-hoz, vagyis akkor lesz minimadlis, ha kivdlasztjuk az Osszes [%J, [%]

elemszamu halmazt, és utdna mindig az eggyel kisebb/nagyobb elemszdmii
halmazokat vessziik be, amig lehetséges.
Igy azt kapjuk, hogy
-1
Ao
2
és ez a fels6 becslés tovabb nem javithatd, ugyanis a X (n; [mT_lj) darab 3-

hoz legkozelebbi halmazt véve egyenldséget kapunk, és ez a halmazrendszer
valoban m-kvalitativ fiiggetlen lesz. O

Péaros m-ekre a lemmébdl kapott korlat sajnos nem éles:
-1 -1
S Al (n - |A])! < [MJ (n-1)! - ([m—J - H) (n-1).
A 2 2 2

Leosztva az egyenl6tlenséget n!-sal:
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amibol 1 I
s (ol =)+ (50)

Behelyettesitve m = 2 esetén valéban adodik az [5.4] Tétebeli felsoé korlat,
nagyobb péaros m-ekre viszont ez egy kicsit gyenge becslés.

5.7. Sejtés. Legyen A olyan halmazrendszer eqy n elemi alaphalmazon, amely-
re teljestl, hogy bdrmely m eleme kézitt biztosan van kettd, melyek kvalitativ
fiiggetlenek. Ekkor pdros m esetén

wes (o252 ()

ahol k = min{3 : (7;) szerepel % (n; [mT_lj) tagjai kozott}.
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