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Koszonetnyilvanitas

Ezuton szeretném megkdszonni Szényi Tamds tanar Urnak az izgalmas kozos gondolkoza-
sokat, a problémafelvetést, valamint az épit6 megjegyzéseket és tandcsokat, amelyekkel
jelentdsen hozzajarult a szakdolgozat elkészitéséhez. Koszondm szépen, hogy rendel-
kezésemre bocsatott szdmos cikket, és felhivta a figyelmemet tobb hattérinformaciora,
Osszefliggésre is, amelyek altal nagyobb €s pontosabb raldtdsom lett a vizsgalt kérdé-
sekre. Nagyon hdlds vagyok neki és Kiss Gyorgy tandr trnak amiatt is, hogy az egyetemi
véges geometridval kapcsolatos 6rdk keretén beliill megismertették velem ezt a szép és
érdekes dgat a matematikdnak.

Tovéabba koszonom a remek hangulati véges geometria szemindrium minden eldadé-
jénak és résztvevdjének a szamomra 4j témadkat és otleteket, amelyekkel tovabb bdvitették

az ismereteimet.

Végiil szeretném megkdszonni csaliddomnak, menyasszonyomnak és barataimnak, hogy
szeretetiikkel és tiirelmiikkel segitettek és batoritottak a szakdolgozat elkészitése és az

egyetemi tanulmédnyaim teljes ideje alatt.
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Bevezetés

A véges geometridnak a lefogé ponthalmazokkal foglalkozé része kifejezetten érdekes,
igen sokat vizsgélt teriilet, amelyben mégis szép szammal akadnak még megoldatlan,
alapvet6 fontossagu kérdések is. A lefogd ponthalmazokra vonatkoz6 eredményeket, konst-
rukcidkat és bizonyitdsi technikdkat a matematika egyéb teriiletein — mint példaul kodel-
méletben, grafelméletben — is sikerrel lehet alkalmazni. A szakdolgozatom célja az, hogy
a lefogé ponthalmazokkal kapcsolatos eddig ismert médszereket Osszefoglaljuk és mu-

tassunk ezekre alkalmazasokat.

A szakdolgozat els6 fejezetében megismerkediink a véges geometria alapvetd fogal-
maival, és bemutatunk néhdny fontos eredményt, amiket a késdbbiekben is haszndlni
fogunk majd. A méasodik fejezetben a rengetegszer haszndlhatd leszdmlalasi otleteket
(és ezek kovetkezményeit) mutatjuk be, majd az algebrat hivjuk segitségiil é€s a Rédei-
polinommal ismerkediink meg, ami megkonnyiti a lefogé ponthalmaz illeszkedési struk-
turdjdnak leirdsat. A harmadik fejezetben kitekintiink magasabb dimenziés eredmények

felé, és megemlitjiik még a [4]] cikkben haszndlt levetitds mddszert is.

Végiil az utolsé fejezetben a [3] cikk eredményeit fogjuk g nem négyzet esetben

ugyanazzal a gondolatmenettel bebizonyitani.



1. Véges geometriai alapok

A tovébbi szakaszokban a véges geometridnak szamos fogalmat és az ezek kozotti 6ssze-
fliggéseket targyaljuk majd, ezért most definidlni fogjuk ezen objektumokat és néhdny
alapvet6 észrevételt is beidéziink. Ebben a részben az [1]]-es konyvre fogunk tdmaszkod-
ni. A zéar6jelben szerepld szdm pedig mindig az [1]]-es konyvbeli helyet jeloli. Az idézett
allitdsok tobbségét bizonyitds nélkiil k6zoljiik majd, amennyiben az allitds vagy a bizo-
nyitasa kifejezetten fontos szdmunkra, akkor a bizonyitast is leirjuk, néha pedig révid

magyarazatot fogunk adni.

1.1. Definicié (1.1.) A IT = (P, £, 1) harmast, ahol P és £ két diszjunkt halmaz, I C P x
x L pedig egy illeszkedésnek nevezett relacio, projektiv siknak neveziink, ha kielégiti a

kovetkezd négy axidmat:

P1. P barmely két kiilonb6z6 eleméhez pontosan egy olyan eleme van L-nek, amely

mindkettdvel relacidban all.

P2. £ barmely két kiillonboz6 eleméhez pontosan egy olyan eleme van P-nek, amely

mindkett6vel reldcidban all.
P3. £ minden eleme legaldbb hiarom kiilonb6z6 P-beli elemmel all relacidéban.

P4. P minden eleme legaldbb harom kiilonb6z6 £-beli elemmel all relacidban.

A tovéabbiakban a fenti absztrakt P és £ helyett rendre a geometriabdl szarmazd pon-

tok és egyenesek fogalmat fogjuk hasznélni.

1.2. Definicié (1.5.) A I" = (P, L', T’) projektiv sik a IT = (P, L,]) projektiv siknak
részsikja, ha P” € P, L' C L, és 1" a P’ x L’ halmazon megegyezik I-vel (vagyis egy
részsikbeli pont pontosan akkor illeszkedik egy részsikbeli egyenesre, ha az eredeti sikon
is illeszkednek).

1.3. Tétel (1.7.) Ha a IT projektiv siknak van olyan egyenese, amelyre pontosan n + 1 pont
illeszkedik, akkor

1. IT minden egyenesén n + 1 pont van,
2. II minden pontjdn n + 1 egyenes halad keresztiil,

3. II 6sszesen n* + n + 1 pontot és ugyanennyi egyenest tartalmaz.



Ez a megfigyelés konnyen adddik az axiomdkbdl, ugyanakkor ez biztositja a kovetke-

z0 fogalom joldefinialtsagat.

1.4. Definicié (1.8.) A II projektiv sik rendje n, ha I1-nek van olyan egyenese, amelyen

n + 1 pont van.
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Az eddigiekben a projektiv sikokat definidltuk, azonban a kés6bbi fejezetekben ma-
gasabb dimenzids projektiv tereket is haszndlunk majd, igy most ezek preciz definicidja
kovetkezik.

1.5. Definicié (4.1.) Legyen S véges halmaz, amelynek adott néhany Kkitiintetett rész-
halmaza, melyek mindegyikéhez hozz4 van rendelve egy —1 < d < n egész szam. Az
S halmazt n-dimenzids véges projektiv térnek, a kitiintetett részhalmazokat pedig S d-

dimenzios altereinek nevezziik, ha ezek a részhamazok kielégitik a kovetkezd axiomékat:

1. Minden —1 < d < n egész szdm esetén létezik legaldbb egy d-dimenzids altér,

tovabba

— egyértelmien létezik (-1)-dimenzids altér, az 0;
— egyértelmien 1étezik n-dimenzids altér, S ;

— a 0-dimenzios alterek megegyeznek S egyelemii részhalmazaival.

2. Ha egy r-dimenzi6s altér része egy s-dimenzios altérnek, akkor r < s, és ha r = s,

akkor a két altér megegyezik.
3. Alterek metszete altér.

4. Ha valamely r-dimenzids altér és egy s-dimenzids altér metszete m-dimenzids altér,

a mindkettdt tartalmazé Osszes altér metszete pedig #-dimenzids altér, akkor

r+s=m+t

5. Az I-dimenziés alterek mindegyike g + 1 > 3 elembdl 4ll.

A 0—, 1-, 2—és az (n — 1)-dimenzids altereket rendre pontoknak, egyeneseknek, sikoknak

€s hipersikoknak nevezziik.



Természetesen ugyanigy, ahogy az [[.2] utan is megjegyeztiik, az absztrakt projektiv
tér esetén is a geometridban haszndlatos elnevezéseket fogjuk haszndlni. Vegyiik észre,
hogy ha az definicioban szereplé £ halmaz minden [/ elemét helyettesitjiik P azon
részhalmazdval, amely az [-re illeszked6 P € P elemekbdl 4ll, akkor éppen a 2-dimenzids

projektiv tér definicidjat kapjuk.

A tovédbbiakban GF(g) jel6lje a g elemii véges testet, ahol g = p” primhatvany (vagyis
a karakterisztika p).

1.6. Definici6 (4.2. Példa) Legyen V,,; a GF(g) test feletti (n + 1)-dimenziés vektortér.
Legyen S a V,,, egydimenzids altereinek halmaza, a kitiintetett részhalmazok pedig le-
gyenek V., alterei és az 0. A V,,; egy (k + 1)-dimenzids alterének megfeleld S -beli
részhalmaz dimenzidja legyen k, az () dimenzidja pedig legyen -1. Ezt a teret n-dimenzios

Galois-térnek nevezziik, és PG(n, g)-val jeloljik.

1.7. Tétel (4.5.) Minden legalabb 3-dimenzids véges projektiv tér izomorf valamely PG(n, q)

térrel.

A PG(n, q) projektiv tér kombinatorikus tulajdonsdgainak leirdsdhoz bevezetiink né-

hany jelolést (szintén az [1] szerint). Legyen O(r) = q;:l és [r,s] = Hf:r(q" -1,
. . e L n _ (qnil)(qnfl71)_"..(qn—k+171)
amennyiben r < s. Megjegyezziik, hogy szokvédnyosabb az [k]q = L D

jelolés, ami az n-dimenzids vektortér k-dimenzids altereinek szamaét jeldli, ha k < n.

1.8. Tétel (4.6.) A PG(n, g) projektiv tér altereire igazak az aldbbiak:

1. a tér pontjainak szdma O(n);

2. atér m-dimenzids altereinek szidma [”;] = %, haO<m<n-1;
q 9

3. atér egy adott k-dimenzids alterét tartalmazé m-dimenzids altereinek szdma

ml’"]_“,haOSkSmSn—l.

[1,n—-m

Most pedig térjiink ra a szakdolgozat legfontosabb fogalméra, a lefogé ponthalmazra. A

tovabbiakban I1,-val egy tetsz6leges g-adrendii projektiv sikot fogunk jeldlni.

1.9. Definicio (6.21.) A I1, projektiv sik valamely B ponthalmaza lefogo ponthalmaz, ha

minden egyenes metszi B-t.

1.10. Lemma (6.22.) A g-adrend I, projektiv sik barmely B lefogd ponthalmaza leg-
aldbb g + 1 pontbdl 4ll. Ha a B lefogd ponthalmaz elemszdma g + 1, akkor a B pontjai egy
egyenest alkotnak (azt mondjuk, hogy a B egy egyenes).



Bizonyitas: Egy P ¢ B ponton it pontosan (g + 1) egyenes halad at, amelyek mindegyike
tartalmaz B-beli pontot (és két ilyen egyenesnek P-n kiviil nincs mds kdzos pontja), igy
|B|] > g + 1. Tovabb4, ha |B| = ¢g + 1, akkor tekintsiink két kiilonb6z6 B-beli pont éltal
meghatédrozott e egyenest. Indirekt tegyiik fel, hogy a B-beli pontok nem pontosan az e
egyenes pontjai. gy vehetiink egy e-re illeszkedd nem B-beli P pontot. Erre a P pontra az
el6z6 gondolatot felhaszndlva azt 1atjuk, hogy a P-n dtmend e-tdl kiillonboz6 egyenesekre
kell legaldbb egy-egy B-beli pontnak esnie, az e-n pedig tudjuk, hogy legaldbb két B-beli
pont is volt, tehat ellentmondast kapnank a |B| = g + 1-es feltevéssel. Kovetkezésképp

B=e 0O

1.11. Definicié (6.23.) Olyan lefogé ponthalmazt, amely nem tartalmaz teljes egyenest,
blokkolo halmaznak neveziink. A blokkolé halmazt minimdlisnak mondjuk, ha tartalma-

zasra nézve az.

Figyeljiikk meg, hogy a blokkol6 halmaz pontosan akkor minimélis, ha barmely pont-
jén at van a halmazt ,.érint8” egyenes, vagyis olyan egyenes, amely csak ezt az egy pontjat
tartalmazza a blokkolé halmaznak. Megfigyelhetd, hogy g = 2 esetén nincsen blokkol6
halmaz (Neumann és Morgenstern észrevétele). Altalaban viszont hirom nem egy ponton
atmend egyenes uni6jabol elhagyva az egyenesek metszéspontjait egy 3(g — 1) méretd
minimdlis lefogd ponthalmazt kapunk; vagy két egyenesrdl egy-egy pontot tordlve és a
torolt pontok altal meghatdrozott egyenes egy tetszOleges pontjit vélasztva egy 2qg — 1

méretli minimdlis lefogé ponthalmazt kapunk.

1.12. Lemma (6.24.) A I, g-adrendl projektiv sik B blokkolé ponthalmazit minden
egyenes legfeljebb |B| — g pontban metszi.

Bizonyitas: Tekintsiink egy tetszSleges L egyenest és rajta egy P nem B-beli pontot
(ilyen 1étezik, mert B blokkol6 ponthalmaz). Ezen a ponton at az L egyenesen kiviil még
pontosan g egyenes halad 4t, amelyeket B \ L-beli paronként kiilonbdz6 pontokkal kell
lefogni, tehét |B \ L| > g, vagyis [BNL| < |B|—¢q. O

1.13. Tétel (Bruck, 6.25.) Ha a I, g-adrend( projektiv siknak van s-edrendd S részsikja,

akkor g = s* vagy g > s*>+s. A q = s* esetben az s-edrendii részsik blokkol6 ponthalmaz.

Bizonyitas: Legyen 7 olyan egyenes, amely a részsikot egyetlen P pontban metszi. Ilyen
van, hisz a részsik egy pontjan keresztiil I1,-ban g + 1 egyenes megy dt, amelyekbdl csak

s + 1 egyenese a részsiknak. Ezt a 7 érint6t az S P-n 4t nem mend egyenesei paronként



kiilonb6z6 pontokban metszik, mert a részsik két egyenese a részsik valamely pontjdban
metszi egymast. Eszerint ¢ > s°. Ha ¢ = s?, akkor az S -et érint6 egyenesek szdma (s® +
+ 5+ 1)(s* — ), hiszen minden ponton 4t g + 1 = s* + 1 egyenes megy I1,-ban, amelybdl
s+1 lesz egyenese a részsiknak, azaz a tobbi s*— s érintS. S egyeneseinek szdma s +s+1,
e kettd egyiitt pontosan s* + s> + 1 = g*> + ¢ + 1 egyenes. Azt kaptuk teh4t, hogy minden
egyenes metszi S-et, azaz S blokkol6 halmaz. Ha g # s2, akkor ugyanez a szdmolds
adja, hogy lesz olyan egyenes, amely nem metszi S -et. Ekkor viszont S egyenesei ezt az

egyenest paronként kiilonboz6 pontokban metszik, azaz valéban g + 1 > s* + s + 1. O

1.14. Definici6 (6.26.) A I1, g-adrendi projektiv sik +/g-adrend részsikjat Baer-részsik-

nak nevezzik.

Mar itt is szeretnénk kiemelni, hogy Baer-részsik tehat csak akkor Iétezhet, ha g négy-

zet (vagyis h paros).

A lefogd ponthalmazok fogalmét tobbféle természetes modon is altalanosithatjuk.
Vizsgélhatunk n-dimenzids projektiv terekben (n > 3) olyan ponthalmazokat, amelyek
valamely 0 < k < n-re az Osszes k-dimenzids alteret metszik. Ugyanakkor érdekes lehet
olyan ponthalmazok vizsgélata is a projektiv sikokban, amelyek azzal a tulajdonsaggal
rendelkeznek, hogy a projektiv sik barmely egyenesét legaldbb ¢ pontban metszik (és van
olyan egyenes, amelyet pontosan ¢ pontban metszenek). Ezeket az dltalanositasokat kom-

bindlhatjuk is.

1.15. Definici6 (7.2.) g-adrendd projektiv sik valamely B részhalmazat t-szeresen lefogo
ponthalmaznak nevezziik, ha B-t minden egyenes legaldbb ¢ pontban metszi, és van olyan

egyenes, amely pontosan ¢ pontban metszi B-t.

1.16. Definicio ([2]) A PG(n, g) projektiv tér valamely B részhalmazat (n—k)-lefogd pont-

halmaznak nevezziik, ahol 0 < k < n, ha B a PG(n, g) barmely k-dimenzids alterét metszi.

Tehat a két fogalom kozos dltaldnositdsa:

1.17. Definicié ([2]) A PG(n, g) projektiv tér valamely B részhalmazat t-szeresen (n — k)-
lefogo ponthalmaznak nevezziik, ahol 0 < k < n, ha B-t a PG(n, g) barmely k-dimenziés
altere legalabb 7 pontban metszi, és van olyan k-dimenzids altér, amely pontosan ¢ pontban

metszi B-t.

1.18. Allitas (7.4.) g-adrendii projektiv sik barmely B t-szeresen lefogé ponthalmazanak
mérete legaldbb #(g + 1).
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Bizonyitas: Hasonl6an az bizonyitdsdhoz, ha tekintiink egy P ¢ B pontot, akkor a
rajta &tmend ¢ + 1 egyenes mindegyikét le kell fognunk legaldbb #-szer, és ezen egyene-

seknek nincsen P-n kiviil mas kozos pontjuk, tehat |B| > (g + 1). O

Szamos a lefogd ponthalmazokat jellemz6 olyan eredmény ismert, ami az /v fogalma-
val kdnnyen megfogalmazhatd, igy most definidljuk az ezen eredmények kimondasdhoz

sziikséges fogalmakat.

1.19. Definicié (6.1.) Projektiv sik olyan ponthalmazat, amelynek nincs harom egy egye-
nesen fekv6 pontja, ivnek nevezziik. Ha az iv k pontd, akkor k-ivrdl beszéliink. Az ivet

teljesnek mondjuk, ha tartalmazdsra nézve maximalis, azaz nem része (k + 1)-ivnek.

1.20. Definicié (6.2.) A sik valamely egyenese az adott k-ivre nézve szeld, érintd, illetve

kiilsé egyenes, ha a k-ivvel rendre 2,1, illetve 0 k6z0s pontja van.

1.21. Tétel (Bose, 6.3.) g-adrendii sik barmely k-ivére k < g + 2 teljesiil. Ha ¢ pératlan,
akkor k < g + 1 is igaz.

Bizonyitas: (vazlat) Valasszuk ki az iv egy tetszdleges P pontjat. Ezen a ponton g + 1
egyenes halad 4t, amelyek mindegyikén legfeljebb egy masik pontja lehet az ivnek, tehat
k <1+ (g +1). Ha viszont k = g + 2, akkor megmutathatd, hogy az ivnek paros sok

pontjanak kell lennie, tehat g paros. O

1.22. Allitas (Lunelli, Sce, 6.4.) g-adrend sik k-fve nem lehet teljes, ha g > 421,

Bizonyitas: Ha a k-iv teljes, akkor az ivre nézve szeld egyenesek a sik minden pontjat

lefedik. Mivel ehhez (az [[.10] dudlis valtozata miatt) legaldbb ¢ + 1 egyenes kell, ezért
(];) >qg+1.0

1.23. Definicio (6.5.) Ovdlisnak olyan ivet neveziink, amelynek minden pontjdban ponto-
san egyetlen érint6 egyenese van. Hiperovdlisnak az olyan iveket nevezziik, amelyeknek

nincs érintd egyenesiik.

Mivel tetszdleges k-iv minden pontjdn pontosan k — 1 szeld, és igy t = g + 2 — k érintd
egyenes megy at, igy a g-adrendd sikok ovdlisai éppen a (¢ + 1)-ivek, a hiperovélisok

pedig a (g + 2)-ivek.

1.24. Allitas (6.6.) PG(2, ¢)-ban léteznek ovalisok. Ha g péros, akkor hiperovalisok is

vannak.
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1.25. Allitas (6.7.) Pdros rendi sikon a (g + 1)-ivek nem teljesek.

1.26. Tétel (6.19.) PG(2, g)-ban, ha ¢ > 4 négyzet, akkor 1éteznek teljes (g— /g +1)-ivek.

Az [[.22] bizonyitdsa sordn az is adédott, hogy a teljes ivek szel6 egyenesei lefogo
ponthalmazt alkotnak a projektiv sik dudlis sikjdban. Ebbdl az észrevételbdl kapjuk a

kovetkezd allitast.

1.27. Kovetkezmény (6.33.) Ha ¢ = p prim, akkor PG(2, ¢) legkisebb teljes ive legaldbb

\/E pont.

Bizonyitas: Konnyd latni, hogy az allitas el6tti megjegyzésben emlitett lefogd ponthal-
maz nem tartalmazhat egyenest, mert az az eredetiben azt jelentené, hogy van olyan pont,

amin &tmend minden egyenes szeld. Tehat (g) > @. O

1.28. Tétel (Blokhuis, 6.34.) Legyen g = p", n > 2. Ekkor PG(2, g) blokkol6 ponthal-
mazai legalabb g + /g + 1 pontuak, ha n pdros, és legaldbb g + +/pg + 1 pontiak, ha n

paratlan.

Most pedig a tobbszorosen lefogd ponthalmazokat fogjuk tovabb jellemezni a (k, n)-

ivek segitségével.

1.29. Definicié (7.1.) g-adrendd projektiv (vagy affin) sik K részhalmazat (k, n)-ivnek ne-
vezziik, ha |K| = k, K-t minden egyenes legfeljebb n pontban metszi, és van olyan egye-

nes, amely pontosan n pontban metszi K-t.

Az[l.T5|definici6val 6sszevetve az iméntit azt lathatjuk, hogy ez a két fogalom egymads

komplementuma, han +¢ =g + 1.

1.30. Allitas (Barlotti, 7.3.) g-adrendd sik barmely (k, n)-ivének méretére

k<ng—q+n
teljestil, és egyenl&ség esetén n osztdja g-nak.

Bizonyitas: Az el6z6 megjegyzés miatt 1 = g + 1 — n mellett a két fogalom egymas
komplementuma, vagyis felhaszndlva az[[.18]eredményét azt kapjuk, hogy tetszleges K

(k, n)-iv méretére :

12



KI<@+g+1-tlg+ D) =¢*+q+1-(g+1-n)Ng+1)=ng—q+n.

Egyenl6ség esetén minden olyan egyenes, ami metszi K-t pontosan n pontban kell

messe. Tehat K pontjainak szdmat osztja n, ahonnan n|g. O
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2. Kombinatorikus észrevételek és a Rédei-féle hézagos po-

linomos modszer

Most pedig térjiink rd — tovédbbra is az [ 1] konyvet kdvetve — a PG(2, ¢) lefogd ponthalma-
zainak tulajdonségait jellemz6 allitdsokra, amelyek tobbsége a méretre vonatkozo becslés
lesz. Ezen becslések kombinatorikus leszamlaldsokkal igazolhatdak, és némelyek €lesek
abban az értelemben, hogy a becslésbeli egyenldség esetén konstrudlhaté a feltételeknek
megfeleld lefogé ponthalmaz. Ezek utdn pedig a fejezet tovdbbi részében megismerke-

diink — [6] alapjan — a Rédei-féle hézagos polinomok moédszerével.

2.1. Tétel (Bruen, Pelikdn, 6.27.) g-adrend projektiv sik blokkolé halmazai legalabb ¢ +
+ +/g + 1 pontiak. Ha egyenldség van, akkor a blokkol6 halmaz pontjai Baer-részsikot
alkotnak.

Bizonyitas: Jeloljiik a blokkolé halmazt B-vel. Sorojuk fel a sik egyeneseit: Ly, Lo, ...,
Ly, €slegyenn; = |[L; N Bl, ahol 1 < i < q* + g + 1. Kettds leszdmldldst fogunk
alkalmazni a B-beli pont és rajta 4tmend egyenes parokra, valamint a B-beli pontpér és

rajtuk d&tmend egyenes parokra. Ezekbdl kapjuk, hogy

g +q+1

@+g+l1
D om=IBllg+ ;> m(n—1)=IB(B- D).

i=1 i=1

Az miatt tudjuk, hogy 1 < n; < |B| — g, ezt felhasznélva:

q2+q+l (q2+q+1

BIUBI-1) = > mn—1) < (Bl-g):| (nl-—1)]:(|B|—q)-<|B|<q+1>—<q2+q+1>>.

i=1 i=1

Az egyenldtlenség megoldasdval adédik az éllitds. Az egyenl6ség feltétele az, hogy
minden n; vagy 1 vagy |B| — q legyen, és ekkor a B-t metsz0 egyenesek +/g-adrendii
részsikot alkotnak, hiszen barmely két ponton at egy egyenes megy, |[B| = g + /g + 1 €s
igy |Bl—q = /g + 1, tehét az egyenesek /g + 1 pontiak. Ebbdl kovetkezik, hogy minden
pont foka is +/g + 1, azaz barmely két egyenes metszi egymdst. Mivel két egyenes nem

fedheti le B-t, igy B valéban teljesiti a projektiv sik axiomait. O

2.2. Tétel (Ball, 7.9.) Legyen B t-szeresen lefogd ponthalmaz AG(2, g)-ban. Legyen e(¢)

az a maximdlis kitevs, amelyre p¢® osztja t-t. Ekkor |B| > (¢t + 1)g — p®.
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Ebbdl a tételbdl egyrészt kovetkezik egy felsd becslés az AG(2, g)-beli K (k, n)-iv
méretére, masrészt egy alsé becslés a PG(2, g) t-szeresen lefogd olyan ponthalmazéra,

ami tartalmaz egyenest.

2.3. Kovetkezmény (7.10.) Legyen K (k,n)-iv AG(2, g)-ban. Legyen e az a maximalis
kitevd, amelyre p¢ osztja n-et. Ekkor |[K| < (n — 1)g + p°.

Bizonyitas: Legyen B a K komplementere AG(2, g)-ra nézve. Ez t = (g — n) mellett

t-szeresen lefogd ponthalmaz lesz, innen az el6z6 [2.2] tételbdl adodik az eredmény. O

Lunelli és Sce azt sejtette, hogy a PG(2, q) barmely (k,n)-ivére k < (n — 1)q + 1
teljesiil, azonban ez altaldban nem igaz (Hill és Mason mutattak ellenpélddt diszjunkt
Baer-részsikok uni6jaként). Példdul egyetlen Baer-részsik komplementere k = ¢* — /g

pontd n = ¢ paraméterii (k,n)-iv, és erre nem teljesiil a Lunelli-Sce sejtés. Tovdbba ¢
q+1

NN
Ugyanis ¢ darab Baer-részsik komplementere k = ¢> + g + 1 — #(q + /g + 1) pontd és

darab Baer-részsik komplementerére nem fog teljesiilni a Lunelli-Sce sejtés, ha t <

n=gq+ 1 —tparamétret (k, n)-iv, ahol k > (n — 1)g + 1. Igy:

(q+1-0@g-D+1<@d+qg+1—-tg+ g+ 1)

G —tqg+t<qg +q+1—tg—tr\lg—t
qg+1

\Vg+2

Ha azonban n és g relativ primek, €s van a (k, n)-ivet nem metsz$ egyenes, akkor a

(Vg+2)<qg+1 == t<

miatt igaz a Lunelli-Sce sejtés.

2.4. Kovetkezmény (7.20.) Ha PG(2, g) valamely S t-szeresen lefogd ponthalmaza tar-
talmaz egyenest, akkor S| > (r+ 1)g —t + 2.

Bizonyitas: Kihagyva az egyenest, egy AG(2, g)-beli (z — 1)-szeresen lefog6 ponthalmazt
kapunk. Innen a[2.2]szerint készen vagyunk. O

Az miatt a maximalis ivek az (nq — g + n, n)-ivek lehetnek. Ilyenek megkonstru-

alhat6ak paros rendd sikokon feltéve, hogy nlq.

2.5. Tétel (Denniston, 7.14.) Paros g-ra minden n|g-ra 1étezik (ng — g + n, n)-iv PG(2, g)-
ban (s6t AG(2, g)-ban is).

Nagyon érdekes ezen 4allitds tudatdban, hogy ha a projektiv sik rendje paratlan, akkor

egészen mas a helyzet.

15



2.6. Tétel (Ball, Blokhuis, Mazzocca, 7.15.) Paratlan g-ra PG(2, g)-ban nincsenek (ng —

—qg+n,n)-ivek, 1 <n<gq.

Itt megjegyezziik, hogy az n = 3 esetet kordbban Cossu illetve Thas elintézte. S6t az

o7 2.z

el6z06nél tételnél tobbet is tudunk :

2.7. Tétel (7.16.) Ha n osztja g-t, és n < %, akkor PG(2, g) barmely (k, n)-ivére k < nqg —
2n

—-q+ 3-
2.8. Tétel (Ball, Blokhuis, [[11]) Legyen B egy (nq — g + n — &,n)-iv PG(2, g)-ban, ahol
nlq teljesiil. Ekkor:

1. gpérosesetben:hae < 5 és < > 2vagye < 0,381-nés I = 2, akkor B egyértelmtien

kiterjeszthet6 egy ng — g + n pontd maximalis {vvé;

2. g paratlan esetben: ha > 2, akkor & > § és ha £ = 3, akkor £ > 0,476 - n.

Ezen tételek bizonyitdsai €s ezen kérdéskor tovabbi informdcidi a [[10], [11]] cikkekben

megtaldlhatéak.

Most pedig térjiink ra egy algebrai technika ismertetésére : a hézagos polinomok elmé-
letének vizsgalatira. A kovetkez6kben a [|6] Osszefoglal6 cikket fogjuk kovetni. A héza-
gos polinomok elmélete a szegedi Rédei Laszl6tol szdrmazik, aki azt az 1970-ben német
nyelven megjelent Liickenhafte Polynome iiber endlichen Korpern cimd konyvében (8]
tette kozzé. A szakdolgozat témadja miatt itt a preciz algebrai hattérrél nem fogunk sz6l-
ni (ezeknek az olvasé utdna tud nézni a [6] 2. szakaszaban), helyette a mddszer véges

geometriai alkalmazasai koziil mutatunk be pérat.

Mindenekeldtt azonban a mddszer targyaldsdhoz sziikséges algebrai fogalmakat atis-
mételjiik. Kordbban mér bevezettiik a g = p” elemi véges test fogalmat, aminek karak-
terisztikdja tehat p. A véges testek folott a szokdsos moédon definidlhatunk polinomokat
€s a polinomok kozott miiveleteket. Egy F test feletti egyvéltozds polinomok halmazat
F[X]-el jeloljik, az f(X) = X, a;X' polinom foka deg(f) = n, ha az a, fGegyiitthatd
nem nulla az F testben. Tekintsiik az n-edfokd 0 # f(X) = Y., a;X’ polinomot és ennek

segitségével képezziik a g(X) = f(X) — a,X" polinomot. Nevezziik a g polinom fokét az
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f polinom mdsodik fokdnak, és kovetkez6képpen jeloljiik deg(g) = deg2(f). A deg(f) —
— deg2(f) értéket az f polinom esésének nevezziik (ez természetesen mindig legalabb
1). A polinomot pedig hézagosnak mondjuk, ha az esése elég nagy (ez tehit csak egy

szemléletes fogalom, az esés értéke tételrdl tételre valtozhat).

Az F test feletti polinomot reducibilisnek nevezziik, ha felbomlik két alacsonyabb fo-
kd polinom szorzatdra. A polinom teljesen reducibilis, ha F felett lineéris (els6foku) fak-
torokra bomlik. A polinomokat formdlisan derivdlni is fogjuk, vagyis az f(X) = X\, a; X'
polinom formélis derivéltja az f'(X) = Z?z‘ol(i + 1)a;,1 X' polinom (természetesen (i + 1)a;
az F test azon eleme, amelyet az g; elem (i + 1) példanyanak osszeaddsdval kapunk). Ez-
zel a definicidval a derivalas jol megszokott szabélyai érvényben fognak maradni. Vegyiik
észre, hogy véges test felett el6fordulhat az, hogy egy nem-konstans polinom derivéltja O,
azonban itt teljesiil az, hogy ha egy polinom derivaltja 0, akkor a polinom minden tagja-
nak kitevGje p-vel (a karakterisztikdaval) oszthaté kell legyen, vagyis a polinom X”-nek is
polinomja.

Lassuk a Rédei éltal [8]-ben vizsgdlt legfontosabb két kérdést. Legyen F = GF(g),
ahol g = p", p prim.

L. Probléma. Legyen d|(g — 1) (d > 1) rogzitett. Meghatarozanddk azon 1 f6egyiittha-

tés, X-szel nem oszthaté f(X) € F[X] polinomok, melyek teljesen reducibilisek, nincs

tobbszoros faktoruk, és amelyekre

-1 -1
deg()=T—= =+ deg2(p) <.

II. Probléma. Melyek azok az 1 f6egyiitthatés f(X) € F[X] polinomok, amelyek nem

polinomjai X”-nek, teljesen reducibilisek, és amelyekre

+1

deg(f)=q :  deg2(f) < "2.

Az algebrai héttért nem kivanjuk targyalni, ezért a teljesség igénye nélkiil beidéziink
néhany allitast, amelyek hézagos polinomokra vonatkoznak €s szorosan kapcsolédnak a

fenti két problémahoz.

2.9. Allitas ([18]] Par. 10, [6] 2. Alh’tés) Legyen f(X) = X7 + g(X) teljesen reducibilis és
tegyiik fel, hogy f"(X) # 0. Ekkor deg(g) > £, vagy f(X) = X7 — X.

Bizonyitas: Mivel f(X) # 0, igy g(X) nem lehet konstans polinom. Tekintsiik a g(X) + X
polinomot. Mivel f(X) = (X?-X)+(g(X)+X) és az (X?—X)-nek minden testelem (egysze-
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res) gyoke, igy f minden gyoke a (g(X) + X)-nek is gyoke. Szemléletesen azt szeretnénk
beldtni, hogy f-nek sok kiilonboz6 gyoke van. Ez a teljes reducibilitds miatt akkor lehet,
ha nincs sok tobbszords gyoke, igy a tobbszords gyokok szamat szeretnénk korlatozni.
Legyen F(X) az a polinom, amely f minden gyokét pontosan egyszeres multiplicitdssal
tartalmazza, azaz legyen F(X) az f(X) és az X? — X legnagyobb kozos osztéja. Ekkor a
fentiek miatt F(X) osztja (g(X) + X)-et is. Mdsrészt viszont az % polinom gydkei ponto-
san az f tobbszoros gyokei, mégpedig eggyel kisebb multiplicitdssal, mint f-ben, igy az is
teljesiil, hogy az % polinom osztja f'(X)-et. Mivel f(X) = X7+ g(X), igy f'(X) = g'(X),
J&X

vagyis az 209) polinom osztja g’(X)-et. Ebbdl viszont felhaszndlva, hogy F(X)|(g(X) + X)

azt kapjuk, hogy f(X) osztja a (g(X) + X)g’'(X)-et.

Mivel f'(X) # 0 és g(X) nem konstans, igy g’(X) sem a nullapolinom. Ha g(X) + X
a nullapolinom, akkor f(X) = X9 — X, kiilonben pedig deg(f) < deg(g) + deg(g’) <
< 2-deg(g) — 1. Vagyis g < 2 - deg(g) — 1, amibdl deg(g) > % kovetkezik. O

Ez az allitds motivdlja a I1. Probléma feltevését az f masodik fokdra. A most kovet-

kezd két tétel pedig a problémék feltételeinek enyhitése esetén mond valamit:

2.10. Tétel (Blokhuis, [9]) Legyen f(X) teljesen reducibilis GF(p) felett (p prim), és te-
gyiik fel, hogy f(X) = X?g(X) + h(X), valamint hogy g és h relativ primek. Ha f(X) #

# a(X? - X) és f(X) # aX? + b, akkor g és h koziil legalabb az egyiknek a foka legaldbb

p+1
-5

Bizonyitas: A bizonyitds sordn szeretnénk az el6z6 allitast haszndlni, ezért megmu-
tatjuk, hogy feltehet6 az, hogy f’(X) # 0. Ellenkez6 esetben ugyanis vagy az f(X) =
= aX” + b esetben vagyunk, vagy g és h valamelyikének foka legalabb p lenne.

Jeldlje a tovdbbiakban e(X), illetve #(X) az f(X) egyszeres, illetve tobbszoros gyokei-
hez tartozé gyoktényezdk szorzatat. A [2.9|bizonyitdsdban mar megallapitottuk, hogy e(X)
az f(X) és az X? — X polinomok legnagyobb k6zos oszt6ja, mig #(X) az f(X) és az f'(X)
legnagyobb ko6zos osztoja.

Most azonban tudjuk, hogy e(X) osztja X¥ — X-et is, igy mivel f(X) = X?g(X) + h(X)
azt kapjuk, hogy e(X) osztja Xg(X) + h(X)-et is, ami azért lesz fontos, hiszen ennek a foka
joval kisebb, mint f(X)-€é volt. Vegyiik észre, hogy Xg(X)+h(X) nem lehet a nullapolinom,
mert a g(X) és h(X) relativ primsége miatt ez csak akkor fordulhatna el6, ha g(X) konstans
polinom, ekkor viszont f(X) = a(X? — X).

Most taldlunk #(X)-hez is egy olyan kis foku polinomot, amelyet #(X) oszt. Azt tudjuk,
hogy #(X) osztja f(X)-et és f’(X)-et, amely polinomok legnagyobb foku tagjat kiejtve a
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kovetkezd adodik : #(X) osztja az f(X)g'(X) — f'(X)g(X) = h(X)g'(X) — h'(X)g(X) polino-
mot. Vegyiik észre, hogy ez a polinom sem lehet a nullapolinom, hiszen a g(X) és h(X)
relativ primségébdl most az adédna, hogy g’(X) = 0 és h’(X) = 0, ekkor viszont f'(X) =0

lenne, amit az elején kizartunk. Tehat

FX) 1 eCOHX) | (Xg(X) + h(0)(R(X0)g' (X) = K (X)g(X)),

ahol a jobboldali polinom nem a nullapolinom, igy van értelme a fokszamok 6sszehason-
litdsanak. Kiilonboztessiink meg 3 esetet aszerint, hogy g(X) és h(X) fokai hogy viszo-
nyulnak egymashoz. A nagyobbik fokszamot jeldlje k. Ha deg(g) = deg(h), akkor f(X)
foka p + k, az Xg(X) + h(X) foka k + 1, a h(X)g'(X) — h'(X)g(X) foka pedig 2k — 2 (mivel
a fétag kiesik). Ebbol p + k < k+ 1 + 2k — 2, tehat tényleg k > ”T“. Ha deg(g) a nagyobb,
akkor ugyanezek érvényesek (s6t deg(h(X)g'(X) — h'(X)g(X)) < 2k — 2), vagyis ekkor is
k > ”T“ Végiil, ha deg(h) a nagyobb és deg(g) = s < k — 1, akkor az Xg(X) + h(X) foka
legfeljebb k és deg(h(X)g'(X) —h'(X)g(X)) < k+s—1ésdeg(f) = p+ s, ahonnan szintén
k > 2 adédik. O

Ha pedig altaldban primhatvany rend test feletti polinomokat vizsgalunk, akkor ez
adodik :

2.11. Tétel (Blokhuis, [9]) Legyen g = p", f(X) teljesen reducibilis GF(g) felett, s tegyiik
fel, hogy f(X) = X9g(X)+h(X), valamint hogy g és h relativ primek. Ha f(X) # a(X?-X)
és f(X) # aX? + b, akkor g és h koziil legaldbb az egyiknek a foka legaldbb pl*+'].

Térjlink rd a véges geometriai kapcsolat vizsgdlatdra. Ehhez legyen K egy ¢ eleml
véges test, f : K — K pedig egy fiiggvény (polinom). Az {(x, f(x)) : x € K} pontok hal-
mazat az f grafikonjdnak nevezziik a K-ra épitett AG(2, ¢) affin sikon. Azt mondjuk, hogy
egy (m) iranyt (m meredekséget) az f grafikonja meghatdroz, ha talalunk a grafikonon két
olyan pontot, melyek dsszekotd egyenese m meredekségli. Rédei azt a kérdést valaszolta
meg, hogy egy fiiggvény legaldbb hdny irdnyt hatiroz meg. Késébb Lovasz és Schrijver
([7]) észrevették, hogy az nem lényeges, hogy egy fiiggvény grafikonjarol beszéliink. Le-
gyen ugyanis U tetszbleges g pontd halmaz az AG(2, g) affin sikon és tegyiik fel, hogy U
nem hatdroz meg minden irdnyt. Ekkor vdlasszunk egy — az U 4ltal nem meghatarozott —
irdnyt az Y-tengely irdnyénak (a ,,fliggblegesnek™). Mivel ez az irdny nem meghatérozott

volt, igy minden fiigg6leges egyenesen legfeljebb egy U-beli pont van, azonban |U| = ¢,
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igy minden fiiggbleges egyenesen pontosan egy U-beli pont van. Ezutdn tetszdlegesen
védlasztva az X-tengelyt az (x,0) pontok esetén x-hez a rajtuk dtmend fiiggdleges egyene-
sen levé U-beli pont masodik koordinétdjat rendelve U épp egy fiiggvény grafikonjaként
adodik.

Legyen tehdat U = {(a;,b;) : i=0,...,q—1}. Ha U fiiggvény grafikonja, az pontosan
azt jelenti, hogy az a; elemek a test 6sszes elemének egy permutécidjat adjak. Tekintsiik
a kovetkez6 polinomot:

q-1
HX,Y) = (X+a,~Y—bl-).
i=0

Ezt a kétvaltozos polinomot az U Rédei-polinomjdnak nevezziik (ha a H(X, Y) poli-
nomot az y rogzitésével X polinomjaként akarjuk tekinteni, akkor H,(X)-ként irjuk majd).
A H polinomot dgy alkottuk meg, hogy az Y és X egy egyenes meredekségét s tengely-

metszetét akarja jelolni, mig a pont X, Y koordindtdinak szerepét az a;, b; jatsza. Az alabbi

lemma a H(X, Y) polinom egy szép tulajdonsdgara hivja fel a figyelmet:

2.12. Lemma ([1] 6.29.) Legyen H(X, Y) az U Rédei-polinomja, m € GF(q). Ekkor az
X = b pontosan akkor r-szeres gyoke H(X, m)-nek, ha az Y = mX + b egyenes r pontban

metszi U-t.

Bizonyitas: A Rédei-polinomban minden (a;, b;) € U ponthoz egy linedris tényezd tarto-
zik. Mivel b + a;m — b; = 0 pontosan akkor, ha az Y = mX + b egyenes atmegy az (a;, b;)
ponton, az X = b érték annyiszoros gyok lesz, ahdny linedris tényezd eltlinik (a;, b;)-ben,

azaz ahany pontja van U-nak az Y = mX + b egyenesen. O

Tovabba ez a polinom érzékeny arra, hogy valamely y meredekséget meghataroz-e U,

ahogy azt a kdvetkezd lemma is mutatja.

2.13. Lemma ([6]] 8. Lemma) Ha az (y) # (c0) irdnyt U nem hatdrozza meg, akkor erre az
y-ra H(X) = X7 - X.

Bizonyitas: Egy [[(X + a;y — b;) polinom akkor lesz X7 — X, ha a (—a;y + b;) elemek
paronként kiillonbozéek, és igy kiadjak a test Osszes elemét. Vizsgéljuk meg, hogy mikor

lesz a;y — b; = ajy — b; valamely i # j-re! Ekkory = % adddik, ami éppen azt jelenti,
i—dj

hogy az (a;, b;) és (a;, b;) pontokon dtmend egyenes meredeksége y (a; = a; esetén b; = b;

kovetkezik, ami nem lehetséges |U| = ¢ miatt). O

A[2.9|és az iménti lemma segitségével pedig levezethetd a kovetkezd tétel.
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2.14. Tétel (Rédei, Megyesi, [6]] 9. Tétel ) Legyen U az AG(2, p) (p prim) affin sik olyan
p pontu részhalmaza, amely nem egyenes. Ekkor U legalabb ”T” irdnyt hataroz meg. Més

szoval, ha U legfeljebb pT“ iranyt hataroz meg, akkor sziikségképpen egyenes.

Bizonyitas: Legyen U = {(a;,b;)) : i = 0,...,p — 1} és tegyiik fel, hogy a (o)
irdnyt meghatdrozza U. Tekintsiik az U Rédei-polinomjat, amelyet az X hatvdnyai szerint

csoportositva is felirhatunk :

-1
H(X,Y) = ]p_[(x +a;Y - b) = Zp: hi(Y)XP.
i=0 =0
Itt ho(Y) = 1, altalaban pedig a h;(Y) polinom foka legfeljebb j. Jelolje n az U éltal
nem meghatdrozott Y irdnyok szamat. Ilyen y-okra a [2.13] szerint H(X,y) = X” — X, igy
ilyenkor A;(y), ..., h,-2(y) = 0. Mivel ilyen y-bol n darab van, ezért ha a h; polinom foka
kisebb, mint n, akkor az n gyokot latva megallapithatjuk, hogy h(Y) = 0.Igy ahy, ..., b,

polinomok azonosan nulldk.

Most tekintsiik a H(X, Y)-t egy meghatdrozott irdnynak megfeleld y-ra, mint X po-
linomjat. Ekkor H(X,y) fotagja X”, mig a mésodik fok ilyen y-ra is legfeljebb p — n.
Osszevetve ezt a allitassal azt kapjuk, hogy p —n > pTH, azazn < %. Ez viszont azt
jelenti, hogy a meghatdrozott irdnyok szama legalabb ?. ]

A ésa alapjdn a kovetkezs becslést kaphatjuk a PG(2, p)-beli blokkold hal-

mazok méretére p prim esetben.

2.15. Tétel (Blokhuis, 6.32.) PG(2, p) (p prim) blokkold halmazai legaldbb 222 pontot

tartalmaznak.

Bizonyitas: Most is tekintsiink egy U halmazt, ami most a B (p + k) pontd blokkold
halmaz affin része legyen. Legyen U = {(a;,b;) : i =0,...,p + s — 1}, mig a B idedlis
pontjai legyenek a (o), (yy), ..., (-1-s) pontok. Feltehetd, hogy B tartalmazédsra nézve

minimadlis és hogy B az idedlis egyenest legaldabb két pontban metszi.

El6szor a bizonyitdsdhoz hasonléan vizsgaljuk meg a nem meghatarozott ird-
nyok esetén a Rédei-polinomot. Legyen (y) valamely nem B-beli pont. Az y meredekségii
egyeneseket B affin részének kell lefognia, azaz minden ilyen y-ra minden y meredeksé-
gli egyenest metsz U. A 2.12] miatt (y) ¢ B esetén H(X,y) oszthat6 (X? — X)-el. Ez azt
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jelenti, hogy ilyen y-okra H(X,y) nem tartalmaz X” és X**' kozotti tagokat. Igy a
bizonyitasahoz hasonldan adédik, hogy h,.1(Y),. .., h,»(Y) polinomok eltlinnek minden
y # y,-re. Ilyen y-bol pedig p + 1 + s —k darab van, tehat /;(Y) polinomok azonosan nullak
(j < p+s—k), mivel deg(h;) < j.

Most pedig tekintsiik (a [2.14] tételhez hasonléan) H(X,y) polinomot valamely y = y,
esetén (r = 1,...,k—1-s). Az X?7!, ..., X* tagok ekkor is hidnyoznak majd, vagyis ilyen
y = y,re:

H(X,y,) = X g(X) + h(X), deg(g) = s, deg(h) <k-—1.

Ez majdnem a [2.10] tételbeli szituacid, mivel H(X, y,) teljesen reducibilis, a bajt tehat
csak az okozhatja, ha g é€s h nem relativ primek. Ha leosztunk e két polinom legnagyobb
kozos osztdjaval, akkor csak annyi véltozik, hogy olyan X”g(X) + h(X) polinomot ka-
punk, ahol deg(g,) < sésdeg(h;) < k-1.Mivel k-1 > s, igy aalapjén k—12> pTH,

. 3(p+1)
vagyis |B| > =5—.

Meg kell még gondolnunk, hogy a[2.10] tételben kizart esetek most sem fordulhatnak
el6. Ha polinomunk aX” + b = (aX + b)” lenne, akkor az azt jelentené, hogy az y, mere-
dekségii (%b) tengelymetszetli egyenes teljes egészében B-ben van, ami nem lehetséges.
Ha pedig H(X, y,) oszthat6 lenne (X” — X)-el, akkor az (y,) idedlis pontot elhagyhatnank
B-bdl és tovabbra is blokkol6 halmazt kapnank, ami ellentmondana B tartalmazasra nézve

minimalis valasztasaval. O

A fejezet zardsaként bizonyitds nélkiil kovetkezzen két becslés a lefogdé ponthalmaz
méretére vonatkozdan primrendd sikon, amelyeket a Rédei-polinom segitségével lehetne

bebizonyitani.
2.16. Tétel (7.21.) Legyen B t-szeresen lefogd ponthalmaz PG(2, g)-ban, ahol g = p prim.
Ekkor |B| > max{tq + %, tq + t}.

A fenti tétel némileg erdsithetd:

2.17. Tétel (Ball, 7.22.) Ha ¢ = p prim, B t-szeresen lefogé ponthalmaz PG(2, g)-ban,

q+1 q+1
t < 5-, akkor Bl > tq + 1 + 5.

Az iménti tétel éles is, hat = %1, ekkor ugyanis a kipszeletekre nézve kiilsé pontok a

kipszelet pontjaival egyiitt #-szeresen lefogé ponthalmazt alkotnak. Megjegyezziik, hogy
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4ltaldban a ¢ = p" primhatvdny esetben az ismert eredmények megtaldlhatéak a [10]
cikkben.
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3. Tovabbi eredmények és modszerek

3.1. Magasabb dimenziés eredmények

Most az [5] konyvfejezetének masodik szakaszabdl fogunk bizonyitasok nélkiil beidézni
néhdny ismert lefogé ponthalmazokra vonatkoz6 eredményt magasabb dimenzids projekt-
iv terekben. Magasabb dimenzids konstrukcidkrdl itt most nem fogunk sz6lni, azonban

aki ezek irant érdekl6dik az utanaolvashat az [S] harmadik szakaszaban.

3.1. Definicié ([5] Definition 1.2.) Egy B lefogé ponthalmazt nevezziink d-valddinak
(angolul d-proper), ha d-dimenzids (ami annyit jelent, hogy a B éltal generalt altér d-
dimenzids) €s nem tartalmaz olyan lefogé ponthalmazt, aminek dimenzidja d — 1. Jelolje

a legkisebb d-valddi lefogé ponthalmaz méretét f,(g). Legyen tovabba r,(q) = fi(q) —
—(g+ 0.

3.2. Definicié ([5]) Legyen B egy ponthalmaz PG(n, ¢)-ban, V pedig egy olyan altér,
amelyre teljesiil, hogy V N (B) = 0. Ekkor VB-vel jeloljiik a V csicsu és B alapu kui-
pot, amely a V-nek és a (V, X) altereknek uniéja, ahol X € B (ha B = (, akkor a VB kip
maga V).

3.3. Tétel (Bose, Burton, [S] Theorem 2.1.) PG(n, g)-ban egy k-lefogé halmaz mérete leg-
’ e+l Py S . : ..
aldbb O(k) = qu. Ha egyenl6ség teljesiil, akkor a lefogd ponthalmaz egy k-dimenzids

altér.

3.4. Tétel (Heim, [5] Theorem 2.7.) Legyen B egy nem-trividlis k-lefogd halmaz PG(n, g)-
ban, n > k, g > 2. Ekkor |B| > O(k) + ¢ 'r»(g). Amennyiben egyenl8ség teljesiilne, akkor
B egy VB* kup, ahol V egy (k — 2)-dimenzids altér, és B* egy sikbeli lefog6 ponthalmaz,
amely mérete épp g + 1 + r2(q) = f2(q).

3.5. Tétel (Bokler, [5] Theorem 2.11.) A legkisebb minimalis k-lefogé ponthalmazok
PG(n, g)-ban (g négyzet, g # 4) olyan kipok, amelyek csicsdnak dimenzidja k — 1 — s és
alapja egy Baer-részgeometria PG(2s, +/q), ahol s = min{k,n — k}.

3.6. Tétel (Bokler, [5] Theorem 2.12.) Legyen B minimalis k-lefog6 ponthalmaz PG(n, g)-
ban (¢ > 2). Tegyiik fel, hogy egy n’ egész szamra teljesiil, hogy k < n’ < 2k és |B| <
< Ok)+O —k—1)r,(q)g*" . Ekkor B dimenzi6ja legfeljebb n’. Ha egyenl&ség teljesiil,
akkor a B méretére vonatkozo becslésben is egyenldségnek kell teljesiilnie, s6t B struktu-

rdja is leirhato.
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3.2. Levetitos modszer

Ebben a részben egy — az eddigi médszerektdl: leszdmlalds, hézagos polinom vizsgé-
lata jelentdsen eltér6 — tjabb technikdt fogunk roviden ismertetni, méghozza a leveti-
t0s modszert. Az utolsé fejezetben sokszor haszndljuk majd a [4] cikk egy allitdsat (itt
a[4.3), amelynek a [4]-beli bizonyitdsa folyaman a szerzdk tobbszor is alkalmazzak ezt
a gondolatot. A mddszer lényege, hogy a lefogd ponthalmaznak egy alkalmasan meg-
védlasztott pontbdl egy megfelel6 sikra vald levetitett képébdl pontos kovetkeztetéseket
tudjunk levonni a lefogé ponthalmaz struktdrdjar6l. Most a médszert csupan szemléltet-
ni szeretnénk, ezért a [4] cikk negyedik fejezetében szerepld egyik bizonyitds levetitds
gondolatmenetét kdzoljiik vazlatosan.

A kovetkez6 lemmadban szerepld B legyen s-szeresen lefogd ponthalmaz PG(3, g)-ban

(g = 661), amire teljesiil, hogy |B| = sq + ¢ — w < s§q + q% - W, ahol s <
1

1

q

. 1 2 2
< minfc,qgs, 5} €s ¢ < g3.

3.7. Lemma ([4] Lemma 4.4.) Tegyiik fel, hogy @ a PG(3, g) egy olyan sikja, ami a B-t
ugy metszi, hogy a metszet tartalmaz egy S -el jelolt egyenest vagy Baer-részsikot. Legyen
ri,...,rs_1 az S-nek s — 1 pontja. Ekkor (B\ S)U{ry,...,r,_1} egy (s — 1)-szeresen lefogd

halmaz.

Bizonyitas: (vazlat) Ha o N B tartalmaz egy S egyenest, akkor az éllitds azonnal teljestil.

Tehdt feltehetjiik, hogy a N B tartalmaz egy S Baer-részsikot.

Tekintsiink egy 8 # a sikot PG(3, ¢)-ban. Ha 8 N a egy érint6 egyenese S -nek, akkor
S kitorlése utan is még lesz legaldbb s —1 B-beli pont 5-ban. Ha pedig SN a egy (/g +1)-

szel6 S -hez (S Baer-részsik, ezért ez a két eset lehetséges), akkor a kovetkezot tehetjiik :

Tegyiik fel, hogy S legfeljebb s — 2 olyan pontjdt tartalmazza B-nek, ami nem tartozik
bele S N @ N B-bais. Rogzitsiink egy r € B\ @ pontot, ami nem esik B-be. Vetitsiik le B-t

az r pontbdl az « sikra!

Ekkor a fentiek miatt legalabb (/g + 3 — s) darab a N S -beli pont lesz egyszeres pont

a B’-vel jelolt vetiiletben.

1. Tegyiik fel, hogy az dsszes S N a N B-beli egyszeres ponthoz talalhatd olyan raj-

tuk dtmend egyenese a-nak, ami teljesen B’-be esik. Ekkor 1étezik legaldbb #

kiilonboz6 teljesen B’-be esd egyenes. Ezeken az egyeneseken Osszesen legaldbb

C+ypg+D) — +a(+q+2)
2

< pont van, ez viszont ellentmond annak, hogy |B’| < q%q + q%.
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2. Most tegyiik fel, hogy létezik olyan r; € S N a N B egyszeres pont, amin at nincsen
teljesen B’-be es6 egyenes. Megmutatjuk, hogy létezik egy ri-en athaladd s-szeld
B’-hoz. Ezt gy igazolhatjuk, hogy indirekt feltéve, hogy minden r;-en dtmend
egyenes még tartalmaz legaldbb s egyéb vetiileti pontot, leszdmléldssal (hasznal-

va, hogy s < q%) ellentmondasba iitkdziink.

Ezek utdn mar alkalmazhatjuk a [4] cikkbeli Theorem 3.2-t és a Lemma 3.3-at,
amelyek egyiittesen azt fejezik ki, hogy ez esetben r; egy ,,hosszii” egyenesekbdl
all6 egyértelm dudlis Baer-részegyenesen van rajta (ahol a hosszu alatt azt értjiik,
hogy legaldbb /g + s B-beli pontot tartalmaz). Raaddsul beldthat6, hogy ez a dudlis
Baer-részegyenes egybeesik az S -nek az r;-en dtmend dudlis Baer-részegyenesével
(hasonléan miikodik a bizonyitds, mint a [4] cikk Lemma 3.9-ében). Igy B N « is
tartalmaz legalabb /g + s pontot, emiatt pedig B tartalmaz legalabb s — 1 darab
pontot B\ §-bdl. Ahhoz pedig, hogy a-t is biztosan legalabb s — 1 pontban messiik
hozz4dadunk B\ S -hez még legfeljebb s — 1 darab a-beli pontot. O
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4. Tobbszoros (n — k)-lefogé halmazok nem négyzetrendii

projektiv terekben

A [3] cikk a minimaélis tobbszoros (n — k)-lefogd ponthalmazokat karakterizédlja bizonyos
feltételek mellett abban az esetben, ha a tobbdimenzids projektiv tér rendje négyzetszam.
Mi azt vettiik észre, hogy a [3]] cikkben szereplé gondolatmenet 1ényegében ugyantigy fog
miikddni akkor is, ha a projektiv tér rendje nem négyzetszam. Nagyon fontos megemli-
teniink a nem négyzet €s a négyzet eset kozotti 1ényeges kiillonbséget, miszerint a nem
négyzet esetben Baer-részgeometridk nem léteznek. Igy a [3] cikkben szerepld Gsszes
Baer-részgeometridkra vonatkoz6 (féleg) technikai allitdsokat teljesen dtugorjuk majd.
Ebben a fejezetben tehat végig fogjuk kovetni a [3] cikk altal mutatott utat és karakteri-

zéljuk a minimadlis 7-szeresen (n — k)-lefogd ponthalmazokat g nem négyzet esetben.

Eldszor beidéziink néhany 4allitast, amiket tobbszor fogunk alkalmazni a karakteriza-

ci6 bizonyitdsa sordn.

4.1. Tétel ([2] Theorem 5.3., [3] Theorem 2.1.) Legyen B minimalis, 7-szeresen (n — k)-
lefogé ponthalmaz PG(n, g)-ban (n > 2), hogy |B| = tg"* + t + k', ahol t + k' < #.
Tegyiik fel, hogy ¢ = p", p prim, h > 1 és hogy B minden k-dimenzids alteret ¢ (mod p¢)
pontban metsz, ahol e a lehet6 legnagyobb, amire ez még teljesiil. Jelolje E = p°. Ha

2t < E, akkor:

n—k 2t qn—k

E

" + % ~1<|Bl<tg""+

4.2. Tétel ([2] Corollary 5.4., [3] Theorem 2.2) Legyen B t-szeresen (n—k)-lefogé ponthal-
maz PG(n, ¢)-ban. Tegyiik fel, hogy ¢ = p", p prim, h > 1 és hogy B minden k-dimenzi6s
alteret r (mod p°) pontban metsz, ahol e a lehetd legnagyobb, amire ez még teljesiil. Jelolje
E = p°-t. Ha max{2t,4} < E, akkor:

2tql’l—k

B|> Eq" " +1.
7 vagy |B| > Eq

IB| < tq"* +

4.3. Tétel ([4] Theorem 5.9., [3] Theorem 3.1) Legyen B t-szeresen 1-lefogd halmaz
PG(n, g)-ban, g = p", p prim, ¢ > 661, n > 3. Tegyiik fel, hogy |B| < tq + cpq%, ahol

Cy=c¢C3 = 2‘%, cp=1p>3esetén, ést < %cpqé. Ekkor B tartalmazza ¢ darab paronként

diszjunkt egyenes vagy Baer-részsik unidjat.
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A tovédbbiakban az allitdsokat mdr bizonyitani is fogjuk, ugyanis a [3]] cikkben ett6l
a ponttdl kezdve a B t-szeresen (n — k)-lefogé ponthalmazrdl felteszik, hogy barmely k-
dimenzios alteret nemcsak, hogy legalabb ¢ pontban, hanem ¢ (mod +/g) pontban metsz,
ahol g (a projektiv tér rendje) négyzetszam. Mi viszont most a ¢ nem négyzet esettel fog-
lalkozunk, ezért minden olyan helyen, ahol az eredeti cikkben +/g-s modulust hasznalnak,

ott mi +/pg-s modulust fogunk haszndlni.

A most kovetkezé lemmadhoz tegyiik fel B-r6l, hogy minimadlis, #-szeresen (n — k)-
lefogé PG(n, g)-ban, ahol ¢ = p”, p prim, ¢ > 661, n > 3 és B minden k-dimenzi6s
alteret 7 (mod ~/pg) pontban metsz. Tegyiik fel tovabb4, hogy |B| < 1" + ¢,q"*"3, ahol

— _ -1 _ 2 1 1
cr=c3=273¢8c¢,=1p>3,81<35¢4°5.

Vegyiik észre, hogy a es tételt nemcsak p°-re alkalmazhatjuk, hanem tetszbleges
kisebb E-re is, amire ¢ (mod E) teljesiil, hiszen ekkor csak kevésbé éles becslést kapunk

a lefog6 ponthalmaz méretére. EzErt a tovabbiakban legyen E = +/pq.

4.4. Lemma ([3] Lemma 3.2) Ha IT egy (k + 1)-dimenzids altér, ami B-t egy nem mini-

malis z-szeres 1-lefogdban metszi, akkor

N B| > gE +1.

Bizonyitas: Mivel I1 N B minden I1-be es6 k-dimenzids alteret  (mod E) pontban metsz
(tehdt a IT N B a II-ben egy specidlis 1-lefogd), igy a [4.2] miatt, mivel 2t < E és igy
max{2t,4} < E:

2t
|HﬂBIStq+Fq vagy IIN B| > gE +1t.

2
E

Indirekt tegyiik fel, hogy |[II N B| < tq + = tq+ 2t \/g, vagyis a 2t < c,,q% feltevés

miatt: [[TNB| < tg + 2t \/g <tq+ cpq% Vg <tg+ cpq%% =tq+ cpq%. Ez azt jelenti, hogy
alkalmazhatjuk a[4.3]tételt, ahonnan kapjuk, hogy IT N B tartalmaz ¢ paronként diszjunkt
egyenest (mivel g nem négyzet, igy Baer-részsikokrdl nem beszélhetiink). Viszont I1 N B
nem minimalis 1-lefogd I1-ben, igy azokat a pontjait IT N B-nek, amiket ez a ¢ egyenes

meghatédroz nevezziik el S ;-nek, a tovabbi pontjait pedig S ,-nek.

Tekintsiik S,-nek egy tetszbleges r pontjat. Ekkor 1étezik I1-ben egy r-re illeszkedd
L egyenest, ami B-t csak r-ben metszi, mivel a IT altéren beliil ¢* + ¢*' +--- + g + 1

darab egyenes van, ami r-re illeszkedik, és [II N B| < tq + 2% <g+gd "+ +g+1.
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Ugyanezzel a skatulya-elves gondolattal taldlhatunk olyan I, 2-dimenzids alteret, ami L-
et tartalmazza, és nem tartalmaz r-en kiviil mas B-beli pontot, majd egy I1; 3-dimenzidsat,
ami tartalmazza I1,-t és nem tartalmaz djabb B-beli pontot... végiil taldlhatunk olyan
I1;—; (k—1)-dimenzids alteret, ami tartalmazza az eddigieket és még mindig csak egyetlen

B-beli pontja van, az r.

[1-ben pontosan (g + 1) darab k-dimenzids altér van, ami magaban foglalja a IT;_;-
et. Ezen k-dimenzids alterek S ;-et pont ¢+ (mod E) pontban metszik, ugyanis a II-beli
k-dimenzids alterek az S egyeneseit rendre egy-egy pontban metszik. A B ponthalmaz
(n — k)-lefogésaga miatt viszont ezek a k-dimenzids alterek B-t is ¢ (mod E) pontban
metszik, ahonnan kovetkezik, hogy tetszbleges ilyen k-dimenzids altér még tartalmaz r-

en kiviil legalabb (E — 1) pontot S ,-bdl. Ezért:

IINB>21+(@+1)(E-1)+tg+1).
Viszont tudjuk (A = 2/— 1 mellett), hogy [IINB| < tq+2t\/g = tg+2tp"~! < tq+p*t,

mert 2t < E = /pg = p'. Fent pedig azt kaptuk, hogy [[INB| > tqg+t—q+(q+1)~/pq =
=g +1t-p* '+ (P + ph), fgy:

p21 > 2p21—1 > p3l—l +pl +1

Ami pedig ellentmondas. Tehét bebizonyitottuk, hogy |IT N B| > gE +t. O
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Most egy darabig tételezziik fel B-r6l, hogy egy minimadlis, z-szeresen 2-lefog6 halmaz
PG(n, g)-ban, ami minden (n —2)-dimenzids alteret r (mod +/pg) pontban metsz, ahol g =
=pt, h=21-1,igy \/pg = E = p'. Tegyiik fel tovdbb4, hogy:

2tq?
Bl < 1q” + = <1’ + ¢4,

=

ahol g > 661 ést < %cpq .

A t (mod E) feltétel miatt minden (n — 1)-dimenzids IT altérre a[4.2)és a[d.4] miatt:

2t
|HﬂB|§tq+Fq vagy IINB|>qgE +t

teljesiil. A fejezet hatralevs részében a [4.4] bizonyitdsdban mar megismert leszamlaldsi
otletet fogjuk tobbszor alkalmazni, és a kovetkezd 4llitas is kulcsfontossagunak fog bizo-
nyulni. Most azt szeretnénk megmutatni, hogy a B -szeresen 2-lefogd ponthalmazunk ¢
darab paronként diszjunkt sik unidjaként 4ll eld. Ehhez el6szor igazoljuk, hogy egy nem
teljesen B-beli egyenes (aminek nem az dsszes pontja B-beli) kifejezetten kevés B-beli
pontot tartalmaz. Ezutan beldtjuk, hogy a B-beli pontokon egészen sok teljesen B-beli
egyenes halad at, amibdl végiil arra a kdvetkeztetésre fogunk jutni, hogy B-nek tartalmaz-

nia kell teljes sikot, ahonnan ¢ szerinti indukcidval készen lesziink.

4.5. Lemma ([3] Lemma 4.2.) Legyen L egy egyenes PG(n, g)-ban, ami nincs teljesen
B-ben, ekkor |L N B| < t.

Bizonyitas: A bizonyitdsdban mar hasznélt 6tlet miatt 1étezik olyan IT,_3 (n — 3)-
dimenzids altér, ami L-et tartalmazza, de nem tartalmaz B-be es® pontot az L esetleges

pontjain kiviil (vagyis BN II,_3 C L).

Ekkor taldlhato6 I1,,_3-hoz olyan I1,,_; (n — 2)-dimenzids altér, ami tartalmazza I1,_5-at,
és |(IL,— \ I1,,_3) N B| < t, mivel egy adott (n — 3)-dimenzi6s altéren 4t (¢g*> + g + 1) darab
(n—2)-dimenzids altér van és most a feltevés miatt |B| < tq*+ 2’—,;’2 < tq*+ cpqg. Hasonl6an
l1étezik olyan I1,,_; (n — 1)-dimenzids altér, ami tartalmazza I1, ,-t és |(I1,,_; \ I1,.,) N B| <

<tg+ 2Eﬂ. Ekkor viszont (mivel L-ben legfeljebb g darab B-beli pont van)

3l-1

2

2tq

|Hn—lﬂB|Sq+t+tq+F<p21_1+t+ 201

+ < Pt =gE 41
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teljestiil a feltevések miatt. fgy alkalmazva a|4.2leredményét kovetkezik, hogy |I1,_; N B| <
<tg+ 2%, ami viszont kisebb, mint tg + cpq%, igy a miatt [1,_; N B-ben van ¢ paronként
diszjunkt egyenes (mivel most nincsen Baer-részsik). Ekkor a 4.4] miatt a metszet nem
lehet nem minimalis lefogé (akkor legalabb gE + ¢ pontjdnak kellene lennie), tehdt a
metszet minimdlis lefogd. Vagyis a metszet pontosan ezen ¢t darab paronként diszjunkt

egyenes unidja.

Mivel L benne van II,_;-ben, de nincsen teljesen B-ben, ezért nem lehet ezen egye-
nesek egyike sem. Mivel minden masik egyenest legfeljebb 1 pontban metsz, ezért L-nek

legfeljebb ¢ pontja esik B-be. O

4.6. Lemma ([3] Lemma 4.3.) PG(n, g)-nak minden II hipersikja B-t t darab paronként

diszjunkt egyenes unidjdban vagy legalabb gF + t pontban metszi.

Bizonyitas: Ha IT N B-nek nincsen legaldbb gE + t pontja, akkor a [4.2| miatt legfeljebb

tq + 2% pontja van, vagyis a miatt tartalmazza t darab paronként diszjunkt egyenes
unidjat. A[@.4] miatt azonban a metszetnek minimalisnak kell lennie, kovetkezésképp ITN

N B épp a t darab paronként diszjunkt egyenesnek az unidja. O

4.7. Kovetkezmény ([3]]) Tetsz6leges I1 hipersikra |[IT N B| > t(g + 1).

Bizonyitas: Ehhez elegendd igazolni, hogy gE + ¢t > t(g + 1), ami a t < %cpq% feltétel

miatt teljesiil. O

Most megmutatjuk, hogy feltehet6, hogy minden B-beli ponton sok teljesen B-beli
egyenes halad 4t. Ehhez tekintsiink egy (n — 2)-dimenzids A alteret, ami ¢ kiilonbdz6
pontban metszi B-t. A fenti miatt tudjuk, hogy a A-n dtmend (g + 1) hipersik mind-
egyike legaldbb #(g + 1) pontban metszi B-t. Ha elhagyjuk B-bdl a (¢ + 1) - tq kiillonboz6
pontot (hiszen hipersikonként legalabb tg uj B-beli pontot taldlunk), akkor

2tq* 2tq?
|B|—(q+1)tq§tq2+7—tq2—tq: — 1

felsd becslést kapjuk a méretre. Ha egy A-n dtmend hipersik legaldabb (¢gE + f) pontot
tartalmaz B-bdl, akkor az elhagyds utdn is még marad legaldbb gE +t —t(g + 1) = gE —
— g pont, ami a jobboldalba még beleszamit. Igy pedig felsé becslést kaphatunk az ilyen

hipersikok szdmdra:
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2tq? 214*
E 19 < _E

gE —tqg ~ qE —1tq

A jobboldal viszont legfeljebb 2z, hiszen

21q*
E

qE — 19
2tq> < UE(GE — tq) = 2tqE* — 21°qE = 2t¢°p — 21°qE < tE<q(p—-1)=E*>—¢q,

<2t

ami ¢ vdlasztdsa miatt teljesiil.

Igy pedig a tovébbi legaldbb (¢ + 1) — 2¢ darab A-n athalado hipersik a miatt ¢
paronként diszjunkt egyenes uniéjaban metszi B-t. Ebbdl adddik, hogy minden A N B-beli
ponton legalabb (g + 1) — 2¢ teljesen B-beli egyenes halad ét.

Mivel B minimalis, ezért feltehetd, hogy minden B-beli ponton legaldbb (g + 1) — 2t
darab teljesen B-beli egyenes halad at.

4.8. Lemma ([3] Lemma 4.5.) Ha B-nek minden pontja legaldbb (g+1)—2¢ teljesen B-beli

egyenesen van rajta, akkor B tartalmaz egy teljes sikot.

Bizonyitas: Tekintsiink egy (n — 2)-dimenziés A alteret, ami B-t pontosan ¢ pontban
metszi. Ekkor a fentiek miatt 1étezik legaldbb (g + 1) — 2¢ hipersik, ami tartalmazza A-t és

amelyek B-vel vett metszete éppen ¢ darab paronként diszjunkt egyenes unidja.

Legyen IT egy ilyen hipersik, és jelolje ezt a t egyenest Ly, Lo, ..., L,. Legyen r € B\II.
Ez az r pont is legalabb (g + 1) — 2 teljesen B-beli egyenesen van rajta. Ezen egyenesek
barmelyike I1-t legalabb egy, B N II = U!_, L;-beli pontban metszik. Igy a skatulya-elv

(q+1) 2t

miatt 1étezik olyan j, hogy L;-t legaldbb teljesen B-beli r-et tartalmaz6 egyenes

metszi.

Tekintsiik a P := (r; L;) generalt sikot. Ez a P sik B-t legalabb &2_2’ r-en atmend

B-beli egyenesben metszi, igy minden r-re nem illeszked6 egyenes P-ben mér legaldbb

M B-beli pontot tartalmaz. Ha egy ilyen egyenes nincsen teljesen B-ben, akkor a

miatt legfeljebb ¢ kozos pontja lehet B-vel. Azonban (q”) 2

> ¢ teljesiil, ezért minden
P-beli r-re nem illeszkedd egyenes teljesen B-beli. Ebbol kovetkezik, hogy az egész P

teljesen B-be esik, vagyis B tartalmaz egy teljes sikot. O
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Ekkor (B\P) egy (t—1)-szeresen 2-lefog6 halmaz, ami minden (n—2)-dimenzids alteret
t—1 (mod E) pontban metsz, ugyanis a P sik minden (n—2)-dimenzids alteret 1 (mod g) és
igy persze 1 (mod E) pontban metsz. Tehat a fenti megfigyelésekbdl indukcidval adodik

a kovetkez0 tétel.

4.9. Tétel (]3] Theorem 4.6.) Legyen B olyan minimadlis, t-szeresen 2-lefogé halmaz

PG(n, g)-ban, hogy |B| < tq* + %

dimenzids alteret ¢ (mod +/pg) pontban metsz. Tegyiik fel tovabba, hogy g > 661, és

< tq* + c,q3 és tegyiik fel, hogy barmely (n — 2)-

t< %cpq%. Ekkor B ¢t darab paronként diszjunkt sik unidja.
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Az el6z6 néhédny oldalon szerepl6 eredmények alapjan indukcidval szeretnénk igazol-
ni hasonlé jellegii allitdst 4ltaldban (n — k)-lefogd ponthalmazokra. Igy megfogalmazzuk

az indukcids hipotézisiinket.

Indukcios hipotézis: Minden 1 < j < n—k— 1-re legyen B; minimalis t-szeresen (n —

—k—j)-lefog6 halmaz PG(n, q)—ban és legyen g nem négyzet, g > 661, t < %cpq%. Tegyiik
fel, hogy |Bj| < tq" ™"/ + %ﬂ < tq"*J + ¢,q" 773, és hogy minden (k + j)-dimenzi6s
alteret r (mod +/pq) pontban metsz. Ekkor B; t darab paronként diszjunkt PG(n — k — j, q)

unidja.

A tovabbiakban legyen B minimalis 7-szeresen (n — k)-lefogd halmaz PG(n, ¢)-ban,
legyen g nem négyzet, g > 661, t < %cpqé, amelyre: |B| < tq" % + 2"’—E_k <tg"* +c,q" 3,

€s ami minden k-dimenzids alteret t (mod +/pg) pontban metsz (jelolje E = +/pq).

4.10. Lemma ([3]] Lemma 5.1.) PG(n, g)-nak minden IT (k + 1)-dimenzids altere B-t ¢

darab paronként diszjunkt egyenes unidjidban vagy legaldbb gE + ¢ pontban metszi.

Bizonyitas: Ugyanigy, mint a[4.6|esetén. O

4.11. Lemma ([3|] Lemma 5.2.) Legyen L egy nem teljesen B-beli egyenes PG(n, g)-ban.
Ekkor [LN B| < t.

Bizonyitas: A H lemmadban is hasznélt szokdsos leszamldlasi otlet miatt taldlhatunk
olyan II;_; (k — 1)-dimenzids alteret, amire L C II;_; és (II;_; N B) = L N B, tehat L-en
kiviil mas B-beli pontot nem tartalmaz. Tovabba a [4.5] bizonyitdsdhoz hasonléan létezik
olyan Il; k-dimenzids altér, amire [1;_; C I1; és ((II; \I;_;)NB) < t. Tehat I, N B| < g+t

adddik, hiszen |L N B| < g, mert L nincsen teljesen B-ben.

Az indukcids hipotézis miatt a legkisebb z-szeres 1-lefogé halmaz, ami egy (k + 1)-
dimenzids altér B-vel vett metszeteként elddll: épp ¢ darab paronként diszjunkt egyenes
unidja. Tehat minden (k + 1)-dimenzids altér I1;-n keresztiil legaldbb (g + 1)t — (g + 1) =
= (t — 1)q 4j pontjat tartalmazza B-nek. Igy legfeljebb rg"* + thTn_k —(t = Dg(g"* " +
+q" %2+ ...+ g+ 1) ezekt6l is kiilonb6zd B-beli pont lehet.

Haegy I, (k+1)-dimenzids altér (IT; C I1;,) legaldbb gE +1 pontot tartalmaz B-bdl,
akkor ez még tartalmaz legaldbb gE — g egyéb pontot B\ IT;-bél. Mivel (¢" %' +--- + g+
+1)(gE - ¢q) > tg" " + quH —(t—=Dq(g" " +---+ g+ 1), igy létezik legaldbb egy olyan
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(k + 1)-dimenzi6s I1;,; altér, ami tartalmazza a II; alteret €s aminek legfeljebb 7q + 2%
pontja van B-bdl. Kovetkezésképp ez a (I;; N B) egy minimdlis ¢-szeres 1-lefogd Iy -
ben, igy a 4.4 miatt ¢ darab paronként diszjunkt egyenes unidja. L pedig ezen egyenesek

barmelyikével legfeljebb 1 metszéspontot 1étesit, ezért |[L N B| < t. O

Ezutdn mar igazolhatjuk a kovetkezd, kissé meglep6en hangzo allitast.

4.12. Lemma ([3] Lemma 5.3.) Legyenek L, L; B-beli egyenesek, amelyek metszéspont-
jar. Ekkor (Lo, L;) C B.

Bizonyitas: Tekintsiik az S := (L, L,) sikot. Nyilvanval6, hogy |S NB| < ¢*+q+1. A
lemmabeli okoskodds miatt 1étezik olyan (k — 1)-dimenzids I1;_; altér, hogy S C II;_; és
Hk—l NB= S N B.

Mivel |B| < 1¢"* +¢"*3 és I;_;-en 4t éppen ¢"* +- - - + g + 1 darab k-dimenziGs altér
halad 4t, igy 1étezik olyan I1; k-dimenzids altér, ami tartalmazza I1;_;-et és |(IT; \ I1;_;) N
N B| < t. Hasonl6an mivel |B| < tg"* + mq—;, igy létezik I, (k + 1)-dimenzids altér, ami
tartalmazza IT;-t és amire |(IT; \ [I) N B| < tg + 2—?. fgy pedig [BNTTi | < (@ +g+ 1)+
+ (tq + ZEﬂ) +1.

Tekintsiik az dsszes (¢" %2 +--- + g + 1) darab (k + 2)-dimenzi6s alteret, ami IT;,;-et
tartalmazza. A fentiekben is haszndlt skatulya-elves megfontoldsokhoz hasonldan kapjuk,

hogy létezik I, 2 Iy, amire [(Iio \ [Iiyy) N Bl < tq* + %, igy pedig az el6zbvel
egyiitt a kovetkezd felsd becslés adodik: |, N Bl < (¢ + 2)g°.

Ugyanakkor a és a miatt tudjuk, hogy [TI;;» N B| < tg* + 2%’2 vagy [T N
N B| > ¢*E +t, igy a fenti szdmoldsbol latszik, hogy csak az els§ eset fordulhat el. Most
hasznélva a[4.9] tételt azt kapjuk, hogy Il;,, N B t darab paronként diszjunkt sik unidja.
Viszont mivel Lj és L; metszik egymast (II;,, N B)-ben, ezért S = (Ly, L) € B. O

Most pedig mikodtetni fogjuk az indukcidt. Legyen r € B és A, = PGl(k, g) olyan,

ami tartalmazza r-et és Ay N B| = t. A fenti megfontoldsokat hasznalva ismét adddik,
2tq
E >
vagyis a[4.10 miatt ez a metszet éppen ¢ darab paronként diszjunkt egyenes unidja, tehat

hogy taldlhat6 olyan Ay, (k+1)-dimenzids altér A,-n at, amire |(Agq \ Ap) N B| < tq +
|Ars1 N B| = t(g + 1) = tq + t. Ugyanezt a skatulya-elves gondolatot haszndlva egészen

A, -»-1g tudunk egymdsba skatulyédzott altereket talalni, amelyek nem nagyon metszenek

B-be, ami azt jelenti, hogy |A.,; N B| < tq' + 2%
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Viszont az indukcids hipotézis miatt (A, N B) t paronként diszjunkt PG(n — k — 2, q)
unidja, tehdt |A, , N Bl = H(q"* 2+ ¢"*3 + - + g+ 1). Aj4.2 miatt 1éteznek olyan H, és
H, hipersikok (a szokdsos leszamléldsi otletet haszndlva nemcsak az adodik, hogy nem
lehet az 0sszes nagyon B-be metszd, hanem az sem lehet, hogy egy hijan a tobbi nagyon

B-be belemetsz8), amelyek tartalmazzak A,_,-t és legfeljebb |H; N B| < tg"*! + 2"’—;4
pontjat tartalmazzak B-nek. [gy az indukciés hipotézist haszndlva kapjuk, hogy ezen két

hipersiknak a B-vel vett metszete ¢ darab paronként diszjunkt PG(n — k — 1, g) unidja.

Legyen tehat I1; és I, (n — k — 1)-dimenzids a fent megtaldlt teljesen B-beli alterek
egy-egy pé€ldanya H;-ben. Vagyis I1; € H; N B, j = 1,2 és tegyiik fel, hogy (II; N A,,) =
= (I, N A,—») =: 11, ahol IT egy (n — k — 2)-dimenzids altér. Ekkor legyen o := (I1;, IL,)
generdlt altér, ami az el6z6ek miatt egy (n — k)-dimenzids altér. Ekkor o teljesen B-be
esik, ugyanis ha rogzitiink egy s € o \ (II; U I1,) pontot, és tekintiink egy r € II pontot,
valamint egy rajtuk athalado R sikot, akkor mivel IT; hipersikja o-nak, igy (II; N R) egy-
egy egyenes (L, L,), amik dtmennek r-en. fgy a miatt (L, L,) = R C B, viszont

s € R, igy s € B. Igy a fentieket tetszSleges s-re alkalmazva azt kapjuk, hogy o C B.

Most pedig haszndlva a ¢ (mod E) feltételt kapjuk, hogy B \ I1,_; egy (# — 1)-szeresen
(n—k)-lefogd PG(n, g)-ban, ami minden k-dimenzids alteret (1—1) (mod E) pontban metsz.

Igy adédik a kovetkezd tétel:

4.13. Tétel (3] Theorem 5.8.) Legyen B olyan minimadlis z-szeresen (n—k)-lefogé PG(n, q)-

ban, ami minden k-dimenziés alteret # (mod +/pg) pontban metsz. Tegyiik fel, hogy |B| <

n—k
< tg"F + thT < 1g"* + c,q" %3, ahol ¢ > 661, 1 < %c,,qé. Ekkor B t darab paronként

diszjunkt PG(n — £, g) unidja.
n-k=2 2tq”E’k’2
pontban metszi. Ekkor a fentiek miatt taldlhaté olyan By C B egyszeres (n — k)-lefogd

Bizonyitas: Legyen A,_, egy (n — 2)-dimenzids altér, ami B-t legfeljebb tg

halmaz, amire B \ By egy (¢t — 1)-szeres (n — k)-lefog6 halmaz, ami minden k-dimenzids

alteret ( — 1) (mod E) pontban metsz. Innen ¢ szerinti indukcidval készen vagyunk. O

A karakterizacidhoz még hozzatartozik, hogy megjegyezziik, hogy paronként disz-

junkt PG(n — k, g)-k unidja csak akkor fér el egymas mellett, ha k > 2.
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