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1. Bevezetés

1.1. A dolgozatrol

A topologikus algebrak természetes dltalanositasai a normalt algebrdaknak, ennek az
altalanositdsnak a sziikségességét pedig a kovetkezok indokoljak:

- Léteznek olyan topologikus fiiggvényalgebriak, amelyek topoldgidja nem norméalhaté (pél-
daul a disztribucidéelméletben haszndalatos alapfiiggvények algebraja a természetes induktiv
topolégiaval ellatva).

- Az ultraspektrélis C*-algebrak elméletében fontos szerepe van az olyan algebra feletti
topoldgidk létezésének, amelyek kompatibilisek a miiveletekkel és az involiciéval (az ilyen
algebrakat topologikus *-algebraknak nevezziik).

- Az elmélet 1étrehozasaval egy magasabb nézépontbdl tekinthetiink a normalt algebrakra.

A dolgozat {6 forrasai a [11] és |10] konyvek. A jelolések [10] jeloléseit kovetik, és a
dolgozat megértéséhez sziikséges elGismeretekre is csak ezen konyv 1-5. és 13-14. feje-
zeteibdl van sziikség, tovabba a funkcionalanalizis alapvetd definicidira és tételeire (ezek
megtaldlhatéak [7] 1. részében és [§] II. részében). A konnyebb olvashatdsag kedvéért a
dolgozatbeli bizonyitdsokban kiilsé hivatkozdsok csak [10] kényvre torténnek. A dolgozat
f6 koncepcidja az, hogy a témakor alapvetd tételeit, amelyek megtaldlhatéak [11]-ben,
ismertessiik [10] targyalasmodjahoz igazodva.

A 2. fejezetben definidljuk a topologikus algebrakat és a folytonos szorzasi topologikus
algebrakat, megvizsgéaljuk, hogyan jellemezhetd topologikus algebraban (illetve folytonos
szorzasu topologikus algebrédban) a 0 egy kornyezetbézisa, szé lesz projektivan eléallitott
topologiakrél, és kideriil, hogy hasonld tulajdonsagok teljesiilnek rajuk, mint a topolo-
gikus vektorterek esetében. FKEzek utan teljes topologikus vektorterekrol és algebrakrol
latunk be néhany tulajdonsagot, amelyeknek majd az 5. fejezetben lesz jelentoségiik. Az
utobbi alfejezet (2.3) azért jott 1étre, hogy ne kelljen hivatkozni az uniform terekre vonat-
koz6 analdg dllitasokra [3]-bdl, illetve, hogy ne legyen sziikség ennek részletes targyaldsara
sem. fgy uniform terek és Cauchy-sziirok helyett a bizonyitandé allitdsokat megfogalmaz-
zuk topologikus vektorterek és altalanositott Cauchy-sorozatok esetére.

A 3. fejezetben el6szor lokalisan multiplikativan konvex (roviden: lokélisan m-konvex)
algebrak alaptulajdonsagait tekintjiik at, bebizonyitjuk hogy egy topologikus algebra pon-
tosan akkor lokalisan m-konvex, ha létezik olyan szubmultiplikativ félnorma-rendszer,
amely az F topoldgidjat generdlja. Ezek utan G-topolégiak lokalis m-konvexitasaval fog-
lalkozunk, ami azért fontos, mert a segitségével szamos nevezetes példat tudunk adni
lokalisan m-konvex algebrakra. A fejezet végén bevezetjilkk az m-topoldgia fogalmat, és
egy adott algebra feletti legnagyobb m-topolégiak és legnagyobb lokélisan m-konvex to-
pologidk tulajdonsagait vizsgaljuk, valamint azt, hogy mi mondhaté ezen topolégiak kap-
csolatarél. Ebben az alfejezetben (3.4.) — egy lemma kivételével — sajat eredmények
talalhatdak.

A 4. fejezet célja a normélt algebrék spektralelméletébdl néhany nevezetes tétel (pél-
ddul elem spektruménak nemiiressége, a Gelfand — Mazur-tétel) dltalanositdasa bizonyos
tipusu topologikus algebrakra. Ezenkiviil bevezetjiik az altalanositott spektralsugar fo-



galmat, és megvizsgaljuk, hogyan alkalmazhato Q-algebrak jellemzésére, valamint annak
bizonyitasara, hogy Q-algebraban minden elem vesszés spektruma kompakt halmaz K-
ban.

Az 5. fejezetben egy strukturatételt bizonyitunk szeparalt, lokalisan m-konvex al-
gebrakra. Kideriil tobbek kozott az, hogy teljes, szeparalt, lokdlisan m-konvex algebra
el6all Banach-algebrak projektiv limeszeként. Mivel a projektiv limesz ez esetben Banach-
algebrak szoratanak zart részalgebréja, igy az utébbi egy igen er¢s allitasnak bizonyul. A
dolgozat zarasaként ennek latjuk be néhany kévetkezményét.

Eztiton szeretnék koszonetet mondani KRISTOF JANOS TANAR URNAK, aki a félév
soran készséggel allt a rendelkezésemre, mindig fordulhattam hozza a problém&aimmal.
Azért is koszonet illeti, amiért eléadasaival és elektronikus jegyzeteivel vilagossd tette
szamomra, hogyan érdemes hozzaallni a matematikahoz.

1.2. Definicidk, jelolések

-Ha FE halmaz, akkor P(F) jeloli a hatvanyhalmazat, Py(F) a véges részhalmazainak
halmazét, Card(F) pedig az E szamossagat.
-Ha E halmaz, akkor egy 8 C P(FE) halmazt rdcsnak neveziink, ha 98 # (), minden
R € B-re R # (), és minden R, R’ € R esetén 1étezik S € R, hogy SC RN R'.
-Ha E és F halmazok, akkor az £ — F fiiggvények halmazéit §(E; F), illetve FE jeloli.
-Ha H, K halmazok és f,g: H — K fiiggvények és a € K, akkor
[f =a] = {x € HIf(x) = a}.
Hasonléan definidlhaté [f # a], [f = g] és K = Resetén [f < al, [f <al, [f < 4], [f < g].
-Ha (E;);c; nemiires halmazok rendszere akkor pr; : [[ E; — E; jeloli azt a fiiggvényt,
icl
amelyre minden t € [[ E;, t = (t;)ies esetén pri(t) = t;.
i€l
-R, jeldli a nemnegateiv valés szamok halmazat.
-R* jeloli a pozitiv valés szdmok halmazat.
-K jeloli a valés vagy a komplex szamok halmazat.
-Legyen (T, T) topologikus tér. V C T esetén int(V) jeloli a V belsejét V a V lezdrtjat.
x €T esetén
T(z) ={VCT|xecint(V)}

jeloli az « kornyezeteinek halmazat. A B, C T(z) halmazt az x kornyezetbdzisinak ne-
vezziik, ha minden V' € T(z) esetén létezik olyan V' € B,, hogy V' C V. A B/, C T(x)
halmazt az x kdrnyezet-szubbdzisdnak nevezziik, ha minden V' € T(x) esetén létezik olyan
(Vi)ier nemiires, véges rendszer B/ -ben, hogy (| V; C V.

iel
T-t szepardltnak nevezziik, ha minden x,y € T és x # y esetén létezik olyan U,V € T,
amelyre r € U,y € VésUNV = (.
-Ha T halmaz, akkor a T := {{), T'} topoldgiat a T feletti antidiszkrét topoldgianak nevez-
zik.
-Ha T, T topologikus terek, akkor a 7" — T” folytonos fliggvények halmazat C(7;7")
jeloli.



-Ex jeloli K euklideszi (standard) topoldgidjat
-Legyen (M, d) metrikus tér. Ha x € M és r € R, akkor

B.(z;d) :={a' € M |d(z,2") < r},

B, (z;d) = {2 € M |d(z,2") <r},
tovabba M = K esetén

B (;K) :={a" € M ||z — 2| <r},

B.(z;K):={a’ e M ||z —2'| <r}.

- Legyen E topologikus vektortér K felett.

Azt mondjuk, hogy az A C FE halmaz elnyeli a B C E halmazt, ha létezik olyan a €
R*, hogy minden A € K esetén, ha |[A\| > «, akkor B C A\.A. Az A C E halmazt
elnyelének nevezziik, ha E minden egyelemi részhalmazat elnyeli. Az A C E halmaz
kiegyensilyozott, ha minden z € A és minden A € K esetén, ha |A\| < 1, akkor A\.x € A.
Ha U C E, akkor conv(U) jeloli az U konvex burkdt, azaz a legkisebb U-t tartalmazé
konvex halmazt; tovabba eq(U) jeloli az U kiegyensilyozott burkdt, azaz a legkisebb U-t
tartalmazdé kiegyensilyozott halmazt. Konnyen igazolhato, hogy

conv(U) = > aza; | (I #0) A (card(I) < 00) A((Vi € I) : ((2; € V) A (0 € [0,1])))A

el

Tovabba
E* :={u|u: E — K linearis funkcionél}

E':={u € E*|u folytonos az E topoldgidja és Ex szerint} .

-Ha E vektortér és p félnorma E felett, akkor legyen
p: E/ker(p) = R"; x+ ker(p) — p(z).

Koénnyen igazolhatd, hogy p norma az E/ker(p) faktortér felett.



2. Topologikus algebrak

2.1. Kornyezetbazisok jellemzése topologikus algebrakban

A tovabbiakban algebra alatt mindig legalabb kételemii (azaz nem nulladimenzids)
asszociativ algebrat fogunk érteni, vektortér alatt pedig K feletti vektorteret.

2.1.1. Definicié. Az (E,7) part topologikus algebrdnak nevezzik, ha E eqy K feletti
algebra, T linedris topologia E felett, és minden a € E esetén az

lo,: FE— FE; v+ ax,

ro: E—FE;, x+— za

leképezések folytonosak a T topologia szerint.

2.1.2. Definicié. Az (E,7) pdrt folytonos szorzdsi topologikus algebrdnak nevez-
ziik, ha E egy K feletti algebra, T linedris topologia E felett, és az

E X E— FE; (z,y) — xy

leképezés folytonos a T x T és T topologidk szerint.

A tovabbiakban - ha ez nem vezet félreértésre - topologikus algebréra az alaphalmaz
szimbolumaval fogunk hivatkozni.

2.1.3. Tétel. Legyen E egy K feletti algebra, és T olyan topoldogia E felett, amellyel
az (E,T) pdr topologikus algebra és B a 0-nak kornyezetbdzisa T szerint. Ekkor B-re
teljestilnek a kovetkezok:

(AV7) B minden eleme elnyeld, és minden V' € B-hez létezik olyan W € B, hogy
eq(W)C V.

(AVir) Minden V € B-hez és A € K\ {0}-hoz létezik olyan W € B, hogy W C A.V.
(AVirr) Minden V' € B-hez létezik olyan W € B, hogy W + W C V.

(AVyy) Minden V € B és minden a € E-hez létezik W € B, hogy aW CV és Wa C V.
Tovabbd, ha B C P(E) olyan rdcs, amelyre (AVy) — (AVyy) tulajdonsdgok teljesiiinek,
akkor létezik egyetlen olyan T topologia E felett, amellyel (E,T) topologikus algebra, és
amely szerint B a 0-nak kdérnyezetbdzisa.

Bizonyitds. Elészor tegyiik fel, hogy (E,T) topologikus algebra. Ekkor [10] 1.1.3. Tétele
miatt (AV}), (AVrr), (AVrrr) tulajdonségok teljesiilnek B-re. Legyen V € B ésa € F
rogzitett. Mivel az [, : F — E; v — ax leképezés a 0 pontban folytonos, ezért 1étezik
olyan W' kornyezete a 0-nak T szerint, hogy aW’' C V. Az r, : E — E; r — xa leképe-
zés is folytonos a 0 pontban, ezért 1étezik olyan W” kornyezete a 0-nak T szerint, hogy
W'"a C V. Ekkor létezik olyan W € B, hogy W C W' N W"  igy W-re teljesiil, hogy
aW CV és Wa CV, tehdt (AVyy) teljesiil B-re.



Most tegyiik fel, hogy B olyan racs, amelynek minden V elemére V' C FE és (AVy)—(AVyy)
tulajdonsdgok teljesiilnek ra. Ismét [10] 1.1.3. Tétele miatt 1étezik egyetlen olyan T lined-
ris topologia E felett, amely szerint 28 kornyezetbazisa a 0-nak. Azt kell még belatnunk,
hogy minden a € E esetén a korabban definalt [, és r, leképezések folytonosak a T to-
poldgia szerint. (AVjy) miatt az [, és [, linedris leképezések folytonosak a 0 pontban,
ezért [10] 1.3.3. Allitésa miatt I, és [, folytonosak a T topoldgia szerint. []

2.1.4. Tétel. Legyen E eqy K feletti algebra, és T olyan topoldgia E felett, amellyel az
(E,T) par folytonos szorzdsi topologikus algebra és B a 0-nak kirnyezetbazisa T szerint.
Ekkor B-re teljesiilnek a kovetkezok:

(AV;) B minden eleme elnyeld, és minden V € B-hez létezik olyan W € B, hogy
eq(W)CV.

(AVrr) Minden V' € B-hez és X € K\ {0}-hoz létezik olyan W € B, hogy W C A.V.
(AVirr) Minden V- € B-hez létezik olyan W € B, hogy W + W C V.

(AV],) Minden V € B-hez létezik olyan W € B, hogy W - W C V.

Tovdbbd, ha B C P(E) olyan rdcs, amelyre (AV7) — (AVY,) tulajdonsdgok teljesiilnek,
akkor létezik egyetlen olyan T topolégia E felett, amellyel (E,T) folytonos szorzdsi topo-
logikus algebra, és amely szerint B a 0-nak kornyezetbdzisa.

Bizonyitds. El6szor tegyiik fel, hogy (E,T) folytonos szorzasu topologikus algebra, és B a
0-nak kornyezetbazisa T szerint. Ekkor az el6z6 tétel alapjan (AVr)-(AVr) tulajdonsagok
teljesiilnek B-re. Legyen most V' € B. Mivel az £ x F — E; (x,y) — zy leképezés
folytonos, ezért létezik a O-nak olyan W; és W5 kornyezete, hogy Wy - Wy, C V. Ekkor
létezik olyan W € B, hogy W C Wi N Wy, igy W-re teljesiil, hogy W - W C V., tehat
(AVY],,) is igaz B-re.

Most tegyiik fel, hogy B olyan récs, amelynek minden V elemére V' C E, és (AV;)—(AV},,)
tulajdonsagok teljesiilnek ré. Belatjuk, hogy ekkor az el6z6 tétel (AVyy) tulajdonsaga is
teljestil B-re. Ennek bizonyitasahoz legyen V' € 9B és a € E, ekkor (AV/],,) alapjan létezik
olyan U’ € B, amelyre U’ - U’ C V teljesiil. Mivel minden B-beli halmaz elnyel, ezért
létezik A € K\ {0}, amelyre A\.a € U'. (AVj;) alapjan pedig létezik olyan U € 9B, hogy
U C A\.U’ teljesiil. Ekkor

aU C a(\U') =Xal' CUU' CV,

UaC AU)a=UXaCUU CV,

azaz (AViy) teljestil B-re. Az el6z6 tétel alapjan létezik egyetlen olyan T topolégia F
felett, amellyel az (E,T) péar topologikus algebra, és amely szerint B a 0-nak kornyezet-
bézisa. Azt kell még ellendrizniink, hogy az E x E' — E; (z,y) — xy leképezés folytonos
T szerint. Legyen a,b € E, és V € 9B. Azt kell belatnunk, hogy létezik olyan V;,V5 € B,
hogy ' € a+ V) és b/ € b+ V; esetén a'b € ab+ V. Legyen W € B olyan, hogy
W+ W+ W CV teljesiiljon (ilyen W-t (AV7) kétszeri alkalmazasaval kaphatunk).
Legyenek Wy, Wy € 9B olyanok, hogy aWW; C W és Wb C W, illetve (AV},,) alapjan
legyen W3 olyan, hogy W3 - W3 C W teljesiiljon ra. Ekkor létezik olyan V' € 9B, hogy



VICWiNnWenNWs, igy Vi := V" és V, := V' vélasztassal, ' € a + V1,0 € b+ V5 esetén

adbtV —ab=(d —a)(V' = b)+ (' —a)b+alt) =) e W+W+W CV. O

Példa. 1.) Legyen E topologikus vektortér, és legyen L(F) az E — FE folytonos, linedris
operatorok algebraja a pontonkénti dsszedds és a kompozicié miiveletével. Jelolje L4(E)
az el6bbi algebrat, ellatva a pontonkénti konvergencia topolégidjaval. Ekkor L(E) topo-
logikus algebra lesz. Mivel a pontonkénti konvergencia topolégidja specidlis projektiven
el6éllitott topolégia (&-topolégia), ezért elég ellendrizni, hogy minden u € L (F) esetén
az

ly: L4(E) = Ly(F); v —uod,

Ty Ls(E) = Ly(E); ' — ' ou

leképezések folytonosak a pontonkénti konvergencia topoldgidja szerint. Legyen u €
L (E), és (u;)ier olyan L(F)-ben haladé éltalanositott sorozat, amely pontonként kon-
vergdl ' € L(FE)-hez. Legyen x € E tetszbleges. Ekkor u folytonossidga miatt
((uwouf)(x))ier konvergal (wou')(x)-hez. Tovabba (u}ou)(x) konvergél (v’ ou)(x)-hez (eh-
hez nincs sziikségiink u folytonossdgara). Tehét az altalanositott sorozatokra vonatkozd
atviteli elv miatt [, és r, folytonosak.

2.) Legyen (E, (.|.)) végtelen dimenzids, szepardbilis Hilbert-tér K felett, jelolje tovabbra
is L(F) az E — E folytonos linedris operdtorok algebrajit a pontonkénti dsszeadds és a
kompoziciéo miveletével. Minden z,y € E esetén legyen

Pay : L(E) = Ris = |(u(2)]y)]

Jelolje T a (Pay)wycpxe félnorma-rendszer altal generalt lokalisan konvex topoldgiat
( [10] 3.5.1. Definicid). Mivel

B={ [ [y <el|(J €Po(E X E)A (e €[0,1])}

(zy)eJ

a 0-nak kornyezetbazisa T szerint, ezért egy L(FE)-ben haladé (u;);er dltaldnositott pon-
tosan akkor konvergdl egy u € L(FE) elemhez T szerint, ha minden z,y € E esetén a
(Pay(u; —u))ier dltaldnositott szamsorozat 0-hoz konvergél R-ben. Beldtjuk, hogy L(E) a
T topoldgiaval ellatva topologikus algebra. Legyen u,u’ € L(F) és (u});cr olyan L(E)-ben
haladé altalanositott sorozat, amely konvergal u/-hoz T szerint. Ekkor z,y € E esetén

lim |((u 0 w;)(2) = (wouw)(2)ly)| = lim|(u;(z) — w'(@)lu" ()| = 0,

lim |((u; 0 u)(2) = (u' 0 w)(2)|y)| = lim (v (u(z)) — @'(u(z))|y)| = 0,

tehdt minden «’ € L(F) esetén az

lu: L(E) = L(E); v —uou,



ry: L(E) = L(E); v —uou
leképezések folytonosak T szerint, tehdt L(E) a T topolégidval ellatva topologikus algebra.
Minden x € E esetén legyen

Pyt L(E) = Ry u— [[u(2)]]

Ekkor a pontonkénti konvergencia topoldgidjat a (p,).cp félnormarendszer generdlja, és a
Cauchy — Schwarz egyenlétlenség alapjan tetszéleges e € [0, 1] esetén

P2 <y H] {uc L(E )!H(U(l‘))H<ﬁ}g{ueﬁc(E)H(U(l’%y)l<€}=[px,y(u)<€],

tehédt ha T jeloli a pontonként konvergencia topologiajat L£(E) felett, akkor T C Ts.
Legyen (ey)ren ortonormélt bazissorozat E-ben, és

s:E—FE: x> Z(m|ek_1)ek
k=1

Ekkor n szerinti teljes indukcioval kapjuk, hogy minden n € N-re és x € E-re

[e.9]

s"(x) = Z(xlek—n)eku

k=n

és s" folytonos, mert norma nem-néveld. Legyen tovabba

t:E—E; v Z(x|ek+1)ek,
k=0

ekkor ¢ linedris és norma nem-noveld, tehat folytonos. Tetszoleges x,y € E esetén

(s(@)fy) = O (elen—)erl D_(ylew)er) = Y (zlex-1)(yler) = Y _(ler)(ylern) = (z[t(y)) .

igy az adjungalt egyértelmiiségébdl adéddan t = s*. Tovabba n szerinti teljes indukcidval
kapjuk, hogy minden n € N-re és x € E-re

= S s

k=0

Mivel z € E esetén ||z||* = Z |(z|ex)|?, ezért a ((s*)™)nen sorozat pontonként konvergdl

a 0 operédtorhoz. Az el6z6€k alapjén ((s*)")nen T szerint is konvergal a 0 operédtorhoz,
és mivel minden z,y € E esetén |((s*)"(x)|y)| = |(s"(y)|x)|, ezért (s")nen is konvergél
a 0 operédtorhoz T szerint, tovabba minden n € N-re (s*)" o s" = idg, tehat L(E) a T
topoldgiaval ellatva olyan topologikus algebra, amely nem folytonos szorzasu.

Megjegyzés. Ha E Hilbert-tér, akkor az elobbi példaban eléallitott £(E) feletti T topo-
logiat gyenge operdtortopologidnak nevezziik.
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2.2. Projektiven eloallitott topologikus algebrak

2.2.1. Allitas. Legyen E eqy K feletti algebra, (E;);er topologikus algebrdk rendszere, és
(u;)ier olyan rendszer, hogy mindeni € I-reu; : E — E; algebra-morfizmus. Ha T jeloli az
(E;, u;)ier rendszer dltal projektiven elballitott topoldgiat E felett, akkor E a T topoldgidval
ellatva topologikus algebra. Tovdbba, ha minden i € I-re E; folytonos szorzdsi topologikus
algebra, akkor E a T topoldgiaval elldtva folytonos szorzasiu topologikus algebra.

Bizonyitds. [10] 1.4.1. Allitésa miatt T linedris topolégia E felett. Azt kell még megmu-
tatnunk, hogy minden a € E esetén az

lgo: B — E; x v+ ax

Tpae: B — E; v+ xa

leképezések folytonosak T szerint. Eldszor is feltehetd, hogy I # (), maskiilonben T az
antidiszkrét topologia, amely szerint minden £ — F fiiggvény folytonos. Legyen a € F
rogzitett. Az [10] 25.6.3. Allitdsa szerint [ £.q folytonossagahoz elég ellendrizniink, hogy
minden ¢ € [ estén w; olg, : £ — E; folytonos a megfelelé topoldgidk szerint. Legyen
i € I tetszbleges. Mivel u; szorzdstartd, ezért ha b; € E; esetén lg,, jeloli a kovetkezd
leképezést:

lpp, + By = By y— by,

akkor u; o lgq = g, u,(a) © s teljesiil, utobbi pedig két folytonos fiiggvény kompozicoja,
tehat folytonos. Az rg, leképezés folytonossdga hasonléan igazolhato.
Az allitdas masodik feléhez tegyiik fel, hogy minden ¢ € I esetén E; folytonos szorzasu
topologikus algebra. Legyen V' a 0-nak kornyezete E-ben. Ekkor [10] 1.4.1. Allitasa
miatt létezik olyan (V;);e; nemiires, véges rendszer, hogy minden j € J-re V; a 0-nak
kornyezete E;-ben és ) l_le' (V;) € V. Ekkor minden j € J esetén létezik W, kornyezete

jed
a O-nak Fj-ben, amelyre W; - W; C Vj}, és mivel u; szorzdstartd, ezért 'ﬁ} (W) ﬂjl- (W) C
-1 /
uj <V3>7 18y

-1 —1 -1

(Y u W) ((Yus (W) S us (Vi) V-

ieJ ieJ ieJ
Tehat W := N ﬂjl» (W;) olyan kornyezete a 0-nak E-ben, amelyre W-W C V', kivetkezés-

ieJ

képpen (AVY,) teljesiil a 0 tetszéleges T szerinti kornyezetbazisara E-ben, tehdt a [2.1.4]
Tétel alapjan E a T topologiaval ellatva folytonos szorzasu topologikus algebra. [

2.2.2. Kovetkezmény. Topologikus algebra (illetve folytonos szorzdasi topologikus algeb-
ra) részalgebrdja az altértopoldgidval elldtva topologikus algebra (illetve folytonos szorzdsi
topologikus algebra). Topologikus algebradk (illetve folytonos szorzdsi topologikus algebrdk)
szorzata a szorzattopoldgidval elldtva topologikus algebra (illetve folytonos szorzdsi topo-
logikus algebra). Ha E algebra és (T;)ier olyan E feletti topologidk rendszere, hogy minden
i € I-re az (E,T;) par topologikus algebra (illetve folytonos szorzdsu topologikus algebra),
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akkor E a sup T; topoldgidval elldtva topologikus algebra (illetve folytonos szorzdsi topo-
el

logikus algebra).

Bizonyitds. Az altértopoldgia, a szorzattopoldgia és a szuprémum-topologia specialis
projektiven eldallitott topologidk. [J

2.3. Teljes topologikus vektorterek és algebrak

2.3.1. Definicié. Legyen E topologikus vektortér. Egy E-ben haladd (x;);e; dltaldnositott
sorozatot dltaldnositott Cauchy-sorozatnak neveziink, ha a 0 barmely V- C E kor-
nyezetéhez létezik olyan ig € I, hogy minden i,7 € I indexre, ha i > 1y és j > iy, akkor
x; —x; € V. E-t teljesnek nevezziik, ha minden E-ben halado dltaldnositott Cauchy-
sorozat konvergens. FEgy M C E halmazt teljesnek neveziink, ha minden M-ben halado
dltaldnositott Cauchy-sorozat konvergens E-ben, és minden limeszpontja eleme M -nek.

Megjegyzés. A definiciobol kovetkezik, hogy ha E topologikus vektorér, akkor egy
M C FE altér pontosan akkor teljes, ha M az altértopoldgiaval ellatva teljes topologikus
vektorér.

2.3.2. Allitas. Legyen E topologikus vektortér, és (x;)ie; E-ben haladé konvergens dlta-
lanositott sorozat. Ekkor (x;):er dltalanositott Cauchy-sorozat.

Bizonyitds. Legyen x € FE hatérértéke (z;);cr-nek, és V a 0O-nak kornyezete E-ben,
tovabbd legyen W olyan kornyezete a 0-nak E-ben, hogy W+W C V' és W = —W (utébbi
teljesiil példaul akkor, ha W-t szimmetrikusnak valasztjuk). Létezik olyan iy € I index,
hogy minden i € I, ¢ > iy esetén z; — x € W teljesiil. Legyen j, k > iy, ekkor

rj—xp=(x;—x)+(x—x) eEWH(-W)=W+WCV.0O

2.3.3. Allitas. Ha E topologikus vektortér, és M C E teljes halmaz, akkor M zart E-ben.

Bizonyitds. Legyen E topologikus vektortér, M C FE teljes halmaz, és (z;);c; M-ben
haladé éltaldnositott sorozat, amely konvergens E-ben. Ekkor (z;);c; az el6zé allités
alapjan altalanositott Cauchy-sorozat, ezért - M teljessége miatt - minden limeszpontja
eleme M-nek, tehat M zart halmaz. [

2.3.4. Allitas. Legyen E teljes topologikus vektortér, és M C E zart halmaz. Ekkor M
teljes E-ben; kovetkezésképpen, ha M linedris altér, akkor M az altértopoldgidval elldtva
teljes topologikus vektortér.

12



Bizonyitds. Legyen (x;);e; M-ben haladé altalanositott Cauchy-sorozat. Ekkor (z;)cr
E-ben is Cauchy, ezért konvergens, és M zartsaga, valamint az érintési pontok altaldnosi-
tott sorozatokkal valé jellemzése miatt ( [10] 26.3.5. Allitds) minden limeszpontja eleme
M-nek, tehdt M teljes halmaz. [

2.3.5. Kovetkezmény. Legyen E teljes topologikus algebra és F' C E zdrt részalgebra.
Ekkor F' az altértopologiaval ellatva teljes topologikus algebra.

2.3.6. Lemma. Legyenek E, F topologikus vektorterek, és u : E — F folytonos linedris
operdtor. Ha (x;)ic; E-ben haladd dltaldnositott Cauchy-sorozat, akkor (u(x;))ier (F-ben
haladd) dltaldnositott Cauchy-sorozat.

Bizonyitds. Legyen V a 0-nak kornyezete F-ben. Mivel u folytonos a 0-ban, ezért léte-
zik olyan U kornyezete a 0-nak E-ben, amelyre w(U) C V. Mivel (x;);c; altalanositott
Cauchy-sorozat E-ben, ezért létezik olyan iy € I, hogy minden 4, j > iy esetén

z; —x; € U, kovezésképpen u(z;) —u(z;) = u(x; —x;) € V, tehédt (u(x;));er altalanositott
Cauchy-sorozat F-ben. [J

2.3.7. Allitas. Legyen E wvektortér, (E;);cr topologikus vektorterek rendszere, és (u;)ier
olyan rendszer, hogy minden i € I-re u; : E — E; linedris leképezés. Ha E-t elldtjuk
az (B, u;)ier rendszer dltal projektiven elddllitott topologidval, és (x;)jes E-ben halado
altalanositott sorozat, akkor

(z;)jes Cauchy E-ben < (Vi € I): (fi(z;))es Cauchy E;-ben.

Bizonyitds. Mivel minden i € I-re u; folytonos linedris operdtor (a projektiven el6éllitott
topoldgia definicdja szerint), ezért a balrdl jobbra irdny az el6z6 lemméabdl kovetkezik.

A masik irdny bizonyitasdhoz tegyiik fel, hogy minden i € I-re (f;(z;));jes altalanositott
Cauchy sorozat F;-ben. Legyen V' a 0-nak kérnyezte E-ben. Ekkor 1étezik olyan () # Iy C
I véges halmaz és olyan (Vj)rer, rendszer, hogy minden k € Iy esetén V) kornyezete a

0-nak F;-ben és ) U (Vi) C V. A feltevésbdl adédéan minden k € Iy-hoz létezik olyan
kely

Jr € J index, hogy I, m € J ésl,m > jj esetén uy(z;) —ug(xy,) € Vi. Legyen jo € J olyan,
hogy minden k € [j esetén jo > ji (ilyen tulajdonsagu jo a J halmaz felfelé irdnyitottsaga
miatt létezik). Ekkor minden k € Iy és minden I,m € J esetén, ha I,m > j,, akkor

T — T 6&; (Vk). Tehat ha l,m € J és l,m > joy, akkor

T — Ty € m 1_”1 (Vi) CV,

k‘EI()

azaz (z;)je; altalanositott Cauchy-sorozat E-ben. [

Sziikségiink lesz egy tényre az altalanos topologiabol.
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2.3.8. Allit4s. Legyen (T;,T;)ier topologikus terek rendszere, T = [[T;, T jelilje a
iel

szorzattopoldgiat T' felett, és legyen (x;);es T-ben haladd dltaldnositott sorozat. Ekkor

(x)jeq pontosan akkor konvergens a T topologia szerint, ha minden i € I-re (pri(x;));ecs

konvergens a T; topologia szerint.

Bizonyitas. El6szor tegyiik fel, hogy (z;);e; konvergens a T topolégia szerint. Mivel
minden ¢ € [-re a pr; : T — T; kanonikus projekcio-fiiggvény folytonos a T és T; topoldgiak
szerint, ezért az atviteli elv alapjan minden i € I esetén a (pr(z;));jes altalanositott
sorozat konvergens a T; topoldgia szerint.

A masik irdny bizonyitasahoz tegyiik fel, hogy minden ¢ € I-re (pr;(x;));es konvergens a 7;
topoldgia szerint. Ekkor kivdlaszthato egy olyan (z;¢)icr rendszer, amelyre minden i € [
esetén x; 0 € T; és x;, a (pri(x;)) e dltalanositott sorozat hatarértéke. Megmutatjuk, hogy
z = (v;0)icr € T az (x;)jes sorozat hatarértéke. Legyen V' C T az x egy kornyezete.
Ekkor 1étezik olyan () # Iy C I véges halmaz és olyan (Vj)res, rendszer, hogy minden
k € Iy esetén V, nyilt halmaz Ti-ban és

T € p_T’lk <Vk> Cc V.
kely

A feltevés miatt k € I esetén Vi-hoz létezik egy olyan j; € J index hogy minden j € J-re,
ha j > jj, akkor pri(z;) € Vi. Legyen jy € J olyan, hogy minden k € I, esetén jo > jy
(ilyen tulajdonsagu jo a J halmaz felfelé iranyitottsdga miatt 1étezik). Ekkor minden
j € J esetén, ha 7 > jy, akkor

T € ﬂ Pk (Vi) CV,

kelp

tehat az (z;);e; altalanositott sorozat konvergens J szerint. [J

2.3.9. Tétel. Legyen (E;)ic; topologikus vektorterek rendszere és E := [] E;. Ekkor E
el

a szorzattopologidaval elldtva pontosan akkor teljes, ha minden ¢ € I-re az E; topologikus

vektortér teljes.

Bizonyitds. Eloszor tegyiik fel, hogy minden ¢ € I-re az E; topologikus vektortér teljes,
és legyen (z,);es altalanositott Cauchy-sorozat E-ben. Ekkor a h Allités alapjan
minden i € I esetén (pr;(z;));es altaldnositott Cauchy-sorozat E;-ben (itt pr; jeloli az
E — E; kanonikus projekciét minden i € [-re), ezért konvergens is, igy az el6zé allitds
alapjan (z;),es is konvergens E-ben.

Megforditva, ha E teljes, és teszleges, rogzitett ig € I esetén (w;,;)jes altalanositott
Cauchy-sorozat E; -ban, akkor definialjuk az (x;j)(i,j)e 1% rendszert a kovetkezéképpen:

o __{ Ti; ;hat=igésjeJ

W O0p, s hai#igésjeld
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Ekkor minden i € I-re a (pri(z};));es altaldnositott sorozat Cauchy-sorozat, ezért min-
den j € J-re az z; 1= (7,)icr € E jelolést bevezetve a [2.3.7] Allitas alapjén (z;);e,
altalanositott Cauchy-sorozat F-ben, kovetkezésképpen konvergens, igy az atviteli elv és
a pry, fiiggvény folytonossaga alapjan (pri,(z;))jes = (xi,,) es dltaldnositott sorozat kon-
vergens E;-ben. [

2.3.10. Kovetkezmény. Legyen (E;)c; topologikus algebrdk rendszere és E = [] E;.

iel
Ekkor az E algebra a szorzattopologidval elldtva pontosan akkor teljes, ha minden i € I-re
az F; topologikus algebra teljes.

2.3.11. Allitas. Legyen E teljes topologikus vektortér, F' topologikus vektortér, u : £ — F
linedris homeomorfizmus. Ekkor F' is teljes topologikus vektortér.

Bizonyitds. Legyen (z;)e; F-ben haladé altalanositott Cauchy-sorozat. Ekkor a [2.3.6]

Lemma miatt (u~!(x;))ier E-ben haladé dltaldnositott Cauchy-sorozat, tehét konvergens
E-ben, igy u folytonossdga miatt (x;);c; konvergens F-ben. [
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3. Lokalisan m-konvex algebrak

3.1. m-konvex halmazok és m-horddok

3.1.1. Definicié. Az E topologikus vektorteret lokdlisan konvexnek nevezziik, ha lé-
tezik a 0-nak konvexr halmazokbdl dllo kornyezetbdzisa E-ben. Az E vektortér feletti T
topolégiat lokdlisan konvexnek nevezziik, ha E a T topoldogidval elldtva lokdlisan konvex
topologikus vektortér.

3.1.2. Definicié. Ha E algebra K felett, akkor eqy B C E halmazt multiplikativnak
neveziink, ha B - B C B teljesil rd. Az E multiplikativ és konvex részhalmazait réviden
m-konvex halmazoknak nevezzik.

3.1.3. Definicié. Egy K feletti E algebrat lokdlisan multiplikativan konvex (révi-
den: lokdlisan m-konvex) algebrdnak nevezziik, ha E topologikus vektortér és létezik
a 0-nak m-konvex halmazokbol dllo kornyezetbdzisa. Az E algebra feletti T topologidt lo-
kdlisan m-konvexnek nevezziik, ha E a T topologidval elldtva lokalisan m-konvex algebra.

3.1.4. Allitas. Ha E lokdlisan m-konvez algebra, akkor E folytonos szorzdsi topologikus
algebra.

Bizonyitds. Jelolje 28 a 0-nak egy m-konvex halmazokbdl allé kornyezetbazisat. A [2.1.4]
Tétel alapjdn elég azt beldtnunk, hogy B-re teljesiil az (AV},) tulajdonsig, ez pedig ko-
vetkezik a B-beli halmazok multiplikativitasabol. [

A megforditds nem igaz, amint ezt a kovetkezo példa is mutatja.
Példa. Legyen p €]0, 1], és

—{:BGKN|Z|:B )P < oo}

Ekkor .
d: i< Il =R (x,y) = > fa(k) —y(k)|
k=0
metrika [ felett, bebizonyitjuk, hogy az &ltala generdlt topolégidval (jelolje Ty) I (a
pontonkénti miiveletekkel) folytonos szorzasu topologikus algebra. T, linedris topolégia,
ehhez [10] 2.1.6. Allitdsa és d transzldcié-invariancidgja miatt elég ellenérizniink, hogy

minden r € RY esetén B,(0;d) kiegyensulyozott és elnyelé halmaz. Legyen r € RT,
A€ B1(0;K) és x € B,(0;d). Ekkor

d(0, \.x) Z!A:c !—M\(Z\x >§Wr§r,
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tehét B,(0;d) kiegyenstlyozott halmaz. Legyen most y € I és R € RT olyan, hogy
Z lz(k)[P < R. Ekkor .y € B,.(0;d), tehdt B,(0;d) elnyeld halmaz. Be kell még
latnunk hogy (AV},,) teljesiil a

B = {B,(0;d)|r € R*}

kornyezetbézisara a T, topolégidnak. Legyen rr € Rt tovdbba o € R olyan, hogy o < T%,
és z,y € B,(0;d). Ekkor

d(0, ry) = Z\w \<<Z\$ ><§Iy(1€)\)<@2§r,

tehat B,(0;d) - B,(0;d) C B,(0;d), azaz (AV},,) teljesiil B-re.

Megmutatjuk, hogy & nem lokdlisan konvex (kovetkezésképpen nem is lokdlisan m-
konvex). Ehhez elég beldtni, hogy r € R* esetén B,(0;d) nem tartalmazza a 0-nak
konvex kornyezetét. Indirekten tegyiik fel V' olyan konvex kornyezete a 0-nak, amelyre
V C B,(0;d) teljesiil. Legyen s € RT olyan, hogy B,(0;d) C V. Minden k € N-re jeldlje
e azt az l-beli elemet, amelynek k-adik komponense 1, az sszes tobbi pedig 0. Ekkor
minden k € N-re s.e;, € B,(0;d), kovetkezésképpen minden n € N-re

n—1

(s ex) € conv(Bs(0;d)) CV C B,.(0;d),
k=0

tehat
n'PgP = Z s.ex)

ami p < 1 miatt ellentmondas.

Megjegyzés. Az el6z6 példa azért is érdekes, mert p €]0,1[ esetén (I%,d) egy olyan
szeparalt, nem lokalisan konvex tér, amely felett a folytonos lineéris funkcionédlok halmaza
szétvalasztd. Ugyanis minden n € N-re

Up iy = K o= 2z(n),

linedris, és tetszéleges ¢ € RT-hoz § := &P olyan szam, hogy = € Bs(0; d) esetén

fun(2)] = Jo(n)] < (Z |a:<k>|P) <.

azaz u, a 0-ban folytonos, tehét folytonos. Tovédbba {u, |n € N} szétvalaszto 1L felett.
Ez azt is jelenti, hogy léteznek I[f-ben nemtrivialis konvex, nyilt kiegyensilyozott halma-
zok, ugyanis ha u nemnulla folytonos linedris funkciondl, akkor r» € R™ esetén [|u| < 7]
rendelkezik az elébb felsorolt tulajdonsagokkal.
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3.1.5. Definicié. Ha E topologikus vektortér, akkor eqy B C E halmazt hordonak ne-
veziink, ha konvex, zart, kiegyensilyozott és elnyelé halmaz. Tovdbba, ha E topologikus
algebra, akkor a multiplikativ hordokat roviden m-hordoknak nevezziik.

3.1.6. Lemma. Legyen E topologikus vektortér. Ekkor a kovetkezd dllitdsok teljestilnek:
(i) Ha C C E konvez halmaz, akkor int(C') is konver.

(ii) Ha C C E konvex halmaz, akkor C is konvex.

(11i)) Ha V C E kiegyensilyozott halmaz, akkor conv(V') is kiegyensilyozott.

(iv) Ha V C E kiegyensilyozott halmaz, akkor V is kiegyensilyozott.

Bizonyitds. (i) Legyenek z,y € int(C) és t € [0,1]. Legyenek U és V a 0-nak olyan
kornyezetei F-ben, amelyekre x + U C C' és y+V C C. Ekkor W := U NV a 0-nak
kérnyezete E-ben, és W C t.W + (1 —t).W teljesiil ra. Ekkor

te+(1—-t)y+WCt(z+W)+(1—-2t).(y+W)Ct.C+(1-1t).CCC,

azaz t.ox + (1 —t).y € int(C), tehat int(C) konvex halmaz.

(ii) Legyenek x,y € C, t € [0,1] és U a 0-nak kornyezete E-ben; azt kell beldtnunk, hogy
((tx+ (1 —t)y) +U)NC # (. Legyen V a 0-nak olyan kiegyensilyozott kiornyezete
E-ben, amelyre V +V C U teljesiil. Legyen 2’ € (x +V)NC ésy' € (y+V)NC. Ekkor
tax'+(1—t)y € C,és

ta'+(1—-t)y et(ze+V)+(1—-1t).(y+V)C

Cte+1-t)y)+(V+V)C(te+(1-t)y) +U,

azaz t.x' + (1 —t).y' € (tx+ (1 —-t)y) +U)NC.
(iii) Legyen z € conv(V) és A € B1(0;K), azt kell megmutatnunk, hogy A\.z € conv(V).
Koénnyen ellenorizhet6, hogy x eloall a kovetkezd alakban:

r = Z ;.2

el

ahol I # () véges indexhalmaz, minden i € I-re a; € [0,1] és x; € V, tovdbbd > a; = 1.
il
Ekkor
Ax = Zai.()\.xi) € Zai.(/\.V) C Zozi.V C conv(V),
iel iel iel

tehét conv(V') kiegyenstlyozott halmaz.
(iv) Mivel a K x E — E; (A, z) — Az leképezés folytonos az Ex X Tg és Tr topoldgidk
szerint (ahol Tg az E topoldgiajat jeloli), ezért ha V' C E kiegyensilyozott halmaz, akkor
a folytonossag topologikus jellemzése alapjan

B1(0;K).V C B1(0;K).V C V.



3.1.7. Lemma. Legyen E topologikus algebra. Ekkor a kiovetkezd dllitdsok teljesiilnek:
(1) Ha U C E multiplikativ halmaz, akkor eq(U) is multiplikativ.

(1i) Ha U C E multiplikativ halmaz, akkor conv(U) is multiplikativ.

(iii) Ha A, B C E, akkor A-B C A - B, kévetkezésképpen, ha U C E multiplikativ halmaz,
akkor U is multiplikativ.

Bizonyitds. (i) Legyen U C E multiplikativ halmaz, ekkor
eq(U) - eq(U) = B1(0;K).U - B1(0;K).U = B1(0;K).U - U C B1(0;K).U = eq(U).

(ii) Legyen U C F multiplikativ halmaz és z,y € conv(U). Ekkor

r = E (07251 7N

i€l

y= Z Bj.xj
jed
ahol I és J nemiires, véges indexhalmazok, tovabba minden (i, j) € I x J-re x;,y; € U
és oy, B; € [0,1], valamint Y «; =1 = > f;. Igy - kihasznalva U multiplikativitdsat -
i€l jeJ
kapjuk, hogy:

Ty = (Z ale)(z Bj.x;) = Z a;f.xy; € Z a; ;.U C conv(U),

el jeJ (4,9)eIxJ (i,7)eIxJ

ahol az utébbi tartalmazds > «;8; = 1 miatt teljesiil.
(3,5)EIxJ

(iii) Legyen x € A és y € B, és legyen (z;);c; olyan A-ban haladé altalanositott sorozat,
amelyre lirlrl x; = z, illetve (y;)jes olyan B-ben haladé altaldnositott sorozat, amelyre

hlgl y; = y. Ekkor a[2.1.1} Definici6 és az atviteli elv alapjan:
]’

Yy = lirln Ty = lirln xz(l;r? yj) = lir}n(ljn}l Tiy;) -

Mivel minden i € I-re 11{171 xy; € A- B, igy A- B zartsaga miatt zy € A- B. O
]7

3.1.8. Allitas. Lokdlisan m-konvez algebraban létezik a 0-nak m-hordokbol dllo kornye-
zetbazisa.

Bizonyitds. Legyen E lokalisan m-konvex algebra és V' C E a 0-nak kornyezete. Azt kell
megmutatnunk, hogy V' tartalmazza a 0-nak m-hord6 kornyezetét. Legyen V; a 0O-nak
olyan zart kornyezete E-ben, hogy Vi C V (ilyen kornyezetet azért tudunk venni, mert
minden linedris topolégia regularis, lasd [10] 1.1.4 Allitésat). E lokalis (m-)konvexitdsa
miatt vehetiink olyan V5 konvex kornyezetét a 0-nak FE-ben, amelyre Vo C Vi, és .
Tétel miatt) vehetiink olyan V3 kiegyenstlyozott kornyezetét a 0-nak FE-ben, amelyre
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V3 C V4, illetve ismét E lokalis m-konvexitasa miatt 1étezik V, multiplikativ kornyezete a
O-nak E-ben, amelyre Vy C V5. Ekkor W := conv(eq(Vy)) C V, tovabba W kérnyezete a
0-nak E-ben, valamint

-zart

-konver, mert a[3.1.6] Lemma alapjan konvex halmaz lezértja konvex

-elnyeld, mert topologikus vektortérben a 0-nak minden kornyezete elnyeld,
-kiegyensilyozott, mert szintén a [3.1.6] Lemma miatt kiegyensilyozott halmaz konvex
burka és lezartja kiegyensilyozott

-multiplikativ, mert az el6z6 lemma szerint multiplikativ halmaz kiegysulyozott burka,
konvex burka és lezartja is multiplikativ,

tehat W m-hordé E-ben. 0O

” »

3.2. Projektiven eloallitott lokalisan m-konvex topolégiak

3.2.1. Allitas. Legyen E algebra, (E;)icr lokdlisan m-konves algebrdk rendszere, és (u;)ics
olyan rendszer, hogy minden v € [-re u; : E — F; algebra-morfizmus. Ha T jeldli az
(E;, u;)ier rendszer dltal projektiven eldallitott topologidat E felett, akkor E a T topoldgidval
ellatva lokdlisan m-konvex algebra.

Bizonyitds. Elszor is feltehets, hogy I # (), ellenkezd esetben T az antidiszkrét topoldgia
E-n, ami lokélisan m-konvex. Ekkor [10] 1.4.1. Allitésa alapjan, ha Py(I) jeloli az I véges
részhalmazainak halmazat, valamint minden ¢ € I-re B; a 0-nak kérnyezetbazisa az E;
algebraban akkor a

B = {() il (V) [ (J € PolD) A ((Viies € [T B0}

icJ icJ

halmaz a 0-nak kornyezetbazisa E-ben. Mivel az (E;);c; rendszer lokédlisan m-konvex al-
gebrakbdl all; ezért minden i € I-re a B; megvalaszthato gy, hogy elemei m-konvex hal-
mazok legyenek. Ekkor B elemei is m-konvex halmazok, mert m-konvex halmaz algebra-
morfizmus altali 6sképe m-konvex és m-konvex halmazok metszete m-konvex, tehat a T
topoldgia lokalisan m-konvex. []

3.2.2. Kovetkezmény. Lokdlisan m-konvex algebra részalgebrdja az altértopologidval el-
latva lokalisan m-konvex algebra. Lokalisan m-konvex algebrak szorzata a szorzattopologi-
dval elldtva lokdlisan m-konvex algebra. Ha E algebra és (T;);e;r olyan E feletti topoldgidk
rendszere, hogy minden i € I-re az (E,T;) pdr lokdlisan m-konvex algebra, akkor E a

sup T; topolégidaval elldtva lokdlisan m-konvex algebra.
iel

Bizonyitds. Az altértopolégia, a szorzattopoldgia és a szuprémum-topolédgia specidlis pro-
jektiven eloallitott topologiak. []

20



3.2.3. Definicio. Legyen E algebra. A p : E — R, félnormdt szubmultiplikativnak
nevezzik, ha minden x,y € E esetén p(xy) < p(x)p(y).

3.2.4. Allitas. Legyen E algebra, és p: E — R, szubmultiplikativ félnorma. Ekkor a p
daltal generdlt topologia lokdlisan m-konvex topologia E felett.

Bizonyitds. A
B = {[p <r]|r€]0,1]}

halmaz a 0-nak m-konvex halmazokbdl all6 kornyezetbézisa. Valéban, r €]0,1], x,y €
[p <], éste|0,1] esetén

p((1—t).x+ty) < (1—)p(x) +tply) <r

p(xy) < p(@)p(y) <r* <r.0O

3.2.5. Definicié. Ha E vektortér, (p;)icr E feletti félnormdk rendszere, és minden i € I-

re Ty, jeloli a p; félnorma dltal generdlt E feletti topologidat, akkor a sup T, topoldgidt a
icl

(pi)icr félnorma-rendszer dltal generdlt topolégianak nevezziik.

A B:2.2] Kovetkezmény alapjan ha E algebra és (p;)e; E feletti szubmultiplikativ
félnormék rendszere, akkor a (p;);cr rendszer dltal generalt topoldgia lokdlisan m-konvex.
Megmutatjuk, hogy a megforditas is igaz (hasonléan, mint a topologikus vektorterek ese-
tében), azaz minden lokdlisan m-konvex topolégia eléallithaté szubmultiplikativ félnor-
marendszer altal generalt topologiaként.

3.2.6. Definicid. Legyen E vektortér, és C C E olyan halmaz, hogy minden x € E esetén
létezik X € RY, hogy x € \.C. Ekkor a
poc:E—R.; z—inf{AeR"|ze\C}

leképezést a C' halmaz Minkowski-funkciondljanak nevezziik.

Emlékeztetiink egy tényre a topologikus vektorterek elméletébol:

3.2.7. Lemma. Ha E vektortér és C C E konvez, kiegyensilyozott, elnyeld halmaz, akkor
a pc Minkowski-funkciondl félnorma E felett, és teljesil, hogy [pc < 1] € C C [pc < 1].

Bizonyitds. [10] 3.5.5. Lemméajabdl kovetkezik.

3.2.8. Lemma. Ha F algebra és U C E olyan multiplikativ halmaz, amelyre teljestil, hogy
minden x € E esetén létezik olyan A € RY, hogy v € \.U akkor a py Minkowski-funkciondl
szubmultiplikativ.
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Bizonyitds. Legyen z,y € FE és ¢ € RT tetszbleges. Ekkor py definicdja szerint 1étezik
olyan 0 < § < Sy Szém, hogy x € (pu(z) + 6).U, valamint létezik olyan 0 < §' <
min{m, 51> hogy = € (py(y) +0').U teljesiil. Ekkor, kihasznalva U multiplikativitasat

zy € ((pu(x)+6).U) - ((pu(y) +0").U) = (pu(z)pu(y) + 8'pu(z) + opu(y) +66).(U-U) C

C (pu(@)pu(y) + &'pulz) + dpu(y) + 66").U,
és mivel
pu(@)pu(y) + 8'pu(x) + dpu (y) + 68" < pu(x)pu(y) + ¢,
P

(
ezért py(xy) < pu(x)pu(y) + €. Tovabba, e € RT tetszéleges volt, kovetkezésképpen
pu(zy) < pu(@)pu(y). O

Az el6z6 két lemmabol kapjuk a kovetkezot:

3.2.9. Kovetkezmény. Ha E algebra ésU € E m-hordo, akkor a py Minkowski-funkciondl
szubmultiplikativ félnorma E felett.

3.2.10. Tétel. Az E topologikus algebra pontosan akkor lokdlisan m-konvex, ha létezik
olyan E feletti szubmultiplikativ félnorma-rendszer, amely E topologidjdat generdlja.

Bizonyitds. A Kovetkezmény és a[3.2.4, Lemma miatt szubmultiplikat{v félnorma-
rendszer altal generalt topoldgia lokdlisan m-konvex.

A masik irdny bizonyitdsahoz tegyiik fel, hogy E lokalisan m-konvex algebra, és legyen
B m-hordokbdl 4llé6 kornyezetbazisa a 0-nak E-ben. Ekkor a[3.2.9 Kovetkezmény alap-
jan a (py)ues rendszerre teljesiil, hogy minden U € B-re py szubmultiplikativ félnorma
E felett, tovabba a topologikus vektorterek elméletébl ismeretes ( [10] 3.5.6. Allités),
hogy a (py)ues (szubmultiplikativ) félnormarendszer éltal generdlt topolégia megegyezik
E topologidjaval. [

3.3. G-topoldgiak lokalis m-konvexitasa

Eloszor emlékeztetiink a korlatossag és az G-korlatos fiiggvények definicigjara, vala-
mint az G-topoldgidk néhany tulajdonsagéra.

3.3.1. Definicid. Legyen E topologikus vektortér. Eqy A C E halmazt korldatosnak
neveziink, ha A-t a 0 minden kornyezete elnyeli.

Megjegyzés. Ha E félnormalt tér, akkor a definicié ekvivalens a félnorma szerinti kor-
latossagal.

3.3.2. Definicié. Ha T halmaz, és F' topologikus vektortér, akkor eqy f : T — F fligguényt
korldtosnak neveziink, ha Im(f) korldatos halmaz F-ben. AT — F korldtos figgvények
halmazdt F°(T; F) jeloli.

22



Megjegyzés. Ha T halmaz, és F topologikus vektortér, akkor F°(T’; F) linedris altere a
T — F fiiggvények vektorterének.

Jelolés. Ha T halmaz, F' topologikus vektortér, akkor V' C F' esetén legyen
W(V):={fed"|Im(f) CV},

3.3.3. Tétel. Legyen T halmaz, F topologikus vektortér és Tr(0) jelolje a O vektor F-beli
kornyezeteinek halmazdat. Ekkor:
a) Létezik eqyetlen F(T; F) feletti T linedris topoldgia, amelyre

(W) |V eTr(0)}

a 0-nak kornyezetbdzisa T szerint.
b) Ha B kinyezetbdzisa a 0-nak F-ben, akkor a

(W) [V € Br}

halmaz kornyezetbdzisa a 0-nak F°(T; F)-ben a T topolégia szerint.
c¢) Eqy F°(T; F)-ben haladd (fi)icr dltaldnositott sorozat pontosan akkor konvergdl
f € F(T; F)-hez T szerint, ha

(VV e Tp(0)Fipe N(Vie H(VteT): (i >iy= f;(t) — f(t) € V),

amit ugy fejeziink ki, hogy “az (fi)icr dltaldnositott fiigguénysorozat T-n egyenletesen kon-
vergdl f-hez”.

Bizonyitds. 14sd [10] 5.6.2. Tétel. O

3.3.4. Definicié. Ha T halmaz és F' topologikus vektortér, akkor az elozo dllitasbelt T
topolégidt az F°(T; F) feletti egyenletes konvergencia topoldgidjdnak nevezzik, és
az FO(T; F) teret ezzel a topoldgidval elldtva Fo(T; F)-fel jeléljiik.

3.3.5. Definicié. Legyen T halmaz, & C P(T) nemiires halmaz és F topologikus vek-
tortér. Jelslie F&(T; F) azon f : T — F fiigguények halmazdt, amelyekre teljesiil, hogy
minden S € & esetén az f(S) halmaz korldtos F-ben. Az F&(T; F) fiiggvényhalmaz ele-
meit S-korldtos filiggvényeknek nevezziik.

Jelolés. Ha T halmaz, I’ topologikus vektortér, akkor S C T és V C F esetén legyen
W(S:V):={f € Fg| f(S) SV},
ps : F(T; F) = TS, F); [ fls.

3.3.6. Definicié. Legyen T halmaz & C P(T) nemiires halmaz és F topologikus vektortér.
Az (F2(T; F),ps)ses rendszer dltal projektiven elddllitott FL(T; F) feletti topoldgidt S-
topolégianak nevezzik.
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3.3.7. Allit4s. Legyen T halmaz, & C P(T) nemiires halmaz és F' topologikus vektortér.
a) Ha Br a 0-nak kérnyezetbazisa F-ben, akkor

{W(S,V)[(SeS)A(V eBr)}

kornyezet-szubbdzisa a 0-nak FL(T; F)-ben az S-topoldgia szerint.
b) Eqy F&(T; F)-ben haladd (f;)ier dltaldnositott fiigguénysorozat pontosan akkor konver-
gdl az f € F&(T; F) fiigguényhez, ha

(VS €)YV € Te(0)Fip € I)(Vi € I)(Vs € S): (i >ip= fi(s) — f(s) € V),

amit ugy fejeziink ki, hogy "minden S € S-re az (f;)ier dltaldnositott figgvénysorozat S-en
egyenletesen konvergdl f-hez”.

Bizonyitds. 1asd [10] 5.7.4. Allités. O

Az is ismeretes a topologikus vektorterek elméletébdl, hogy ha T halmaz, & C P(T)
nemiires halmaz és F lokdlisan konvex topologikus vektortér, akkor F&(T; F) az &-
topologiaval ellatva lokalisan konvex tér. Bebizonyitjuk, hogy hasonlé allitas igaz akkor,
ha F' lokalisan m-konvex algebra.

3.3.8. Lemma. Ha E folytonos szorzasi topologikus algebra és A, B C E korldtos hal-
mazok, akkor A+ B, A - B korldtos, illetve, ha A\ € K, akkor \.A s korldtos halmaz.

Bizonyitds. Legyen E folytonos szorzasu topologikus algebra és A, B C F korlatos halma-
zok, tovdbba V' a 0-nak kérnyezete E-ben. Ekkor (AVj;r) alapjén (2.1.40 Tétel) létezik
olyan W kornyezete a 0-nak E-ben, amelyre W+W C V. A és B elnyeldsége folytan léte-
zik olyan o, 5 € R™, hogy A € K, |\| > aesetén A C \.W, valamint A € K, |\| > [ esetén
B C AW. Ekkor A € K, |\| > max{a, f} esetén A+B CAWHAW = A (W+W) C AV,
tehat V elenyeli A + B-t. (AV},,) alapjan (2.1.4, Tétel) létezik olyan W’ kornyezete a
O-nak E-ben, amelyre W’ - W’ C V. Ekkor X € K és |N| > af esetén

A/
A-BC (a.W')- <—.W’) =N (W -W)CNV,
a
tehat V elnyeli A - B-t. Legyen most A\g € K\ {0}, ekkor N € K és |\'| > a|)g| esetén
Ao A C Ao.(i—g.V):)\.V, azaz V elnyeli A\g.A-t. [J

3.3.9. Allitas. Legyen T halmaz, & C P(T) nemiires halmaz és F folytonos szorzdsi
topologikus algebra. Ekkor F&(T; F) a pontonkénti szorzds miveletével részalgebrdja a
T — F figgvények algebrdjinak.

Bizonyitds. S € &, X €K, f,g € FL(T; F) esetén (A.f){S) = \.f(S),

(f + 9)(S) C f(S) + g(S), (fg)(S) C f(S)g(S), és korlatos halmaz skalarral szorozva
korlatos, korlatos halmazok Gsszege és szorzata korlatos, valamint korlatos halmaz rész-
halmaza is korlatos. [J
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3.3.10. Allitas. Legyen T halmaz, & C P(T) nemiires halmaz és F' lokdlisan m-konvex
algebra. Ekkor az F(T; F) feletti & topoldgia is lokdlisan m-konver.

Bizonyitds. Elészor igazoljuk, hogy ha V' C F m-konvex halmaz, akkor minden S € &
esetén W (S, V) m-konvex halmaz. Legyen V C F' m-konvex halmaz és S € &, t € [0, 1]
és f € W(S,V). Ekkor

Ef+ (1=t f)US) CHtf(S)+(1—t).f(S) CtV+(1—t)VCV,
tehdt ¢.f + (1 —t).f € W(S,V), tovabbé, ha g € W(S, V), akkor
fo(S) S f(S)-g(S)cV-VCV,

azaz fg € W(S,V). kovetkezésképpen W(S, V) m-konvex halmaz. Legyen Br a 0-nak
m-konvex halmazokbél 4ll6 kérnyezetbdzisa F-ben. Ekkor a[3.3.7 Allitas alapjén

B = {W(S,V)|(SeB)A(V €Bp)}

m-konvex halmazokbél all6 kérnyezet-szubbézisa a 0-nak F&(T'; F)-ben, és mivel véges
sok m-konvex halmaz metszete m-konvex, ezért a B’ dltal generalt bazis m-konvex hal-

mazokbdl all. O

Példa. 1.) Legyen T halmaz, & a T egyelemii halmazainak halmaza és F' lokalisan
m-konvex algebra. Ekkor FL(T; F) = F(T;F), és ezen az S-topoldgia a pontonkénti
konvergencia topolégidja, ami (az elézdek alapjan) lokalisan m-konvex.

2.) Legyen T topologikus tér, & a T' kompakt részhalmazainak halmaza és F' lokalisan m-
konvex algebra. Ekkor FL(T'; F)-en az & topolégia a kompakt konvergencia topolégidja.
Ennek C(T; F) egy részalgebraja, ami ezek alapjan a kompakt konvergencia topoldgidjaval
ellatva lokalisan m-konvex algebra.

3.) Legyen T halmaz, & := {T'} és F lokdlisan m-konvex algebra. Ekkor F(T; F) =
F(T; F), és ezen az & topoldgia az egyenletes konvergencia topolégidja, ami F' lokalis
m-konvexitasa miatt lokalisan m-konvex topoldgia.

4.) Ha az el6z6 példdkban F' helyére K-t frunk (ami lokdlisan m-konvex algebra az euk-
lideszi topoldgiaval, hiszen ez a topoldgia normébél szarmaztathatd), akkor kapjuk, hogy
tetszoleges T halmaz esetén a T — K fiiggvények algebraja a pontonkénti konvergen-
cia topoldgiajaval ellatva lokalisan m-konvex algebra, és a T' — K korlatos fiiggvények
algebrdja az egyenletes konvergencia topoldgidjaval ellatva lokalisan konvex algebra. To-
vabba, ha T topologikus tér, akkor a T — F' folytonos fliggvények algebraja a kompakt
konvergencia topoldgidjaval ellatva, valamint a T — F' folytonos fliggvények algebraja a
pontonkénti konvergencia topoldgidjaval ellatva szintén lokdlisan m-konvex algebra.

5.) A . Tétel utani méasodik példaban lattuk, hogy ha E végtelen dimenzos sze-
pardbilis Hilbert-tér, akkor L,(FE) (az E — FE folytonos linedris operdtorok algebrija a
pontonkénti konvergencia topoldgidjaval ellatva) olyan topologikus algebra, amely nem
folytonos szorzasi, kovetkezésképpen nem lokalisan m-konvex . Alh’tés), viszont lo-
kalisan konvex [10] 5.7.6. Allitdsa miatt, hiszen E normalt tér, tehat lokalisan konvex.
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3.4. Legnagyobb m-topolégiak és legnagyobb lokalisan m-konvex
topologiak

3.4.1. Definicié. Legyen E algebra K felett. Eqy E feletti T topologiat m-topologidnak
nevezink, ha az (E,T) pdr folytonos szorzdsi topologikus algebra.

Ha FE egy K feletti algebra, akkor sokféle m-topoldgia létezhet felette (példaul az
antidiszkrét topolégia mindig ilyen), felmeriil a kérdés: létezik-e legnagyobb ezen topo-
l6giak kozott? Az eddigiek alapjan ez a kérdés konnyen megvalaszolhaté: igen, ugyanis
ha vessziik az Gsszes m-topologiat akkor ezek szuprémuma szintén m-topolégia, mert a
topoldgia-szuprémum specialis projektiven eléallitott topoldogia. Hasonléan addédik, hogy
azon topoldgiak kozott is létezik legnagyobb, amelyekkel ellatva E topologikus algebra. A
most kovetkezo néhany allitas sziikséges és elégséges feltételt ad arra, hogy egy teszoleges
V' C E halmaz kornyezete legyen a 0-nak az E feletti legnagyobb m-topolégia szerint. Ezt
ugy bizonyitjuk, hogy kozben a legnagyobb m-topoldgia létezését is megkapjuk, anélkiil,
hogy felhasznalnank a projektivan el6allitott m-topolégidk tulajdnosagait.

3.4.2. Allitas. Legyen E algebra K felett és V C E. Pontosan akkor létezik olyan m-
topologia E felett, amely szerint V' koérnyezete a 0-nak, ha létezik az E kiegyensiulyozott és
elnyeld részhalmazainak olyan (W, )nen sorozata, amelyre Wo + Wy CV és Wy - Wy C V,
tovabbd minden n € N-re W, .1 + W, 1 CW,, és Wy,yq1 - Wiy C W, teljesiil.

Bizonyitds. Eloszor legyen V' C E a 0-nak kornyezete egy E feletti T m-topolédgia szerint.
Mivel a 0 minden T szerinti kérnyezetbazisara teljesiil (AV;), (AVirr) és (AV],) (2.1.4]
Tétel), ezért léteznek olyan W[, W[ kiegyensilyozott kornyezetei a 0-nak, amelyekre
Wi+ W CV, és WY - W C V. Ekkor Wy := W) N W{-ra teljesiil, hogy Wy + Wy C V
és Wy - Wy C V. Tegyiik fel, hogy n € N és (Wy)o<k<n a 0 kiegyensilyozott kornyeze-
teinek olyan rendszere, amelyre Wy + Wy C V és Wy - Wy C V, tovabba minden £ < n
természetes szamra Wy + Wiy C Wy és Wiy - Wir C Wy teljesiil. Ekkor W), a 0-nak
kornyezete T szerint, ezért 1étezik a 0-nak olyan W, kiegensulyozott kérnyezete, amelyre
Wit + Whir € Wipq és Woay - Wiy € W, teljesiil. Ekkor (Wy)o<k<ni1 a 0 kiegyensu-
lyozott kornyezeteinek olyan rendszere, amelyre Wy + Wy C V' és Wy - Wy C V., tovabba
minden k£ < n + 1 természetes szamra Wy 1 + Wiy C Wy és Wiy - Wiy C Wy teljesiil.
A kivalasztasi axiémaval kombindlt rekurzio-tétel alkalmazasaval kapjuk, hogy létezik a
0-nak kiegyenstlyozott kornyezeteibdl allé (W),),en sorozat, amelyre Wy + Wy C V' és
Wy - Wy C V., tovdbba minden n € N-re Wy, + W1 C W, és Wiy - Wy C W,
teljestil. Mivel minden n € N-re W, a 0-nak kornyezete, ezért elnyeld is, tehat, (W, )nen
rendelkezik a kivant tulajdonsagokkal.

Megforditva, legyen V' C FE olyan, hogy létezik F kiegyensilyozott és elnyel6 részhalma-
zainak olyan (W),,),en sorozata, amelyre Wy + Wy C V és W, - Wy C V', tovabba minden
n € Nre Wy + Wiy € W, és Wiy - Wopn C© W, teljesiil. Legyen (\,)nen olyan
K\ {0}-ban haladé sorozat, amelyre 711161& |An| = 0 teljesiil. Megmutatjuk, hogy

B = {\, W, |(m,n) € N x N}
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kornyezetbazisa egy olyan E feletti m-topoldgidnak, amely szerint V' kdrnyezete a O-nak.
B récs, ennek belatdsahoz legyen (m,n), (m/,n’) € N x N. Létezik olyan k € N, amelyre
|Ak| < min{| A\, |Am|}, valamint legyen | > max{n,n’}. Ekkor — mivel minden ¢ € N-re
W; kiegyenstlyozott és W, 1 C W; —

Ak
Ao

M

MWy € N (Wa VW) = (5

)W) 0 (A (

)W) € o Win) 0 (s Wit

B-re teljesiil (AV7), mert minden eleme kiegyensilyozott és elnyelé halmaz. (AVy;) is
teljesiil B-re, ugyanis legyen A € K\ {0} és (m,n) € N x N, ekkor 1étezik k € N, amelyre
Akl < |AAm| teljesiil, ezért a AW, € B-re

A
Ae. W, = Mm(ﬁ).wn C A Wi, .

m

Tovabba (m,n) € N x N esetén a \,,.W,, 1 € B halmazra
/\m'Wn-l—l + )\m'Wn-l—l = Am-(Wn—‘rl + Wn+1) - Am-Wrm

tehat (AVirr) is teljestil B-re. (AV),,)-hoz legyen (m,n) € N x N, és k € N olyan, hogy
IAe| < |Am|2. Ekkor a A\y. W41 € B halmazra

/\2
MeWoi1) - AeWog1) = X2 (Whgt - Wiyt) C AW, C )\m(/\—k).Wn C AW,

Tehdt a 2.1.4] Tétel alapjan létezik olyan FE feletti T m-topolégia, amely szerint B a
0-nak kornyezetbazisa. T szerint V' kornyezete lesz a 0-nak, mert

Wo=Wo+ {0} CWo+ Wy CV, és \g.Wy € B, tovabbd A\ # 0, ezért W, kirnyezete a
0-nak, kovetkezésképpen V' is. [

Megjegyzés. Az el6z6 bizonyitas masodik részében eléallitott topoldgia megszamlalhato
kornyezetbazisu, igy az allitasbol az is kovetkezik, hogy ha egy V' C F halmaz kornyezete
a 0-nak valamilyen m-topoldgia szerint (illetve itt elég azt feltenni, hogy linedris topold-
gia szerint, lasd [10] 1.2.2. Lemma bizonyitdsét), akkor kornyezete egy félmetrika &ltal
generalt m-topologidnak (illetve linedris topoldgianak).

3.4.3. Allitas. Ha E algebra K felett, akkor létezik E feletti legnagyobb m-topologia. Ha
B jeloli azon V- C E halmazokat, amelyekhez létezik az E kiegyensulyozott és elnyeld
részhalmazainak olyan (Wy,)nen sorozata, amelyre Wo + Wy C V és Wy - Wy C V, to-
vabbd minden n € N-re W, .1 + Wiy C W, és Wyyy - Wyy C W, teljesiil, akkor B
kornyezetbdzisa ennek a topologidnak.

Bizonyitds. Elészor belatjuk, hogy 9B racs. Legyen V.V’ € B, ezekhez léteznek az F
kiegyenstlyozott és elnyeld részhalmazainak olyan (W), )nen, (W) )nen sorozatai, amelyek-
re Wo+ Wy CV, Wo - Wy CV, Wg+ W5 C V' és Wj- Wi C V', tovdbba minden
n € Nore Wy + Wiy © W, és Wipy - Wiy € Wy, valamint W), + W, C W, és
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W)W €W, Ekkor a (W,NW)),en sorozat kiegyensilyozott és elnyelé halmazokbdl
all, (WonW{)+(WonW() CVnV' (WonWy)-(WonW() C VNV’ illetve minden n € N-re
(Wn—H N erH—l) + (Wn-i-l va/z—i—l) cWa f\IWé és (Wn-i-l va/z—i—l) ’ (Wn-i-l mW7/z+1) c Wan Wé’
azaz V NV’ € B.

Ha V € B és (W, )nen az E kiegyensiilyozott és elnyel6 részhalmazainak olyan sorozata,
amelyre Wy + Wy CV és Wy - Wy C V| tovabba minden n € N-re W,y + W,,1 C W, és
W1 Wi € W, akkor minden m € N esetén W,,, € B, mert (W, 1m11)nen az E kiegyen-
sulyozott és elnyel6 részhalmazainak olyan sorozata, amelyre W, .1+ W01 € Wi, Wiir-
Wit1 € Wi, és minden n € N-re W, ipi0 + Wiinio € Wignt1, Winanto - Wingnaa C
Wingns1. Ennek segitségével bebizonyitjuk, hogy B-re (AVr), (AVir), (AVirr), (AV],,) tel-
jesiil.

Legyen V € B, és (W,,)nen az E kiegyensilyozott és elnyel$ részhalmazainak olyan so-
rozata, amelyre Wy + Wy C V, Wy - Wy C V., és minden n € N-re W,y + W,.1 C W,
Wit -Wihir CW,. Ekkor Wy C V és W elnyeld, ezért V is elnyeld, tovabba Wy kiegyen-
sulyozott és Wy € B, tehat (AV]) teljesiil B-re. (AVyr) belatasihoz legyen elészor A € K,
|A| > 1. Ekkor AWy C \.V, és W, kiegyensilyozottsaga miatt Wy C \.Wy, kovetkezés-
képpen A\.W, € B. Legyen most A € K\ {0}, |A\] < 1. Ebben az esetben A\.V € B, hiszen
(AW, )nen az E kiegyensilyozott és elnyel6 halmazainak olyan sorozata, amelyre

(AWo) + (AW) = \.(Wy + Wo) C AV,
(AWo) - (AWo) © (A Wo) - Wo = A (Wo - Wo) S AV,

és minden n € N-re
()\.Wn+1) + ()\Wn—i-l) == )\.(Wn+1 + Wn—i—l) g )\Wna

()“Wn-H) . (/\Wn-l-l) g (/\Wn+1) : Wn+1 = /\-(Wn—i-l : Wn+1> g )\-W’rm

azaz (AVyr) teljesiil B-re. Végiil, Wy € B, Wy + Wy CV és Wy - Wy C V, tehat (AViyy)
és (AVyv) is teljesiil B-re.

Jelolje T azt az m-topologiat E felett, amely szerint 8 a 0-nak kornyezetbazisa .
Tétel). Ha T’ m-topoldgia E felett, és V' kornyezete a 0-nak T’ szerint, akkor az el6z6
allitas alapjan V' € B. Ez azt jelenti, hogy T barmely F feletti m-topologianal nagyobb-
egyenlo. [J

3.4.4. Kovetkezmény. Legyen E algebra K felett. Egy V C E halmaz pontosan akkor
kornyezete a 0-nak az E feletti legnagyobb m-topologia szerint, ha létezik az E kiegyen-
sulyozott és elnyeld részhalmazainak olyan (W, )nen sorozata, amelyre Wy + Wy C V' és
Wo-Wo CV, tovdabba minden n € N-re W, .1 +W, 11 CW,, és Wy1- W,y C W, teljesiil.

Arra a kérdésre, hogy egy K feletti E algebran létezik-e legnagyobb lokalisan m-konvex
topoldgia, szintén pozitiv valaszt tudunk adni, hasonlé okokbdl, mint az alfejezet elején,
ugyanis az Osszes F lokdlisan m-konvex topoldgia szuprémuma (az antidiszkrét topologia
mindig lokdlisan m-konvex) lokdlisan m-konvex lesz a . Kovetkezmény alapjan. A
legnagyobb lokalisan m-konvex topoldgidban is tudjuk jellemezni a 0 kornyezeteit.
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3.4.5. Allit4s. Legyen E algebra K felett. Egy V' C E halmaz pontosan akkor kornyezete
a 0-nak az E feletti legnagyobb lokdlisan m-konvex topolégidban, ha tartalmaz m-konvex,
kiegyensulyozott és elnyeld halmaczt.

Bizonyitds. Legyen ‘B az E Osszes m-konvex, kiegyensilyozott, elnyeld részhalmazainak
halmaza. Elég megmutatnunk, hogy ‘B kornyezetbazisa a O-nak az E feletti legnagyobb
lokalisan m-konvex topoldgia szerint. (AV;) és (AV},,) trividlisan teljesiil B-re, tovab-
bé (AViy) is, mert V€ B és A € K\ {0} esetén A\.V € B. Mivel B minden eleme
konvex halmaz, ezért minden V € B-re %.V + %.V C V teljesill, tehat (AVry) telje-
siil B-re. B zart a véges metszetképzésre, tehat rics, {igy a[2.1.4] Tétel alapjén létezik
egyetlen olyan T m-topolégia E felett, amely szerint B a 0-nak kdérnyezetbézisa. T loké-
lisan m-konvex, tovabba, ha T’ lokalisan m-konvex topolégia E felett, és ha V' a 0-nak
kornyezete T’ szerint, akkor tartalmaz T’ szerinti m-horddt, ez pedig eleme B-nek, tehat
V' e B, Kovetkezésképpen T’ C T, tehat T a legnagyobb lokalisan m-konvex topolégia. [

Felmeriil a kérdés, hogy egy K feletti algebran a legnagyobb m-topoldgia lokalisan
konvex-e? Erre linearis topologidk és lokalis konvexitas esetében pontos valaszt tudunk
adni: ha E vektortér, akkor az F feletti legnagyobb linedris toplégia pontosan akkor lo-
kalisan konvex, ha F véges vagy megszamlalhatéan végtelen dimenziés. Az is ismeretes,
hogy a legnagyobb lokalisan konvex topoldgia szeparalt, kovetkezésképpen a legnagyobb
linedris topoldgia is, hiszen nagyobb-egyenlo a legnagyobb lokélisan konvex toplégiandl.
Ezért addédik a kovetkezd kérdés is: egy K feletti algebran a legnagyobb lokélisan m-
konvex topoldgia szeparalt-e? Mindkét kérdésre részleges valaszt fogunk adni.

3.4.6. Allitas. Ha E eqy K feletti eqységelemes, véges dimenzios algebra, akkor létezik
szubmultiplikativ norma E felett.

Bizonyitds. Legyen E egy K feletti egységelemes, véges dimenzids algebra és || - || g tetszo-
leges norma E felett. Jelolje L(F) az E — FE || - ||g szerint folytonos, linedris operédtorok
algebrdjat a pontonkénti osszedds és a kompozicié miveletével, és legyen

lo: FE— FE; v ax.

Minden a € E esetén [, linedris és folytonos is || - ||z szerint, mert E véges dimenzids
( |10} 1.7.7. Kovetkezmény). Ekkor a

. FE— L(E); a—l,

leképezés algebra-morfizmus (mivel E asszocativ algebra). Tovabba injektiv, mert ha

a € E esetén [, = 0, akkor a = al = 0. Jeldlje || - || az £(E) feletti operdtornormat.
Mivel || - || szubmultiplikativ ( [7] 1.4.2. Allitds), ezért || - || o ® szubmultiplikativ norma
E felett. [

Emlékeztetiink arra a tényre, hogy ha A egy teszbleges K test feletti algebra, és
bevezetjiik az A := K x A jelolést, tovabba a kovetkezo leképezéseket:

+:Ax A=A, AxA— A, KxA— A
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tigy, hogy minden (X, a),(N,d’) € A, és a € K esetén
Na)+N,d)y=AN+N,a+d),
(Aa) - (N,d') = (AN, \d' + N.d' +ad),
a.(A a) = (a\ a.a),

akkor A a fenti miiveletekkel elldtva olyan egységelemes algebra (az (1, 0) egységelemmel),
amelyre a {0} x A C A izomorf az A algebraval ( [10] 13.2.1. Allit&s).

3.4.7. Definicié. Ha A algebra a K test felett, akkor az imént definidlt A algebrdt az A
standard egységelemesitésének nevezzik.

3.4.8. Allitas. Ha E véges dimenzios, K feletti algebra, akkor létezik szubmultiplikativ
norma E felett.

Bizonyitds. Legyen E véges dimenzits, K feletti algebra és jelolje E a standard egység-
elemesitését, valamint j az F — E; a — (0, a) kanonikus injekciét. Legyen tovabba || - ||
szubmultiplikatfv norma E felett. Mivel j injektfv algebra-morfizmus, ezért a || - || o j
szubmultiplikativ norma FE felett. [

3.4.9. Allitas. Legyen E véges dimenzios, K feletti algebra. Ekkor az E feletti legnagyobb
m-konvex topologia szepardlt. Tovabbd a legnagyobb E feletti m-topoldgia és a legnagyobb
olyan topologia, amellyel E folytonos szorzasi topologikus algebra szintén szepardlt.

Bizonyitds. Az el6z6 éllitas miatt 16tezik szubmultiplikativ norma F felett, jelolje ezt || -||
és Ty az ltala generdlt topoldgiat. A [3.2.4 Allitds miatt T lokdlisan m-konvex topo-
l6gia, tovabba szeparalt is (mert || - || norma E felett). Legyen T az E feletti legnagyobb
lokdlisan m-konvex topoldgia. Ekkor T nagyobb-egyenld T).-nal, kovetkezésképpen sze-
paralt. Az allitas masodik fele abbdl kévetkezik, hogy a legnagyobb m-topldgia, valamint
a legnagyobb olyan topoldgia, amivel E topologikus algebra, nagyobb egyenlé T-nél. [J

3.4.10. Kovetkezmény. Ha E véges dimenzios, K feletti algebra, akkor az E felett:
legnagyobb lokdlisan m-konvex topologia és az E feletti legnagyobb m-topologia megegyezik,
tovdbbd ez a topolégia szubmultiplikativ normdbol szdrmaztathato.

Bizonyitds. Legyen E véges dimenzios, K feletti algebra. Jelolje T a legnagyobb lokélisan
m-konvex topolégiat E felett és T’ a legnagyobb m-topolégiat F felett. Ekkor a T és T’
topoldgidk linedrisak és szepardltak, ezért [10] 1.7.5. Kovetkezménye miatt T = T’ és
ugyanezen kovetkezmény, valamint a . Allitds miatt T szubmultiplikativ normabdl
szarmaztathato. [

Most megvizsgaljuk, hogy mi mondhato el a nem megszamlalhatéan végtelen dimen-
zi6s esetrdl. Ehhez sziikségiink lesz egy lemmara.
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3.4.11. Lemma. Legyen (x;)ic; Ry-ban haladé rendszer. Tekintsik a kovetkezd dallitdso-
kat

(1)  sup (D) < +oo (azaz az (x;)ier rendszer szummdlhatd)
JCI, J véges ieJ

(1) Minden ¢ € R esetén létezik olyan K C I véges halmaz, hogy minden i € I\ K
esetén x; < € teljesiil.

(1i1) Az {i € I|x; # 0} halmaz megszdmldlhato.

Ekkor teljesiilnek az (i) = (ii) és (it) = (iii) kovetkeztetések.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy (ii) nem teljesiil. Ehhez legyen ¢ € RT olyan, hogy minden
K C I véges halmazhoz létezik olyan ¢ € I\ K, hogy z; > ¢ (ebbdl adédik, hogy I
végetlen halmaz). Ekkor a kivalasztasi axiéméval kombindlt rekurzié-tétel alkamazdséval
kapjuk, hogy létezik olyan Iy, C I megszamlalhatéoan végtelen halmaz, amelyre minden
1 € Iy esetén x; > € teljesiil. Ekkor

too= swp (3w < s (3w
JClIy, J véges ic) JCI, J véges ic)

tehat (ii) tagaddsiabdl kovetkezik (i) tagadasa.

Tegyiik fel, hogy (i7) teljesiil. Legyen (g,)nen RT-ban haladd zérussorozat, és minden

n € N esetén legyen K,, C [ olyan véges halmaz, amelyre minden i € [ \ K,, esetén

x; < g, teljesiil. Ekkor K := |J K, megszdmlalhaté szdmossagu, és minden ¢ € I\ K
neN

esetén x; = 0, tehat a (11) = (iii) kovetkeztetés is igaz. [

Megjegyzés. Az eléz6 lemma (i) = (i) irdnya is teljesiil, illetve a szummdlhatdsdg de-

finiciéja altaldanosabb kortilmények kozott is megfogalmazhatd, ennek részletes targyalasa

megtaldlhaté 8] 12. fejezetének 8.gyakorlataban.

3.4.12. Allités. Ha k nem megszdmldlhato szdmossdg, akkor létezik olyan E algebra,
hogy dim(E) = k és az E feletti legnagyobb m-topoldgia nem lokdlisan m-konvex.

Bizonyitds. Legyen T olyan halmaz, amelyre Card(T) = k teljesiil. Ekkor a
KD .= {z: T — K fiiggvény | [z # 0] véges halmaz}

fiiggvényhalmaz a pontonkénkénti miiveletekkel ellatva olyan algebra, amelyre
dim(K™)) = & teljesiil. Megmutatjuk, hogy a K(*) algebra feletti legnagyobb m-topolégia
nem lokdlisan m-konvex (valdjdban nem is lokdlisan konvex). Minden p €]0, 1], » € R
esetén legyen

Vip,r) = {x e KD | Zm(t) <r}.

teT

Legyen p €]0,1[ és r € R*. Ekkor V(p,r) kiegyensilyozott, ugyanis ha A € B;(0;K) és

x € V(p,r), akkor
S <> e <,

teT teT

31



azaz A.x € V(p,r). V(p,r) elnyeld is, mert ha » € K akkor s :== ———

vélasztassal s.z € V(p,r) teljesiil. Legyen most p €]0, 1] és r €]0, 1], megmutatjuk, hogy
V(p,r) kornyezete a 0-nak K™)-ben a legnagyobb m-topolégia szerint. Ha n € N és
z,y € V(p, 5irr ), akkor

T T T
S le() +yOF < 3l OF + OF < s+ 5 = o

teT teT

S leyP < (Z |x<t>rp) (Z |y<t>|f’) S

te’T te’T teT
tehat minden n € N-re
T T T

T T T

igy . Kovetkezmény alapjan V (p,r) kornyezete a 0-nak K()-ben a legnagyobb m-
topoldgia szerint. Beldtjuk, hogy r € RT esetén V(%,r) nem tartalmaz konvex, elnyeld
halmazt. Indirekten tegyiik fel, hogy V' C V/(1,r) konvex, elnyel halmaz. Minden ¢ € T-
re legyen ¢; : T'— K, amelyre t' € T esetén

n |1 ; hat' =t
er(t) ‘_{ 0 : egyébként.

V elnyelésége miatt minden ¢t € T esetén létezik olyan s € R*, hogy s.e; € V, tehdt
kivdlaszthatunk egy olyan s : T — R™T fiiggvényt, amelyre minden ¢ € T esetén s(t).e; € V.
Legyen H C T nemiires, véges halmaz, ekkor

tEZH ZS(?@) (s(t).er) € conv(V) =V C V(l,r) 7

teH

tehat

> (205 <
-7 < r ,
o\ 2 s(t)
teH
kovetkezésképpen Y s(t) < r?) ami ellentmond4s, hiszen T' nem megszamldlhatéan vég-

teH

telen, gy az el6z8 lemma miatt ~ sup (Y. s(t)) = +oo. Tehdt r €]0, 1] esetén V (3, 7)
HCT, H véges tcH

kornyezete a 0-nak K(*)-ben a legnagyobb m-topldgia szerint, de nem kornyezete a 0-nak a
legnagyobb lokalisan m-konvex toplogia szerint (sét [10] 3.4.4. Allitdsa miatt a legnagyobb
lokélisan konvex topolégia szerint sem). [
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4. Spektrum topologikus algebrakban

4.1. Elem spektruma algebrakban, kvaziregularis elemek, rezol-
vens fiiggvény

4.1.1. Definicié. Legyen A algebra a K test felett, és vezessiik be a kovetkezd miiveletet:
0o: Ax A= A; (a,d)—a+ad —ad

a,a’ € A esetén az aodad elemet a és ' kvdziszorzatdnak nevezziik. Eqy a € A elemet
kvdzireguldarisnak neveziink, ha létezik olyan b € A, amelyre aob =boa = 0 teljesiil,
és ekkor b-t az a elem kvdziinverzének nevezzik, és az a® szimbolummal jeloljik. Az A
algebra nem kvdzirequldris elemeit kvdziszinguldrisaknak nevezziik.

Megjegyzés. Legyen A algebra a K test felett.
1.) A o mivelet asszociativ. Valéban, a,b,c € A esetén

(aob)oc=(a+b—ab)oc=a+b—ab+c—ac— bc+ abc =

=a+boc—alboc)=ao(boc).

2.) Legyen a € A. Ekkor, ha b,c € A olyanok, hogy boa = 0 és aoc = 0, akkor b = ¢,
ugynanis:
b=bo0=bo(aoc)=(boa)oc=00c=c.

Ebbol adéddan a kvaziinverz egyértelmii.

3.) Ha a € A kvéziinvertdlhatd, akkor (a°)° = a.

4.) Ha A egységelemes algebra és 1 jeloli az egységelemét, akkor a,b € A esetén aob =0
pontosan akkor teljesiil, ha (1 —a)(1 —b) = 1.

A tovabbiakban - ha ez nem vezet félreértésre - algebra egységelemét az 1 szimbdlum-
mal jeloljiik.

4.1.2. Definicié. Ha A egységelmes algebra a K test felett, akkor G(A) jeloli az invertdl-
hato elemeinek halmazat. Ha A (nem feltéleniil eqységelemes) algebra, akkor G'(A) jeloli
a kvdzirequldris elemeinek halmazdt.

4.1.3. Definicié. Ha A egységelemes algebra a K test felett, és a € K, akkor
Spa(a) ={ e K|A1—-a¢ G(A)},

és az Spa(a) halmazt az a € A elem spektrumdnak, o K \ Spa(a) halmazt az a € A
elem rezolvenshalmazdnak nevezziik. Ha a € A, akkor az

R(a,.): K\ Spa(a) = A; A= (A1 —a)™!

leképezést az a € A elem rezolvens filiggvényének nevezziik.
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4.1.4. Allit4s. Ha A eqységelemes algebra a K test felett, a € A és A\, u € K\ Spa(a),
akkor

R(av )‘) - R(a’ M) = (/L - )‘)R(a’ )‘)R(aa //“) :

Bizonyitds. Legyen A egységelemes algebra a K test felett, a € A és A\, u € Spa(a).
Mivel R(a, A\)R(a, ) = R(a, p)R(a, \), ezért

R(a,\) — R(a,p) = R(a,\)R(a,n)((p.1 —a) — (A1 —a)) =
=(u—A).R(a,\)(R(a,pn). O
4.1.5. Definicié. Ha A algebra a K test felett, és a € A, akkor
Spa(a) :={r € K\ {0}[A"".a ¢ G'(E)} U {0},
és az Sp'y(a) halmazt az a elem vesszds spektrumdnak nevezzik.

4.1.6. Allitas. Ha A algebra a K test felett, és A a standard egyégelmesitése .
Definicio), akkor minden a € A esetén

Spa(a) = Sp;((0,a)),

tovdbbd, ha A egységelemes algebra, akkor minden a € A esetén
Spa(a) = Spa(a) U {0}.

Bizonyitds. El6szor is, ha A egységelemes algebra a K test felett, akkor a [f.1.1] Definici6
utdni 4. megjegyzés alapjan A € K \ {0} és a € A esetén A\~'.a pontosan akkor kvdzire-
guléaris, ha A\.1 — a invertalhaté. Ezzel belattuk a masodik egyenléséget. Legyen most A
nem feltétleniil egységelemes algebra a K test felett. Ekkor a € A pontosan akkor kvazi-
regularis A-ban, ha (0, a) kvézireguldris A-ban. Ennek bizonyitasahoz tegyiik fel elészor,
hogy a € A kvéziregularis, kvéziinverze pedig b, és ha j-vel jeloljiik az A — A; a — (0, a)
kanonikus injekciot, akkor

(0,a) 0 (0,b) = j(a) 0j(b) = j(aob) = j(0) = (0,0).

Megforditva, ha (a, 0) kvaziinvertalhaté A-ban, és kvdiziinverze (X, b), akkor A = 0, ugyan-
is

(0,0) = (0,a) o (\,b) = (A\,a+b) — (0, \.a+ab) = (A, (1 — A).a + b+ ab).

Ez alapjan ha A € K \ {0} és a € A, akkor A~'.a pontosan akkor kvdziinvertdlhato
A-ban, ha (0,\"'.a) kvéziinvertalhaté A-ban, ami ekvivalens a X.(1,0) — (0,a) inver-
talhatésdgaval A-ban. Tehdt az elsd egyenléséghez azt kell még beldtni, hogy a € A
esetén 0 € Sp;((0,a)). Bz pedig azért igaz, mert ha létezne olyan (\,b) € A, hogy
(0,a) - (A\,b) = (1,0), akkor 1 = 0 teljesiilne K-ban. [J
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4.2. Folytonos inverzi algebrak

4.2.1. Definicié. Legyen E egységelemes topologikus algebra, és jeldlje T a topologidjat.
Ekkor E-t folytonos inverzi topologikus algebrdnak nevezzik, ha a G(E) — G(E);
a— a”t leképezés folytonos Tg|c k) szerint.

4.2.2. Definicié. Legyen E topologikus algebra, és jelolje T a topologidjat. Ekkor E-t
folytonos kvdziinverzi topologikus algebrdnak nevezzik, ha o« G'(E) — G/'(E);
a > a® leképezés folytonos Tg|q/(p) szerint.

Belatjuk, hogy minden egységelemes, lokalisan m-konvex algebra folytonos inverzi to-
pologikus algebra. Ehhez el6szor vegyiik észre, hogy [10] 14.3.4. Allitdsa igaz félnormalt
egységelemes algebrakra ugyanazzal a bizonyitassal (egy algebréat félnormdlt algebrdnak
neveziink, ha adott felette egy szubmultiplikativ félnorma). A rend kedvéért bebizonyit-
juk erre az esetre is az utébbi allitast.

4.2.3. Allitas. Ha E eqy K feletti eqységelemes algebra, és p : E — R, szubmultiplikativ
félnorma E felett, akkor a G(E) — G(E); a — a~' leképezés folytonos a p félnorma
szerint

Bizonyitds. Legyen a € G(E) rogzitett, és € E olyan, hogy a + = € G(E). Ekkor
az y = (a +2)"' —a ! elemre (a™' +y)(a+2) =1, azaz 1 + ya + a 'z + yzr = 1,
tehdt y = —a"'za™ —yza™!. Ebbél p(y) < pla=)*p(x) + p(y)p(x)p(a~) adddik, igy ha

r €]0,1[, és = € F olyan, hogy p(z) < o7ty akkor
“1y2 ~1y2
-1 _ -1y _ < pla”) <p(a )
p(latz)™ —a™) =ply) < 5 _p(x)p(a,l)p(x) <=, )

Tehat létezik olyan C,r € R*, hogy minden z € B,(z,p) N G(E) esetén
p(z"t —a™) < Cp(z —a),

kivetkezésképpen a G(E) — G(E); a' — a/7! leképezés folytonos az a € G(FE) pont-
ban. [J

4.2.4. Allitas. Minden egqységelemes, lokdlisan m-konvex algebra folytonos inverzi topo-
logikus algebra.

Bizonyitds. Legyen E lokélisan m-konvex algebra, és (p;)ic; olyan szubmultiplikativ fél-
normarendszer, ami az E topoldgidjat generdlja. Ekkor a G(E) — G(E); a — a™!
leképezés minden i € [-re folytonos a p; félnorma szerint, ezért |10] 3.7.1. Tétele miatt
folytonos az F topolégiaja szerint is. [

Megjegyzés. Belathato, hogy ha E olyan egységelemes, metrizalhaté topologikus algeb-
ra, amelyre G(F) az altértopolégidval ellatva szepardbilis Baire-tér (azaz minden nemiires
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nyilt részhalmaza méasodik kategdridji), akkor E folytonos szorzési. Ennek bizonyitdsé-
hoz nemtrivialis tényekre van sziikség a topologikus csoportok elméletébdl, ez pedig til-
mutat a dolgozat keretein. Ezek az allitasok egyébként megtalalhatéak |4] II. fejezetében.

4.2.5. Allitas. Legyen E folytonos inverzi algebra és a € E. Ha létezik olyan
K\ (Spe(a) U{0})-ban haladd (Ag)ken sorozat, amelyre klim |Ak| = +o0, akkor
—00

kh_}rgo R(a, \) = 0.
Bizonyitds. Jeldlje mg, ig(g) és sp a kdvetkezo leképezéseket:
mg:KxE—E; (\z)— Az,
i : G(E) =5 G(E); v —»a ',
sp: EXE—E; (z,y) > x+vy.
Ekkor A € K\ (Spgr(a) U {0}) esetén
Ra,\)=N1—a) =M1 -2t a) =2 1- 1a) =
= mx(A" i) (sp(1, mx(=A"", a)))).
Legyen V' a 0-nak kornyezete E-ben és
Rt = {2 A e K\ (Spe(a) U {0})} U{0}

Mivel my folytonos a (0,1) € Kx E pontban, ezért 1étezik olyan v’ € RT, és W kornyezete
a 0-nak hogy || < 7’ esetén a.(1 4+ W) C V. Tovabba az

R, = E; a—igm (se(l,mg(—a,a)))

fiiggvény is folytonos (folytonos fiiggvények kompozicidja), ezért W-hez létezik olyan r” €
R*, amelyre || <, a € R, esetén ig(p)(1 — a.a) € 1+ W. Legyen r := min{r’, 7"},
Ekkor |a| <1 és a € R;* esetén mi (o, igp)(sp(1,mx(—a,a)))) € V, tehdt, ha [A] > 1,
akkor R(a,\;) € V, azaz ]}LI& R(a, ;) =0.0

4.2.6. Tétel. Legyen E eqy C feletti folytonos inverzii algebra, amelyre E' szétvdlaszto E
felett és a € E. Ekkor Spg(a) # 0.

Bizonyitds. Tegyiik fel indirekten, hogy Spp(a) = 0. Ekkor Dom(R(a,.)) = C, és tetszo-
leges f € ', A\g € C esetén a{d.1.4] Allitds, valamint f és R(a, .) fiiggvények folytonosséga
alapjan

timg S @A) ZTE@ ) g pRia, a) f(R(a M) = —(F(Rlas 2o)))2.

)\—)Ao )\ — )\0 )\—>)\0

tehét f(R(a,.)) : C — C egész fiiggvény, igy az el6z6 éllitdas és a Liouville-tétel miatt
konstans, kovetkezésképpen f(R(a,.)) =0 (szintén az el6z6 allitds miatt). Ez azt jelenti,
hogy A € C esetén minden f € E'-re f((A\.1 —a)) = 0, és mivel E’ szétvélasztd, ezért
(A1 —a)~! =0, tehdt ellentmondésra jutottunk. [J
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4.2.7. Kovetkezmény. Ha E szepardlt, lokdlisan konvex, folytonos inverzi topologikus
algebra, akkor minden a € E esetén Spr(a) # 0. Ha E szepardlt, lokdlisan m-konvex
algebra, akkor minden a € E esetén Spg(a) # 0.

Bizonyitds. Az els6 allitashoz legyen E szeparalt, lokalisan konvex, folytonos inverzii
topologikus algebra. A Hahn-Banach-tétel kovetkezménye miatt ( [10] 4.2.4. Kovetkez-
mény) E' szétvélaszto F felett, igy az el6z6 allitds alapjdn minden a € E-re Spg(a) # 0.
Legyen most E szepardlt, lokalisan m-konvex algebra. Ekkor a . Allit4sbdl adédsan
E folytonos inverzii, szeparalt, lokalisan konvex topologikus algebra, igy az els¢ allitas
alapjdn minden a € E-re Spg(a) # 0. O

4.2.8. Tétel (Gelfand —Mazur-tétel). Ha E olyan egységelemes komplex, folytonos
inverzi algebra, amelyben minden nemnulla elem invertdlhato, és E' szétvdlaszto E felett,
akkor E topologikusan izomorf C-vel.

Bizonyitds. Legyen a € E\ {0}. Ekkor a[£.2.6] Tétel miatt létezik olyan A € C, amelyre
a = \.1. Tehat £ = C.1, és E-re teljesiil, hogy minden C — E bijekcié homeomorfizmus
( |10} 1.7.5. Kovetkezmény), ezért a

C—E; A= A1

algebra-izomorfizmus homeomorfizmus lesz. [

Megjegyzés. Az elobbi bizonyitas a hivatkozas nélkiil is meggondolhato. A
P:C—oF, A= A1

leképezés folytonossagahoz legyen U kornyezete a 0-nak, és legyen

r = min{1,sup{|A||A\.1 € U}}. Ekkor A € C, |A\| < r esetén A\.1 € U, tehdt ® a 0-
ban folytonos, kévetkezésképpen folytonos. Megmutatjuk, hogy ®~! is folytonos. Legyen
e > 0, ehhez létezik olyan U kiegyensilyozott kornyezete a 0-nak E-ben, amelyre €.1 ¢ U
(mert abbdl, hogy E' szétvélaszté E felett, kovetkezik, hogy FE szeparalt). Ekkor minden
A € Cre ha A1 € U, akkor |A\| < &, mert ha nem igy lenne, akkor .1 = $.(A.1) € U
teljesiilne, tehat ®~! is folytonos, a 0-ban, igy ® homeomorfizmus.

4.2.9. Kovetkezmény. Ha E olyan egységelemes, komplex, szepardlt lokdlisan m-konvex

algebra, amelyben minden nemnulla elem invertalhato, akkor E topologikusan izomorf
C-vel.

Bizonyitds. A szeparalt m-konvexitasbol kovetkezik, hogy E’ szétvalasztd F felett, illetve
az is, hogy FE folytonos inverzii algebra. [
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4.3. Q-algebrak és Waelbroeck-algebrak, altalanositott spektral-
sugar

4.3.1. Definicié. Egy E topologikus algebrdit Q-algebrdnak nevezink, ha a G'(E) hal-
maz nyilt E-ben, illetve Waelbroeck-algebranak, ha )-algebra és folytonos kvaziinverzi
topologikus algebra.

4.3.2. Allitas. Legyen E egységelemes topologikus algebra. Ekkor E pontosan akkor )-
algebra, ha G(E) nyilt halmaz E-ben.

Bizonyitds. Tetszoleges a € E esetén a pontosan akkor invertalhatd, ha 1 — a kvaziin-
vertdlhatd, ezért G(E) = 1 — G/(E). Mivel topologikus vektortérben az eltolasok és a
nemnulla skaldrral szorzasok homeomorfizmusok, ezért a G(E) és G'(E) halmazok nyilt-
saga ekvivalens. [

4.3.3. Allitas. Legyen E egységelemes topologikus algebra. Ekkor E pontosan akkor foly-
tonos inverzi topologikus algebra, ha folytonos kvdziinverzi topologikus algebra.

Bizonyitas. Legyen

Z(;(E) : G(E) — G(E), a +— a’l,

ka(p) : G'(E) = G/(E); aa°,

sp:EXE— E; (a,b)—a+b,

mg : Kx E—; (A a)— A\a
Ekkor a [4.1.1] Definicé utdni megjegyzés 4. pontja alapjan minden a € G'(E)-re a° =
1—(1—a)™" és minden b € G(E)-re b=! =1 — (1 — b)°. Tehat
kG’(E) = SE(]-> mK<_17 Z(;(E)<SE(]-, mK<_17 (ZdE»)))) )

iq) = se(1,mx(—1, ka (g (se(1, mx(-1, (idg)))))) ,

igy sp és mg folytonossdga miatt igg) és kg/(g) folytonssaga ekvivalens. [

4.3.4. Kovetkezmény. Legyen E egységelemes topologikus algebra. Ekkor E pontosan
akkor Waelbroeck-algebra, ha folytonos inverzii topologikus algebra, és G(E) nyilt E-ben.

Bizonyitds. Az el6z6 két allitasbol kovetkezik. [

4.3.5. Allitas. Ha E egységelemes Waelbroeck-algebra, akkor minden a € E esetén
Spgr(a) zdrt halmaz K-ban. Ha E Waelbroeck-algebra, akkor minden a € E-re Spy(a)
zart halmaz K-ban.
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Bizonyitds. Legyen E egységelemes Waelbroeck-algebra, és a € E. Mivel az s, : K — E}
A= A1 — a leképezés folytonos a megfelel6 topologidk szerint, ezért

K\ Spg(a) =54 (G(E)) nyilt halmaz K-ban, tehat Spg(a) zart K-ban. Az 4llitds méasodik
részéhez legyen E (nem feltétleniil egységelemes) Waelbroeck-algebra és a € E. Ha mg
jeloli a kovetkezo leképezést

mg:KxFE—E; (\z)— A\,

akkor a

K\ Spi(a) = {A e K\ {0}, |A".a € G'(E)} =(mx(..a) 0 ﬁ) (G'(E))

nyilt halmaz K\ {0}-ban az altértopolégia szerint, tehat Sp’;(a) \ {0} zart K\ {0}-ban
az altértopologia szerint. Ez azt jelent, hogy létezik olyan F' C K zart halmaz, hogy
Spp(a) = F\ {0}, kovetkezésképpen Spi(a) zart halmaz K-ban. O

4.3.6. Lemma. Ha E topologikus algebra, akkor az
ll:E—FE; x—aox,

r:E—E;, x—xoa

leképezések folytonosak E topoldgidja szerint.

Bizonyitds. Minden a € F esetén definidljuk a kovetkezd leképezésket:
lo: E— FE; v+ ax,

re: B — FE; x+— za,

és legyen
sp:ExXE—FE; (z,y) —x+y.

Ekkor sg folytonos, és minden a € E esetén l,, r, is folytonos az E topolégidja szerint.
Legyen a € £, ekkor

I =sp(se(a,.),l_.(.)),
7"; = 8E<3E('a a)>r—a(')) ;

tehét I és 1/ folytonos, mert mindkettd folytonos fiiggvények kompoziciéja. O

4.3.7. Allitas. Legyen E topologikus algebra. Ekkor a kévetkezd allitdsok ekvivalensek:
(1) G'(E) nyilt halmaz E-ben, azaz E Q-algebra

(ii) int(G/'(E)) # 0

(1ii) G'(E) kornyezete 0-nak.
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Bizonyitds. Mivel 0 € G'(E), ezért az (i) = (ii) kovetkeztetés vildgos, ugyanaezen ok
miatt (i) = (di7) is, tovabba (iii) = (ii) is trividlisan teljesiil. Be kell még latnunk, hogy
(17)-bél kovetkezik (7). Tegyiik fel, hogy (i7) teljesiil, és minden a € E esetén jelolje I, és
! a kovetkezo leképezéseket:

l,:E—FE; x—aoux,

r:E—E, z—xoa.
Legyen x € G'(E) és a € int(G/'(F)). Ekkor I/ .(x) = rlo.,(z) = a € int(G'(E)), tehit

1 -1

(int(G'(E)))) N (r,

x°oa

T € (l’i

aox®

(int(G'(E)))) ,

tovabba
1 —1

(int(G'(E)))) N (oo, (int(G'(E)))) € G'(E) .

(l;oxo zCoa

Valéban, ha y eleme a baloldali halmaznak, akkor aox°oy és yoz°oa elemek kvéaziinver-
talhatoak, tehat létezik olyan 3/, y” € E, hogy 3 o (aoxz°oy) =04és (yoax®oa)oy” = 0.
Mivel

( oaoa®)oy =y olaoa®oy) =0,
yol(a®oaoy’) =(yoa"oa)oy’ =0,

ezért az y € E elem kvéziinvertdlhaté (s6t az is igaz, hogy v’ oca o 2® = 2° o a o y”).

(int(G'(E)))) N (rhec, (int(G'(E))))

x°oa

v

aox®

Az ! o0, figgvények folytonossdga miatt (

aox®’ ' x°oa

nyilt halmaz E-ben, kovetkezésképpen

-1

(int(G'(E)))) N (ryeqe (int(G'(E)))) C int(G'(E)) .

x°oa

—1
x € (oo

Ezzel belattuk a (i7) = (i) kovetkeztetést is. [

4.3.8. Allitas. Legyen E egységelemes topologikus algebra. Ekkor a kiovetkezd allitasok
ekvivalensek:

(1) G(FE) nyilt halmaz E-ben, azaz E Q-algebra

(ii) int(G(E)) # 0

(1ii) G(E) kirnyezete az egységelemnek.

Bizonyitds. Mivel G(E) =1 — G/(E), ezért ez kovetkezik az el6z6 éllitasbol. O
4.3.9. Definicié. Ha A algebra K felett, akkor minden a € A-re legyen

da(a) :=sup{|A|| A € Sply(a)},

ekkor ¢'y(a)-t az a € A elem dltaldnositott spektrdlsugardnak nevezziik.
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Megjegyzés. 1.) Ha A egységelemes algebra K felett és a € F, akkor
Sp's(a) = Spa(a) U {0} miatt

dala) = { {12 € Spa()} i §§j§§§ >0

2.) Ha A komplex Banach-algebra, akkor minden a € A-ra ¢/,(a) = pa(a), ahol pa(a) :=

inf+ Ha”H% az a € A elem spektrdasugara, ez kovetkezik a spektralsugar minimalitasi tu-
neN

lajdonsagabol ( [10] 14.6.2. Tétel).

4.3.10. Allitss. Legyen E topologikus algebra és
S(E) ={a € E|dg(a) < 1}.

A kévetkezo dllitasok ekvivalensek:
(1) E Q-algebra
(i7) S(E) a 0-nak kornyezete E-ben

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy E Q-algebra. Ekkor G'(E) kornyezete a 0-nak E-ben, tehét
létezik a O0-nak olyan V' kiegyensulyozott kornyezete E-ben, amelyre V' C G'(E) teljesiil.
Megmutatjuk, hogy V' C S(F). Indirekten tegyiik fel, hogy = € V és ¢j(x) > 1. Ek-
kor létezik A € K, amelyre [A| > 1 és A\™'.x ¢ G/(F), viszont V kiegyensulyozott, tehdt
ANlx eV CGI(E), azaz V C S(F) teljesiil, igy S(F) a 0-nak kérnyezete E-ben. Meg-
forditva, tegyiik fel, hogy S(E) a 0-nak kornyezete E-ben, és legyen 0 < r < 1 rogzitett
szam. Ekkor r.S(F) is kornyezete a 0-nak, valamint r.S(E) C G'(E) teljesiil. Utébbi bi-
zonyitdsdhoz tegyiik fel indirekten, hogy = € S(E) és r.x ¢ G'(E). Ekkor 1.z € Spg(z),
kovetkezésképpen oz(z) > r~! > 1, ez pedig ellentmond annak, hogy = € S(E). Tehdt
r.S(F) C G'(F) kovetkezésképpen G'(E) kornyezete a 0-nak E-ben, igy a |4Ji_7 Allités
miatt £ Q-algebra. [J

4.3.11. Tétel. Ha E Q-algebra, akkor minden a € E esetén Spy(a) kompakt halmaz K-
ban. Ha E egységelemes Q-algebra, akkor minden a € E esetén Spg(a) kompakt halmaz
K-ban.

Bizonyitds. Legyen E Q-algebra és a € E. Ekkor a Allités miatt G'(E) kornyezete
a 0-nak, tehat létezik olyan V' C FE kiegyensilyozott kornyezete a 0-nak, amelyre V' C
G/(E). Mivel topologikus vektortérben a 0-nak minden kornyezete elnyeld, ezért 1étezik
olyan r € Rt amelyre r.a € V. Megmutatjuk, hogy ¢%(a) < % Tegyiik fel indirekten,
hogy of(a) > %, ekkor létezik olyan A € K, amelyre |[A| > £ és A € Spy(a). Mivel || < 1
és V kiegyensulyozott, ezért

1 1 1
—a=|—].(r —.VCcv.
3a (r/\) (ra)er/\V_V
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Tehét Sp)y(a) korlatos halmaz, a zartsagat pedig mar korabban bizonyitottuk (4.3.5, Al-
litdas). Az éllitds masodik feléhez legyen E egységelmes Q-algebra és a € E. Mivel
Card(Sp’z(a) \ Spe(a)) < 1, igy Spy(a) kompaktsdgdbdl adédéan Spg(a) is kompakt K-
ban. U

4.3.12. Kovetkezmény. Ha E eqységelemes, C feletti Waelbroeck-algebra, akkor minden
a € E esetén Spg(a) nemiires, kompakt halmaz C-ben.

Bizonyitds. Az eléz6 és a[d.2.6] Tételbdl adodik. O
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5. Projektiv limesz algebrak

5.1. Topologikus algebrak projektiv limesze

5.1.1. Definicio. A reflexiv és tranzitiv reldcickat elérendezéseknek nevezzik, az anti-
szimmetrikus elorendezéseket pedig rendezéseknek. Azt mondjuk, hogy I elérendezett
halmaz (illetve rendezett halmaz), ha adott I felett egy elérendezés (illetve rendezés).
Az I halmaz feletti < eldrendezést felfelé iranyitottnak nevezzik, ha minden iy, iy € 1
esetén létezik olyan v € I, hogy iy <1 €s iy < i

A tovébbiakban - ha ez nem vezet félreértésre - az elérendezéseket (igy a rendezéseket
is) a < szimbdélummal fogjuk jellni.

5.1.2. Definicié. Legyen (E;);cr K feletti algebrdk rendszere, ahol I felfelé irdnyitott,
rendezett halmaz, (fi;)ujyeixi,i<j pedig olyan rendszer, hogy minden (i,j) € I x I és
i < g esetén f;j: E; — E; algebra-morfizmus. Tegyiik fel, hogy teljesiilnek a kivetkezok:

(PRO;) Minden i € I esetén f;; =idg,;

(PRO;) Minden i,j,k € I,1<j <k esetén fi = fi;jo fix-

Ekkor az ((Ei)icr, (fij)a.jyerxi,i<;) pdrt projektiv algebra-rendszernek nevezzik. Az

E={(zi)ier € [[ Bl (V(i.5) € I x I): ((i < j) = fij(x;) = 2:)}
iel
halmazt az adott algebra-rendszer projektiv limeszének nevezziik, és a liin E; szimbo-
i
lummal jeloljik, tovdbbda minden i € I esetén az f; = pri|lg : E — E; leképezést a limesz
i-edik kanonikus projekciojanak nevezzik.
5.1.3. Allitas. Ha ((Ei)ier, (fij)ajerxt,i<;) projektiv algebra-rendszer, akkor li£1 E; rész-
i1

algebraja a || E; szorzatalgebrdnak.

el
Bizonyitds. Azt kell megmutatnunk, hogy F := lim E; C [] E; linedris altér és zéart a

i iel

szorzasra. Legyen A € K és x := (2;);e; € E. Ekkor minden (i,5) € I x I ési < j esetén

(/\I)Z = )\ZL’Z = )\-fi,j(xj) = fi,j<)\~xj)

tehat Az € E. Legyen tovabbd y := (y;)ier € F, ekkor minden (i,7) € I x [ és i < j
esetén

(@ +y)i =xi+yi = fij(x;) + fi;(y) = fig(z; +y5),
(xy)i = ziyi = fij(x) fii () = fig(z595)

azaz x +y,xy € F, tehat E részalgebra [] E;-ben. O
icl
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5.1.4. Definicié. Az ((E;)ic1, (fij)aj)erxi,i<;) part topologikus algebrdk projektiv
rendszerének nevezziik, ha projektiv algebra-rendszer és minden i € I-re E; topologikus
algebra, tovdbbd minden (i,j) € I x I, i < j esetén f;; : E; — E; folytonos a meg-
feleld topologidk szerint. Ha minden i € I-re f; : 1{iin E;, — E; jeloli a projektiv limesz

0T
1-edik kanonikus projekciojdt, akkor liin Ei-t az (f;)ier rendszer dltal projektiven eléalli-
i

tott topologidval elldtva az adott rendszer projektiv limesz topologikus algebrdjanak
nevezziik.

Megjegyzés. Az el6z6 definiciéban az (f;);e; rendszer altal projektiven eléallitott topo-

l6gia megegyezik a szorattopologia lim Ej-re vett lesztikitésével.
i

5.1.5. Kovetkezmény. Ha E az ((E;)ier, (fij)ij)erx1,i<j) topologikus algebrdk projektiv
rendszerének projektiv limesze, és minden i € I-re E; lokdlisan m-konvex algebra, akkor
E s lokdlisan m-konvez.

Bizonyitds. Mivel minden i € I esetén E; lokélisan m-konvex, ezért || E; a szorzattopo-
i€l

logiaval ellatva lokalisan m-konvex, és ennek E-re vett leszilikitése is lokdlisan m-konvex

topologia. [J

5.1.6. Allitas. Ha ((Ei)ier, (fij)ajyerxt,i<;) topologikus algebrdk projektiv rendszere, ak-
kor liin E; zdrt részalgebrdja a || E; algebranak. Tovabbd, ha minden i € I-re E; teljes

il iel
topologikus algebra, akkor lgn E; s teljes topologikus algebra.
il

Bizonyitds. Minden (i, 7) € I x I esetén definidljuk a kovetkez6 fiiggvényt:

fij HEk — F;;
kel
(zr)ker = fij(xy)
Minden (7, j) € I x J-re f]; folytonos fiiggvény. Valéban, legyen (i, j) € I x J, és U; C Ej
nyilt halmaz. Ekkor

-1
FL U =T

—1 —1
ahol minden k € I\ {j}-re Qp = Ej, és Q; =f; ; (Us), tehdt f;; (Us) nyilt halmaz [] Ejy-ban
kel
(mivel f; ; : E; — E; folytonos fliggvény). Ekkor

tim B, = (\() fL, (B,
i1

i€l j>i
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azaz liLn E; zart halmazok metszete, tehat zart. Az éallitas masodik fele a[2.3.10] és[2.3.5]
il

Kovetkezményekbdl adodik. [

5.1.7. Allitas. Legyen E vektorér (E;);cr szepardlt topologikus vektorterek rendszere, és

(u;)ier olyan rendszer, hogy minden i € I-re u; : E — E; linedris operdtor, és lassuk

el E-t az (E;,u;)ier rendszer dltal projektiven elddllitott topoldgidval. Ekkor E pontosan

akkor szepardlt, ha minden x € E \ {0} esetén léltezik olyan i € I, hogy u;(x) # 0.

Bizonyitds. Eloszor tegyiik fel, hogy F szeparilt, és legyen z € E \ {0}. Ekkor létezik
a 0-nak olyan V kornyezete E-ben, hogy =z ¢ V. A projektiven eléallitott topoldgia
tulajdonsdgai szerint létezik olyan ) # J C I véges halmaz és olyan (V});es rendszer,
hogy minden j € J esetén V; a 0-nak kérnyezete F;-ben, és

Nw(V)cv,

jeJ
igy, mivel minden j € J-re u; : £ — E; folytonos a megfelel6 topoldgidk szerint, minden
j € J-re uj(x) # 0. Megforditva, tegyiik fel, hogy minden = € E \ {0} esetén léltezik
olyan i € I, hogy u;(x) # 0. Legyen xy € E \ {0} rogzitett, és ip € I olyan index,
amelyre teljesiil, hogy u;,(z9) # 0. Legyen V;, olyan kornyezete a 0-nak E; -ban, hogy
wiy(x0) ¢ Vi, ekkor

—1
To ¢ Wiy (Vio) -
utobbi halmaz pedig a 0-nak kornyezete E-ben, tehat E szeparalt. [J

5.1.8. Kévetkezmény. Ha ((E;)icr, (fij).j)eix1,i<j) Banach-algebrdk projektiv rendsze-

re, akkor liin E; teljes, szepardalt, lokdlisan m-konvex algebra.
il

Bizonyitdis. A teljesség az . Allitésbol, a lokdlis m-konvexitds az . Kovetkez-
ménybdl adédik. A szeparaltsiag pedig az el6z6 allitasbdl kovetkezik, ugyanis [[ E; a
iel
szorzattoplégiaval ellatva szepardlt (mert a szorzattopoldgia specidlis projektiven el6alli-
tott topoldgia), igy minden részhalmaza az altértoplogiaval ellatva szepardlt, tehat 1(1_111 E;
i1
is az. [

A kovetkezo alfejezetben be fogjuk latni, hogy a megforditas is igaz: minden teljes,
szeparalt, lokalisan m-konvex algebra el6all Banach-algebrék projektiv limeszeként.

5.2. Teljes, szeparalt, lokalisan m-konvex algebrak el6allitasa pro-
jektiv limeszként: az Arens— Michael-felbontas

5.2.1. Allitas. Legyen ((Ei)ier, (fig)ajyerxi,i<;) topologikus algebrak projektiv rendszere,

és minden i € I-re B; a 0-nak kornyezetbdzisa FE;-ben, tovabbd legyen E = l}_rpE,-,
il
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fi + E— FE; pedig a limesz i-edik kanonikus projekcioja minden i € I-re. Ekkor

—{fz<7,>|(zel) (Vi € B:)}

a 0-nak kornyezetbazisa E-ben.

Bizonyitds. A projektivan el6éllitott topolégidk tulajdonsigai szerint, ha Py(I) jeloli I
véges részhalmazainak halmazat, akkor

_{ﬂfz z JEPO() zzeJEH%

ieJ ieJ

kornyezetbazisa a 0-nak E-ben. Mivel B’ C 9B, ezért elég belatni, hogy minden V € B-
hez 1étezik V' € B’ hogy V' C V. Legyen J € Py(I)) és (V;)ies € [ B:. Ekkor I felfelé
ieJ

irdnyitottsdga miatt 1étezik olyan iy € I index, hogy minden ¢ € J esetén 7y > ¢, valamint
E definici6ja szerint minden ¢ € J-re f; = f;;, o fi,- Ezt kihasznalva

) 7 V) = () Fio Uoto (VD) =Fio ([ fiio (Vi)

icJ ieJ icJ

—1

ahol V;, := () fii, (Vi) a O-nak kérnyezete E; -ban, tehdt létezik U;, € B;,, hogy U;, C
ieJ

Vi, kovetkezésképpen

fuo (U h Wi = () £ Vi

ied

5.2.2. Tétel. Minden szepardlt, lokdlisan m-konvex algebra topologikusan izomorf normdlt
algebrak projektiv limeszének eqy részalgebrdjdval, tovabbd minden teljes, szepardlt, lokd-
lisan m-konvex algebra topologikusan izomorf Banach-algebrdk projektiv limeszével. Azaz,
ha E szepardlt, lokdlisan m-konvex algebra, akkor létezik olyan ((E;)ier, (fij).j)erx1,i<j)
rendszer, amely normalt algebrak projektiv rendszere, és olyan

b:F —>1LmEi
il

algebra-morfizmus, amely homeomorfizmus ®(E)-re, illetve ha E teljes is, akkor az
((Ei)ier, (fij)ajyerxt,i<j) rendszer megudlaszthato Banach-algebrdk projektiv rendszeré-
nek, tovdabba ekkor a ® leképezés sziirjektiv.

Bizonyitds. Legyen E szeparalt, lokalisan m-konvex algebra, és (U;);c; egy hord6kbdl all6
kornyezetbazisa a 0-nak E-ben. Bevezetjiik I-n a < rendezést:

1< j e U; CU;,

amely felfelé irdnyitott lesz (mert az (U;);e; rendszer a 0-nak kornyezetbazisa F-ben);
tovabba minden i € I-re jeldlje py, az U; halmaz Minkowski-funkcionéljat. Ekkor (py,)ier
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olyan szubmultiplikativ félnorma-rendszer F felett, ami generadlja E topoldégiajat, és i,j €
I,1 < j, v € E esetén py,(r) < py,(z). Minden 7 € I esetén legyen N; := ker(py,),
tovabba legyen E; := E/N; a py; faktornormaval ellatva, és jelolje /E\Z az F; teljes burkat,
p; pedig a py; norma (folytonos) kiterjesztését E—ra. Ekkor minden ¢ € I-re E; normalt
algebra, /E\z pedig Banach-algebra. Ha 7,j € I és ¢ < j, akkor legyen f;,; := idg,, és

fi,j:Ej_)Ei; IL‘—}-N]P—)CC‘FN@

Minden 4,5 € I, 1 < j esetén f; ; joldefinialt (N C N; miatt) algebra-morfizmus, és norma
nem-novels, jelélje a folytonos kiterjesztését Ey-ra f” Ekkor az ((E;)ier, (fij)@g)erxt,i<j)

rendszer normalt algebrak projektiv rendszere, az ((/E\Z)le I ( fi,j)(i,j)e Ix1,i<;) pedig Banach-
algebrak projektiv rendszere. Minden z € E esetén (4 N;)ier € lim E; az f;; fiiggvények
il
definicdja miatt, ezért értelmezhetjiik a kovetkezo leképezést:
il
Ekkor ¢ algebra-morfizmus, megmutatjuk, hogy injektiv. Ehhez legyen (z + N;);e; = 0,
ekkor minden i € I-re py,(x) = 0, ezért E szeparaltsaga és |[10] 3.5.2. Allitdsa miatt = = 0.
® folytonossiagahoz elég azt ellendrizniink, hogy minden ¢ € [ esetén f;o® : £ — E;
folytonos fiiggvény, ahol f; jeldli a lim E; i-edik kanonikus projekcidjat. Mivel z € £ és
i
1 € I esetén
fio®(x) =z + Ny,

ezért ez a leképezés [10] 3.7.1. Tétele miatt folytonos. Ezek utdn belatjuk, hogy

¢! ®(F) — F is folytonos. Tegyiik fel, hogy (®(x;));es P(E)-ben haladé konvergens

altalanositott sorozat, és legyen x € E olyan, hogy ®(z) = hr}l ®(z;) (a limesz egyér-
J7

telmiisége abbdl kovetkezik, hogy ®(F) topologikus altere egy normalt algebrakbdl &ll6
szorzattérnek, ami Hausdorff). Ekkor a Allitds bizonyitasabdl kovetkezik, hogy
minden i € I-re 11I§1<£L‘j + N;) =z + N;, azaz

-]7

hmpU( — ) = limp;(z; —x) =0,

J.J

kovetkezésképpen lir? Tj = T.
]7

Az éllitas masodik feléhez tegyiik fel, hogy E teljes. El6szor megmutatjuk, hogy ekkor
O sziirjektiv. Legyen y := (y; + N;)ier € lim ;. Ha Po(I) jeloli az I véges, nemiires
il
részhalmazainak halmazat, akkor I felfelé iranyitottsaga miatt kivdlaszthatunk egy olyan
(i) sepo(r) rendszert, amelyre minden J € Py(l) és i € J esetén iy > i. Jelolje minden
1 € I-re
T B — B v— x4+ N

az i-edik faktorleképezést. Kivdlaszthatunk egy olyan (1) jep,(r) rendszert, amelyre min-

den J € Py(I) esetén x4 E?ﬂlj (y; + N;). Ekkor 1<i_rp E; definicidja szerint minden J € Py(I)
il
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és i € J esetén x; + N; = y; + N;, tovabbd Ji, Jo € Po(I), J1 N Jo # () esetén minden
i€ JiNJyesetén vy + Ny = x5, + N;. A Po(I) halmaz a tartalmazés relacioval felfelé
iranyitott, rendezett halmaz, tehdt (x;);sep,(r) 4ltaldnositott sorozat, sot dltaldnositott
Cauchy-sorozat. Valéban, legyen V' a 0-nak kornyezete E-ben, ekkor a félnorma-rendszer
altal generdlt topoldgidk egyik tulajdonsiga miatt 1étezik olyan Jy € Py(I) és r € R,
hogy

ﬂ lpy, <r]CV.

j€Jdo

Ekkor Ji, Jy D Jy, és j € Jy esetén py,(vy, — xp) =0, ezért

Tn —xg, € ﬂ [pUj < T] cV.
Jj€Jo

Tehét (x) jepy(r) dltalanositott Cauchy-sorozat, és E teljessége miatt konvergens is (a sze-

pardltsdg miatt pedig a limesz egyértelmii), legyen x := JI%H(II) xy. Ekkor ® folytonossaga

miatt $(z) = 17ijm1) ®(x ). Legyen i € I rogzitett, és
3170

Poi(l) :={J € Py(I)|i € J}.

Ekkor (27)sep, (1) altaldnositott részsorozata az (z7)sep,r) éltaldnositott sorozatnak,
ezért J}Dim(l) xy = x, és mivel minden J € Py ;(I)-re x;+N; = y;+N;, ezért x+N; = y;+N;.
,Po,i
Kovetkezésképpen ®(z) = (y; + N;)ier-
Az éllitas masodik felének bizonyitasahoz még be kell latnunk, hogy liin E;, = 1Lm E;. Eh-
i i
hez elég megmutatni, hogy liin E; strt liin /E\i—ben, mert a [2.3.11] Allités alapjan lgn E;
i1 i1 i

teljes, igy a |2.3.3 Allitds miatt zdrt is liin/E\Z-—ben, azaz liin b, = lgnE A slirtiség
(A i, i,

igazoldsdhoz legyen () # Q C lgm/E\Z nyilt halmaz. A projektiven el6allitott topologiak
i
tulajdonsdgai miatt ( |[10] 25.6.1. Tétel) létezik olyan J € Py(I), hogy minden ¢ € J-re
; nyilt halmaz E;-ban, és
-1

() fi () ca.

ieJ
Az I halmaz felfelé iranyitottsaga miatt 1étezik olyan ¢; € I index, hogy minden ¢ € J
esetén iy > i. Legyen

-1
Qi, o= () fia, ()
ied
(;, nemiires, nyilt halmaz Ezj—ban, és mivel £, str EZ-\J—ban, ezért 1étezik olyan x € F|

hogy z+ N;, € ;,. Mivel minden i € J-re fj;(Q”} C Q; és @(x) € lim B, ezért minden
i
i € J-re
.T‘i‘Nl = fz,zJ('T‘f—N”) € Qi,
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kovetkezésképpen

5.2.3. Kovetkezmény. FEgy topologikus algebra pontosan akkor teljes, szepardlt és lokd-
lisan m-konvezx, ha topologikusan izomorf (azaz homeomorf és izomorf) Banach-algebrdk
projektiv limeszével.

Bizonyitds. a . Allités, az . Koévetkezmény, és az el6z6 tétel alapjin elég azt
belatnunk, hogy ha T és T" topologikus terek és f : T — T’ homeomorfizmus, akkor
T szeparaltsdga ekvivalens T szeparaltsdgaval. Ez pedig azért igaz, mert ha U,V C T
diszjunkt nyilt halmazok, akkor f(U) és f(V') is diszjunkt nyilt halmazok 7"-ben. O]

5.2.4. Definicid. Ha E teljes, szepardlt, lokdlisan m-konvex algebra, akkor az elozd tétel

bizonyitdasdban elddllitott ((E;)icr, (fij)jerxt,i<;) Arens — Michael-rendszerének, az

((/E\Z-)ZE], (E)(i’j)GIXLiSj) rendszert az E algebra teljes Arens — Michael-rendszerének,

a projektiv limesziket, azaz lgn E;, = lgn/E\i—ot pedig az E algebra Arens — Michael-
il i

felbontdasanak nevezzik.

5.3. Az Arens— Michael-felbontas kévetkezményei

5.3.1. Lemma. Legyen ((E;)icr, (fi;) @ )eixi,i<j) projektiv algebra-rendszer, E := liin E;.
i

Ekkor a kovetkezd dllitdsok teljestilnek:

(i) Egy a :== (a;)ier € E elem pontosan akkor kvdziinvertdlhaté E-ben, ha minden i € I-re

a; kvdziinvertdlhato E;-ben.

(7i) Ha minden i € I-re E; egységelemes, akkor E egységelemes. Tovdbbd, ha minden i € I

esetén f; : E — E; (a limesz i-edik kanonikus projekcidja) szirjektiv és E egységelemes,

akkor minden i € I-re E; egységelemes.

(1i1) Tegyiik fel, hogy minden i € I-re E; egységelemes. Ekkor az a := (a;)ie; € E elem

pontosan akkor invertdlhato E-ben, ha minden i € I-re a; invertdlhato E;-ben.

Bizonyitds. (i) Tegyiik fel, hogy a = (a;)ier € E kvéziinvertalhato, legyen a°® := (a});er.
Ekkor a szorzatalgebra miiveleteinek definicidjabdl adédik, hogy minden i € [ esetén a;
kvaziinvertalhaté Fj-ben és a kvéziinverze a;. Megforditva, tegyiik fel, hogy

a = (a;)ie; € F és minden i € [-re a; kvaziinvertdlhaté E;-ben, jelolje a kvaziinverzét b;.

Ekkor b := (b;)ier € [] Ei-re teljesiil, hogy a o b = boa = 0 tehat b kvaziinverze a-nak
iel

[ Ei-ben. Beldtjuk, hogy b € E. Legyen i,5 € I, i < j, ekkor

iel

a; o fij(b;) = fij(a;) o fi;(b;) = fij(a;ob;) = Og,,

ezért a kvaziinverz egyértelmiisége miatt b; = f; ;(b;), kovetkezésképpen b € E.
(17) Tegyiik fel, hogy minden i € I esetén 1; az E; algebra egységeleme. Ekkor 1 := (1;);es
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a [] E; algebra egységeleme, azt kell belatnunk, hogy 1 € E. Legyen i,j € I, < j, ekkor
iel
minden a; € F; esetén létezik olyan a € E, hogy fi(a) = a;, tovdbba

aifij(1;) = [ij(fi(a)) fi;(1;) = fi;(fi(a)1;) = fi;(fi(a)) = as,

tehdt az algebrabeli egységelem egyértelmiisége miatt f;;(1;) = 1;, igy 1 € E. Most
tegyiik fel, hogy 1 = (1;);c; az E algebra egységeleme, és minden ¢ € [-re f; sziirjektiv.
Ekkor a szorzatalgebra miiveleteinek definiciéja miatt minden ¢ € I esetén 1; az F; algebra
egységeleme.

(7ii) El6szor is, mivel minden i € [-re E; egységelemes, ezért E egységelemes. Tegyiik
fel, hogy a = (a;)ie; € E invertélhatd, legyen a™' := (a});c;. Ekkor a szorzatalgebra
miiveleteinek definiciéjabol adédik, hogy minden ¢ € I esetén a; invertalhaté F;-ben és a
inverze a). Megforditva, tegyiik fel, hogy a = (a;);e; € E és minden ¢ € I-re a; invertélhatéd

E;-ben, jelolje az inverzét b;. Ekkor b := (b;);cr € [] Ei-re teljesiil, hogy ab = ba = 1
iel
tehat b inverze a-nak [] Fj;-ben. Belatjuk, hogy b € E. Legyen i,j € I, i < j, ekkor
icl

ai fij(bj) = fij(a;) fij(b;) = fi;j(a;b;) = 1g,,

ezért az inverz egyértelmisége miatt b; = f; ;(b;), kovetkezésképpen b € E. O

5.3.2. Allitas. Legyen ((Ei)ier, (fij)aj)erxi,i<;) projektiv algebra-rendszer, E := 1<i_rp E;.
il
Ekkor minden a = (a;);e; € E esetén

Splp(a) = Sply, (a:)
iel
kovetkezésképpen o(a) = sup of (a;). Tovdbbd, ha minden i € I-re E; egységelemes,
icl
akkor minden
a = (a;)ie; € E esetén
Spi(a) = U Spg,(ai) -

el

Bizonyitds. Az allitas els6 feléhez legyen A € K\ {0}, és a = (a;);e; € E. Ha A € Sp/z(a),
akkor \"t.a ¢ G/(F), igy az el6z6 lemma alapjdn 1étezik olyan i € I, amelyre \.a; ¢
G'(E;), azaz X € |J Splg, (a;). Megforditva, ha A € |J Sp, (a;), akkor 1étezik ¢ € I, hogy
il i€l
A La; ¢ G'(E;), emiatt (ismét az el6z6 lemma lapjdn) A\~t.a ¢ G'(E), tehat A € Sps(a).
Mivel a 0 € K Spz(a)-nak és |J Spl, (a;)-nek is eleme, ezért az elsé dllitdst belattuk. Az
i€l
altalanositott spektralsugarra vonatkozo allitas ennek kozvetlen kovetkezménye. Tegyiik
fel most, hogy minden i € I-re E; egységelemes (kovetkezésképpen F is), és legyen a =
(a;)icr € E. Ha A € Spg(a), akkor A.1g — a ¢ G(E), ezért az eléz6 lemma alapjin
létezik olyan ¢ € I, hogy A\.1g, — a; ¢ G(E;), tehat A € |J Spg,(a;). Megforditva, ha

iel
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A € U Spg,(a;), akkor 1étezik olyan ¢ € I, hogy A\.1p, — a; ¢ G(E;), igy ismét az eléz6
il

lemma alapjén \.1p — a ¢ G(FE), tehat A € Spg(a). O

5.3.3. Kovetkezmény. Legyen E teljes, szepardlt, lokalisan m-konvex algebra K felett,

((Ei)ier, (fiy)agerxt,i<j) az Arens —Michael-rendszere

((Ei)ier, (fij)ajyerxt,i<j) a teljes Arens —Michael-rendszere, tovdbbd minden i € I-re je-

lolje m; az E — E; kanonikus szirjekciot (faktorleképezést), || - ||; pedig az E; normdjdt.
Ekkor minden a € E esetén

Spip(a) = | vl (mi(0)) = | Sz (mi(a))

el i€l

op(a) = sup op, (mi(a)) = sup o5 (mi(a))

és K = C esetén

dp(a) = sup g, (my(a)) = sup lim ||(mi(a))"]|7 -

iel ie] M0
Ha E egységelemes, akkor minden a € E esetén

Spe(a USPE mi(a)) = USPE(W(@))

el i€l

Bizonyitds. Az el6z6 allitast alkalmazzuk. Jelolje ® az F — lim E; = @E izomorfiz-
il i1
must, és legyen a € E. Ekkor, mivel minden i € I-re f; o ® =7,

Spip(a) = Splp(®(a)) = | v, (fi(®(a) = | S¥, (mi(a)) .
iel iel
ezért o(a) = sup;e; 0, (mi(a)) = sup;e; 0=(mi(a)) is teljesiil. Tegyiik fel, hogy K = C.

Ekkor minden i € I esetén F; a p; normaval elldtva komplex Banach-algebra, tehét am.
Definicié utani megjegyzés és a spektralsugar elemi tulajdonsagai alapjan alapjan

T3 |

0(a) = sup g, (7i(a)) = sup og, (mi(a)) = sup lim [|(m;(a))"||

iel iel i€l Moo

Ha E egységelemes algebra, akkor minden ¢ € I-re E; és /E\Z is egységelemes, ezért

Spe(a) = | Spe,(mi(a)) = | S (mi(a))

i€l i€l

5.3.4. Allitas. Legyen E teljes, szepardlt, lokalisan m-konvex algebra.
(i) Hoa € E és A € K, akkor op(A.a) = |\ og(a).

(17) Haoa € E ésm € N, akkor ¢%z(a™) = (0)5(a))™.

(i7) Ha a,b € E és ab = ba, akkor dy(a+b) < dp(a) + ().

(i) Ha a,b € E és ab = ba, akkor oy(ab) < oz(a)ody(b).
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Bizonyitds. Legyen ((/E\Z-)Z-GI, (fi,\j)(i,j)gx 1,i<j) az E teljes Arens—Michael-rendszere, to-
vébba minden i € I-re jelolje m; az E — E; kanonikus sziirjekciét (amely algebra-
morfizmus is). Felhasznaljuk az el6z6 kovetkezményt, illetve a Banach-algebrékra érvényes
analég allitést ( [10] 14.3.3. Allitas).

(1) Legyen a € E és A € K, ekkor

dp(Aa) = sup og;(mi(A\.a)) = sup Moz (mi(a)) = [Nl sup oz (mi(a)) = [A[¢g(a) .
1€ 1€ 1€

(17) Legyen a € K és m € N, ekkor

op(a™) = sup og (mi(a™)) = 32g(@a(ﬂi(a)))m = (ilé? oz (mi(a)))™ = (gp(a))™.

(1ii) Legyen a,b € E, és tegyiik fel, hogy ab = ba teljesiil. Ekkor minden ¢ € I- re
mi(a)m;i(b) = m(b)m;(a) teljesiil, ezért

oplatb) = Sup o5, (mi(a+b)) < S;lg)(@a(m(a))Jr@@(m(b))) < sup @ﬁ(m(a))ﬁg o7 (mi(b) =

= op(a) + op(b).
(iv) Legyen a,b € FE, és tegyiik fel, hogy ab = ba teljesiil. Ekkor minden i € I- re
mi(a)m;(b) = m(b)m;(a) teljesiil, kovetkezésképpen

op(ab) = sup o5 (mi(ab)) < Sigy(ga(m(a))ga(m(b))) < sup o5 (mi(a)) Sup o7 (mi(b)) =

= 0op(a)gp(b). O

5.3.5. Kovetkezmény. Legyen E kommutativ, teljes, szepardlt, lokdlisan m-konvexr Q-
algebra. Ekkor oy szubmultiplikativ félnorma E felett.

Bizonyitds. Mivel Q-algebra minden elemének altalanositott spektralsugara véges (4.3.11}
Tétel), ezért E kommutativitdsa és az el6z6 allitds miatt ¢ szubmultiplikativ félnorma
E felett. O
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