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Bevezetés

E dolgozat a Bergman-terek elméletének egyes fejezeteibe nytjt rovid betekintést. A Berg-
man-tereket a komplex sik tartoményain abszolat értékben p-edik hatvinyon integralhaté
holomorf fliggvények alkotjak. Kiilondsen fontos a p = 2 eset, ekkor a Bergman-tér Hilbert-
tér lesz, melyben létezik egy tn. reprodukalé magfiiggvény, mely a tér fiiggvényeinek egy
integralként valo elgallitasat szolgaltatja. Ennek két, 1ényegesen kiilonb6zd jellegii alkalma-
zasat is latjuk majd. A segitségével definidlt Bergman-projekcié segédeszkoziil szolgal majd
a komplex egységkorhoz tartoz6 Bergman-terek dualisanak leirdsanal. Egy geometriai izi
alkalmazasként pedig a magfiiggvény segitségével metrikat definidlunk majd a komplex sik
tartoményain, melyre nézve éppen a konform leképezések lesznek izometridk. Ez hatékony
eszkoziil szolgalhat a komplex fiiggvénytan bizonyos tételeinek bizonyitasaban is.

Egy tovabbi érintett téma Bers tételének a Bergman-terekre vonatkoz6 megfelelGje. Bers
tétele alapjan a tartomanyokon holomorf fiiggvények algebrai kozotti izomorfizmusokbol
nyerhetiink vissza egy a tartomanyok kodzotti konform leképezést, tehat az algebrai struktira
infroméaciot hordoz a tartoményok geometriai tulajdonsigairél is. A Bergman-terek ezen
algebrakhoz képest egy ,kisebb” ( kevesebb” fiiggvénybdl allo) struktirat alkotnak, ennek
megfelelGen az izomorfizmusoknak megfelel6 unitér leképezésekre itt méar valamilyen plusz
feltételt kell tenniink, és akkor megkapjuk az analog allitast ebben az esetben is.

Végiil roviden kitériink a Bergman-terek fogalmanak tobbdimenzids, sulyfiiggvénnyel
ellatott altalanositasaira. Ezek koziil csak az dn. Segal-Bargmann-terekkel foglalkozunk
részletesen, melyek alkalmazhatok példaul a kvantummechanikaban.

Ehelyiitt szeretnék koszdnetet mondani témavezetGmnek, Sz6ke Robert tanar trnak, aki
magyarazataival és problémafelvetéseivel nagyban segitette munkamat, a dolgozat alapos
atnézése soran pedig rengeteg javaslattal jarult hozza a végleges valtozat kialakitasahoz.



1. Bergman-terek

Ebben a fejezetben a Bergman-terek, azaz a C-beli tartoményokon abszolut értékben p-
edik hatvanyon integralhato fiiggvények terének legalapvet&bb tulajdonsagaival foglalkozunk.
Belatjuk, hogy a p = 2 esetben Hilbert-teret kapunk, és bebizonyitjuk a reprodukalé mag-
fiiggvény létezését, melynek segitségével a Bergman-tér elemeinek egy integralként vald elGal-
litasat kapjuk. Végiil bizonyos speciélis tartomanyok esetén ki is szdmoljuk a magfiiggvényt.

1.1. Definicié és alapvetd tulajdonsagok

1.1. Definicié. Legyen D C C tartoméany, 0 < p < oo, ekkor az
OLP(D) ={f € OD) : || f]l, < o0},

tereket, ahol

17, ={ [ 1P A} hap<o. Il =siplfe

Bergman-tereknek nevezziik.

A fenti || - ||, figgvény 1 < p < oo esetén normat definidl ezeken a tereken. A héa-
romszog-egyenlStlenség a Minkowski-egyenlGtlenség kdvetkezménye. Ha 0 < p < 1, akkor a
héromszég—egyeplétlenség helyett || f +g||b < [Iin +1lgl|? teljesiil a kovetkezs lemma szerint,
azaz OLP(D) minden 0 < p < 0o esetén metrikus tér.

1.2. Lemma. Tetszdleges a,b > 0 esetén

a? + bP, ha0<p<1

(a+b)p§{

20" L(aP +b7), hal<p< .
Specidlisan (a + b)P < 2P(a? 4+ bP) minden 0 < p < oo esetén.

Bizonyitas. Feltehets, hogy p # 1. Vizsgaljuk a g(z) = (1 + x)?/(1 + 2P) fiiggvényt.
Derivalva
/() p(1+ )P Y14 aP) —paP ' (1+ )P  p(l+z)PH(1—aP™)

xr) = =
g (1+a7)? (1 + av)?

adodik, tehat a g monoton csokkens az 1 < x < oo intervallumon, ha p > 1, és monoton
névekvs 0 < p < 1 esetén. Mivel g(1) = 2P71, és g(x) — 1, ha z — oo, igy tehat 1 < p < oo
esetén (1+z)? < 2P~ 1(1+42P), tovabba 0 < p < 1 esetén (14 z)P < 1+ 2P, ez pedig konnyen
lathatoan ekvivalens az allitassal. O

E szakasz {6 célja annak igazolasa, hogy az OLP(D) terek teljesek. Legyen f értelmezve
egy origd koriili 0 sugari korlapon, és 0 < r < § esetén vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:

1

M0 ={5: [ lfePae)’ s 0<p<o),

My (r, f) = max |f(re*)|.

0<p<2m

Emlékeztetiink a szubharmonikus fiiggvény definicidjara.



1.3. Definicié. Legyen D C C tartomany. Az u : D — R fiiggvényt szubharmonikusnak
nevezziik, ha folytonos, és minden z € D-re és elég kis 6 > 0-ra

u(z) < %/0 Wu(z + 8e™)dep. (1)

Megjegyezziik tovabba, hogy ha f holomorf fiiggvény D-n, akkor |f|’ szubharmonikus
minden 0 < p < oo-re. Legyen zy € D, meg kell mutatnunk, hogy (1) teljesiil | f|’-re. Ha
f(z0) = 0, akkor az allitas trivialis. Egyébként a 2, egy kis kornyezetén az fP fiiggvénynek
van regularis dga. A Cauchy-formula szerint

27
f(20)F = %/0 flzo+re)Pdy

egy elég kis r > O-ra, amibdl a trivialis becsléssel kovetkezik az allitas.

1.4. Tétel. Legyen D C C tartomdny. Ekkor az v : D — R fiigguény pontosan akkor
szubharmonikus, ha minden D' tartomdnyra, melyre D' C D kompakt, és minden olyan
U figguényre, amely harmonikus D'-n, folytonos D'-n, és OD'-n u < U teljesiil, az eldbbi
eqyenldtlenség az egész D'-n is teljesiil.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy u szubharmonikus, és legyen D’ tartomany, melyre D’ C D.
Legyen tovabba U harmonikus fiiggvény D’-n, melyre u < U a D’ hataran, és tegyiik fel,
hogy valamely z € D'-re u(z) > U(z). Legyen E azon pontok halmaza D’-ben, ahol az u — U
fiiggvény felveszi az m maximuméat. Ekkor £ C D', mert a hataron u < U teljesiil. Mivel
E zart halmaz, igy van olyan zy € E, melynek semmilyen gémbi kornyezete nincs F-ben.
Legyen {p,} olyan nullsorozat, melyre minden n € N esetén a |z — 29| < p,, korlap D’-ben
van. Ezen korlapoknak valamely nyilt részhalmazaban, és igy valamely 2o korili pl, < p,
koriven u — U < m. Tehat
2 .

o/, u(zo + ppe’?)dp — U(z) =

2
/ /

=5 u(zo + phe'?) — Uz + pl,e?)dp < m = u(z) — Ul(z),
0

ami az u szubharmonicitasa miatt lehetetlen.
A masik irdnyhoz legyen a |z — 29| < p korlap D-ben, és legyen U a Dirichlet-feladat
megoldésa ezen kérlapon az u|{.—,=p kezdéfeltétel mellett. Ekkor

1 2w

= — u(zo + pe'?)dep,
2 Jo

L[ .
u(z9) < Ul(zp) = %/ Ul(zg + pe'?)dy
0

vagyis u szubharmonikus. O
1.5. Lemma. Legyen u(z) szubharmonikus figguény a |z| < § kérlapon. Ekkor az

1

m(r) = Py

27
/ u(re'?)dep, 0<r<y,
0

fiigguény monoton névd.



Bizonyitas. Legyen 0 < 11 < ry < 0, és legyen U(z) a Dirichlet-feladat megoldasa a
|z| < ry korlapon az ulf.j=r,} kezdeti feltétel mellett. Ekkor U harmonikus, és az el6z6 tétel
szerint u < U a |z| < rq korlapon, ezért

m(ry) < %/0 ' U(rie¥)dyp = U(0) = i/O ’ Ul(ree™)dp = m(ry),

s 2m
amit bizonyitani kellett. O

1.6. Kovetkezmény. Legyen [ holomorf figgvény a |z| < & kérlapon, ekkor az M,(r, f)
fiigguény monoton névd r-ben minden 0 < p < oo-re.

Bizonyitas. Ha 0 < p < oo, akkor az allitds kovetkezik az fenti lemmabol valamint
abbol, hogy |f|” szubharmonikus fiiggvény. Ha p = oo, akkor az allitds a maximum elv
kévetkezménye. O

1.7. Definicié. Legyen D C C tartomany, z € D, ekkor jeldlje [, a kiértékeld linedris
funkciondlt, amelyre f € OL?(D) esetén I.(f) = f(2).

A kovetkez§ tétel allitdsa szerint a Bergman-tér fiiggvényei nem néhetnek tal gyorsan
a tartomany hatardnal. Ennek egyik kovetkezménye, hogy az [, kiértékel6 funkcionalok
korlatosak, tehat folytonosak.

1.8. Tétel. Legyen D G C tartomdny, és f € OLP(D). Ekkor minden z € D esetén

1
< - -
S

ahol d(z,0D) jeléli a z pont tdvolsdgdt a D hatdrdtdl.

Bizonyitds. Ha p = oo, akkor az allitas trividlis az 1/p = 2/p = 0 konvenci6é mellett.
Legyen tehat 0 < p < o0, z € D, és § = d(z,0D). Ekkor

Ds(z) ={z€C:|z— 2| <0} CD.

Az 1.6. kovetkezmény szerint az M, (r, f(z + re'?)) fiiggvény monoton nové r-ben, ha 0 <
r < ¢, tehat ekkor

1 2m ] »
PP <5 [ 1 +ren) dp

Az egyenlétlenséget 2mr-rel szorozva, majd az igy kapott kifejezéseket r szerint 0-t6l 6-ig
integralva

) 2T
&1 f(2)I ) derdr =
7% | f(2)] s// £ (2 + rei®)|? dg rdr

- / F)PdA(z) < / FEIPAAG) = £,
Ds(r) D
ami atrendezve éppen az allitas. O

1.9. K6évetkezmény. Ha f,, f € OLP(D), és
eqyenletesen tart az | fligguényhez.

\fo — fll, = 0, akkor az f, sorozat lokdlisan



1.10. K6vetkezmény. Az OLP(D) tér teljes. Ha 1 < p < oo, akkor az OLP(D) tér Banach-
tér. Az OL*(D) tér Hilbert-tér, ahol a skaldrszorzatot az

(f,g) = /D F(2)g(2)dA(2)

wntegrdallal definidljuk.

Bizonyités. Elegendd az elsg allitast bizonyitani. Mivel az LP(D) terek teljesek, igy
elég megmutatni, hogy az OLP(D) terek ezeknek zart alterei (ezeket természetes modon
bedgyazva az LP-terekbe). Ha f,, € OLP(D), és || f, — fl|, = 0, ahol f € LP(D), akkor van
olyan részsorozat, amely majdnem mindeniitt pontonként konvergél f-hez. Masrészt az f,
sorozat Cauchy-sorozat || - ||,-re nézve, igy lokalisan egyenletesen is Cauchy-sorozat, tehat a
Weierstrass-tétel szerint lokalisan egyenletesen tart egy ¢ holomorf fiiggvényhez. Igy f = ¢
majdnem mindeniitt, vagyis az f és a g ekvivalenciaosztalya megegyezik LP-ben. O

Mivel az el6z6 tétel bizonyitasaban felhasznaltuk az 1.8. tételt, igy csak a D # C
tartoményokra kaptuk meg az allitast. Egyszertien latszik azonban, hogy p < oo esetén
OL*(C) = {0}. Legyen ugyanis f € OLP(C), ekkor f az integralhatosiag miatt eltiinik a
végtelenben, ezért korlatos, igy a Liouville-tétel szerint konstans, azaz f = 0. Ha p = oo,
akkor éppen a korlatos egészfiiggvények terérsl van szd, tehat OL*(C) = C. Késsbb azt is
latni fogjuk (minden addigi eredménytdl fiiggetleniil), hogy ha a Bergman-tér nem trivialis,
akkor p = 2 esetén végtelen dimenzios.

Ha a D C C tartomény korlatos, akkor minden korlatos fiiggvény, specialisan példaul
minden polinom norméja véges, tehat ekkor OLP(D) # {0}. Nem feltétleniil igaz azonban,
hogy a Bergman-tér csak korlatos fiiggvényekbdl all. Ha példaul D korlatos és egyszeresen
osszefiiggs, akkor tetszéleges 2o € D-re f(2) = 1/y/z — zg € OL?*(D), ahol a négyzetgyokot
a logaritmus regularis gaval definialjuk. Valoban, ekkor |f(z)|” integralhato egy tetszéleges

zo koriili koron:
1 21 R r
dA(z) = / / —drdp =27 R.
|2 — 2 o Jo T

{z—20<R}

Mutatunk egy példat arra is, amikor OL?*(D) # {0}, és a 0-n kiviil egyetlen korlatos
fiiggvényt sem tartalmaz. Ehhez segitségiinkre lesz az [5] konyvben is megtalalhato kovetkezs
tétel:

1.11. Tétel (Painlevé). Legyen D C C olyan tartomdny, melyre E = C\ D korldtos. Tegytik
fel, hogy minden ¢ > 0-hoz van E-nek olyan korokkel vald fedése, hogy a kiérok sugardnak
dsszege kisebb e-ndl. Ekkor O(D) nem tartalmaz végtelenben eltind korldtos figguényt az
azonosan nulla fliiggvényen kiviil.

Bizonyitas. Eltolas utan feltehetd, hogy 0 € E. Legyen € > 0, és fedjiik le E-t korokkel
ugy, hogy sugaraik Osszhossza e-nél kisebb legyen. Mivel E kompakt, igy feltehetd, hogy
véges sok korrel fedjiik. Legyen I'. ezen korck D. unidjanak a hatara. Tegyiik fel elGszor,
hogy D. Osszefiiggs. Ha f € O(D), akkor z ¢ D. esetén helyettesitéses integralast és a
Cauchy-integralformulat hasznalva

1 1 1

I B (OB /Flﬂ—C) Lge= 2 f(f)'idc:f(%)- )

ahol T, a T'. képe az 1/z fiiggvénynél. A (—1)-es szorzo az elsé egyenldségnél a gorbe
irdnyitasanak megvéltozasa miatt jelenik meg. Ha D. nem 0Osszefiiggs, akkor hagyjunk ki



a hatarabol kis 0 > 0 hosszusagu koriveket, és kossiik Ossze a véges sok Osszefiiggs részt
ezen korivek végpontjaibol indulé egyenes szakaszokkal tgy, hogy z az igy kapott, imméar
Osszefiiggd tartoméany kiilsejében legyen. Ekkor ismét érvényes a fenti formula. Most J-val
nullahoz tartva . 0)

f(2) = o—

21 Jr, 2 —C

d¢

adodik.
Ha f korlatos, és f(oco) = 0, akkor az el6z6 formulabol

€ * SUD¢er, f(C) < € - SUP¢ep f(C)

F)l = d(zT.) = d(zTL.)

Mivel elég nagy abszolut értéki z-re és elég kis e-ra d(z,I'.) alulrdl korlatos, igy e-nal a
nullahoz tartva f(z) = 0 adodik. O

Ha E a Cantor-halmaz a valos egyenesen, akkor E lefedhetd 2™ darab (1/3)" atmérdji
korrel tetsz6leges n € N-re. Igy az el6z6 tétel szerint O(C \ E)-ben nincs végtelenben elting
korlatos fiiggvény a 0-n kiviil. Megmutathato azonban, hogy OL?(C\ E) # {0} (lasd [3]).

1.2. A Bergman-terek reprodukalé magfiiggvényei

Ebben a pontban csak az OL?(D) terekkel foglalkozunk. Ezeknek egyik legfontosabb tulaj-
donsaga a reprodukalé magfiiggvény létezése. Errél szol a kovetkezd

1.12. Tétel. Legyen olyan D C C tartomdny, melyre OL*(D) # {0}. Ekkor létezik olyan
K(z,w): D x D — C fiiggvény, melyre a kivetkezdk teljestilnek:

1. K(z,w) holomorf z-ben, és antiholomorf w-ben, tovibbd K(w,z) = K(z,w).

2. Fizw € D-re K(-,w) € OL*(D), és minden f € OL*(D)-re
f(z)=(f /f K(w,2)dA(w /f K(z,w)dA(w).
3. Ha f € L*(D), és Pf az f ortogondlis projekcidja OL*(D)-re, akkor
/f K(z,w)dA(w).

4. Minden z,u € D-re
/ K(z,w)K(w,u)dA(w) = K(z,u).
D

5. Minden z € D-re és [ € OL?*(D)-re |f(2)|* < K(z,2)|f||% és a K(z, 2) konstans
optimdlis abban az értelemben, hogy minden z € D-re van olyan f, € OL?(D), amire
eqyenldséq teljestil.

6. Ha z € D, és ¢ € OL*(D) olyan, hogy minden f € OL*(D)-re

_ /D £ (w)F@)dA(w),

akkor K(z,w) = ¢(w).



Bizonyitas. Az el6z6 szakaszban lattuk, hogy az [, kiértékels funkcionalok folytonosak,
igy a Riesz-tétel szerint van olyan ¢, € OL*(D), melyre minden f € OL*(D) esetén

F(2) = (f.d2) = /D £ ()2 (w@)dA(w).

Legyen K(z,w) = ¢,(w). Ekkor K(z,w) antiholomorf w-ben. A fenti egyenlGségnél f helyére
¢.-t irva

Cbz(w) = <¢z>¢w> = <¢wa¢z> - ¢w(z)a

tehat K(z,w) = K(w, 2) = ¢ (2), és igy K(z,w) € OL?(D). Ezzel az 1. allitast belattuk, és
az eddigiekbdl kovetkezik a 2. allités is.

A 3. allitashoz legyen el6szér f € OL?*(D), ekkor a 3. allitas jobb oldala megegyezik
f(2)-vel a 2. allitas szerint. Ha viszont f € OL?(D)*, akkor (f, ¢.) = 0, mert ¢, € OL*(D).
Tehat

/D F(w)K (-, w)dA(w)

az identitas OL?(D)-n, és 0 a merdleges komplementerén, igy sziikségképp megegyezik az
ortogonalis projekcioval.
A 4. allitast tgy kapjuk, ha alkalmazzuk a 2. allitast a K(z,-) € OL?(D) fiiggvényre.
Az 5. allitas bizonyitasidhoz irjuk fel a Cauchy—Schwarz-egyenlGtlenséget:

P = KD < (KC2), K2 ) = K2, 2) 111

Vilagos, hogy f. = K (-, z)-re itt egyenlség teljesiil.
A 6. allitashoz legyen ¢ € OL?*(D) olyan, hogy minden f € OL*(D)-re

(f:0) = f(z) = (f, K(-2)).
Ekkor minden f € OL?*(D)-re (f,¢ — K(-,z)) = 0, és mivel ¢ — K(-,2) € OL*(D), igy

¢ — K(-,2)|| = 0, azaz ¢(w) = K (z, w). O

Megjegyzés. A fenti bizonyitas tetszéleges fliiggvénytérre elmondhato, amely Hilbert-tér,
és ahol a kiértékels funkcionélok folytonosak. Tehat ekkor létezik olyan K (z,w) fiiggvény,
melyre f(z) = (f, K(-,2)). Ha tovabba létezik ilyen fiiggvény, akkor a Cauchy—Schwarz-
egyenlGtlenség szerint a kiértékels funkcionalok folytonosak (5. allitas), vagyis a magfiigg-
vény létezése ekvivalens a kiértékel6 funkcionalok folytonossagaval.

A kovetkezG tétel elméletben modszert is ad a magfiiggvény meghatarozasara, amely
bizonyos specidlis tartoményok esetén valoban lehet6vé teszi K(z,w) explicit alakjanak
kiszamolasat.

1.13. Tétel. Legyen {dy, tnen ortonormdlt bazis az OL*(D) téren. Ekkor minden z,w € D

esetén

n

#n(2)6n(w]] < o0,

valamint

K(z,w) =Y ¢n(2)dn(w).

10



Bizonyitas. Legyen f € OL*(D), ekkor a Parseval-formula szerint > [(f, ¢.)> = || f]|%.
Ha tehét f,g € OL*(D), akkor az |(f, ¢,)| és a |{g, ¢,)| sorozatok benne vannak az [* térben.
Alkalmazva az ottani Cauchy-Schwarz-egyenlétlenséget

D 1{ns ) (g o)l < I £1lN9]I-

Most az f = K(-,2) és a g = K(-,w) valasztassal

(e 9]

On(2)n(w)] < K 2K )] < o0
n=0
adodik.
Legyen most w rogzitett. Ekkor

> By oo

de a ¢, fiiggvények ortogonélisak, igy valojaban OL?-ben konvergens sort kapunk. Tehat az
Osszeg z-ben holomorf Lo-beli fiiggvény. Hasonlo érvelés mutatja, hogy w-ben antiholomorf
Lo-beli fiiggvényt kapunk.

Legyen most f € OL?*(D), ekkor

6ul2)0a)|,

= [bu, K(,w))]” = [ K (-, w)]* < o0,

flw) = (f, K(-w)) = <Z (f. bn) <z>n,K<~,w>> = (frdu) (fn, K (- w)) =

n n

=Y intw ) [ 1@EaAe) = [ re) [Zqﬁn J6u2)

ahol a szumma és az integral felcserélhetGségét a szumma Lo-beli konvergenciaja biztositja.
Végiil az 1.12. tétel 6. allitdsa szerint a szumma megegyezik a magfiiggvénnyel. O

)| dA(2),

1.3. Egy extremalis probléma

Minden Hilbert-térnek létezik bazisa. Most a D C C korlatos tartomanyokra egy eljarast
is mutatunk OL?(D) bazisanak meghatérozasira, ami a 0 kozéppontt gémbokre explicit
alakot szolgaltat. Ennek segitségével az el6z6 tétel alapjan kiszidmoljuk ezen tartoményok
magfiiggvényét is.

Legyen ¢ € D rogzitett, és tekintsiik azon OL?(D)-beli fiiggvények S halmazat, melyekre
f®(c)=0,ha0<k<n-—1,é f™(c) = 1. Ez a halmaz nem iires, példaul a (z — ¢)"/n!
megfelel a feltételeknek.

Megmutatjuk, hogy ebben a halmazban van pontosan egy olyan f, fliggvény, melyre
| fn]] minimalis. Legyen A = inf,cgs]|g|l, és legyen {gi}ren olyan S-beli sorozat, melyre
limy o0 || gk || = A. Ekkor a ||gx|| sorozat korlatos. A Cauchy-formula szerint minden z € D-re

27
27 gr(2) = / gr(z +re¥)dp,
0

ha g, értelmezve van a z koriili r sugara zart kérlapon. Ezért

1 1 0 27 .
7“3_7T / 9e(C)dA(C) = 7%7/0 /0 ge(z + re)rdpdr = gp(2).

[¢—2|<ro
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Most a Cauchy—Schwarz-egyenlGtlenség szerint

2

1 1 2 agell> = M
0P = | [ 0©aa0| < [ a©Paae) - ee - 22 < 2
0 0 0 0

I¢—2|<ro |¢—2|<ro

azaz a { gy} sorozat lokélisan egyenletesen korlatos. Ekkor minden K C D kompakt halmazon
is egyenletesen korlatos, igy a Montel-tétel szerint van olyan {g,, }ren részsorozata, amely
minden kompakt halmazon egyenletesen konvergens. Ekkor a Weierstrass-tétel szerint ez a
részsorozat pontonként tart egy f,, holomorf fliggvényhez.

Mivel a g,, sorozat egyenletesen korlatos minden K C D kompakt részhalmazon, igy a
Lebesgue-tétel szerint

/|fn 2 dA(z) hm/|g,,k )2 dA(2 <11m/|gl,k J2dA(z) = A2.

Ezért a kis Lebesgue-tétel szerint
JRCIRZCENS
D

és mivel hm;Hoog = fO is teljesiil, igy g, € S miatt f, € S, tehat valojaban a fenti
integral egyenls A%-tel.

Megmutatjuk, hogy f, az egyetlen ilyen fiiggvény S-ben. Legyenek f € S, h € OL*(D)
olyanok, hogy | f|| = A, és h¥)(c) = 0, ha 0 < k < n. Azt 4llitjuk, hogy ekkor (f,h) = 0.
Tetszbleges A € C-re f + Ah € S. Tegyiik fel, hogy (f,h) # 0, és legyen A = — (f, h) /||h|?,
ekkor

I e s x4 300y = 22 - BERE e

Lf + AR = [LA17 +
1112

ami lehqtetlen. R R
Ha f, € S, és || f.]| = A, akkor (f, — f.)®(c) =0, ha 0 < k < n, tehat

(b= Fa) =0, (farfu=fu) =0,

Vagyis an - fn||2 = 07 és igy fn = fn

Tekintsiik most az { f,, }nen rendszert. Mivel n < m esetén fff)(c) =0minden 0 <k <n
esetén, igy (fn, fm) = 0, tehat a rendszer ortogonalis, vagyis az {f./||fall}nen rendszer
ortonormalt.

Megmutatjuk, hogy ez a rendszer zért, és ezért teljes. Legyen tehat f € OL?(D), és legyen
ap = (f, fx/lIfell)- A Bessel-egyenlGtlenség szerint > a; < || f]|?, tehat a Riesz-Fischer-tétel
szerint a

fiiggvény OL?(D)-ben van, ¢s ||g||> = > ai. Azt kell belatnunk, hogy g = f.
Keressiik az a} konstansokat (n € NT), melyekre

n—1 n

a
hn: u f’
kz_%|rfk|| *
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tovabba h\(c) = f®(c) minden 0 < I < n — 1-re. Mivel f"(c) =0, ha 0 <1 <k —1, és
() =1, igy az

Z ||fk|| O<i<n-1)

egyenletrendszer egyﬁtthatomatrlxa fels6 haromszogméatrix, melynek determinansa nem 0,
tehat az egyenletrendszer megoldhato, és léteznek a keresett aj szadmok. Ekkor viszont
(f —hn, fx) =0, ha 0 < k <n—1, azaz a} = ay. Vagyis

n—1 ax
(f AL

k=0

0
) =0, 0<i<n-—1

igaz minden n € Nt-ra. A ¢ fiiggvényt definialo sor lokalisan egyenletesen konvergens (ezt
ugyanugy lathatjuk be, ahogy a g fliggvényekrol), igy a Weierstrass-tétel szerint tagonként
derivalhato, vagyis (f(z) — g(2))® = 0 minden [ € N-re. Mivel az f — ¢ holomorf fiiggvény,
igy tehat f = g. Ezzel belattuk, hogy az {f,./||full}nen teljes ortonormalt rendszer.

Jelolje Dy az origd kozépponti r sugart korlapot. Ekkor az f,(z) = 2™ /n! fiiggvényekre
nyilvan teljesiil, hogy fy(lk)(()) =0,ha0<k<n-—1,és f7(l")(0) = 1. Legyen n fix, g pedig
olyan OL?(Dg)-beli fiiggvény, amely ugyanigy viselkedik. Belatjuk, hogy || f,|| < |lgl|, azaz az
el6bb bizonyitottak specialis eseteként kapjuk, {f,./|| /.|| }nen egy teljes ortonormalt rendszer
OL2(DR)—b€Il.

El6szor is tetszéleges n,m € N esetén

/ 2"2mdA(z / / MM e M drdp =
Dgr

2n+2
R 2 TR
_ / T,n—l—m—i—l/ 6z(n—m)godgpdr _ n+1 s an m
0 0 0, ha n # m,

tehat az f, fuggvenyek ortogondlis rendszert alkotnak OL?*(Dg)-ben. Mivel g(z) = 2"/n! +
n+1
12"+, 1Y

z" Fik
/D |g<2)|2 dA(Z) = /D) (E + anﬂz"H + .. ) (m +6n+1§"+1 + .. ) dA(Z) =
R I . :

2

dA(z) = | full*.

n|2 n
:/ z dA(z)+/ }an+lzn+1|2dA(z)+... Z/ S
D TL' D D TL‘

R R R

A kovetkez6t kaptuk tehat:

1 n
1.14. Tétel. A 4/ nt RZ — (n € N) fiigguények az OL*(Dg) tér egy bazisdt alkotjdk.
T mn

A fenti szamolas egyébként azt is mutatja, hogy ha D. = {z € C : ¢ < |z| < 1}, ahol
e >0, és n,m e Z,n+#m, akkor
/ 2"z2mdA(z) = 0.
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Ennek van egy érdekes kovetkezménye. Legyen f € OL?(D; \ {0}), és fejtsiik Laurent-sorba
az origd koriil:

Ekkor minden € > O-ra
- 2
> 0

S ) dA(z /Dl >
/ <n—oo > (Z Wﬂ) Z / an"? A(:

n=—oo

Ha most valamely n < 0-ra a,, # 0, akkor

2|n| — 27"
) ap |2 2 g2y o7 | | {_W} (n < —1)
117> [ |l aae = [ [ arap - :
’ 2 |an|? log ]l (n = —1).

Itt a jobb oldali kifejezések co-hez tartanak, ha € tart 0-hoz, ami lehetetlen. Kévetkezésképp
minden n < O-ra a,, = 0, vagyis f szingularitdsa megsziintethets. Nyilvan semmi jelentGsége
nincs a fenti gondolatmenetben a kipontozott korlap kozéppontjanak és sugardnak, igy
valojaban a kovetkez6 eredményt kaptuk:

1.15. Tétel. Legyen D C C tartomdny, 2o € D, ekkor minden f € OL*(D \ {20}) fiiggvény
kiterjed OL*(D)-beli fiigguénnyé. Vagyis a Bergman-tér fiiggvényeinek izoldlt szingularitdsai
megsziuntethetdk.

Térjiink vissza a bazis meghatarozasdhoz. Legyen most D ; C egyszeresen Osszefiiggsd
tartomany. Ekkor D konform ekvivalens az egységkorlappal. A konform leképezés segitségé-
vel megkaphatjuk majd OL?(D) bézisat is. Ehhez el6szor vizsgaljuk meg, hogyan irhatjuk
fel egy fliggvény normajat egy konform leképezés segitségével.

1.16. Allitas. Legyenek Dy, Dy C C tartomdnyok, ¢ : D1 — Do konform rdképezés, és
f € OL*(D,). Ekkor

/D FPdA(:) = /D FGE)E 16/ dAG).

Bizonyitas. Hasznaljuk a valos fliggvénytanbol ismert integraltranszforméacios formulat:

/D )P dA(z) = /D F(6(2)) ] [det Do(2)] A(2),

ahol D¢ jeloli a valos derivaltat. Ha ¢(z) = ¢1(2) + ida(z), és z = 7 + in, akkor

91 00
_ or  0On _ 09y ‘ Op2  Ogn ‘ dpy
det D¢ = det % % = o o or -
or  0On
01 0¢1 Oy Oy |00]7 067 .,
=% o Tor or or| "oz TGN
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Legyen tehat D # C egyszeresen Osszefiiggd tartomény, ¢ € D, és ¢ : D — Dy az a
konform leképezés, melyre ¢(c) = 0, és ¢'(c) = 1. Belatjuk, hogy az

¢(2)"¢'(2)
T
fliggvények megoldjak a fenti extremalis feladatot. Egyszert szamolassal ellenérizhets, hogy
fy(Lk)(c) =0, ha 0 <k <n-—1, tovabba f,S”>(c) = 1. Legyen g, az a fiiggvénysorozat, amely
megoldja az extremalis feladatot D-n. Ekkor

/D $(2)"¢' () [ _ /D

n!
_ _ 2
< [ 1o @O P AR = [ lnE) da).
Dg D
A g, fiiggvények egyértelmiisége miatt f,, = g,, tehat a
n+1 ¢(2)"¢'(2)
T Rntl
fiiggvények ortonormalt bazist alkotnak OL?(D)-ben.
Végiil explicit képletet adunk az OL?(Dg) tér magfiiggvényére:
1.17. Tétel. Az OL*(Dg) tér reprodukdls magfiigguénye
RQ
n(R? — zw)?

2

dA(z) <

Zn

n!

K(z,w) =
Kivetkezésképpen minden f € OL*(D)-re

)P < Wrw.

Bizonyitas. Az 1.13. és az 1.14. tételek szerint

K(zw) = EZM

2n-+2
& neN R "
Ha o < 1, akkor
[oe) o / ! 1
]_ n = n+1 = & ey
nzzo(n—i- o <n21a > (1—a> 1—a)’
tehat
— 2w\ " R?
K = — Nl =—mm—.
(2, w) TR? n:o(n +1 (R2> m(R? — zw)?

Az egyenlGtlenség az 1.12. tétel 5. allitdsanak kovetkezménye. O

Az origd kozépponti kor magfiiggvénye mas modon is meghatarozhato, két a fentitsl
kiilénbozs érvelés taldlhato példaul a [7] konyvben. Altaliban azonban nem lehet explicit
modon felirni sem a bazist, sem a magfiiggvényt. Megemlitiink egy mésik kivételes esetet:
aD={ze€C:r <|z|] <R} tartomanyok bazisa is viszonylag egyszertien felirhato, és a
Weierstrass-féle p fliggvény segitségével zart alak adhato a magfiiggvényére. A részletekért
lasd az [1] konyvet.
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2. Bers tétele Bergman-terekre

2.1. A Bergman-terek dimenzi6ja

Ebben a fejezetben csak az OL?*(D) terekkel foglalkozunk. A késébbiekben felhasznéljuk
majd, hogy a nemtrividlis Bergman-terek dimenziéja egynél nagyobb. Ebben a szakaszban
belatjuk Wiegerinck [8] tételét, mely szerint minden D C C tartomény esetén a trivialistol
kiilénb6z6 Bergman-terek val6jaban végtelen dimenzidsak. Ehhez célszerii a Bergman-tér
fogalmat a D C C = CU{oo} tartomanyokra kiterjeszteni. Azt mondjuk, hogy f € OL?(D),
ha f négyzetesen integralhato a D \ {oco} halmazon. Sziikségiink lesz a kovetkezd allitasra:

2.1. Lemma. Tegyiik fel, hogy az E C C kompakt halmaz pozitiv Lebesque-mértékid. Ekkor
az

1
£(z) = / dA(C
)= [ 740
fiigguény nem konstans, folytonos és korldtos C-n, tovdbbd f € O(C\E), és f* € OLQ(@\E).

Bizonyités. Legyen zy € C\ E, ekkor
1 1 1 1
- dA(C) — / ——dA ’ <
Z—ZO/EC—Z ¢ — zo © g ((— 20)? ©

/ 1 1
<
B

(C=2)(C—=) (-2
ha |z — zo| elég kicsi (itt A jeloli a Lebesgue-mértéket). Ez azért igaz, mert az 1/[((—2)({—20)]
fiiggvény egyenletesen tart az 1/({ — 2¢)? fiiggvényhez E-n, ugyanis ha 6 > 0 olyan, hogy
Bs(20) € C\ E, akkor [1/[(¢ — 2)(¢ — 20)%]| < C, és igy z € Bs(z0) esetén

dA(C) < eM(E),

< oC.

1 1 z— 2o
‘<<—z><<—zO> -2 '<<—z><<—zo>2

Tehat f € O(C\ E). Az f folytonossaga C-n hasonl6 modon kovetkezik abbol, hogy az
1/(¢ — 2) fiiggvény integralhatd z koriil, és E korlatos. Mivel tovabba lim, . f(z) = 0,
kompakt halmazokon pedig f a folytonossidg miatt korlatos, igy korlatos az egész C-n. Az f
nem konstans, mert

[ECiZdA(C)I/E—ldA(C)Jr[ECEZdA(C)I—/\(E)Jr/ : L a0,

6s igy lim, ,oo 2f(2) = —A(E).

Mivel f eltinik a végtelenben, igy végtelen koriili Laurent-sora » > a2z~
ekkor elég nagy abszolut értékid z-re

(2) = i bz "
n=2

Tehat az f2(1/z) - 1/2? integralhaté a 0 egy kiornyezetében, igy f? integralhato a végtelen
egy kornyezetében. De f? korlatos is, igy f2 € OL*(C\ E). O

z
E ¢

™ alaku, és

2.2. Tétel (Wiegerinck). Legyen D C C, és tegyiik fel, hogy OL*(D) # {0}. Ekkor OL*(D)
végtelen dimenzios.
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Bizonyitas. Feltehets, hogy oo € D. Legyen ugyanis ellenkez6 esetben ¢ olyan M&bius-
transzformacio, amelyre oo € ¢(D). Ha az { f,, }nen rendszer fiiggetlen OL?(¢(D))-ben, akkor
az {(fn 0 @) - ¢'}nen rendszer nyilvéan fiiggetlen lesz OL?(D)-ben. Tegyiik fel, hogy 0 # f €
OL%*(D). Két esetet tekintiink.

Elsd eset: Az f egy racionélis fiiggvény. Ekkor

/C FR)PdA(z) = oo,

ha ugyanis a nevezd@je nem konstans, akkor a gyokei kornyezetében nem integralhato. Ha
viszont konstans, akkor a végtelenben val6 eltiinés miatt a szamlalo, és igy a fiiggvény is 0
volna. Tovabba mivel

/D F(2)[2dA(z) < oo,

igy a C\ D kompakt halmaz pozitiv mértéki, tehat az el6z6 lemma miatt létezik egy g nem
konstans korlatos fiiggvény OL?(D)-ben. Ekkor ¢" € OL?*(D) minden n € NT-ra, és ezek a
fiiggvények fiiggetlenek. Tegyiik fel ugyanis, hogy

Mg+ 4+ Mgt =0,
ahol 0 £\, € C (1<i<1),1 <k <---<k. Ekkor g* kiemelhetd, és igy
A Aag® TR gt TR =0,

tehat —\; € OL*(D). De oo € D miatt ekkor A\; = 0, ami lehetetlen.

Madsodik eset: Az f nem racionalis. Fejtsiik Laurent-sorba a oo koriil:

o0

f(z) = Z ek cm # 0, m > 2.

k=m

Itt ap = 0, hiszen f(oco) = 0, és a; = 0 is teljesiil, mert az f (%) . Ziz fiiggvény négyzetesen
integralhat6 a 0 koriil.

Konstrualunk egy olyan g € OL?(D) fiiggvényt, amelynek a végtelen koriili Laurent-so-
rdban az els6 m egyiitthato 0. Legyenek zq,..., 2,11 € D tetszbleges kiilonb6z6 pontok,
melyekben f nem tiinik el. A kovetkez6 formaban keressiik g-t:

9

o) = 37 ol = 1)

ahol b,, € C késébb megvalasztando konstansok. Fejtsiik Laurent-sorba g-t a végtelen koriil:

g(z) = Z arz k.

k=1

Belatjuk, hogy £ =1,..., m-re
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Ezek éppen a g(1/z) fiiggvény 0 koriili hatvanysoranak egyiitthatoi, tehat a reziduum-tétel

szerint
o — L/ g(l/C)dC:
¢

2 Jier CFH
m+1 m+1
fA/¢) - (1/2) = f(zn)
d b, :
" 2omi Z /C (1—= C Ck ¢= Z Fezo ( 1 —z,2)2F
Itt az utolso zardjelben 1évs fiiggvények reziduuma éppen az

PO/ = 1) (S ) S oy

Jj=m =0

sor (k — 1)-edik egyiitthatoja. Mivel k < m, ez éppen — f(2,)2*71, és igy (2)-t belattuk.

Mivel (2) egy egyenletrendszer az ay egyiitthatokra, és f(z,) # 0, igy ez tetszéleges ay
értékek esetén megoldhatd, specidlisan valaszthaté mind O-nak. Most ag = a; = 0, igy a
g (%) . z% fiiggvény négyzetesen integralhato a 0 koriil, vagyis ¢ integralhato a végtelen egy
kérnyezetében, azaz egy elég nagy R sugart koron kiviil. Ha a z; pontokat R-nél nagyobb
abszolut értékiinek valasztjuk, akkor az 1/(z — z;) fiiggvények e koron beliil mar korlatosak.
Tovabba f € OL?*(D), ezért g € OL?*(D), és g nem racionalis, kiilonben f is racionalis volna,
igy specidlisan g # 0. Valamint g és f fliggetlenek, hiszen ¢, # 0.

Legyen m’ > m minimélis, melyre a,, # 0. Ekkor hasonlé konstrukciéval olyan OL?(D)-
beli 0-t6] kiilénbo6z6 fiiggvényt kapunk, amelynek végtelen koriili hatvanysordban az elsd
m’ egyiitthato 0. Az eljarast folytatva konnyen lathatoan végtelen sok fiiggetlen fiiggvényt

konstrualhatunk. O

Megjegyzés. A 4. fejezetben magasabb dimenzidéban is értelmezziik majd a Bergman-
tereket. Ebben az esetben viszont az el6z6 tétel mar nem igaz, tetszéleges k > 0-hoz talalhato
olyan D Reinhardt-tartomany C*-ben, amire dim OL?*(D) = k (lasd [8]).

2.2. Bers tétele

Legyen D C C tartomény, ekkor az ezen a tartomanyon holomorf fiiggvények algebrat
alkotnak. Bers |2] tétele azt mondja ki, hogy ha D; és D, tartomanyok, akkor az O(D;) és
O(D,) algebrak kozti izomorfizmusokbol visszanyerhetd egy a tartoméanyok kozotti konform
leképezés. Pontosabban igaz a kovetkezG

2.3. Tétel (Bers). Legyenck Dy, Dy C C tartomdnyok, és tegyik fel, hogy ¢ : O(Dy) —
O(Dy) egy C-algebra homomorfizmus. Ekkor létezik pontosan egy h : Dy — Dy holomorf
fliggvény, melyre f € O(Ds) esetén o(f) = foh. A ¢ leképezés pontosan akkor bijektiv, ha
h konform rdképezés.

2.4. Definici6. Legyen D C C tartomany. Ekkor a x : O(D) — C C-algebra homomorfiz-
musokat karaktereknek nevezzik.

Vilagos, hogy az [, kiértékels funkcionalok karakterek. A kovetkez6 lemma szerint minden
karakter ezek valamelyike.

2.5. Lemma. Legyen D C C tartomdny, és 0 # x : O(D) — C karakter. Fkkor x = I,
ahol zo = x(idp) € D.
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Bizonyitéds. Mivel x(1) = x(1-1) = x(1) - x(1), igy x(1) = 1, vagy x(1) = 0. Utébbi
esetben tetszéleges f € O(D)-re x(f) = x(f - 1) = x(f) - x(1) = 0 volna, ami y # 0 miatt
lehetetlen.

Legyen zy = x(idp), és f(z) = z— 2. Ekkor x(f) = x(idp) — x(20) = 20— 20 = 0. Tegyiik
fel, hogy z ¢ D, ekkor f~!' € O(D). Igy

X)) =x(f- ) =x(f) - x(f /=0,

ami lehetetlen, tehat zy € D.
Legyen most g € O(D) tetszéleges. Ekkor g(z) = g(z1) + f(2) - h(2), ahol h € O(D), igy

x(9) = x(9(20)) + x(f) - x(h) = g(20),

azaz X = l,,. O

A tétel bizonyitasa. Mivel olyan h fliggvényt szeretnénk kapni, amelyre ¢(f) = foh, igy
az egyetlen lehetséges valasztasunk h = p(idp,).

Ha a € Dy, akkor [, o ¢ egy karakter O(Ds)-n, tehat a lemma szerint [, o ¢ = [, ahol
b=1,(idp,) = (I, 0 p)(idp,) = lo(h) = h(a). Igy f € O(D,) esetén

w(f)(a) = la(e(f)) = (la 0 ©)(f) = ln@ (f) = f(h(a)) = (f o h)(a)

minden a € D;-re. Azaz ¢(f) = f o h minden f € O(Dy)-re.

Tegyiik fel, hogy h : D; — D, konform leképezés. Legyen g € O(Dy), és f = go h™L.
Ekkor ¢(f) = foh = g, tehat ¢ sziirjektiv. Ha tovabba ¢(f1) = ¢(f2), akkor fioh = fyoh,
igy h~'-zel komponélva f, = f, adodik, tehat ¢ izomorfizmus.

Tegyiik fel most, hogy ¢ izomorfizmus, és legyen a € D, tetszéleges. Ekkor [, karakter
O(Dy)-n, igy 1, o o=t karakter O(D;)-en. Van tehat egy b € D; pont, melyre [, 0 o' =1,
azaz l, = [, o . Ekkor

a = l(idp,) = (Iy 0 9)(idp,) = ly() = h(b),

tehat h sziirjektiv. A fenti érvelés azt is mutatja, hogy b egyértelmiien meghatarozott, és igy
h injektiv. O

Vizsgéljuk meg az analog kérdést a Bergman-tereken. Itt az izomorfizmusoknak az unitér
leképezések felelnek meg, a karaktereknek pedig linearis funkcionalok. A fenti tételben ¢
hatott a karaktereken, és ez a hatas lényeges informaciot hordozott a h fiiggvényrél. Ha
U : OL*(Dy) — OL?*(Dy) unitér, akkor U general egy U* : OL*(D;)* — OL?*(D,)* unitér
leképezést, melyet ¢ € OL*(D;)* esetén az U*¢p := ¢ o U definicioval adhatunk meg.

Legyenek Dy, D, C C tartoméanyok, v : D; — D, konform raképezés, h € OL*(D,),
ekkor az 1.16. allitas szerint

h(z)PdA(z) = [ |(he )P Y ()" dA(2),
D2 Dl

azaz az I, : OL?(Dy) — OL*(Dy), h +— (ho7) -+ leképezés unitér.

Vizsgaljuk meg, hogy hat F, egy [, € OL?*(D;)* linearis funkcionalon. Ha z € Dy,
h € OL*(Dy), akkor (Fyh)(z) = h((2)) - v'(2), azaz Fil. = l,(.) - 7/(2), vagyis I, képe egy
kiértékel6 funkcional konstansszorosa.

Lehetséges-e, hogy egy ilyen tipust hatas a fenti alakti unitér leképezést hataroz meg, és
ilyen esetben a két tartomany konform ekvivalens? A kovetkez6 példa mutatja, hogy ilyen
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tételt biztosan nem fogunk kapni. Legyen Dy =Dy =D, D; =D\ {0}, U : Dy — D; pedig
az a leképezés, melyre f € OL?*(D,) esetén Uf = f|p,. Ez a leképezés nyilvan normatarto
és injektiv, tovabba mivel a kipontozott korlapon minden négyzetesen integralhato fiiggvény
kiterjed a teljes korlapra, igy sziirjektiv is, de D; és Dy nem konform ekvivalens.

A fenti példaban a D; tartoméany hataranak volt egy izolalt pontja, ez okozta a problémaét.
Kideriil azonban, hogy ha D; korlatos, és 0D; ,elég szép”, akkor a tartomanyok konform
ekvivalensek lesznek.

2.6. Definici6. Legyen D C C. Az mondjuk, hogy a z € 0D L*-sorompdpontja a hatarnak,
ha tetsz6leges {2, fneny C D 2-hez tarto sorozatra létezik olyan f € OL?*(D), melyre az f(z,)
sorozatnak nincs véges hatarértéke.

2.7. Tétel. Legyenek Dy, Dy C C tartomdnyok, ahol Dy korldtos, és 0D1 minden pontja
L%-sorompdpont. Legyen tovdbbd U : OL*(Dy) — OL*(Dy) olyan unitér leképezés, melyre
léeteznek olyan v : Dy — Dy és X : Dy — C fiiggvények, hogy minden z € D; esetén
U*l, = Ly - M(2). Ekkor v : Dy — Dy konform riképezés, melyre v' = n - X, ahol n € C,
In| =1.

Miel6tt ratérnénk a bizonyitasra, vizsgaljuk meg, hogy milyen tartomanyok teljesitik a
tétel feltételeit. Ha példaul 9D, olyan, hogy minden pontjabol hiizhat6 egy egyenes szakasz a
D kiilsejében, akkor D, minden pontja L?-sorompoépont. Legyen ugyanis 2z € 0Dy, zg pedig
egy a 2-bdl a Dy kiilsejében huzott egyenes szakasz z-t6l kiilonb6z6 végpontja. Alkalmazzunk
egy ¢(z) = 1/(z—2zp) transzformaciot. Ez a zy pontot a co-be viszi, ¢(D; ) korlatos, az egyenes
szakasz képe pedig egy ¢(z)-bdl induld, a ¢(D;) tartomany komplementerében halado e
félegyenes. Eltolas és elforgatas utan feltehetd, hogy e éppen a negativ valés tengely. Ekkor
az elsG fejezetben latottak szerint 1//w € OL?*(¢(Dy)), és ez a fiiggvény a 0-ban végtelenbe
tart. Végiil az (f o ¢) - ¢’ fiiggvény az 1.16. &llités szerint OL?(D;)-ben van, és mivel a ¢ a
z egy kornyezetén korlatos, igy a fenti fiiggvény z-ben a végtelenbe tart.

Térjiink most ra a bizonyitasra. Tobbszor sziikségiink lesz arra, hogy eléirjuk a fiiggveé-
nyek viselkedését bizonyos pontokban (vagy épp a tartoméany hataranal). Az alabbiakban
kiilon 6sszegytjtiink néhany ezzel kapcsolatos egyszerd allitast.

2.8. Allitas. Legyen 0 # f € OL*(D), melyre valamely zy € D esetén f(z) = 0 k multipli-
citdssal. Ekkor g(2) = f(2)/(z — 20)* € OL?*(D), és g(z0) # 0.

Bizonyitds. A g(z) # 0 allitas nyilvanval6. Van olyan § > 0, hogy Bj(20) € D. A Bs(z)
halmazon a g korlatos, és igy |g|” integralja véges. A D\ By(z) halmazon pedig

/ f(2)
D\Bs(z0)

(z — 20)
tehat g € OL*(D). O

1
dA(z) < —/ dA(z / dA(z
@sgm [ PG S 5 [ 176

Ha a fenti bizonyitasban az z — 2 kitevdje helyére k helyett (K — 1)-et irunk, akkor a
kovetkez6t kapjuk:

2.9. Allitas. Legyen 0 # f € OL*(D), melyre valamely zy € D esetén f(z) = 0 k multipli-
citdssal. Ekkor van olyan g € OL*(D), melynek zy-ban egyszeres nullhelye van.
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2.10. Allitas. Legyen D C C tartomdny, melyre OL?(D) # {0}. Ekkor
(i) minden z € D-re van olyan 0 £ f € OL*(D), hogy f(z) =
(ii) minden z1,zo € D-re van olyan f € OL*(D), melyre f(z) =0, és f(z) # 0.

Bizonyitas. Az (i) bizonyitasahoz legyen 0 # f € OL*(D) tetszoleges. Ha f(z) = 0,
akkor f megfelel. Ellenkez6 esetben a 2.2. tétel szerint van olyan g € OL?*(D), hogy f és
g linearisan fiiggetlenek. Ha ¢(z) = 0, akkor g megfelel. Egyébként pedig van olyan u € C,
melyre f(z) — pg(z) =0, és ez a linearis kombinacié nem lehet az azonosan nulla fiiggvény.

A (i4) allitashoz legyen most 21, 29 € D, és f € OL*(D) olyan, hogy f(z1) = 0. Ha most
f(z2) # 0, akkor készen vagyunk. Kiilonben pedig a 2.8. allitas alkalmazéasaval megfelels
fliggvényt kapunk. O

A tétel bizonyitdsa. A feltétel szerint tetszGleges f € OL?(Dy)-re és z € Dy-re
UN)(2) = LUS) = UL(f) = L (f) - Az) = F(3(2) - Al2)- (3)

Mivel U unitér, ezért A sehol sem tiinik el, ellenkez& esetben valamely z € D;-re [, képe az
azonosan nulla funkcional volna. Mivel van olyan f € OL?*(D), melyre f(z) # 0, igy 1. # 0,
tehat a képe sem lehet a nulla funkcionél.

Legyen ¢ € OL?*(D,)* tetszoleges, ekkor ¢ = (UU')*p = (U )*po U, és U 'l-zel
komponalva ¢ o U™t = (U~!)*¢ adodik. Mivel I, = (U™)* () - A(2)) = M2)(U ),
vagyis (U1)*l,) = 1./ \(2), igy tetszleges f € OL?*(D,) és z € D, esetén

—1yx _ —1py _ (771 _f(®)
() L@)(f) = LU f)=U" fvz) = 2) (4)

Belatjuk, hogy 7 injektiv. Tegyiik fel, hogy 21,22 € Di, 21 # 22, és Y(z1) = 7(22).
Mivel OL*(Dy) # {0}, igy a 2.10. allitas szerint van olyan f € OL?(D,) fiiggvény, amelyre
f(z1) =0, és f(z2) # 0. Ekkor (4) szerint

_ f(=)
A(21)

= (U ) = U () = 5

ami lehetetlen.

Megmutatjuk, hogy ~ folytonos. Tegyiik fel az ellenkezgjét, és legyen w € D; olyan,
hogy v nem folytonos w-ben. Ekkor van olyan w, Di-beli sorozat, melyre limw, = w, de
Y(w,) 4 y(w). Van tehat a vy(w)-nek olyan kérnyezete, melyen kiviil a v(w,) sorozatnak
végtelen sok tagja van. Atindexelés utan feltehet, hogy minden ~(w,) ilyen. Ennek van
egy v(w,,) konvergens vagy oo-hez tarto részsorozata, jelolje ennek hatarértékét u. Legyen
f € OL?(D,) tetszdleges, ekkor (3) szerint

P (@)Aw) = (Uf)(w) = lim (U f)(w,) = lim F((w,)A(w,,).
Ha most f € OL?(D,) olyan, hogy v(w)-ben k multiplicitasi gycke van, akkor g(z) =
f(2)/(z —v(w))* € OL*(D,), és g nem tiinik el v(w)-ben, igy

o fG) _ fO)Aw) _ OHw) _ 2N
g0 (w) ~ gO@DAw) ~ Ug)(w) — Tim (Ug)(w,)
i FOte DAy, )M w,) .
= T g0l D) e g DA, e 1) =)
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mivel u # vy(w), ez pedig ellentmondés.

Legyen w € Dy, f,g € OL?(Dy) pedig olyanok, hogy g(v(w)) # 0, toviabba f-nek és
igy f/g-nek ~v(w)-ben egyszeres gyoke van. Ekkor a lokalis értékeloszlas tétele szerint f/g
injektiv és véges a vy(w) egy B kornyezetében, és az inverze is holomorf. A v folytonossaga
miatt van a w-nek olyan B’ kérnyezete, hogy v(B’) C B. Ekkor z € B’ esetén

WNE) _ FOENE)

Ug)(z)  g(v()Az) g ’
ahol a bal oldalon egy B’-n meromorf fiiggvény &ll, a jobb oldal viszont mindenhol véges
B’-n, igy a bal oldali fiiggvény holomorf. Tovabba

((g) o Z—ﬁ) (2) =(2),

vagyis v holomorf a B’-n, specialisan w-ben is. Mivel w tetszdleges volt, igy ~ holomorf az
egész Di-en. Tovabba tetszéleges f € OL?(Dy) esetén Uf/(f o) = A, igy A is holomorf.

Belatjuk, hogy ~ sziirjektiv. Tegyiik fel indirekt, hogy ~(D;) g D,. A ~ fliggvény nem
konstans, mert injektiv, ezért nyilt leképezés, igy v(D;) nyilt halmaz, és 3z € dv(D1) N Ds.
Legyen 6 > 0 olyan, hogy Bs(z) C D, teljesiiljon.

Megmutatjuk, hogy a 0v(D;) N Bs(z) halmaz végtelen. Ellenkez6 esetben volna izolalt
pontja, tehat volna olyan zy € Dy, hogy valamely D, 2, koriili kipontozott korlapon a v~
fiiggvény értelmes, és v~'(D,,) korlatos (mivel Dy része). Ezért v~ '-nek a 2o megsziintethets
szingularitasa. De a kiterjesztett fiiggvény zo-ban v~1(D,,)-beli értéket kell felvegyen, mert
egyébként a D, U{z} halmaz képe vagy nem volna nyilt, vagy pedig a D;-nek volna izolalt
pontja (ami nem volna L2-sorompépont). Am ekkor egy olyan holomorf fiiggvényt kapnank,
amelynek két pontban megegyezik az értéke, ezeken kiviil pedig injektiv, ez pedig lehetetlen.

A 0v(D;1)N Bs(z) halmaz tehat végtelen és korlatos, igy 0v(D;)-nek van Dy-ben torlodasi
pontja. Legyen {wy, }nen € 0v(D1)N Dy egy ehhez torlodo pontsorozat, és legyen w ennek egy
tetszbleges pontja. Legyen a {2, }nen € (D7) C Dy olyan sorozat, melyre lim z,, = w, ekkor
a 7~ !(2,) sorozatnak a D; korlatossaga miatt van konvergens részsorozata. Atindexelés utan
feltehetjiik, hogy 7~ 1(z,) ilyen.

A v folytonossédga miatt lim~y~1(z,) = u a D; tartomany valamely hatarpontja. Ha
Ay Y(z,)) nem tart a végtelenhez, akkor van olyan részsorozata, melynek létezik a véges
v hatarértéke. Atindexelés utan feltehets, hogy a fenti sorozat ilyen. Legyen g; € OL?*(D;)
olyan, melyre nem létezik a lim,,_,o g1(7™"(2,)) véges hatarérték. Tekintsiink egy olyan o(n)
részsorozatot, amely mentén van (véges vagy végtelen) hatarértéke az el6bbi sorozatnak. Ha
most h; = U~ gy, akkor (3) miatt

lim 91(1" (o)) = 1 (Uh1) (7™ (o)) = i bt A7 (o)) = b (w) - # 0,

n—o0 n—oo

tehat az Osszes ilyen hatarérték meg kell egyezzen, ami lehetetlen.
[gy tehat lim A(y~'(2,)) = oo. Viszont ha g, € OL?(D;) korlatos fiiggvény, akkor (4)
n—oo

miatt

(U™ g2)(w) = 7}3"{)10((]_192)(%) = JLI&(U_ng)('V('V_l(Zn))) = lim 92(7”"(2n)) —0.

n—voo A(771(zn))

Mivel w a {w,} torlod6 pontsorozat tetszéleges eleme volt, és minden ponthoz valaszthatjuk
ugyanazt a ¢, fiiggvényt, igy U~ 'g, elttinik egy torl6dé pontsorozat mentén, tehéit az azonosan
0 fiiggvény, ami U~! unitér volta miatt lehetetlen.
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Végiil belatjuk, hogy v = n - A, ahol n egység hosszi komplex szam. Legyen 0 # h €
OL*(Dy), ekkor

Ial? = | [h(z)?dAz) = [ [h(y(w))]* |y (w)]* dA(w),

D2 Dl

vagyis (ho7y) -+ € OL?(D,). Tegyiik fel, hogy valamely n € N-re (ho~) - (/)"T/\" €
OL*(Dy), és [[(hov) - (/)" /A" = ||h|| (ezt tehat n = O-ra mar lattuk). Ekkor (4) szerint

B2 = H(hov) () (hov)- ()"

2 2

i

AT AT
Y O G O ) YO B LG C)) b ) it PP
- /D Ay | A= /D Nyt | A

azaz (h o) ()" /XM € OL?(Dy), és |[(ho~y) - (v)""2/A"|| = ||h||. Tehat ez minden
n € Nere igaz, és igy a fenti atalakitast hasznalva az f = [(7/ oy 1) /(Ao )| pozitiv
folytonos fiiggvényre

/D h(2)[2 F5(2) dA(z) = [}

adodik minden £ € N-re.

Megmutatjuk, hogy f = 1. Az {f > 1} halmaz nyilt f folytonossdga miatt, tegyiik
fel, hogy nem iires, legyen z egy pontja, £,0 > 0 pedig olyanok, hogy y € Bs(x) esetén
f(y) > 1+ ¢ teljesiiljon. Ekkor

|h]|? = |h(z)12fk(z)dA(z)2/

Do Bé(w)

() 15(2) dA(z) > (1 + ) - / h(2)? dA(2).

Bs(x)

A |h(2)]” nemnegativ folytonos fiiggvény, ami nem ténik el Bs(z)-en, mert kiilsnben az
unicitas tétel miatt h azonosan nulla volna, igy az utolsé integral pozitiv és véges. Most
k — oo esetén a jobb oldal co-hez tart ellentmondva ||h|| végességének. Tehat f < 1, igy
0 < f— f? tovabba

/D P () — £(2)) dA(z) = 0,

amibsl |h|* (f — f2) folytonos nem negativ fiiggvény volta miatt |k|* f = |h|* f2, tovabba
h(z)-nek Dy minden kompakt részhalmazan csak véges sok gyoke lehet, igy példaul minden
zart gdmbon f(z) = f?(z) véges sok pont kivételével. De f folytonos és pozitiv, {gy minden
kompakt Dy beli zart gombon, vagyis minden z € Da-re f(z) = 1.

Azt kaptuk tehat, hogy [(7' o y™")/(Aoy™!)| =1, ekkor a (v oy~")/(Aoy71) fiiggveny
a {z € C: |z| = 1} halmazba képez, ami (7' oy~ !)/(A o y~!) holomorf volta miatt csak
akkor lehetséges, ha a hanyados konstans. Azaz van olyan 1 hosszi komplex n szam, melyre

Yoy t=mn-(AoqyTh), vagyls v =n- A O
A fenti bizonyitasban a Di-re tett feltételeket csak a  sziirjektivitasdnak igazoldsanal

hasznaltuk ki, ha tehat ez utobbit feltessziik, akkor a Di-re tett feltételek elhagyhatok:

2.11. Kovetkezmény. Legyenck Dy, Dy C C tartomdnyok, és U : OL*(Dy) — OL*(Dy)
olyan unitér leképezés, melyre léteznek olyan v : D1 — Dy és A\ : D1 — C fiigguények, hogy
v sziirjektiv, és minden z € Dy esetén U*l, = Ly - N(2). Ekkor v : Dy — D, konform
raképezés, melyre v' =n -\, aholn € C, |n| = 1.
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3. A reprodukalé magfiiggvény alkalmazasai

3.1. Bergman-terek az egységkoron

Ebben a pontban csak a D = {z € C : |z| < 1} egységkorhoz tartozo AP = OLP(D)
Bergman-terekkel foglalkozunk. Az eddigiekkel szemben most az f € AP fiiggvény norméja-
nak definiciojanal a o = %dA(z) normalizalt mértékre vonatkozo integralt hasznaljuk:

I, = ([ rcr da@)’l’ |

Meg fogjuk mutatni, hogy ha 1 < p < o0, és 1/p+1/q = 1, akkor az A? tér megfeleltethetd
az AP tér dudlisinak. El6bb azonban belatjuk, hogy a polinomok stirin vannak az AP
térben. Ez a tény fontos szerepet jatszik majd a Bergman-projekcié definiciojanal, amely
segédeszkoziil szolgal majd a dudlis térre vonatkozo allitas bizonyitasanal.

3.1. Tétel. A polinomok az AP terek sirid részhalmazdt alkotjdk, ha 0 < p < oo. Vagyis
minden f € AP figguényhez és € > 0-hoz van olyan Q) polinom, melyre || f — Q||, < €.

Bizonyitas. Legyen f € AP, és 0 < p < 1 esetén legyen f,(z) = f(pz). Ekkor f, holomorf
egy 1-nél nagyobb sugard korlapon, igy a hatvanysora egyenletesen konvergal hozza D-n.
Ezért elég belatni, hogy ||f — f,l|, = 0, ha p — 1.

Az 1.6. kovetkezmény szerint az

s ={ o= [ lseen ap)

fiiggvény r-ben monoton névé. Vegyiik észre tovabba, hogy M, (r, f,) = M,(pr, f), igy az 1.2.
lemma szerint

My(r, f = f,)" < 2(My(r, f)7 + My(r, f,)") < 277 M (r, f)".
Az f € AP feltétel miatt létezik az fol M, (r, f)Prdr integral, tovabba az f, fiiggvény egyen-

letesen tart az f fiiggvényhez a D Gsszes kompakt részhalmazén, ha p — 1. Ugyanis ha
|z] <60 < 1, akkor f-et sorba fejtve

£ (2) = fpz)| =

Z a,(1—p)z"
n=0

Ezért M,(r, f — f,)? — 0 minden 0 < r < 1-re, ha p — 1. Tehat alkalmazhat6 a Lebesgue-
tétel, igy

<1=p) a5
n=0

1
If = £l =2 / My(r, f — f,)rdr — 0,
0
ha p — 1, amivel az allitast belattuk. O

Az A? tér zart altere az L*(D) térnek. Legyen P az L? tér ortogonalis projekcioja az A*
térre, ekkor az 1.12. tétel 3. pontja, valamint az 1.17. tétel szerint minden f € L?(D)-re

SO,
Pre) = | el
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Mivel a polinomok stirti részhalmazt alkotnak AP-ben, igy a fenti integral elsallitja az A'-beli
fiiggvényeket is, tovabba L'(D)-n definiél egy operatort, melyre minden f € L'(D) esetén
Pf e O), ésha f e A, akkor Pf = f. Ezt az operatort Bergman-projekcionak nevezziik.

Megmutatjuk, hogy a Bergman-projekcié p > 1-re korlatos az L? (D) téren, és képe az AP
tér. Sziikségiink lesz a kovetkezs lemmara.

3.2. Lemma. Legyenek 1 <t < s walds szamok. Ekkor van olyan csak s-tdl és t-tdl fiiggd C
konstans, melyre minden z € D esetén

(1 - [¢])- e
/DWda(C)SC(l E)

Bizonyitas. Elegendd az 4llitdst a 2 = p > 0 esetben bizonyitani. Ugyanis ha z = pe®?,
ahol p > 0, akkor |z| = p, és a ( = €?¢ helyettesitéssel az integraltranszforméacios formulét
az 1.16. allitds bizonyitasdban latottak szerint alkalmazva

<) _ (O™ ey =[O LED
[ iigtoo = [ S e ante = [ S o)

Ha p < %, akkor |1 — pC|® > (1 — p)* > 1/2%, igy

(Sl S L e
/D 11 —z¢| do(¢) < (1_/))5/]@(1 [¢[)""do(¢)

_(-p / (1= ¢]) "o (Q) < 2(1 = p) / (1= |¢)'2do(Q),

(1—p)t D

tovabba t > 1 miatt az (1 — |[(|)!? fiiggvény integralhato:

[a-ir=ane = [ [ ra-n i <
/ / ) ~2drdp = 27 {——(1:’){_1]; -

Igy ebben az esetben (figyelembe véve, hogy o = 1dA(z)) a C' =271 (¢t — 1)~! megfelel.
Legyen most p > 1/2, azaz 1/(2p) < 1. Elgszor becsiiljiik meg az integralt az egységkor
egy kompakt részén:

(1= L et L
/|<|<21p Wda(C)SZ /D(l ) 2do () < O(1 — p)t=,

mivel t — s < 0.
Hatra van még az

1— t—2 2 1 ™ d
/ %dg(g) — _/ r(l— T)tQ/ ¥ — /2dr
>4 11— =] T o (1 —=2prcosp+ p?r?)s

integral becslése. Mivel sinx > 2z/7, ha 0 < z < 7/2, igy

1 —2prcos o+ p*r? = (1 — pr)? + 4prsin®(¢/2) > (1 — pr)? + 4prp* /o
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Tehat r > 1/(2p) esetén

m d 1 m 9 2\
p @
< 1+ = dp <
LA (1 —2prcos g+ p?r2)s/2 = Or—ﬂrfll; ( N (1-—pr> ) 7=

1 o0 2 )\ )
< 1+ = = C(1—pr)
- (1 _ p,r)s—l /(; ( + 7-‘-2u ) du C( pT) ;

ugyanis s > 1 miatt a fenti integral konvergens. Vagyis p < 1 miatt

(1 I S
A%;u—msw@gol<mmWAm‘

1 —(1 — p)t=s 1
< C/ (1—r)—tdr =C [ (1=r) } _C <C'(1—p)t.
0 t—s g S—1

Ezzel a lemmat belattuk. O
3.3. Tétel. Ha 1 < p < o0, akkor a P Bergman-projekcio korldtos operdtor LP(ID)-bdl AP-re.

Bizonyitas. Mivel P megszoritasa AP-re az identitas, tovabba P f holomorf minden f €
LP(D)-re, igy elég megmutatni, hogy P korlatos operator LP(D)-b&l 6nmagaba. De ha f €
LP(D), és % + % = 1, akkor a Holder-egyenl6tlenség szerint

‘f(Ql ,; |f( )‘ 1 1
PfZ S —_QdUC = 1-— C — C quO <J12qJ22p,
[Pf(2)| -2 <).é( ) H—C4< [CDredo(C) < Ji(2) Ja(2)
ahol
11 F(OF 1
le = 1— C p—_2d0€7 JQZ — C qu’C.
@)= [a-k) oo A h—cd( l)do(c)

Az el6z6 lemmat az s = 2, t = 2 — 1/p szamokra alkalmazva |J,(2)| < C(1 — |z|)~Y/?. Ezt és
a Fubini-tételt felhasznalva

AHV(W%d> u/h()k@Mddé

<o fa-p) /|” O (1~ )b do(Q)do(z) =

Lo et e <1—m> .
~c/a km|ﬂ0|4;“_€4(1<m<os

¢ [ =1D* IO (1= 6D Ho(c) = € [ £ do)

ahol az utols6 egyenlStlenségnél ismét az el6z6 lemmat alkalmaztuk az s = 2, t =2 —1/q
szamokra. Mivel a C” konstans csak p-t6l fiigg, igy a tételt bebizonyitottuk. O

A fenti bizonyitas valojaban erGsebb eredményt ad, melyet a késébbiek miatt most egy
kovetkezményben megfogalmazunk:
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3.4. Kovetkezmény. Ha 1 < p < oo, akkor a T'f(z fD ‘1 — zC! o(¢) hozzdrende-
lés eqy LP(D) — LP(D) korldtos operdtort definidl.

Ha X Banach-tér, akkor X* jeloli a dudlisat, mely a [|¢|| = supj, -1 [¢(z)| norméval
ellatva szintén Banach-tér. A Riesz-reprezentéacios tétel szerint 1 < p < oo esetén az LP tér
izometrikusan izomorf az L9 térrel, ahol 1/p + 1/q = 1. A megfeleltetést a

==/gfgda

képlet adja, ahol ¢ € LP(D)*, és g € LI(DD).

Lényegében ugyanilyen megfeleltetés létesithets az (AP)* és A? kozott, de lényeges kii-
16nbség, hogy p # 2 esetén ez az azonositas nem lesz izometria. Azonban a normdak ekviva-
lensek lesznek.

3.5. Tétel. Ha 1 < p < oo, akkor az (AP)* tér izomorf az A? térrel, ahol 1/p+ 1/q = 1.
Minden ¢ € (AP)* funkciondlhoz van pontosan egy olyan g € A? figguény, melyre

¢m=%m=4ww

minden f € AP esetén. Az (AP)* és az A7 terek normdi ekvivalensek, pontosabban van olyan
C > 0 konstans, melyre ||o|| < |lgll, < C||9|l-

Bizonyitas. A Holder-egyenl6tlenséghdl azonnal kovetkezik, hogy a fenti integrallal defi-
nialt funkcional minden g € A9 esetén korlatos, és ||@4]| < ||g|l,- Tovabba mivel ¢,(2") =
G,/(n+ 1), ahol a,, a g havanysoranak n-edik egyiitthatoja, igy ¢, = ¢4, esetén g, = go.

A Hahn-Banach-tétel szerint minden ¢ € (AP)* funkcionél kiterjeszthets egy ® € LP(D)*
funkcionalla agy, hogy ||| = ||@] teljesiil. A Riesz-reprezentacios tétel szerint van olyan
h € L1(D) fiiggvény, hogy ||®|| = [|[4, és ®(f) = [, fhdo minden f € AP esetén. Legyen
g = Ph, ahol P a Bergman-projekcié. A 3.3. tétel szerint van olyan C > 0 konstans, melyre
lglly < Cllh|l; = C||¢||- Tovabba minden f € AP esetén

= = _U_ &O— Z)aoc\z) =
Mﬂ—ﬂﬁ—éﬂm-iééu_iyd@>(w()

- [ s /1_;) 0= [ H0Fdo(0) = 645

Az integralok felcserélhetGsége a fenti szamolasban a Fubini-tétel és a 3.4. kovetkezmény
kévetkezménye. O

Megjegyzés. A fenti bizonyitas a p = 1 esetre nem alkalmazhat6, mert a Bergman-
projekci6 ekkor nem korldtos operator. Az (A!)* tér reprezentalhaté az an. Bloch-tér se-
gitségével, a részletekért lasd pl. a [4] konyvet.

2. A Bergman-metrika

Ebben a pontban a Bergman-terek reprodukalé magfiiggvénye segitségével metrikit defini-
alunk majd a C-beli tartomanyokon. Itt metrika alatt a szokasostol eltérs fogalmat értiink,
melyet hamarosan definidlunk. Azt is latni fogjuk, hogy ennek segitségével a tér, melyen a
metrikat értelmeztiik, a klasszikus értelemben vett metrikus térré tehet6.
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El6szor némi technikai el6késziiletként targyalunk néhany allitast a

o 1,9 0 ) g 1,9 .0

9z (Ef'@) " 5§_§Gﬂ+%ﬁ)
operatorokkal kapcsolatban. A Cauchy—Riemann-egyenletekbdl adodik, hogy egy f: C — C
valos értelemben derivalhato fiiggvényre O f /0Z = 0 pontosan akkor teljesiil, ha f holomorf,
és ekkor 0f /0z = [, illetve 8f/8z = f'. Az is ugyanigy lathat6, hogy 0f/9z = 0 pontosan
akkor, ha f antiholomorf (azaz f holomorf), és ekkor df/0z = f'.

Szintén egyszerd szamolassal ellenérizhetd, hogy a Laplace-operator a kovetkez6képp ir-
hato:

o? 0? 0 0 0 0
=—+—=4——=4———.
or?  0y? 0z 0z 0z 0z
Ismert, hogy ha f egy sehol el nem tinG holomorf fiiggvény a D C C tartomanyon, akkor
log | f| harmonikus, azaz A(log|f|*) =
A 0/0z és 0/0z operatorok lineérisak, a szorzat derivéaltjara vonatkozo szabély a valos
esettel analog, ezt nem részletezziik. A lancszabély azonban egy fokkal bonyolultabb, ezt a
kovetkezd lemméaban foglaljuk Gssze:

3.6. Lemma (Lancszabaly). Legyenek f és g olyan C-be képezd folytonosan differencidlhatd
fiigguények, melyekre f o g értelmezve van eqy D C C tartomdnyon. Ekkor

Lroae = L2+ Lo,
L roae = L2+ Lo,
Ha specidlisan f vagy g holomorf, akkor
of
L roae) = L)
tovdbbd ha f ill. g holomorf, akkor
TironE = Lo, a Lroge) = L))

Bizonyitas. Az utolsé harom formula az els§ kett§ alapjan nyilvanvalo. Csak az elsd
egyenldség bizonyitasat vazoljuk, a masodik bizonyitasa hasonlo.

Legyen g(z) = a(z) +i5(2), ahol « és [ valos értéki fiiggvények, és alkalmazzuk a 0/0x
és a 0/0y operatorokra vonatkozé lancszabalyt:

0 o .0 af o of o 0f 0 0f o
LIPS YL IE APPSR YCOEOR. £ T )

ox 8y

Or 0r Oy Ox e Jy Jy Jy

Ebbdl a

9_90.,9 9 _,(9_29
or 0z oz O by 9. 0=z

egyenlGségek felhasznalasédval némi szamolas utan adodik az allitas. O

3.7. Definicid. Legyen D C C tartomany, ekkor egy p : D — Rs( nemnegativ folytonos
fiiggvényt metrikdnak neveziink. Ha p metrika D-n, z € D, ¢ € C, akkor azt mondjuk, hogy
€ hossza z-nél ||£]],. = p(2) - |£|, ahol |-| a szokasos euklideszi hossztisagot jeldli.
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Példdk. Legyen D C C tartomany, és legyen p = 1 a D-n. Ekkor z € D, £ € C esetén
1€l = p(2) - |€] = [€], tehat & hossza fiiggetlen a z valasztasatol, és megegyezik a szokasos
euklideszi vektorhosszal. Ezt a metrikat euklideszi metrikdanak nevezziik.

Tekintsiik most a I egységkort, és legyen p(z) = (1 — |z|>)~!. Ezt a metrikat Poincaré-
metrikdnak nevezziik. Legyen £ € C, ekkor

4
1€llp0 = p(0) - [€] = &1, IEllp.12 = p(1/2) - €] = 5 1€l
Lathato, hogy z-vel az egységkor hatarahoz kozelitve a vektorhosszak is novekednek.

Ha 7 : [a,b] — R? folytonosan differencialhato sikgorbe, akkor a hosszat az

1) = [ )

formulaval definial(hat)juk. Hogy ez a definicié valoban olyan tulajdonsagokkal rendelkezik,
amit az intuicionk alapjan elvarunk, az heurisztikus meggondolasok alapjan konnyen lathato,
azonban szigorian véve a fenti formulaval értelmezziik a gorbe hosszét. Ez a hossz az
érintGvektor hosszatol fiigg. A metrika fenti definici6ja hatterében az a meggondolas all,
hogy az érint6 hosszat a gorbe elhelyezkedésétdl is fliggévé tehetjiik, és ezzel a gorbehossz

t stz

3.8. Definicid. Legyen D C C tartomany, p metrika D-n, v : [a,b] — D pedig folytonosan
differencialhat6 gorbe. Ekkor v hosszdt a p metrikdban az

b
uwzfmmmmﬁ

formulaval definidljuk. A szakaszosan folytonosan differencidlhaté gorbék hosszat a folyto-
nosan differenciadlhatéd szakaszok hosszanak Gsszegeként definidljuk.

Helyettesitéses integralassal adodik, hogy a definici6 fiiggetlen a paraméterezéstsl. Sza-
moljuk ki most a gorbehosszakat a fenti példakban. Egyszertien latszik, hogy az euklideszi
metrikdban a gorbehossz definicioja megegyezik a klasszikus definicidval, igy ezek az értékek
megegyeznek.

Tekintsiik most a D egységkort a p Poincaré-metrikaval, és legyen ¢ > 0. Meghatéarozzuk
avy(t)=t 0<t<1—¢e gorbe hosszat. A definici6 szerint

b= [ Ola= [

1—e 1—e 1—¢
1 1 1 1
:/ - dt=-- / —dt+/ —dt) =

1 1 e 1 2 ¢
— 5 log(0— 57+ 5 log(1-+ 0 = 1og (257

Vegyiik észre, hogy ha e kicsi, a hossz nagy, pontosabban lim. o, {,(7) = oo. Tehat az
egységkor hatara - legalabbis a fenti gérbe mentén - ,yvégtelen messze” van az origotol.

3.9. Definici6. Legyen D C C tartomany, p metrika D-n, és z,w € D. Ekkor z és w
tavolsagat a

dy(zw) = inf{l, () : 7 € Cp(z,w)}
képlettel definialjuk, ahol Cp(z,w) jeloli azon szakaszonként folytonosan differencidlhato
v :[0,1] — D gorbék halmazat, melyekre v(0) = z, és y(1) = w.
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Konnyen ellenérizhets, hogy ezzel a tavolsagfiiggvénnyel D egy metrikus tér. Megje-
gyezziik, hogy z,w € D esetén nem feltétleniil 1étezik olyan z-t és w-t Gsszekots v gorbe,
melynek képe a D tartoméanyban van, és [,(v) = d,(z,w). Ez attdl fiigg, hogy D mint a d,
tavolsagfiiggvénnyel ellatott metrikus tér teljes-e. Viszonylag kdnnyen megmutathato, hogy
az egységkort a Poincaré-metrikaval ellatva az origot a 0 < ¢ < 1 ponttal 6sszekots fenti
gorbe minimaélis hosszisagi. Ennek a bizonyitasa és a Poincaré-metrika tulajdonsigainak
részletes targyalasa megtalalhato példaul a [7] konyvben.

3.10. Definicid. Legyenek D, D, C C tartomanyok, f : D; — D, folytonosan differen-
cialhato leképezés izolalt zérushelyekkel, és legyen p metrika Do-n. Ekkor a p f szerinti
visszahuzottjdat az

of

fp(z) = p(f(2)) - 5.

formulaval definialjuk.

3.11. Definicié. Legyenek Dy, Dy C C tartomanyok, p; metrika D;-n (i = 1,2), és legyen
f i Dy — Dy holomorf raképezés. Ha f*py(2) = p1(2) minden z € D esetén, akkor azt
mondjuk, hogy f izometria a (D1, p1) és (Da, p2) parok kozott.

A kovetkezd allitas mutatja ennek az elnevezésnek a jogossagat:

3.12. Allitas. Legyenek Dy, Dy C C tartomdnyok a pi1, ps metrikdval. Ha f : Dy — Dy
izometria a (D1, p1) és (Da, p2) pdrok kézitt, akkor

(i) minden v : [a,b] — Dy folytonosan differencidlhato giérbe esetén f oy is folytonosan
differencidalhato, és 1, (v) = 1,,(f o),

(it) ha z,w € Dy, akkor d, (z,w) = d,,(f(2), f(w)),
(111) az f leképezés bijekcid, igy [~ létezik, és szintén izometria.

Bizonyitds. Az (i) = (it) = (iii) kovetkeztetések egyszertien adodnak, igy elegendd az
elsG allitast bizonyitani. Definici6 szerint

109 = [ 170 Ol = [ | Ly v a

p2,(foy)(t)

tovabba

|7
p2,(fov)(t)

of
/

(0 0

mert f izometria. Vagyis

= [ L] o mrten = o

frpa. () — ||7,(t) Hﬂlﬁ(t)’

b
u(f 07) = / 1 ()l dt = 1y, (),

ami épp az elsé allitas. O

Az alabbiakban a Bergman-terek reprodukalé magfiiggvénye segitségével definidlunk egy
metrikit C tartoményain, melyre nézve a konform leképezések izometridk lesznek. Legyen
tehat D C C olyan tartomény, melyre OL?(D) # {0}, K(z,w) pedig a hozza tartozo
magfiiggvény. Belatjuk, hogy a K (z, z) fiiggvény pozitiv. Legyen a {¢, }n,en gy ortonormélt
bazis OL?(D)-n, ekkor az 1.13. tétel szerint K (z,2) = 3 |¢n(2)[°. Ha K(z,2) = 0 lenne,
akkor a jobb oldalon az Gsszeg Osszes tagja 0 volna. Tehat a bazis Osszes eleme, és igy az
OL?(D) tér sszes eleme eltiinne a z pontban, ami a 2.8. allitds miatt lehetetlen. Ertelmes
tehat a log K (z, z) fiiggvény. Ennek segitségével definialjuk a Bergman-metrikat:
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3.13. Definicié. Legyen D C C tartomany, Kp(z,w) az OL?*(D) tér reprodukal6é magfiige-
vénye, ekkor a

02
pp(z) = p(2) \/azaz og Kp(z,2)
formulaval definidlt metrikat Bergman-metrikdnak nevezzik.

Belatjuk, hogy a gydkjel alatt allo kifejezés pozitiv, tehat valoban metrikit definidltunk.
Legyen ismét {¢, }nen az OL?(D) egy bézisa, ekkor

o2 9 1
= log K(2,2) = [Z PRETNG zn:qbn 2)¢h ( ]

1

— - ——5 D) Ou(2)0u(2) - ) dul2)d,(2)+
(. %(z)%(z)) " :

zcbn( o o

n

Y

ENIBE |¢n 2 | 20 - \aan 7| 2 ()

ahol a derivalast azért lehet tagonként elvégezni, mert az adott sorok kompakt halmazokon
egyenletesen konvergensek. A zarojelben lévs kifejezés a Cauchy—Schwarz-egyenlGtlenség
miatt nemnegativ, s6t valojaban pozitiv, mert ¢, (z) nem egyezhet meg ¢! (2) valamely fix
nem nulla konstansszorosaval minden n-re. FEz legegyszertibben tgy latszik, ha - mivel a
kifejezés értéke fiiggetlen a bazis valasztasatol - a ¢y elemet tgy valasztjuk, hogy annak
z-ben egyszeres nullhelye legyen (ez a 2.9. allitas szerint megtehetd), majd kiegészitjiik a(z
egy elemt) rendszert ortonorméalt béazissa.

Most vizsgaljuk meg, hogyan irhato6 fel a tartomanyhoz tartozé magfiiggvény egy konform
leképezés segitségével.

3.14. Lemma. Legyenek Dy, Dy C C konform ekvivalens tartomdnyok, melyekre az O L*(D;)
tér nem trivialis, és leqyen v : Dy — Dy pedig konform rdképezés. Ekkor minden z,w € D-re

Kp, (z,w) = 7/(2) - Kp,(7(2),7(w)) - 7/ (w).

Bizonyitas. Legyen f € OL?*(D;), ekkor a ( = y(w) helyettesitést alkalmazva az 1.16.
allitas szerint

/D v'(2) - Kp,(7(2),v(w)) Wf(w) dA(w) =
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ahol g(¢) = F(77(0)) - m

Az 1.16. allitds alkalmazasaval lathato, hogy g € OL?*(D,), ezért a fenti integral értéke
éppen g(7(2)), azaz

/D Y (2) - K, (7(2), v(w)) - 7/ (w) f(w) dA(w) = 7'(2) - g(7(2)) = f(2).

Mivel a ¢(w) = +'(2) - Kp,(v(2),v(w)) - 7/ (w) fiiggvény konjugaltja (szintén az 1.16. allitas
miatt) OL?*(Dy)-ben van, igy az 1.12. tétel 6. pontja szerint ez megegyezik a reprodukalo
magfiiggvénnyel. O

3.15. Tétel. Legyenck Dy, Dy C C konform ekvivalens tartomdnyok, melyekre az OL*(D;)
tér nem trividlis, és legyen v : Dy — Dy konform leképezés. Ekkor v*pp,(z) = pp,(z) minden
z € Dy esetén, azaz vy izometria a (D1, pp,) és (Ds, pp,) pdrok kozitt.

Bizonyitas. A definici6 szerint

2

Y pp, (W) = pp,(v(w)) - |7/ (w)| = \/V’W {ai@z log KDZ(Z’Z>]

v (w).
z=y(w)

A lancszabaly alkalmazasaval lathato (figyelembe véve, hogy 7 holomorf), hogy a gydkjel

alatt 16v6 kifejezés éppen
2

Owow
Ha ehhez még hozzaadjuk a 0 = iA(Iogh’\Q) kifejezést, amely ~ konform volta miatt
értelmes a v értelmezési tartoméanyéan, akkor az el6z6 lemma miatt

log Kp, (v(w),v(w)).

3 pon(0) = | g o [1) - i 500, 0 - )] =

82
= \/awaw log KD1 (UJ, w) = PD, (w)’

ami éppen a tétel allitasa. O

Szamoljuk ki végiil a Bergman-metrikat a D egységkor esetén. Az 1.17. tétel szerint ekkor
1 1

K - .-
v =2 G p
azaz,
1 1 2
log K(z,2) =log | = - ————=| = —logm — 2log(1 — [z[").
To(1=12)
Tehat a lancszabalyt alkalmazva
0 -2 2z
—log K(z,2) = (=2)= ——=,
82 g ( ) 1 - |Z|2 ( ) 1 . |Z|2
0? 2
—log K(z.2) = ———,
020z (1- |z|2)2

vagyis pp(z) = v2/(1 — |z|*), ami éppen a Poincaré-metrika v/2-szorose. Az eddigiek kovet-
kezménye, hogy a Poincaré-metrikaban az egységkor automorfizmusai izometridk. A Berg-
man-metrika tovabbi alkalmazasai talalhatok példaul a [7] kényvben.
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4. Sulyozott Bergman-terek

Ebben a fejezetben altaldnositjuk a Bergman-terek definiciojat. Egyrészt C-beli tartomanyok
helyett magasabb dimenziés terekben is tekinthetjiik a négyzetesen integralhaté holomorf
fliggvények terét, masrészt stulyozhatjuk is a fiiggvényeket. A korabbiakhoz hasonldan igy
Hilbert-tereket kapunk. Az els6 fejezetben lattuk, hogy OL?*(C) = {0}, azonban a Segal-
Bargmann-terek példaja mutatja majd, hogy megfelel§ sillyal ellatva mar talalhatunk négy-
zetesen integralhato holomorf fiiggvényt az egész sikon, s6t C™-ben is.

4.1. Definici6 és alapvetd tulajdonsiagok

4.1. Definicié. Legyen D C C" tartomany, o : D — R folytonos fiiggvény, ekkor az

OL*(D,a) = {f € O(D): /D 1F(2))? a(z)dz < oo}

teret (stlyozott) Bergman-térnek nevezziik, ahol most a z szerinti integral a 2n dimenzios
Lebesgue-mérték szerinti integralt jeloli a C* = R*" téren. A fenti integral négyzetgyokét
az f fliggvény normdjinak nevezzik, és || f||.-val vagy || f]|-val jeloljik. Az o : D — Ryg
folytonos fiiggvényeket sulyfiggvényeknek nevezziik.

Megjegyezziik, hogy OL*(D, ) linearis altere az L?(D, «) Hilbert-térnek, amely a D-n
a-val stlyozva négyzetesen integralhaté fliggvények tere, és a skalarszorzatot az

) paipey = /D (2)7alz) dz

integrallal definialjuk.

4.2, Tétel. Hao D C C", « sulyfiigguény D-n, = € D, és f € OL*(D, ), akkor

FEE < ClfIE

ahol C' egy z-tdl fiiggd konstans. Vagyis az l, kiértékeld funkciondl korldtos.

Bizonyités. Legyen z = (z1,...,2,) € C", A(z,s) pedig egy z kozépponti, s sugari
policilinder, vagyis

Az, s) ={weC": |wp — 2| <s, k=1,...,n},
melyre A(z,s) C D. Ha f € O(D), akkor

1
1) = s /A RIS

Ezt az n = 1 esetben lattuk az 1.3. pont elején. Az n > 1 esetben az allitast szukcessziv
integralassal kapjuk.

Legyen 1a(,s) € L*(D, o) a A(z, s) halmaz indikatorfiiggvénye, vagyis amely 1-et vesz fel
ezen a halmazon, minden mas helyen pedig 0-t. Ekkor f € OL?*(D, ) esetén

1 1 ! 1
£(z) = D /D 1A(zvs)(z)a(z)f(z)oz(z) dz = ) <1A(z7s)—,f>L2(D’a) ;

e
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igy a Cauchy-Schwarz-egyenl6tlenség szerint

1
(827T)2n

Mivel 1/« folytonos a A(z, s) halmazon, igy A(z, s) -en korlatos, ezért az 1a(, 5 -1/« fiiggvény
fenti normaja véges. Ezzel az allitast belattuk. O

4.3. Tétel. Az OL*(D,a) tér zdrt altere az L*(D, ) térnek, ezért Hilbert-tér.

1 2

(=) < lags— 1122 (D.00-

L2(D,a)

Bizonyitas. Az el6z6 bizonyitasbol latszik, hogy z € D esetén van z-nek olyan U, kornye-
zete, hogy w € U, f € OL*(D, a) esetén

[f(w)]* < CoIf1Z,

ahol C, csak z-t6l fiiggd konstans.
Tegyiik fel, hogy {f,} C OL*(D, ), f € L*(D, ), ¢s f, — f L*-ben. Ekkor f,, Cauchy-
sorozat L?*(D, a)-ban, igy

sup | fo(w) — fu(w)| < V/Cull fo = funlla — 0,

UJEUZ

ha n,m — oo. Tehat az f, sorozat lokédlisan egyenletesen konvergal egy f fiiggvényhez, amely
a Weierstrass-tétel szerint holomorf, azaz f € OL*(D,«). O

Az 1.12. és az 1.13. tételek megfelelGi a stulyozott Bergman-terekben is igazak, van tehat
reprodukalé magfiiggvény, amely pontosan tgy all el6 egy ortonormaélt bazisbol, ahogy a sily
nélkiili egy dimenzi6s esetben. A bizonyitasok szorol szora megegyeznek az emlitett tételek
bizonyitasaval, csupan az integralokba bele kell irni szorzoként az « sulyfiiggvényt.

4.2. A Segal-Bargmann-terek

Ebben a pontban réviden bemutatjuk a silyozott Bergman-terek egyik fontos példajat. A
Segal-Bargmann-terek elmélete alkalmazhato példaul a kvantummechanikaban (lasd [6]). Mi
most csak a legalapvet&bb tulajdonsidgok targyaldsara szoritkozunk.

4.4. Definici6. Legyen t > 0, ekkor az OL2(C", ) tereket, ahol py(z) = (wt) e 17/,
Segal-Bargmann-tereknek nevezziik.

Az aldbbiakban kiszamoljuk a Segal-Bargmann-terek reprodukalé magfiiggvényét. Te-
gyiik fel elgszor, hogy a dimenzi6 n = 1. Els6 lépésben megmutatjuk, hogy a {2} ey rendszer
ortogonalis. El6szor is ez a rendszer valoban benne van az OL?(C, ;) térben. Ugyanis k = 0

esetén
1 2 |22/t o2/t 1 [ 2]
— 1 dz—— rdrdgp——— [e } dp =1,
mt 2r 0

tovabbéa ha k: > 1, akkor

2m
| kHZ / |Zk| 67‘2‘ Jt dz = / / 2k+1 —r2/t dr dQO _
_ 1 <{_t zkefr /t} + kt/ 2k— 1€fr /t dT> d(p —
it 0 2 0 0

1 2 00
=k [ [ g = ke
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amibd] indukcioval ||2*||? = k!t* adodik. Megmutatjuk, hogy a rendszer ortogonélis:

1 2
<zk,zl> = —/z el gy — — / rketheple=ileg=r /trdrdgo =
Tt C
oo 27 0 ha k l
_ i T(k+l+1)6—r2/t/ RICEE dp dr = ’ 71,
mt 0 Elt*, ha k=1L

Végiil belatjuk, hogy ez a rendszer teljes. Ehhez elegendd megmutatni, hogy ha egy f €
OL*(C, ) fiiggvényre (f,2*) = 0 minden k € N-re, akkor f = 0. Legyen f(z) = >>°2 a;2/,

ekkor )
1 T oo ' '
k> = _/ / f(,T,GZL,O)T,kJrlef'chpeer/t dr d(,O —
7wt Jo 0

- k+1 —zk<p —r2/t
“pm [ [ e tedr

a Lebesgue-tétel miatt. Mivel f hatvanysora egyenletesen konvergal a |z| < R halmazon, igy
az integral és a szumma felcserélhetd:

2m
< _ }%ln’l Z t/ / a; TJ Z](prk+1 fzkap —r2/t ng dr = 2ay, / 7,,2164»1677'2/15 dr.
—00 T

Ha tehat <f, z’“> = 0, akkor a, = 0 minden k € N-re, azaz f = 0. Tehdt a {2*/VE!t*}ren
ortonormalt béazis az OL?(C, ;) térben. Igy a reprodukilé magfiiggvény

0 2k wk .1 (2w —
K _ Il adad _ zw/t.
(z,0) Z RIS Z k! ( ) ‘

k=0 k=

Ha a dimenziészam n, akkor a kévetkezd képlet érvényes:

4.5. Tétel. Az OL*(C", ;) tér reprodukdlé magfiigguénye K(z,w) = e*™/t, ahol z - W =
AWy + -+ - + 2, Wy. Specidlisan minden z € C", f € OL2(C", ;) esetén |f(z)|* < el2/t|| f||2.

Bizonyitas. Az n = 1 esetet mar belattuk. Legyen K(z,w) = e*™/, ekkor K(z,w)
fix z esetén holomorf w-ben, hiszen minden valtozojaban holomorf. Tovabba K(z,w) €
OL?*(C", uy), mint w fiiggvénye. Ugyanis

/ }ei-w/t’2€—|w|2/tdw :/ p2Re (Zw/t) g—lwl?/t g, —

és ez a fiiggvény konnyen lathatoan integralhatd az Gsszes valtozojaban.
Ha most f € OL*(C", i), akkor

dw dw,,
S = [ [
(Cn

Tt it
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Legyen Rlye s Ri—1yRitls -+ -y %n ﬁX7 es fl(w) = (Zlv cees B 1, Wy i1y - ey Z’n) Ekkor fZ € O((C)7
és ha tudnéank, hogy f; € OL*(C, y;) minden 1 < i < n-re, akkor véltozonként elvégezve a
fenti integralast
(w)e ™ py(w)dw = f(z)
Cn

adodna. Elegendé tehat igazolni, hogy f € OL?(C", ;) esetén f; € OL*(C,pu;). Ha f
polinom, akkor f; is az, igy f; € OL?(C, ;). Ezért elég megmutatni, hogy a poliomok
stirtd halmazt alkotnak OL?(C", u;)-ben, mert ekkor ha f € OL?*(C", u;) tetszbleges, és
Q € OL*(C", juy) polinom, melyre || f — Q|| < ¢, akkor

(w)e* ™y (w)dw — f(2)| < (w)e* ™ iy (w)dw — Q(z)

+1Q(2) — f(2)] <

(C’II, Cn

< [ 1) - Qe ™| uw)dw + C|f - <

< ( F(w) - Q<w>\2ut<w>dw)2 - ( / }eZ'w/%fut(w)dw)Q Ol -Ql =
Ccn Ccn
<Clf-ql <

ahol felhasznaltuk a Holder-egyenlGtlenséget, a kiértékel6 funkcional korlatossagat és azt,
hogy e*®/t € OL*(C™, ). A polinomok stirtisége viszont az egy dimenzits szdmoldshoz
hasonloan adodik, felhasznalva, hogy minden f € OL?*(C", u1.) hatvanysorba fejthets, amely
tetszbleges kompakt halmazon egyenletesen konvergal. Ebbél az allitds az 1.12. tétel 6.
pontjanak a silyozott Bergman-terekre vonatkozo megfelelgjébdl kovetkezik. O

4.6. Definici6. Legyen t > 0, a € C", ekkor a T, : OL?*(C", ;) — OL?*(C", ), Tof(2) =
e~lal*/@De=a/t £ _ ) linearis transzforméciot unitér eltoldsnak nevezziik.

A definiciobél az sem feltétleniil vilagos, hogy T, a Segal-Bargmann-teret egyaltalan
magara képezi. Valojaban azonban T, unitér minden a € C™ esetén.

4.7. Tétel. Ha a € C", akkor a fent definidlt T, leképezés unitér, és a,b € C" esetén
T,T, = e~ @h/iq

Bizonyitas. Ha f € OL?*(C", ), és a € C", akkor T, f nyilvan holomorf. Mivel

n n

|z —al* = Z(zk —ap)(zk —ag) = Z(zkzk + aply — axZx — 210%) = |2|° + |a|* — 2Re (2 - @),
k=1 k=1

igy
‘e—la\z/(%)ez-ﬁ/tf(z _ a)r e = | (2 — )P el te2Re G oI/t | £ — )| eIl

Most (7t) "-nel vald szorzés és integralas utan azt kapjuk, hogy ||T.f]|* = ||f||?, tehat T,
normatarto.

Az invertalhatosdghoz elegendd belatni a 1,7}, szorzatra vonatkozo formulat, hiszen abbol
mér kovetkezik, hogy (T,)™' = T_,. A fenti szamolashoz hasonléan adodik, hogy a,b € C"
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esetén |a + b)° = |a|® + |b]* + 2Re (a - b), tehat
T, Thf = e |2/ o2/t =7 /20) (el blt (g p) =
_ e—|a|2/(2t)e—|b|2/(2t)€—a~5/tez-(a+5)/tf(z . (a + b)) _
_ €—|a+b|2/(2t)e—ilm (a@)/tez.m/tf(z —(a+Db) = —ilm (a-b)/tp Lo f,

ami éppen az allitas. O

Az unitér eltolasok segitségével is meghatarozhaté a Segal-Bargmann-terek reprodukalo
magfiiggvénye az n = 1 esetben. Ekkor ugyanis f € OL*(C, u;) esetén a Cauchy-formulét

felhasznélva
27 e’} ) )
/ ome | sty trar g -
it 0 0
1 > —r2/t

— e "t f(re P)dyp dr = —f(0) /000 —%reTQ/tdr = —f(0) [e*’g/t]oo = f(0),

7wt Jo 0 0

azaz f(0) = (f,1). Most
(T-af)(0) = (T-of, 1) = (TeT-of, Tu1) = (f, Tal)

vagyis
2 _ 2
el /B2l £ (5 4 a)|,g = eI/ CD f(a) = (f,T,1),

fa) = (el 1eT,1),
Tehat az 1.12. tétel 6. pontjanak a stulyozott Bergman-terekre vonatkoz6 megfelelGje szerint

K@) = /T 1 (1) = elol/C0) glal /@0 guaft _ quaft

Mivel a mérték, amit haszndlunk, nem normatartd, igy ahhoz, hogy T, izometria legyen,
az f(z — a)-t be kellett szorozni u;(z — a)/p(2)-vel. Ezt most meg lehet tenni, mert olyan a
silyfliggvényiink, hogy a fenti tért egy holomort fiiggvény abszolut értékének a négyzete.
Az aldbbiakban le fogjuk irni azokat a sima sulyfiiggvényeket C egyszeresen Osszefiiggd
tartomdanyain, amik rendelkeznek ezzel a tulajdonsiggal.

4.8. Lemma. Legyen D C C egyszeresen dsszefiiggd tartomdny, és a : D — Ry sima
figguény. Ekkor pontosan akkor létezik olyan ¢ holomorf fiigguény, melyre |qu|2 = q«, haloga
harmonikus.

Bizonyitas. A feltétel sziikségessége nyilvanvald. Legyen tehat log o harmonikus. Mivel D
egyszeresen Osszefiiged, igy van olyan f € O(D), melyre Re f = log a. Ekkor /2 € O(D),
és ‘ef/z‘Q = elsa — . O

Ha D C C” tartoméany, « silyfiiggvény D-n, és ¢ egy sehol el nem t{iné holomorf fiiggvény,
akkor f € OL*(D, ) esetén

/D\f(z)\zoc(z)dz:/D\¢(z)f(z)|2 |§(i’z)>‘2dz.

Tehéat az f — ¢f egy unitér leképezés az OL?(D, a) térbol az OL*(D, a/ |¢|°) térbe.
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4.9. Definicié. Legyen D C C” tartomany, o és [ pedig silyfiiggvények D-n. Ekkor azt
mondjuk, hogy az OL?(D, a) és OL*(D, ) terek holomorf ekvivalensek, ha létezik egy sehol
el nem tinG ¢ holomorf fiiggvény D-n, melyre 8 = a/|¢|>. Az OL*(D,a) — OL3(D,f3)
f = of leképezést holomorf ekvivalencidnak nevezziik.

4.10. Tétel. Legyen o : C — Ry sima figguény, melyre OL*(C,a) # {0}. Ha minden
a € C-re van olyan ¢, holomorf figgvény, melyre a T, f(z) = ¢u(2) f(z — a) leképezés unitér
OL*(C,a)-n, akkor OL*(C,a) holomorf ekvivalens valamelyik Segal-Bargmann-térrel.

Bizonyitas. A 4.8. lemma szerint azt kell belatni, hogy valamely ¢ > 0-ra
log((wt)a(z)/e” /") = log(xt) + log a(z) — |=I* /t

harmonikus, azaz Aloga(z) = 4/t. A feltétel szerint minden a € C-re van olyan ¢, holomorf
fiiggvény, hogy minden f € OL*(C, a) esetén

a(z —a)

/C 6a(2) (2 — ) a(z) dz = / = o) a(z—a)dz = / Fe—aP Y00 dn,

()
(- 2552 s -0

Mivel folytonos nem negativ fiiggvényt integralunk, o > 0 miatt a fenti egyenl@ség csak gy
teljesiilhet, ha

azZaz
2

a(z)dz = 0.

a?(z —a)
a?(z)

minden z € C-re. A bal oldali fiiggvény holomorf, igy

¢a(2)f(z = a) =

0= Alog|¢a(2)f(z — a)]* = 2(Alog az — a) — Alog a(z))

minden a € C esetén, tehat Aloga konstans. Meg kel még mutatni, hogy pozitiv. Ha
negativ volna, akkor az OL2(C,a) tér holomorf ekvivalens volna az OL2(C,el*"/t) térrel
valamely pozitiv t-re. Ez utobbi tér viszont csak a 0 fiiggvényt tartalmazza, mert az Gsszes
eleme végtelenben elting egészfiiggvény. Mivel az OL?*(C, o) tér nem trivialis, igy az allitast
belattuk. O
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