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Bevezetés

Ez a szakdolgozat egy 1j reprezentacidelméleti fogalmat vizsgal, az ESQ reprezen-
taciok fogalmat. Egy modulus akkor ESQ modulus, ha van a kiils6 négyzetének a
modulussal izomorf faktora. Ezt a fogalmat a [3] cikkben vezették be elszor. A
szakdolgozatban két természetes iranybol vizsgaljuk az ESQ reprezentacidkat. Az
els6 irdny a kis dimenziés hit irreducibilis ESQ reprezentéciok leirasa. A masik irany
annak megvizsgalasa, hogy bizonyos nevezetes csoportosztalyoknak van-e irreduci-
bilis ESQ reprezentacidja. Mindkét megkozelités tovabbi érdekes kérdéseket vet fel.
A szakdolgozat masodik és harmadik fejezetének eredményei megtalalhatok a [3]
cikkben, a negyedik és 6todik fejezetek a szerzd onallé munkajat tartalmazzak. A

szakdolgozat felépitése a kovetkezd:

— Az els6 fejezetben bevezetjiik az ESQ reprezentdcié fogalmat, tisztdazzuk a
jelolésbeli konvencidkat, és néhany kozvetleniil a definiciobdl adddo észrevételt

tesziink ESQ reprezentaciékkal kapcsolatban.

— A méasodik fejezetben egy tisztan csoportelméleti kérdésen keresztiil motivaljuk

az ESQ reprezentaciok vizsgalatat.

— A harmadik fejezetben leirjuk a 4 dimenzids hii irreducibilis ESQ reprezenta-

ciokat, illetve az 5 dimenzids hii irreducibilisek koziil a minimalisakat.

— A negyedik fejezetben bebizonyitjuk, hogy az S, (n > 4) szimmetrikus cso-
portnak van egy (”;1) dimenzids irreducibilis ESQ reprezentacidja. Ezt az
eredményt felhasznélva az A, egyszeri alterndlé csoportnak is megmutatjuk

egy irreducibilis ESQ reprezentacidjat.

— Az 6todik fejezetben egyes metaciklikus csoportok esetén bebizonyitjuk, hogy
egy irreducibilis ESQ reprezentacio létezése ekvivalens egy Fermat-tétel szerti
egyenlet nem trividlis megoldhatésagaval F,-ben. Ezt felhasznalva megoldunk

két természetesen felmeriilo aszimptotikus kérdeést.



1. fejezet

Jelolések és definicidk, valamint az
ESQ reprezentaciok néhany

alaptulajdonsaga

Ebben a fejezetben bevezetjiik azokat a definicidkat, amelyeket a szakdolgozat ké-
sObbi fejezeteiben mar ismertnek tekintiink, és tisztazzuk a jelolésbeli konvencidkat
is. Egy V vektortér kiilsé négyzetét V-vel fogjuk jelolni. Ennek megfelel6en, ha egy
M modulus karaktere x, akkor a modulus kiils6 négyzetét M. -mel, az ehhez tartozo

karaktert Y-vel jeloljiik.

Most definidljuk az ESQ reprezentaci6 fogalmat.
1.1. Definicié. Egy V FG-modulus akkor ESQ (exterior self-quotient) modulus, ha
létezik olyan U < 1% FG-részmodulus, hogy \A//U =V mint FG-modulusok. Ha a G

hatdsa hii a V' wvektortéren, akkor azt mondjuk, hogy G ESQ) részcsoportja GL(V)-
nek, vagy egyszeriien azt, hogy G ESQ csoport.

Néha a konnyebb megfogalmazas kedvéért egy reprezentaciot és a hozza tartozo
karaktert azonositjuk, igy beszélhetiink ESQ karakterekrol. Mivel 0 karakterisztika
esetén a reprezentaciok és karaktereik kolesondsen meghatarozzak egymast, ez nem
okozhat félreértést. A kovetkezo tétel az ESQ reprezentaciok néhany rogton adodéd

tulajdonsiagat mondja ki.

1.2. Tétel. Legyen V eqy ESQ) FG-modulus.

(i) Ho G < GL(V) egy ESQ részcsoport, és H < G, akkor a H is eqy ESQ
részcsoportja GL(V)-nek.

(1)) AV @y E eqy ESQ EG-modulus tetszbleges F < E testbévités esetén.
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(111) G-ben nincs mds skaldrmdtriz, mint az identitds, és dim(V') > 3.

Az tétel (i) pontja szerint az ESQ tulajdonsag 6roklédik a részcsoportokra, a

(1) szerint pedig egy ESQ reprezentécié tetszéleges testbévités esetén ESQ marad.

Ismert, hogy egy adott test feletti irreducibilis reprezentacié egy nagyobb test
felett méar nem feltétleniil irreducibilis. Ez az észrevétel indokolja a kovetkezd defi-
niciot.

1.3. Definicié. Eqgy F test feletti reprezentdcio abszolut irreducibilis, ha tetszdleges

F < [E véges testbovités esetén K felett is irreducibilis.



2. fejezet

Az ESQ reprezentaciok

vizsgalatanak motivacidja

Az ESQ reprezentaci6 fogalma a [3] cikkben jelent meg elészor. Ebben a cikkben a
szerzok egy tisztan csoportelméleti kérdést vizsgalva jutottak el ehhez az 1j repre-

zentacidelméleti fogalomhoz. E fejezetben ezt az utat mutatjuk be.

UCS-csoportnak (unique proper non-trivial characteristic subgroup) akkor neve-
ziink egy csoportot, ha egyetlen nemtrividlis karakterisztikus részcsoportja van. Ezt
a fogalmat Taunt vezette be a |7] cikkben. A [3] cikk az UCS p-csoportokat vizsgélja.
Nézziik meg az UCS p-csoportok par rogton adodé tulajdonsagat. Egy UCS p-csoport
ha Abel csoport, akkor csak (Cp2)" lehet. Egy nem Abel UCS p-csoport nilpotencia
osztalya csak 2 lehet, hiszen az alsé centralis lancbeli részcsoportok karakterisztiku-
sak. Egy UCS p-csoport exponense csak p vagy p* lehet, hiszen a GP' részcsoportok
karakterisztikusak, a nemtrivialisak pedig kiillonbozok. Az ESQ fogalom motivacio-
jahoz elegendo lesz a p > 2 UCS p-csoportok vizsgalata, ezért mostantol feltessziik,
hogy p > 2. (A p = 2 esetben ugyanis a csoport struktiraja bonyolultabb, mivel

ezekre nem teljesiil, hogy (zy)P = zPyP.)

Legyen H,, a szabad r elemmel generalt csoport p* exponenssel, 2 nilpoten-
ciaosztallyal, ugy, hogy (H,,)? < Z(H). Ismert, hogy pdratlan p esetén ®(H,,) =
= (H,,)?®(H,,) . Legyenek a H,, csoport generdtorai x1, xo, ..., x,. Ekkor a (H,,)’
csoportot minimélisan generaljak az [z;, z;] kommutdtorok, ahol 1 < i < j <r. A

(H,, )P csoportot pedig az ¥ hatvdnyok generaljak minimadlisan, ahol 1 < i <r.

Tetsz6leges G p-csoport esetén jeloljiik a G/®(G) elemi Abel csoportot G-vel. Vi-
lagos, hogy a H,, , elemi Abel csoporton GL(H,, ) természetesen hat. Az x — P leké-

pezés segitségével a (H,,, )P csoportra is tekinthetiink ugy, mint GL(H,, )-modulusra.

Ehhez hasonléan a kommutatorképzés segitségével a (H,,) csoport is tekinthetd
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GL(H,,)-modulusnak, ekkor a kapott modulus éppen a H,, modulus kiilsé négy-
zete. Igy ®(H,,) is GL(H,,)-modulus. Ennek a modulusnak a szerkezetérél szol a

kovetkezd lemma.

2.1. Lemma. Legyen H = H,,. Ekkor H' eqy GL(H)-részmodulusa ®(H)-nak, és
®(H)/H' = H mint GL(H)-modulus. Ha p pdratlan, akkor ®(H) = HP @ H', tehdt
H = H? mint GL(H)-modulus.

A jobb atlathatésag érdekében a tovabbiakban a kovetkezd jeloléseket haszndl-
juk. A H,, csoportot réviden csak H-nak frjuk. Ha az L csoport hat a V' vektortéren,
akkor LVY-vel jeloljiik az L elemeinek megfelelé GL(V') részcsoportot. Ly-szel jelol-
juk L-nek azt a maximalis részcsoportjat, amely egy adott X objektumot (mint

halmazt) stabilizal.

Az r elemmel generdlhaté UCS-csoportokat kereshetjiik H/N alakban, ahol N <
< ®(H). Barmely r elemmel generdlt G UCS p-csoportban a H és G r dimenziés
vektorterek megfeleltethetok egymésnak. Ebbdl a megfigyelésbol kovetkezik az alab-

bi lemma.

2.2. Lemma. Legyen G = H/N, ahol N < ®(H). Ekkor a H és G vektortereket
megfeleltetve eqymdsnak a kévetkezéket kapjuk :

Aut(@)® = GL(H)y, Aut(G)®D = (GL(H)y)* /N,

A kovetkezo tétel mar reprezentacidelméleti feltételt ad az UCS p-csoport tulaj-

donsagra.

2.3. Tétel. Legyen G = H/N, N < ®(H). Ekkor a kovetkezd dllitdsok ekvivalensek :

(i) G UCS p-csoport.
(ii) Aut(G)C és Aut(G)*© is irreducibilisek.

(i) GL(H)y és (GL(H)y)* /N js irreducibilisek.

Bizonyitds. A lemma szerint (ii) és (iii) ekvivalensek. Most bebizonyitjuk ()
és (ii) ekvivalencigjat. Aut(G)C részmodulusai pontosan megfelelnek a G csoport
azon karakterisztikus részcsoportjainak, amelyek tartalmazzdk a ®(G) részcsopor-
tot. Ehhez hasonléan az Aut(G)*(@ részmodulusai pontosan megfelelnek a G csoport
azon karakterisztikus részcsoportjainak, amelyek a ®(G)-nek részcsoportjai. Ezzel

(1) = (i1)-t belattuk. A megforditdashoz legyen L egy tetsz6leges karakterisztikus



részcsoportja G-nek. Ekkor az L®(G) is karakterisztikus részcsoport, és tartalmazza
®(@)-t. Az Aut(G)% modulus részmodulusaira tett megfigyelésiink szerint L& (G) =
= G, vagy LO®(G) = P(G). Az els6 esetben L = G, hiszen ®(G) a nemgenerdlé
elemek részcsoportja. A masodik esetben L < ®(G). Ekkor azonban az Aut(G)®(
modulus részmodulusaira tett megfigyelésiink szerint az L vagy a trividlis részcso-
port, vagy ®(G). Minden esetet megvizsgaltunk és azt kaptuk, hogy L vagy 1, vagy
O(G), vagy G. Ezzel (ii) = (i)-t beldttuk. O

2.4. Tétel. Legyen G = H/N UCS p-csoport, ahol N < ®(H). Ekkor a kévetkezd

harom allitas kozil pontosan eqy dll fenn:
(i) H = N és G Abel csoport.
(i1)) H? < N és G p exponensi nem Abel csoport.

(iii)) HP NN =1, H és H'/(H' N N) izomorfak mint GL(H)x modulusok, és G p?

exponenst, nem Abel csoport.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a G Abel csoport. Ekkor H' < N, igy G a H/H' =
= (C,2)" csoport faktora. Tudjuk, hogy minden Abel UCS p-csoport (sz)rl alaku.
Mivel a G r elemmel generalt, ezért G = (C,2)", azaz H' = N, tehat az (i) eset all
fenn.

Tegyiik fel, hogy a G nem Abel csoport. A lemma szerint a H? < ®(H) egy
G L(H)-részmodulus, igy a HP NN < ®(H) egy GL(H)y-részmodulus. Ugyanakkor
tijra csak a[2.1{lemma szerint H = HP, és azt is tudjuk, hogy a G L(H)y irreducibilis
H-n. gy NN HP =1, vagy H? < N. Ha H? < N, akkor éppen a (77) eset &ll fenn.

Még azt az esetet kell megvizsgalnunk, amikor N N H? = 1. A lemma sze-
rint H'N részmodulusa a ®(H) GL(H)y-modulusnak. Ekkor H'N/N részmodu-
lusa a ®(H)/N GL(H)y-modulusnak, és a lemma szerint azt is tudjuk, hogy
Aut(G)*@) = (GL(H)x)®H/N_ Mivel a G egy UCS-csoport, a tétel szerint
Aut(G)*© irreducibilis. Igy H'N/N = ®(G) vagy H'N/N = 1, ezért H'N = ®(H)
vagy H'N = N. Mivel G nem Abel csoport, ezért a két lehetéség koziil csak a H'N =
= ®(H) éllhat fenn. A fenti gondolatmenetet a HP N részmodulusra megismételve
azt kapjuk, hogy HPN = ®(H) vagy HPN = N. N N H? = 1 miatt itt csak az
elébbi allhat fenn, igy HPN = ®(H). Innen megkapjuk a kivant G'L(H)y-modulus

izomorfiat a kévetkezéképpen:

H* _ H’N ®H) H'N _ H

NAnH N N N _NnH'

12
I

H >~ HP

Tehét az utolsé esetben val6ban (ii7) &ll fenn. O
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A [2.4]tétel (i4i) pontjaban szereplé H' éppen a H modulus kiilsé négyzete, tehat
azt kaptuk, hogy minden p? exponensti UCS p-csoport meghatéroz egy egyszerti
ESQ modulust. Ez a modulus az Aut(G) természetes hatdsa a G vektortéren. A 4
dimenzids irreducibilis ESQ reprezentécickkal a[3.1] tételben foglalkozunk. E tételbdl
rogton kovetkezik, hogy példaul nincs 25 exponensii 4 elemmel generalt UCS 5-

csoport.

A fenti eredmények egy csoportelméleti motivaciot adnak az irreducibilis ESQ
reprezentaciok vizsgalatara, és ravilagitanak arra, miképp sziiletett meg ez a fogalom
a [3] cikkben.
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3. fejezet

A 4 és 5 dimenzios irreducibilis

ESQ csoportok vizsgalata

A 4 és 5 dimenzids irreducibilis ESQ csoportokat fogjuk ebben a fejezetben vizsgélni.
Természetes lenne a 3 dimenziés ESQ csoportok vizsgalataval kezdeniink, ezekrol
azonban nem tudunk olyan erds &llitasokat bizonyitani, mint a 4 és 5 dimenzids
esetekben. Rogzitve a vy, vg, v3, valamint a vy A vs, v3 A v1,v1 A v9 bazisokat latszik,
hogy tetszileges g € SO(3) esetén g = g A g, tehat maga az SO(3) csoport is
ESQ csoport. fgy SO(3) egy tetszoleges részcsoportja megad egy 3 dimenzids ESQ

csoportot, ezek szama tehat tdl nagy.

A fejezetben kozolt eredmények megtaldlhatok a [3] cikkben. A 4 dimenzids véges
irreducibilis ESQ csoportokat a tétel, az 5 dimenzids irreducibilis ESQ csoportok
koziil a minimélisakat a [3.3] tétel klasszifikalja. A kovetkezokben ezeket az eredmé-
nyeket mutatjuk be.

Legyen F egy nem 2 karakterisztikdju test. Legyen L = AGL,(5), az 5-elemti test
feletti 1 dimenzids vektortér holomorfja (ezt a csoportot az 5| fejezetben F 4-gyel
jeloljiik). Ekkor |L| = 20, és az L mint GLs(F) részcsoport természetesen hat az
F5 vektortéren. Feltéve, hogy char F # 5, ez a modulus felbomlik az F° =V @ V;
nem trividlis modulus direktosszegre, ahol V' = {(xg, x1,...,x4)|xo+ 21+ ...+ 24 =
=0}, és Vi ={(x,z,...,z)|x € F}. A most bevezetett L csoportot a kivetkez6 tétel

kimondasa, illetve bizonyitasa soran hasznalni fogjuk.

3.1. Tétel. Legyen F egy nem 2 karakterisztikdgi test, és legyen K < GL4(F) egy
véges irreducibilis ESQ részcsoport. Ekkor char F # 5 és K izomorf L eqyik rész-

csoportjaval. Tovabbd, ha az 5 négyzetelem F-ben, akkor K = L.

Bizonyitds. A bizonyitas soran felhasznaljuk azt a tényt, hogy ha char [F = 2, akkor
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egy nem Abel véges egyszeri csoportnak nincs kétdimenziés nem-trivialis repre-
zentacidja. Ez az allitds az 5] konyv 5.5.10-es allitdsa. Legyen M a K minimalis
normalosztéja. Ekkor M izomorf egyszerti csoportok direkt szorzata, hiszen karak-
terisztikusan egyszert. El6szor megmutatjuk, hogy M egy Abel csoport. Indirekten
tegyiik fel, hogy M nem Abel. Legyen S az M egyik egyszeri nem Abel faktora.
Ekkor a Clifford-tételt az S <« M < K lancra alkalmazva azt kapjuk, hogy az S is
irreducibilis. Legyen V = F*. A V irreducibilis ESQ S-modulus S < K miatt, ezért
létezik olyan U < 1% S-modulus, amire XA//U = V. fgy az U dimenzidja 6 — 4 = 2,

azaz az els6 megjegyzésiink szerint U-n az S hatasa trivialis.

Jeloljitk a V' dudlisat V*-gal. A ¢ : Hom(V,V*) — V @ V leképezést a kovetke-
zoképpen definidljuk. Rogzitsiik V' egy x4, ..., x4 bazisat, valamint az ehhez tartozo
zi, ..., x; dudlis bazist. Tetszéleges f € Hom(V, V*)-nak megfelel egy («; ;) 4 x 4-es
matrix. Ekkor legyen ¢(f) =3, ; ai;j(2; @ ;). Vildgos, hogy a ¢ leképezés linedris
izomorfizmus. A Hom(V,V*) vektortéren definidlhaté egy S-hatds a kovetkez&kép-
pen: S < GL(V) miatt egy tetszéleges s € S-re tekinthetiink 4 x 4-es métrixként,
fgy ha f matrixa (), akkor s- f = sT(a;;)s egy S-hatést definidl Hom(V, V*)-n.
AV ® V vektortéren is definidlhaté a tenzorokon szokésos S-hatds. Szamolassal
ellendrizheto, hogy a fent definidlt ¢ leképezés egy S-modulus izomorfizmus. A V ®
® V tér S éltal fixalt pontjainak megfelel6 pontok a Hom(V,V*)-ban éppen a V
és V* S-modulusok kozotti S-modulus homomorfizmusok. Mivel U < 1% <VeV,
igy a fixpontok dimenzidja legalabb 2. fgy a V' S-modulus centralizalé algebrdjanak
dimenziéja legalabb 2. A Schur-lemma szerint a centralizalé algebra az F egy masod-
foku testbdvitése, jeloljiik ezt E-vel. Tehat a V' 4 dimenzids nem trivialis F.S-modulus
tekinthet6 2 dimenzids ES-modulusnak, ami ellentmond az elsé megjegyzésiinknek.
fgy M egy elemi Abel csoport és r-csoport valamilyen r primre, ahol r nem egyezik

meg F karakterisztikdjaval.

Vegyiik F olyan E testbovitését, amely tartalmazza az r-edik egységgyokoket.
Ekkor az M < GL4(E) egy ESQ csoport. Mivel az E az M felbontési teste és M
Abel csoport, ezért rogzithetd egy ei, es, 3, e4 bézis az E*-ben, amely minden m &
€ M < GL4(E) linedris leképezésnek sajatbazisa.

Tegyiik fel, hogy létezik egy g € M, amelynek egyik sajatértéke sem 1. Legyenek
g sajatértékei \;, ahol 1 <7 < 4. Ekkor g A g sajatértékei a A\;\; értékek, ahol 1 <
<11 < j <4.Mivel az M ESQ csoport, ezért 1étezik egy olyan ¢ : [4] — (3) injekcid,
hogy i ¢ ¢(i), és \; = \jAg, ahol (i) = {j,k}. Tehdt kaptunk egy 4 egyenletbdl

allo egyenletrendszert. Az indexek permutaldsanak erejéig két lényegesen kiilonbozo
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tipusi egyenletrendszert kaphatunk, ezek a kovetkezok:
AL=AA3, Ao =A3hg, A3 =MA1, A= Ay, (3.1)

és
)\1 — )\2)\3, )\2 — )\1)\4, )\3 — )\1)\2, )\4 — )\1)\3. (32)

Oldjuk meg a egyenletrendszert. A A\ = A \3 Osszefiiggést a késobbi egyen-
letekbe beirva 1 = A\, valamint \y = A2)\3 kovetkezik. Most ezekbe irjuk be a
Ay = A3\y Osszefiiggést, és ekkor azt kapjuk, hogy 1 = A3\ és 1 = A3)\,. Ebbél az
utolsé két sszefiiggésbdl A3 = 1, tehat r = 5, és ha e egy primitiv 6t6dik egységgyok,
akkor

ahol €8 = 1. Megmutatjuk, hogy ez a mdsodik eset nem fordulhat el6. Az M csoport
minden eleme primrendii, ezért A3 = ¢ és €% = 1 miatt €2 = 1 vagy 3 = 1. Hae? = 1,
akkor A\; = 1, ha 3 = 1, akkor \y = 1. Ez ellentmond annak a feltevésiinknek, hogy

az 1 nem sajatérték.

Most megmutatjuk, miért nem lehetséges, hogy minden g € M esetén az 1 a
g-nek sajatértéke legyen. Mivel M <1 K és K irreducibilis, ezért {v € F*| Vg €
€ M :vg =g} =0 fgy a trividlis modulus nem faktora az F* M-modulusnak.
Tehét a trivialis modulus nem faktora a E* M-modulusnak sem, azaz {v € E| Vg €
€ M :vg = g} = 0. Emiatt egy tetszbleges e;,1 < i < 4 bézisvektort legfeljebb
|M|/r darab M-beli elem fixal. Feltettiik, hogy minden g € M-beli elemnek van
nemtrivialis fixpontja, ezért barmelyik g € M fixalja legaldbb az egyik béazisvektort.
A skatulyaelv szerint 4-|M|/r < |M|. Emiatt az r vagy 2 vagy 3. Az M nem ciklikus,
ezért SLy(F)-et nem trividlisan metszi. Az M minimalitdsa miatt igy M < SL4(F).

Legyen r = 2. Tekintsiik azokat a 4 dimenzids diagondlis matrixokat, melyek
foatlojaban csak 41 szerepel és a determindnsuk 1. Ezt a nyolc elemii csoportot
jeloljiik D-vel. Most M < D, és tudjuk, hogy —I ¢ M, hiszen —I-nek az 1 nem
sajatértéke. Konnyt ellendrizni, hogy a D egy maximélis részcsoportjaban vagy sze-
repel a —I, vagy a részcsoport valamelyik bazisvektornak a stabilizatora. Tudjuk,

hogy ezek egyike sem allhat fenn, ezért r £ 2.

Legyen r = 3, és legyen az w € K egy primitiv harmadik egységgyok. Vegyiink egy
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g € M < SL4(E) elemet, gy, hogy g # 1. Az 1 sajétértéke g-nek. Ha az 1 egyszeres
sajatérték, akkor g spektruma csak 1,w,w,w, vagy 1, w?, w?, w? lehet. Ekkor azonban
a g A g egyik sajatértéke sem 1. Ez ellentmond annak, hogy az M egy ESQ csoport.
Emiatt az 1 legaldbb kétszeres sajatértéke g-nek, igy ¢ spektruma csak 1,1, w,w?
lehet. Ahogy az r = 2 esetben, az M most is valédi részcsoportja a megfelelo D
diagondlis matrixok 3% rendfi csoportjanak, igy M két elemmel generalhaté. A két
generator nem fixalhatja ugyanazt a vektort az ey, es, e3, e4 vektorok koziil. Emiatt
csak az lehetséges, hogy azt a két bazisvektort, amelyet az els6 generator fixal, a
méasodik w, illetve w?-szeresére nyujtja. fgy azonban a két generator szorzatanak az

1 nem sajatértéke. Most is ellentmondast kaptunk, tehat r # 3.

Osszefoglalva azt kaptuk, hogy az M <1 K minimdlis norméloszté elemi Abel
csoport, H-csoport, és az ey, es, e3,e4 bazisban 1étezik olyan ¢ eleme, melyre g =
= diag(e*, &3, €', ¢?), ahol az € egy primitiv 6tédik egységgyok. Rogzitsiik a Ei egy

bazisat. A bazisvektorok legyenek rendre:
62/\63, 63/\64, 64/\617 61/\62, 61/\63, 62/\64.

Ebben a bazisban g A g = diag(e?, &3,t,¢2,1,1), tehdt az ESQ feltétel miatt 1étezd
E* — Ei injektiv EK-modulus homomorfizmusnal az e; képe az e; 11 A e;1o vektor

1-t0l nem fiiggd konstansszorosa.

Vegyiink egy tetszoleges h elemet a g K-beli centralizatorabdl. Mivel a g sajatér-
tékei killonboz8k, ezért a h is diagonalis az e; bazisban. [gy h = diag(Mi, A2, A3, A\g).
Ekkor a fenti injektiv modulus homomorfizmus miatt a A; koordinatak kielégitik a
egyenletrendszert. Emiatt a h a g egy hatvanya. Tehat a g altal generdlt rész-
csoport sajat magat centralizalja a K-ban. Ebbol kévetkezik, hogy az M csoport ez
a centralizator, igy M = Z5. Mivel az M < K sajat magat centralizédlja, ezért a K
izomorf a Hol(M) = L egy részcsoportjaval. Mivel az M nem trividlis elemeinek a
karakterisztikus polinomja éppen zt+ a3+ 22 +x+1 = 0, ezért az M < G Ly(FF) rész-
csoport egyértelmii konjugdlas erejéig. fgy az L < GL4(F), és K valoban ennek egy
részcsoportja. Az L-nek harom M-et tartalmazé részcsoportja van, az M, a Dy, és
az L. Ha az 5 négyzetszam, akkor a D5 és az M irreducibilis reprezentéacidi legfeljebb

kétdimenziosak, igy ekkor valoban K = L. Ezzel a tétel bizonyitasa kész. O]

A prim dimenziés minimalis irreducibilis ESQ csoportokrdl a [3] cikkben a ko-
vetkezo tétel talalhatd. Ezt a tételt bizonyitas nélkiil kozoljiik.

3.2. Tétel. Legyen a p prim, és a q egy primhatvdiny (nem feltétleniil p-hatvdny),
valamint legyen K egy minimdlis ESQ csoport, tgy, hogy K < GL,(q). Ekkor pon-
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tosan az eqyik dall fenn a kévetkezé hdarom dllitas koziil:

(i) A K nem abszolit irreducibilis, |K| = r prim, és ¢ = 1 (mod r). Tovdbbd
léteznek olyan kilonbiozé o, f € (q) < FY maradékok, melyekre igaz az a+ 3 =

=1 (mod r) dsszefiiggés.
(11)) A K abszolit irreducibilis, nem Abel egyszerii csoport.

(11i)) A K abszolit irreducibilis, |K| = pr®, ahol azr # p prim, r | ¢ — 1, és s =
= ord,(r). Tovdbbd K' elemi Abel csoport, |K'| =1r°, és K/K' irreducibilisen
hat K'-n.

A p =5 dimenzioés esetben tébbet is dllithatunk a K csoportrdl, mint a tétel.

Err6l szol az alabbi tétel.

3.3. Tétel. Legyen q egy primhatvdny, és legyen K < GLs(q) minimdalis ESQ cso-

port. Ekkor pontosan az eqyik dll fenn a kévetkezd két dallitds kozil:

(i’) A K nem abszolit irreducibilis, |K| = 11 és ¢° =1 (mod 11).

(1i’) A K abszolit irreducibilis, |K| =55 és 11 | ¢ — 1.
lgaz tovdbba, hogy mindkét eset eldfordulhat.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy K az (i) esetet teljesiti a[3.2 tételben. A [3.2]tétel szerint
|K| = r prim, ¢° = 1 (mod r), és léteznek az a = ¢ és B = ¢ maradékok amikre
igaz az a + f =1 (mod r) Osszefiiggés. Legyen C' € GLs(r) az (1,2,3,4,5) 5 hosszi
ciklusnak megfelel6 matrix. Ekkor C-nek a ¢ sajatértékhez tartozé sajatvektora a
v = (¢* ¢ ¢% q"1). Igy v(I — C' — C9) = 0, tehat det(I — C* — C¥) = 0. Konkrét
szdmolds mutatja C f6l6tt, hogy i + j = 0 (mod 5) esetén det(I — C* — C7) = —1,
fgy i+j # 0 (mod 5). Ekkor azonban tjra csak szdmoléssal det(I —C*—CY) = —11,
tehdt r = 11, azaz az (i') eset valéban fennall.

A {q) ={1,3,4,5,9} = (F;})? részcsoportban valéban megoldhaté az a+ 8 =1
(mod 11) egyenlet az o = 3 és 8 = 9 vélasztdssal. A ¢°> = 1 (mod 11) kongruencia
miatt a tizenegyedik korosztasi polinom két 6todfoku irreducibilis polinom szorzata
[F, folott. Vegyiink egy olyan M € GL;(¢) métrixot amelynek a minimélpolinomja
az egyik el6bb emlitett 6todfoki irreducibilis polinomok egyike. Ekkor K = (M)

éppen egy olyan minimélis irreducibilis ESQ csoport, amelyre az (i') eset fennall.

Tegyiik fel, hogy a K az (iii) esetet teljesiti a tételben. Az el6bbiekhez ha-
sonléan most is 7 = 11 kovetkezik. Mivel s = ords(11) = 1, igy |K| = 55, tehat
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K = (g,n | ¢° =n't = 1,9g7'ng = n'), ahol ord;;(t) = 5 (ezt a csoportot az 5
fejezetben Fiy s-tel jeloljiik). Azt, hogy (ii') fenndllhat tetszéleges 11 | ¢ — 1 esetén
most nem mutatjuk meg, csak hivatkozzuk. Egy bizonyitds megtalalhat6 itt: [3] cikk
18. tétel. (C feletti reprezentacidk esetén nincs sziikségiink a fenti hivatkozasra, az,

hogy van ilyen 55-elemit ESQ csoport rogton kovetkezik az lemma&bol.)

A tétel bizonyitasahoz mar csak azt kell megmutatnunk, hogy 5 dimenziéban
a tétel (i7) esete nem allhat fenn. Indirekten tegyiik fel, hogy a K csoportra
teljesiilnek a tétel (ii) esetében megallapitott tulajdonsdgok. Legyen a ¢ elemii
test karakterisztikdja c. Mivel K nem Abel és egyszerii, ezért K < SLs(q), és K N
N Z(SLs(q)) = 1. gy a K izomorf a PSLs(q) csoport egyik részcsoportjaval.

Elészor tekintsiik a ¢ = 2 esetet. A PSLs(2%) irreducibilis csoportjait Wagner mar
klasszifikélta a [8] cikkben. Ezen eredmény szerint barmely irreducibilis részcsoport
izomorf a PSLy(11), PSL5(2") (ahol I | k) vagy PSUs(4') (ahol 2l | k) csoportok
valamelyikével. Mivel a PSL5(2) < PSL5(2!), és a PSLy(11) < PSUs(4%), ezért a
K minimalitasa miatt K = PSL;5(2) vagy K = PSLy(11). Ennek a két csoportnak
az 5 dimenziés irreducibilis reprezentacioi 2 karakterisztikdban ismertek, 4 darab
van beloliik, és mind a négy kiilsé négyzete irreducibilis. fgy a K nem lehet ESQ

csoport.

Azt az esetet kell még megnézniink, amikor ¢ > 2. A PSLs(c*) csoportok ir-
reducibilis részcsoportjait a [2] cikkben klasszifikdltak. Ezekrél a részcsoportokrol

belathato, hogy mindegyikiik tartalmazza az As-et részcsoportként.

Bebizonyitjuk, hogy nincs 5 dimenziés hit ESQ As-modulus. Indirekten tegyiik
fel, hogy az M 5 dimenziés vektortéren van ilyen A, hatas. Ekkor a V; < A, Klein-
csoport is hiilen hat M-en, és ez a reprezentacié is ESQ. Mivel ¢ # 2, ezért a Vj-nek
a trividlison kiviill még harom nem trivialis 1 dimenzids reprezentacidja van. A Vj
Abel csoport, ezért rogzithetjiik a Vj elemeinek egy sajatbazisat M-ben. Legyen az
egyik sajatbazis vektor v. Egyszerii szdmolds mutatja, hogy ha a (v) téren a Vj
csoport nem trividlisan hat, és p € Ay egy harmadrendii elem, akkor a (v), (vp),
(vp?) tereken a Vj hatds a harom irreducibilis reprezentdciénak felel meg. Tehdt
a kapott 5 dimenziés V;-modulusban a nem trivialis reprezentaciok ugyanannyiszor
szerepelnek. Ugyanakkor 0-szor nem szerepelhetnek, mert akkor Vj trividlisan hat M-
en, és ez ellentmond a hiiségnek. fgy a kapott Vj-modulus két trividlis és a harom nem
trividlis reprezentacié direkt Osszege. Azonban ekkor a kiils6 négyzetben a trividlis

reprezentacié csak egyszer szerepel. Ez ellentmond az ESQ tulajdonsagnak. O
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4. fejezet

A szimmetrikus csoport egy ESQ

reprezentacioja

Ebben a fejezetben megmutatjuk az .S, szimmetrikus csoport egy ESQ reprezenta-
ciéjat, ha n > 4. Kisebb n-ekre S,-nek ESQ reprezentdcidja nincsen, hiszen minden
irreducibilis reprezentaciéjanak dimenzidja maximum 2. .S,, standard irreducibilis
reprezentacidjat jeloljiikk yi-gyel. Ez n — 1 dimenzids és x1(g) nem mas mint g fix-

pontjainak szama -1. A kovetkezokben két allitast bizonyitunk be.
4.1. Tétel. \7 irreducibilis reprezentdcid.

4.2. Tétel. 1 ESQ reprezentdcid.

Jeloljik X;-vel azt az S, — N fiiggvényt, mely n elem egy permutaciéjahoz
hozzarendeli a t-ciklusok szdmat. Ezzel a jeloléssel kifejezheték a y1, illetve Y7 ka-
rakterek, hiszen x1(9) = X1(g9) — 1 és x1(¢%) = Xi(g) + 2X2(g9) — 1. A kovetkezd
lemmébdl mér konnyen kovetkeznek a [4.1] és [4.2] tételek.

4.3. Lemma. Legyen a,b, k,l € N, k # 1. Ekkor létezik olyan ¢ € Q, hogy minden

n > ka + Ib esetén
() () e v

gESH

Bizonyitds. Kettos leszamldlassal pontosan meghatérozhaté a (4.1)) bal oldala. Néz-
ziikk meg, hogy hanyszor szamolunk meg egy adott k hosszi ciklusokbdl all6 a-ast és
egy adott [ hosszu ciklusokbdl 4ll6 b-est. Vegyiik észre, hogy igy a + b darab ciklust

rogzitettiink, hiszen k # [ miatt egyik ciklus sem szerepel kétszer.

Mivel az imént emlitett a 4+ b darab ciklus adott, ezért még n — ka — (b darab

elemnek nincs képe egy lehetséges permutacioban, igy egy ilyen rogzitett helyzetet
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(n—ka—1b)!-szor szdmolunk a (4.1]) bal oldaldan. Most szamoljuk meg, héanyféleképpen
rogzithetjiik az a darab k hosszu és a b darab [ hosszu ciklust. Egymas utan valasztva

ki el0szor az a darab k hosszui ciklust, majd a b darab [ hosszu ciklust, a kovetkezot

(_k) V(G R R (V) GRS

i= 7=0

kapjuk:

Ha a produktumokba beirjuk a binomidlis egyiitthatokat faktoriadlisokkal kifejezve,

akkor a szorzat teleszkopikus lesz, igy a lehetséges egyszertisitések utan azt kapjuk,

hogy (4.2) éppen: ‘
n

ke 1% (n— ka —(b)!
Tehat a ) bal oldalan all6 6sszeg éppen

T zbv ezzel a lemmat belattuk. O

4.4. Lemma. Legyen a,b,k,l € N. Ekkor létezik olyan d € Q, hogy minden n >
> ka + b esetén

> Xi(g)" Xu(g)* =n!-d.

Bizonyitds. a + b-re vonatkozd indukciéval bizonyitjuk a lemma &llitasat. Ha a =
= b = 0, akkor az allitas trividlisan igaz d = 1-gyel. Most legyen a + b > 0. frjuk
fel a|4.3[lemmadt. A egyenlet bal oldaldn a binomiélis egyiitthatokra Xy (g)-ben
illetve X;(g)-ben mint polinomokra tekinthetiink. A szorzéds elvégzése utdn éppen
> €S Xie(9)” - X;(g)¥ tipusti kifejezésck jelennek meg n-tél fiiggetlen egyiitthatok-
kal, ahol a’ +b" < a+0b. Vildgos, hogy a > ¢ Xi(g)*- Xi(g)® kifejezés egyiitthatéja
nem 0. Tehdt a [.3] lemmdbdl és az indukcids feltevésbdl kivetkezik a 4] lemma
allitasa. O

Vegyiik észre, hogy a[4.3]lemma &llitdsa igaz marad, ha az egyenlet bal oldaldn az
Osszegben tobb (X’“ g)) tipusu kifejezést szorzunk tssze. A bizonyitas ekkor is teljesen
hasonlé a mér bemutatottal. Ennek a megfigyelésnek megfeleléen a [1.4] lemma is
dltaldnosithaté. Most bebizonyitjuk a [£.1] és [4.2] tételeket.

Bizonyitds. A méar bevezetett jelolésekkel

(Xi(g) = 1)* = (Xi(g) +2Xa(g) — 1)

X1(g) =

fgy

(N1, X0 = % 3 ((Xl(g) —1)2 - (X;(g) +2X,(g) — 1)>2‘

" ges,
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A lemma szerint a fenti egyenlet jobb oldala n > 4 esetén nem fiigg n-tol. fgy
elegendd Sy-ben kiszdmolni (X7, x1)-t, ami éppen 1. Ezzel a [4.1] tételt bebizonyitot-
tuk.

A tétel bebizonyitdsdhoz elegendé megmutatnunk, hogy (X1, ;6/3 = 0. Kife-
jezziik a X1(g) értéket X1(g), Xa(g), Xu(g) segitségével. Mivel

o (@) —xalgh)  (Xa(g®) -1 = (Xi(g") - 1)
Xl(g ) = 9 = 5 =
(X1(g) +2X5(g9) — 1)* = (X1(g) + 2Xa(g) + 4Xu(g) — 1)

)

ezért
/\ S~ N2 o~ 2
((X1(9)—1)2—(X1(9)+2X2(9)—1))2 _ (X1(9)+2X2(9)=1)2—(X1(9)+2X>2(9)+4Xa(g)=1)
2 2

2

Osszegként felirva a (Y7, ﬁ} skalaris szorzdst, a kovetkez6t kapjuk:

(Xi(g) —1)* — (Xi(g) +2X2(9) — 1)
Xla Xl ' Z 9 :
geS
((Xl(g) 1)2—(X1(9)+2X2(9)—1))2 _ Xi(@)+2X2(9)—1)2—(X1(9)+2X2(9)+4Xa(9)—1)
2 2
2

A (A4 lemma szerint ez n > 6 esetén nem fiigg n-tél. Sg-ra kiszdmolva azt kapjuk,
hogy (ﬁ,ﬁ) = 1. fgy n > 6 esetén a i irreducibilis karakterhez tartozé repre-
zentacié valoban ESQ. Az n = 4 és n = 5 esetekben kiilon-kiilon ellendrizheto a
(X1, ﬁ> = 1 azonossag. Ezeket a szamolasokat konnyen elvégezhetjiik a kovetkezo

karaktertabldzatok segitségével. Ezzel a [£.2] tételt is bebizonyitottuk. O

9i 12 3 22 ¢
Csi(gi)l |24 4 3 8 4

Y1 3 1 0 -1 -1
X1 3 -1 0 -1 1
0 3 -1 0 -1 1

19



gi 12 3) (22 4 32 ()
ICsi(gi)| 120 12 6 8 4 6 5

X1 4 2 1 0 0 -1 -
i 6 0 0 -2 0 0 1
X 5 3 0 -1 1 0 0
9i L2 3 22 @) 62 (6 (222 B3 (“2) (6

ICso(g)) | 720 48 18 16 8 6 5 48 18 8 6

Y1 5 3 2 1 1 0 0 - 1 a1 -1
o 0 2 1 -2 0 -1 0 -2 10 1
0 45 3 0 -3 1 0 0 -3 0 1 0

Megjegyezziik, hogy a x; reprezentacié soha sem ESQ, éppen a tétel miatt.
Most megvizsgaljuk, hogyan viselkedik a Y reprezenticié megszoritva az A, < S,

alternal6 részcsoportra.

4.5. Tétel. A 1 | A, egy irreducibilis ESQ reprezentdcidja az A, csoportnak, ha
n>4én=#5 Han =25, akkor a X1 | As két irreducibilis reprezentdcio dsszege,

és ez a két reprezentdcio ESQ).

Bizonyitds. Tudjuk, hogy a \1 | A, egy ESQ reprezentdcid, hiszen ltaldnosan igaz,
hogy ha a y G-nek egy ESQ reprezentacidja és H < G, akkor a xy | H a H-nak egy
ESQ reprezentacidja x | H = m miatt. fgy elegendd a 7 | A, irreducibilitdsét
bebizonyitanunk. Az n > 4 esetben Y egy irreducibilis S, reprezentacié. Az A,
ketté indexii részcsoport, ezért y; | A, vagy irreducibilis, vagy két irreducibilis
reprezentacié osszege. A mésodik eset pontosan akkor kovetkezik be, ha a y; minden
értéke 0 az A, komplementerén, azaz a pdratlan permutdcickon. Szdmoljuk ki a Y7
értékét az (12) transzpozicion! A kordbbi jeloléseket haszndlva:

(X1((12)) = 1)* = (X,((12)) +2X,((12) =1) _ (n=3)*—(n—1)

7i((12) = ) - .

A fenti szamlalo csak n = 2 vagy n = 5 esetén 0, igy a tétel elso allitasat bebizonyitot-
tuk. Az n =5 esetben az As csoport két 3 dimenzids irreducibilis reprezentacidjara

tekinthetiink gy, mint az ikozaéder szimmetriacsoportjanak két részcsoportjara, igy
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ezek SO(3)-ban is részcsoportot alkotnak. A harmadik fejezet elején tett megfigye-

lésiink szerint ezek tehat valoban ESQ reprezentaciok. n

Legyen az n egy tetszoleges haromnal nagyobb egész. Tekintsiink egy n dimen-
zi6s V' vektorteret, és ezen hasson S,, a koordinatak permutalasaval. fgy kaptunk
egy CS,,-modulust, jeloljiik ezt M'-vel. Az M < M’ részmodulus az a CS,,-modulus,
amely a 0 koordinata dsszegii vektorokbol dll. Ekkor az M éppen a x; karakterhez
tartozé CS,-modulus. Vezessiik be az Més M jeloléseket az M CS,-modulus kiil-
s6 négyzetére, illetve a kiils6 négyzet kiilsé négyzetére. A [£.2] tétel szerint létezik
egy ¢ : MM injektiv modulus-homomorfizmus. A koévetkezékben célunk a ¢

homomorfizmus meghatarozasa lesz.

Legyen adott az M egy bazisa. Az M bazisvektorainak ékszorzata megadja az
M egy generatorrendszerét, és az igy kapott M-beli generatorok ékszorzata meg-
adja az M egy generatorrendszerét. Az M-re célszerti mint az M’ részmoduluséra
tekintentiink. Legyen M’ egy bézisa v;, ahol i = 1,2,...,n, és M bazisa e; = v; — vy,
ahol i = 1,2,...,n — 1. Az M-et generaljak az r;; = e; A e; vektorok, ahol 1 <
<i,j<m—1,¢és1i#j. Ez/g generatorrendszer csak "majdnem” bazis az 7;; = —7;;
Osszefiiggés miatt. Végiil M-et generaljak az R = ri; N\ 1 vektorok, ahol az
{i,7} és {k,l} kételemii halmazok végigfutjak az {1,2,...,n — 1} halmaz kételemi
részhalmazait, és {i,j} # {k,l}. A kovetkezd tétel explicite megadja ¢-t a fenti M/:
generatorrendszeren. Ezt linearisan kiterjesztve megkapjuk a megfeleld ¢ : MM

injektiv modulus-homomorfizmust.

4.6. Tétel. Legyen

¢(7“ab) = (TL - ]—) Z Rax,bx - Z Rax,by - Z Rab,az - Z Rab,bxa

1<z<n—1 1<z,y<n-—1 1<zx<n—1 1<z<n—1

x¢{a,b} @,y¢{a,b} z¢{a,b} x¢{a,b}
T#Y

ahol 1 < a,b <n—1, ésa+#b. Ekkor ¢ linedrisan kiterjeszthetd az M modulusra,

és az 1gy kapott ¢ injektiv modulus-homomorfizmus lesz.

Bizonyitds. A linedris kiterjeszthet6séghez elég, hogy egy altaldnos r,, esetén ¢(rqp) =
= —¢(rpe). Bz trividlisan teljesiil a fenti leképezésre, hiszen az altalanos R;; x genera-
tort egy ékszorzatként definidltuk, ami antiszimmetrikus. A ¢ leképezés injektivitdsa
vildgos lesz miutan megmutattuk, hogy ¢ modulus-homomorfizmus, hiszen M irre-

ducibilis. Rogzitsiink egy altalanos r,, generatort. Megmutatjuk, hogy tetszoleges
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(ij) € S, transzpozicid esetén

(ij)¢(rab) - ¢((2])rab) (43)

Ebbdl mér kovetkezik, hogy a ¢ modulus-homomorfizmus, tehat a tétel bizonyitésa

kész lesz.

Eseteket vizsgalunk attol fiiggéen, hogy az (ij) transzpozicié mely két elemet

cseréli fel.

Ha az (ij) transzpozicié fixdlja n-et, akkor az M modulus egy tetsz6leges ba-
ziselemén (ij) a koordindtdkon hat, azaz (ij)e, = e(j).. Azonban igy (ij) az ryy és
az Rgy .. generdtorokon is koordinatdnként hat. Ebbdl azonnal kovetkezik, hogy a

[@3) egyenlsség fennall.

Ha (ij) nem fixdlja az n-et, akkor feltehet6, hogy j = n. Vizsgéljuk el6szor azt az
esetet, amikor ¢ = a. Eloszor ismét az M modulus bézisan nézziik meg, hogyan hat
(an). A kovetkezOkben z,y mindig 1 és n — 1 kozotti, a-tdl és egymastdl kiilonbozé
szamokat jelol. Vildgos, hogy (an)e, = —e,, és (an)e, = e, — e,. loy (an)roz = —
—eq N (ex — €q) = —Taz, 68 (AN)ryy = Ty — Toq — Tay. VEgUl (an)Ruzay = Raway,
(an)Roz by = —Razpw + Rabaz 5 €8 (an)Razpy = (—Taz) AN (Thy — Toa — Tay) = — Rz py +
+ Rapazr + Razay- A egyenloséget szeretnénk ellenorizni. Ennek jobb oldalan
o((an)ray) = O(—Tap) = —P(rap) all. Most vizsgaljuk meg (ij)p(rqp)-t. A korabbiak

szerint

(n - 1) Z (an)Rax,bx = (n - 1) Z (_Rax,bm + Rab,ax)-

1<z<n—1 1<z<n—1

z¢{a,b} x¢{a,b}

A maésodik szumma a kovetkezok szerint alakul:

- Z (an>Rax,by = - Z (_Rax,by + Rab,aaz + Rax,ay) -
1<z,y<n—1 1<z,y<n—1
z,y¢{a,b} z,y¢{a,b}
T#y 7Y
- - Z (_Raz,by + Rab,az) - - Z (_Rax,by> - (n - 4) Z Rab,am-
1<z, y<n-—1 1<z,y<n-—1 1<z<n-—1
x,y%{a,b} xvyé{avb} zi{a,b}
TH#Y TH#Y

A fenti levezetés masodik egyenlOsége azért igaz, mert a szummaban tetszoleges

x,y esetén megjelenik az Ryy oy €5 az Ry qp tag is, és ezek Osszege 0. A harmadik
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szummat (an) fixdlja. Végiil a negyedik szumma képe (an)-nél:

- Z (a’n)RabﬁCE - = Z (_Rab,bx + Rabﬂx)-

1<z<n—1 1<z<n—1
z¢{a,b} z¢{a,b}

Most szamoljuk meg, melyik szumma hényszor szerepel (ij)¢(rq)-ben. Mivel az

altaldanos tagok megkiilonboztetik az egyes szummékat, a pontos hatarokat ettol

kezdve nem frjuk ki. A > Ruype —(n — 1)-szer szerepel. A Y Ruupy €5 a Y Rappa

egyszer szerepelnek. Végill a > Rypap isn —1—(n —4) — 1 — 1 = 1-szer szerepel

(ij)p(ra)-ben. Igy a az (an) transzpozicié esetén is valéban fennall.

Mar csak az (xzn) transzpozicié esetét kell végigszdmolnunk, ahol x # a,b,n.
Ekkor ¢((zn)ra) = ¢(Tap — Tax — Tap)- Az (xn)P(rep)-t hasonléan szamithatjuk ki,
mint az (an) transzpozici6 esetén — igaz, most az x index is kitiintetett, ezért még
tobbet kell szamolnunk. Ezt a hosszi szamitast itt nem végezziik el, hasonlé médon
miikodik minden, mint az (an) transzpozicié esetén, elég az adott tipusi szummakat

megszamolni. O

Megjegyezziik, hogy a tételben a ¢(rqp)-re a kovetkezd egyszeriibb kifejezést
is adhatjuk (bar azt, hogy a ¢ modulus-homomorfizmus, ekkor sem tiinik egysze-

riibbnek ellendrizni):

Cb(’l“ab) =n Z Raz,bx - Z Raz,by-

1<z<n-—1 1<z,y<n—1

A fenti képletben R,y =0, ha i = j, vagy k = [, vagy {i,5} = {k,[}.

Végiil kiszamoljuk a Y irreducibilis ESQ reprezentécié Young-diagramjat a Mur-

naghan-Nakayama tétel segitségével. Ezt a tételt roviden ismertetjiik.

Legyen adott a y irreducibilis S,, karakter, és a hozza tart6zé T Young-diagram.
Egy Young-diagram élszomszédos mezoinek egy délnyugat-északkelti irdnyid mono-
ton lancat horognak nevezziik, ha a lanc elhagyasa utan a maradék mezok rész
Young-diagramot alkotnak az eredeti Young-diagramban. A Murnaghan-Nakayama
tétel szerint tetszoleges g € S, esetén a x(g) érték rekurzivan kiszamithaté a kovet-
kez6 médon. Vegyiik g egy tetszoleges ciklusat, ennek hosszat jeloljiik [-el. Hagyjuk
el g-bol az [-hosszu ciklust, ekkor egy 1j ¢’ € S,,_; permutaciét kapunk. A x(g) érték
kiszamitasahoz hagyjuk el az Osszes lehetséges [ méretii horgot T-bol és a mara-
dék n — [ méretii Young-diagramokhoz tartozé karaktereken szamoljuk ki ¢" értékét,
majd ezeket el6jelesen adjuk Gssze. Az eléjelet az elhagyott horog altal érintett sorok

paritasa hatarozza meg, ha ez paratlan, akkor az el6jel pozitiv, kiillénben negativ.
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Az iires Young-diagram az iires permutdcion az 1 értéket veszi fel, ha pedig T-bol

nem lehet [ hosszu horgot elhagyni, akkor x(g) = 0.
4.7. Tétel. A x1 irreducibilis ESQ reprezentdcid Young-diagramja (n — 2,1,1).
Bizonyitds. Jeloljik az (n—2,1,1) Young-diagramhoz tartozé irreducibilis karaktert

x-vel. Megmutatjuk, hogy Vg € S, esetén x(g) = X1(g). Tudjuk, hogy X1(g) értéke

csak a g permutacio 1- illetve 2-ciklusainak szamatol fiigg, hiszen

o) = (X1(g) —1)% — (X21(g) +2Xs(g) — 1)_ (4.4)

Bebizonyitjuk n-re vonatkozo6 indukciéval, hogy a osszefiiggés igaz x(g)-re is.
Az n = 3 esetben x az el6jel karakter, igy kénnyen ellenorizhet6 ra a . Az n =
= 4 esetben is konnyen ellenorizheto a (4.4) osszefiiggés, hiszen ekkor x a standard
irreducibilis karakter és az elGjel karakter szorzata (vo. tabldzat a 19. oldalon). Most
legyen n > 4. Legyen g € S, tetszOleges permutécid, és jeloljiik a g permutécio

leghosszabb ciklusanak a méretét [-el. Eseteket fogunk vizsgalni [ értéke szerint.

Ha [ = n, akkor X1(g) = 1. A x(g) = 1 abbdl latszik, hogy egy n hosszi horgot
pontosan egyféleképpen tehetiink be az (n — 2,1,1) Young-diagramba, és ennek a

magassaga paratlan.

Ha | = n — 1, akkor egyszer(i szdmolds mutatja, hogy X1(g) = 0. Mivel egy n — 1
hosszi horgot nem tudunk az (n — 2,1, 1) Young-diagramba betenni, ezért y(g) =0
is igaz.

Ha | = n—2, akkor a maradék két elemet g akdr felcseréli, akdr fixdlja, x1(g) =0
lesz. Mivel egy n — 2 hosszi horgot sem tudunk az (n — 2,1,1) Young-diagramba
betenni, ezért x(g) = 0 is igaz.

Az 3 <1 < n— 3 esetben az [ hosszi horgot csak a Young-diagram els6 sorabol
hagyhatjuk el. Ekkor egy 1, azaz paratlan magassdgi horgot hagytunk el. Jeloljiik
g'-vel azt a permutaciét n — [ elemen, melyet gy kapunk, hogy g-bdl elhagyjuk az [
hosszu ciklust. A megmaradt Young-diagram az (n — 2 —[,1,1) diagram, ezen kell
kiszdmolnunk a ¢’ permutédci6 értékét. Az indukcids feltevés miatt ¢'-re igaz a
osszefiiggés. Mivel az [ legaldbb hérom, ezért a g és ¢’ permutacidk 1 illetve 2 hosszu

ciklusainak a szdma egyenld, tehat g-re is igaz a (4.4)) Osszefliggés.
Az | = 2 esetben jeloljiikk a g permutacié fixpontjainak a szamat zi-gyel, a 2
ciklusok szamat xo-vel. Jeloljiik ¢’-vel azt a permutdciét n — 2 elemen, melyet Ugy

kapunk, hogy g¢-bol elhagyunk egy 2 ciklust. Egy 2 hosszi horgot kétféleképpen

hagyhatunk el az (n — 2, 1,1) Young-diagrambdl. Ha az els6 oszlop utolsé két eleme
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alkotja az elhagyott horgot, akkor egy 2, azaz paros magassagu horgot hagytunk
el. A maradék Young-diagram a trividlis karakterhez tartozik, igy az a ¢’-n az 1
értéket veszi fel. A masik lehetséges horog elhagyas utdn a maradék Young-diagram
az (n —4,1,1) lesz. Legyen az ehhez tartoz6 karakter x’. Mivel a ¢’ fixpontjainak a

széma 1, a 2 ciklusainak a szama o — 1, ezért az indukciés feltevés szerint x'(¢') =
_ (1;1—1)2_(961;2(952—1)—1). foy

X =) 1= o et DD

tehét a (4.4]) osszefiiggés most is igaz.

Végiil az [ = 1 esetben mar elég a sorortogonalitdsra hivatkoznunk, hogy lassuk

a x(g9) = X1(g) egyenldséget. Ezzel a tétel bizonyitdsa kész.
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5. fejezet

Egyes metaciklikus csoportok

vizsgalata

Ebben a fejezetben p prim, ¢ > 1 egész és q | p— 1. Tovabbé vezessiik be az r = p%l

jelolést. F), , csoporton a kdvetkezdt értjiik:
E,,={a,b:a’ =b"=1,b""ab = a"),

ahol u rogzitett és rendje ¢ Z-ben. Az F,, csoportokra tekinthetiink tgy, mint
Zy Ny Zy szemidirekt szorzatra, ahol ¢ : Z, — Z injektiv homomorfizmus. A ko-
vetkezékben azt szeretnénk megvizsgalni, mely p, ¢ értékekre van az F, , csoportnak
irreducibilis ESQ reprezentacidja. A két legtermészetesebben felmeriilé aszimptoti-
kus kérdést tisztazzak az b1l és B.2] tételek.

5.1. Tétel. Ha q rogzitett, és 6 1 q akkor 3C, hogy ha p > C, akkor F,,-nak
nincs irreducibilis ESQ reprezentdcidja. Ha 6 | q, akkor minden széba jovd p-re van

F, o-nak irreducibilis ESQ) reprezentdcidja.

5.2. Tétel. Har rogzitett, akkor 3C', hogy ha p > C, akkor F, ;-nak van irreducibilis

ESQ reprezentdcidja.

Az F, , csoportok irreducibilis karakterei jol ismertek. Egy teljes leirds megta-
lalhaté példaul a [4] konyv 25.10-es tételében. A nemlinedris karakterek szdma r,
dimenzidjuk ¢ és a kovetkezd értékeket veszik fel. Ha y # 0, akkor ¢;(a*b¥) = 0.
Tovabba legyen & = e*™/P és legyenck vy, vy, . .., v, az (u) < Z részesoport mellék-

osztaly reprezentansai. Ekkor

q—1 _
ACED P (5.1)

=0
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ahol t = 1,2,...,r. Vildgos, hogy a fenti formula jél definialt, tehdt nem fiigg a
reprezentansoktol és u tetszéleges ¢-ad rendii u'-vel helyettesithetd. Rogzitsiink egy
tetszoleges ¢; irreducibilis reprezentaciot. Egy hasznos ekvivalens dtfogalmazasat

adjuk annak, hogy ¢, ESQ reprezentacié.

5.3. Lemma. ¢; pontosan akkor ESQ reprezentdcid, ha a 2*¥ = 21 + 1, 29 = 1

egyenletrendszer megoldhatd F,-ban valamilyen k,l € N-re 1igy, hogy 24,

Bizonyitds. Szamoljuk ki q@(a‘”) értékét. Egyszerii szamolas mutatja, hogy

Q/b\t(am) — Z gvt(ui+uj)a:. (52)

0<i<j<q

Vegyiik az (5.2)) osszeg egy altaldnos tagjat e(“'+#)7_t. Ha v’ +u’ = 0 F,-ben, akkor
ez a tag 1. Ha u' + u’ # 0, akkor tekintsiik a

q—1

§ Evt(ui+k+uj+k)cc

k=0

q tagu Osszeget. Ez éppen egy (5.1)) tipusu Osszeg, azaz egy irreducibilis karakter

! -/
i J . ,
ve(ut +u )T faoot, ami még nem

értéke az a” csoportelemen. Ezutan valasszunk egy 1j €
szerepelt (még ¢ tagi dsszegben sem). Ezen a médon az Osszeget particionaltuk
1-esekre és ¢ tagu Osszegekre, melyek irreducibilis karakter értékek a®-en. Ez azt
jelenti, hogy megtaldltuk ggt irreducibilis karakterekre bontasat. fgy (qbt,ggt) # 0

pontosan akkor, ha valamilyen i # j-re u’+u’ € (u). Ez éppen a lemma 4llitdsa. [

Az lemma trividlis kovetkezménye, hogy a ¢, reprezentaciék vagy egyszerre
mind ESQ-k, vagy egyik sem ESQ. Mivel F)-ban egy g-ad rendii elem &ltal generalt
részcsoport éppen az r-edik hatvanyokbdl 4ll, az lemmat dtfogalmazhatjuk F,-

ben Fermat-tétel szerti allitassd. Ez az [5.2) tétel bizonyitdsa sordn még hasznos lesz.

5.4. Lemma. ¢; pontosan akkor ESQ) reprezentdcio, ha az " +y" = 2" egyenletnek

van olyan nemtrividlis megolddsa F,-ben, ahol x" # y".
Az [5.3lemma segitségével bebizonyitjuk az [5.1] tételt.

Bizonyitds. Elészor a 6 1 ¢ esettel foglalkozunk. Megmutatjuk, hogy ekkor tetszo-
leges k,1 € N esetén a 2¥ = 2! + 1, 27 = 1 egyenletrendszernek nincs megoldésa
F,-ben. Rogzitsiik a k és [ értékeket, amelyekrdl nyilvan feltehetd, hogy kisebbek
mint ¢. Elegendé megmutatni, hogy az f(z) = 2F — 2! — 1 és a g(x) = 27 — 1 poli-

nomoknak nincs kozos gyokiik F,-ben. Két polinomnak akkor van kozos gyoke, ha a
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rezultansuk 0, ez ), felett is igaz. A rezultans kiszdmithat6 a polinomok egyiittha-
t6ib6l képzett determindnssal. Ennek a determindnsnak a dimenzidja g + max(k, ).
Elegendd lenne megmutatni, hogy ez a determindns nem 0 I, f616tt. Tekintsiik most
az f és g polinomokat C feletti polinomként. Ekkor C felett felirhatjuk a rezultanst
kiszamito determinanst. Ha ez a determinans nem 0 értékii, akkor készen vagyunk,
hiszen elég nagy primekre, példaul a determinansérték abszolutértékénél nagyobb
primekre mar a megfelelé I, feletti determindns sem lesz 0. Azt, hogy a C feletti re-
zultans nem 0 ugy bizonyitjuk, hogy megmutatjuk: a C feletti f és g polinomoknak

nincs kozos gyokiik.

27 — 1 = 0-bél kdvetkezik, hogy |z| = 1. [gy 2 = 2! + 1 miatt a lehetséges z*
értékek a 0 illetve az 1 kozéppontu egységkorok metszéspontjai. Azonban ekkor z*

primitiv hatodik egységgyok. Mivel 29 = 1, ebbdl 6 | g kovetkezik.

fgy 6 1 ¢ esetben minden k, [-re kapunk egy nem 0 determindnsértéket. Ezen véges
sok determinansérték abszolutértékének maximuma j6 lesz C-nek. Ezzel a 6 ¢ eset

kész.

Most tegyiik fel, hogy 6 | ¢. Ekkor ¢ | p — 1 miatt van F;-ban hatodrendii elem,
melyet jeloljiink g-vel. Mivel a hatodik kérosztési polinom ®¢(z) = 22 — z + 1, azt
kapjuk, hogy ¢> —g+1=0. Az lemmaban tehdt a z = g, k = 1, [ = 2 vélasztéas
jo lesz. O]

Végiil az lemma segitségével bebizonyitjuk az tételt. Ha a lemmadban
eltekintiink az 2" # y" feltételtdl, akkor olyan kérdést kapunk, amelyet Schur 1916-

ban megoldott [6]. Ezt a bizonyitdst roviden ismertetjiik.

5.5. Lemma. Legyen c € N fix. Ekkor létezik olyan s(c) egész, hogy ha az S(c) =
= {1,2,...,s(c)} szamokat c szinnel szinezziik, akkor x +y = z egyenletnek lesz

monokromatikus megolddsa. Itt x és y nem feltétlendil kilonbozok.

Bizonyitds. TetszOleges S(c) szinezéshez rendeljiik hozzd a kivetkezd K41 €lszi-
nezést: az e;; €l szine legyen |i — j| szine az S(c) szinezésben. Ekkor mivel a szinek
szama fix, a Ramsey-tétel szerint van olyan nagy s(c), hogy a kapott K41 €élszi-
nezésben biztosan lesz monokromatikus haromszog. Ha egy ilyen hdromszog harom
csicsa p < g < r, akkor (¢ — p) + (r — ¢) = r — p egy monokromatikus megolddsa
x +y = z-nek S(c)-ben. O

Legyen p > s(r) prim. Azlemmét fogjuk alkalmazni ) kbvetkez0 r-szinezésé-
re. Legyen ¢ primitiv gyok, az egyes szinosztalyok pedig legyenek a (¢”) multiplikativ
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részcsoport mellékosztalyai. Ekkor az lemma szerinti monokromatikus harmas

megadja 2" +y" = 2" egy nemtrivialis megoldasit F,-ben.

Tehat az[5.2] tétel bizonyitasdhoz az[5.5] lemma allitdsat kellene csak kicsit erdsi-
teni, hogy ott ne lehessen z = y. Ennek az er6sebb éllitasnak a bizonyitdsa megta-
lalhaté az [1] cikkben. Ezt is réviden kozoljiik.

Bizonyitds. A Kyc)41 egy élszinezését ugyantigy konstrudljuk, mint az lemma
bizonyitasaban, de most olyan konstanst valasztunk, hogy még monokromatikus Ky
is biztositva legyen Ky)41-ben. Legyen egy ilyen négyszog négy csicsa w < x <
<y<z Hizx—-—w=y—x=z2—y=a,akkor (z —y)+ (y —w) = z — w egy
j6 monokromatikus megoldds S(c)-ben. Ha x — w # y — z, akkor (z — w) + (y —
— x) = y — w jé monokromatikus megoldas S(c)-ben. Végiil ha z —y # y — x, akkor

(z —y) + (y — ) = z — x lesz j6 monokromatikus megoldés S(c)-ben. O

Ezzel az tétel bizonyitdsa kész.
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