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1. Bevezetés

Mar a kozépiskoldas matematikatanulméanyok soran elokeriil a polinom fogalma, il-
letve hogy azt a helyet, ahol a polinom zérus értéket vesz fel, a polinom gyokének
nevezziik. Természetesen az ekkor elokeriilé polinomok mind valds egyiitthatosak és
egyvaltozosak, és mivel a kozépiskolaban felépitett matematikai eszkoztarral masod-
foku polinomokig lehet konnyen vizsgélni a gyokoket, az egyvaltozos, valds egyiittha-
t6s, masodfoki polinomokat targyalja a tananyag részletesen. Mar ekkor hangsulyos
szerepet kap annak vizsgalata, hogy egy masodfoku polinomnak mikor van két valds

megoldasa.

Egyvaltozos esetben a valos gyokok 1étezése alapjan az egyvaltozos polinomok

egy részhalmazénak elemeit definialhatjuk in. valds gyoki polinomként.

1.1. Definicié. Egy p € Clx] polinomot valds gyikiinek neveziink, ha p minden

gyoke valos szam.

A valds egyiitthatos, valdés gyoki polinomok sok érdekes tulajdonsagot mutat-
nak, és emiatt a matematika tobb kiilonb6z6 teriiletén is fontos szerepet jatszanak:
példaul az ortogonalis polinomok elméletében, a linearis algebraban vagy a kombina-
torikdban. Két valds gyokili polinom jél all egymashoz képest, ha a gyokeik valami-
lyen értelemben ,szép” sorban kovetik egymaést. Ezzel kapcsolatban tobb neves tétel
is sziiletett (1. az Hermite-Biehler, vagy az Hermite-Kakeya—Obreschkoff tételeket
a |3 fejezetben). Tovabbé nevezetes tétel az aldbbi, ami nagyon hasznos eszkoznek
bizonyult véges sorozatok logkonkavsdganak vizsgdlataban, és amelyet mi is alkal-
mazni fogunk néhany tétel bizonyitasaban. Egy sorozat logkonkav, ha tetszoleges
elem négyzete nagyobb vagy egyenld, mint a szomszédos tagok szorzata. Az aldbbi
tétel bizonyitdsa azon alapszik, hogy a derivélas és az egyiitthatdsorozat megfordi-
tasa valds gyoki polinombdl valds gyokit allit eld, és hogy egy mésodfoki polinom

akkor és csak akkor valés gyoki, ha diszkrimindnsa nemnegativ.

1.2. Tétel (Newton). Legyen p(t) = > i, ait’ valds gyokd, n-edfoki polinom. Ekkor

, 1 |
a; > a1 (1+ <) [ 1+ - ).
i n—1

A valdés gyokil polinom fogalmara tehat szép tételeket, bizonyitasokat tudunk

egyvaltozos esetben felépiteni. Felmeriil a kérdés, hogy vajon milyen fogalom altala-

nositja tobb valtozoban a valés gyockili polinomokat gy, hogy a legtébb egyvaltozos



tétel tobbvaltozos valtozata a kibovitett fogalommal érvényben maradjon. Kideriil,
hogy ha a valés gyokii polinomok altalanositasara tobb valtozoban az tn. stabil
polinomok fogalmat vezetjiik be, nemcsak az ismert tételek altalanositasa adddik
egyszeriien (1. |3 fejezetet), hanem egy 1j, igen hatékony matematikai eszkozt ka-

punk. A stabil polinomok definidlasaban Wagner konvenciéjat [12] kovetjiik.

1.3. Definicié. Legyen H = {z € C | J(z) > 0}. Egy f € C[x] polinomot stabil
polinomnak neveziink, ha f az azonosan nulla polinom, vagy ha bdrmely z € H™

esetén f(z) # 0.

Egy f € C[x] polinomot valds stabil polinomnak neveziink, ha stabil, és minden

egytitthatoja valds szam.

Konnyen lathatd, hogy egy f egyvaltozds valés polinom akkor és csak akkor valds
stabil, ha minden gytke valds. Ugyanis ha f minden gyoke valds, akkor nyilvan stabil
is. Forditva, ha ¢ € C\ R gyoke az f polinomnak, akkor ¢ is gyoke f-nek, mert az

f valés egyiitthatés, és € vagy & biztosan eleme H-nak, ami ellentmonddsra vezet.

Az egyik legfontosabb eszkoz Hurwitz tétele, mely lehetévé teszi azt, hogy ha egy
polinomot eloallitunk stabil polinomok limeszeként gy, hogy a sorozat a H™ minden

kompakt részhalmazan egyenletesen konvergdl, akkor a limeszpolinom is stabil lesz.

1.4. Tétel (Hurwitz). Legyen Q C C™ egy dsszefiiggd nyilt részhalmaz, és legyen
fn fligguények olyan sorozata, amelyben mindeqyik fligguény analitikus €2-n, és nincs
zérusa 2-ban. Teqyiik fel, hogy f, egyenletesen konvergdl eqy f fligguényhez 2 minden

kompakt részhalmazdn. Ekkor f vagy azonosan 0, vagy nincs zérusa Q2-ban.

A stabil polinomok segitségével a matematika igen kiilonbozo teriiletein, példaul
az algebraban, a grafelméletben, a valészinliségszamitasban és a kombinatorikaban
is elegans bizonyitdasokat lehet adni kiilonb6z6 allitasokra. Dolgozatom célja, hogy
bemutassa ezt a fogalmat, a hozza kapcsolédd legismertebb tételeket és a stabil

polinomok alkalmazasanak sokszintiségét néhany példan keresztiil.

A dolgozat felépitése a kovetkezd: a2 fejezetben néhdny elemi tulajdonsagat mu-
tatjuk meg a stabil polinomoknak, majd kimondjuk a stabilitdst 6rzo linearis leképe-
zésekre vonatkozo teljes karakterizacios tételt. Ezen tulajdonsagokat néhany példan
keresztiil be is mutatjuk a alfejezetben. A (3| fejezetben bemutatunk néhany egy-

valtozos valds gyokit polinomokkal kapcsolatos allitast és azok altaldnositasat stabil



polinomokra, melyek alapjét adjék tobb neves tételnek. A [ fejezetben bizonyit-
juk a Johnson-sejtést |1], az || fejezetben bemutatjuk Gurvits bizonyitdsat Van der
Waerden-sejtésre [12] nyomén, majd a fejezetben Marcus, Spielman és Srivas-
tava 9] cikke alapjan bizonyitjuk végtelen sok d-reguldris, paros, Ramanujan-graf

l1étezését tetszoleges d > 2 fokszamvalasztas mellett.

1.5. Jel6lés. A dolgozat sordn R™ a pozitiv valds szamok halmazdt, R, a nemnegativ
valds szamokat jeloli. Tovabbd x = (x1, . .., x,) vdltozokbol dllo vektor. A dolgozatban
eqy x; valtozo szerinti deriwdldst O, jeloli, és ha félreértést nem okoz, akkor O; az
i-edik vdltozo szerinti derivdlast jeloli. Egy p(x) € R[z1,...,z,] esetén deg, (p) az
x; fokdt jeloli a p polinomban, és ha félreértést nem okoz, a deg;(p) = deg,, (p)
roviditést haszndljuk. Egy o € N* multiindexre a x* = xi" - ... - 25" monom, és
0% = 0" ... 0% derwaldsoperdtor. Egy n € N esetén az {1,...,n} halmazt jeloljik

[n]-nel.



2. Elemi tulajdonsagok

Az aldbbi fejezetben [12] és [3] cikkek alapjan bizonyitunk néhany elemi tulajdon-
sagot, melyek stabil polinomok eléallitasaban jatszanak késobb fontos szerepet. Az
els6 lemmaval arra vilagitunk ré, hogy a tobbvaltozos stabilitas hogyan fiigg 0ssze

az egyvaltozos stabilitas fogalméaval.

2.1. Lemma. Legyen f € Clxy,...,xy]. Ekkor f akkor és csak akkor stabil, ha
barmely a € R™, b € (RT)™ esetén f(a+ bt) € R[t] stabil.

Bizonyitds. Ha f stabil, és a € R™, b € (R")™, akkor tetszéleges z € H esetén
a+ bz € H™, ezért f(a+ bz) # 0. A megforditdashoz legyen z € H™ rogzitve, és
legyen a = R(z), és b = J(z). Ekkor z = a+ib, és b € (RT)™, igy a feltevés miatt
az f(a + bt) polinom az i € H helyen nem lehet nulla. Tehat tetszéleges z € FH™
esetén f(z) # 0. O

Ezen lemma lehetévé fogja tenni azt, hogy egyes allitasokat visszavezethessiink

egyvaltozos stabil polinomokra vonatkozé allitasokra. Erre fogunk majd példat latni

és [3] fejezetekben.

A kovetkezo lemméban bemutatunk néhany olyan leképezést, melyek segitségével

mar meglévo stabil polinomokbdl tudunk eloallitani tovabbi stabil polinomokat.

2.2. Lemma. A S[xy,...,x,] zdrt az aldbbi miveletekre.

1. Permutdcio Barmely o : [m] — [m] permutdciora, f— f(2o),-- . To@m))

2. Skdldzds Ha c € C, ésa c (RY)™, f cf(arxy, ..., amTn)

Lo

. Diagonalizdlds Ha i,j € [m], [+ f(X)]e,=a,
4. Specializdlds Ha a € H, f + fla,xa,...,7,)

5. Inverzié Ha deg,(f) =d, f — 2% f(—ay 20, ..., 7,)

D

. Derivdlds f — 0, f(x)

Bizonyitas. 1. Mivel H™ zart a koordinatak permutacidjara, ezért igaz a lemma
[l allitésa.



2. Legyen g = cf(ayxy,. .., amTy). Mivela € (RT)™ ezért {(a121,...,amzm)" |z €

€ H™} = H™, igy ha ¢ # 0 akkor
{9(z1,. .., 2m) |2€ H"} ={cf(z1,.. ., 2m) | 2z € H™},

azaz ¢ is stabil. Ha ¢ = 0, akkor viszont g az azonosan 0 polinom, ami definicié

alapjan stabil.
. Legyen g = f(x)|4,—s,. Vegyiik észre, hogy A = {z € H"™ | z; = z;} € H™, igy

{9(z) [z€ A} C{f(z) |z H"},

azaz ¢ is stabil.

. Legyen g = f(a,xs,...,2,). Haa € H, akkor A ={z € H™ | z; = a} C H™,
igy
{9(z) | z€ A} S {f(z) | z € H},

igy g is stabil.

Ha a € 3\ H = R, akkor definidljuk a g,(x) = f(a + 27", 29,...,Tm)
sorozatot minden n € N-re. A konstrukcié miatt g, — g, és mivel a+27"1 € K,
ezért a sorozat minden tagja stabil. Tehat g-t eléallitottuk stabil polinomok

limeszeként, ami a Hurwitz-tétel miatt stabil.

. Legyen g = 24f(—2y", @9,...,2m), ahol deg,(f) = d. Kénnyen lathatd, hogy
g polinom, és hogy {—271 | 2 € H} = H, igy

{9(z) |2 € H"} ={f(2) | 2 € H"},
azaz ¢ stabil polinom.

. Legyen g(x) = f(x,22,...,2m), ahol z; € H minden 2 < i < m-re rogzitett.
Ekkor g(z) stabil a lemma {| része miatt, és ¢'(z) = 01 f(x, 22, ..., 2m). Tehdt
azt kell belatnunk, hogy ¢'(x) stabil. Legyenek &; a g polinom gyokei (multip-
licitassal), melyekrél g stabilitdsa miatt tudjuk, hogy (&;) < 0, és tegytiik fel,

hogy z € H. Ekkor
ACI 1
a Z 2—&




9(2)

(
speciélisan % # 0, azaz ¢'(z) # 0. Tehat azt kaptuk, hogy ¢'(x)

gyoke H-ban, azaz ¢'(x) stabil.

Mivel (&) < 0, ezért S(z — &) > 0, igy Z_L& € —XH, tehat g/(j) e —XH,

nek nincs

]

Vegyiik észre, hogy amikor a derivélasoperatorrdl bizonyitottuk, hogy stabil poli-
nombdl stabil polinomot készit, akkor csak azt hasznaltuk ki, hogy a derivédlas utan
kapott polinom és az eredeti polinom hényadosa egy olyan fiiggvény, amely H"-t
—H-ba képzi. Ez alapjan egy m valtozés fiiggvényt, ami a H™-et —H-ba képzi,

képzetesrész-negativ fliggvénynek nevezziik.

2.3. Allitas. Legyen c € K, a,b € (Ry)™. Ekkor ha f € Rlxy, ..., x| stabil, akkor

g= Zai(aif) —(c+ sz‘%)f
i=1 =1
is stabil.
Bizonyitds. Az el6z6 lemma bizonyitasabdl kovetkezik, hogy tetszéleges i-re a %

képzetesrész-negativ fliggvény, igy ezek pozitiv egyiitthatos linearis kombinacidja is
képzetesrész-negativ. Mdsrészt —(c + > . | bix;) képzetesrész-negativ, igy kapjuk,

hogy % képzetesrész-negativ, specidlisan g-nek nincs zérusa H™-ben. O]

Tekintsiink a C[zq,...,z,]-re, mint a monomok &ltal feszitett vektortérre, igy
az el6zé allitdsban szereplé T : C[x] — C[x] leképezés linedris leképezés. Felme-
riil a kérdés, hogy mely linearis leképezések azok, amelyek stabil polinomot stabil

polinomba képeznek.

Jelolje egy v € N™'-re C<xy,...,z,] azon komplex egyiitthatdés polinomokat,
melyekre minden i € [n] esetén az x; foka legfeljebb k;. Konnyen bizonyithatd, hogy
egy T : C[x] — C[x] linedris leképezés akkor és csak akkor rendelkezik ezzel a tulaj-
donsaggal, ha tetszleges k € N esetén a T' megszoritva C<,[x]-re stabil polinomot
stabil polinomba visz. Borcea és Brandén [2|-ban karakterizaltdk a C<,[x] — Clx]
stabilitast 6rz6, linedris leképezéseket, és ezek segitségével a Clx] — C[x] esetet is,

amit az aldbbi tételben foglalunk Gssze.



2.4. Tétel. Legyen v € N" rogzitve.

1. Egy T : Cilzy,...,x,] — Claq, ..., x,] linedris leképezés akkor és csak akkor

visz stabil polinomot stabil polinomba, ha
a) vagy létezik v : Ci[x] — C funkciondl és p € C[x] stabil polinom, hogy
minden f € Clx| esetén T(f) =p-v(f),
b) vagy Gr(xy, ..., Tn,y1, -, yn) = T (TTiy (@i + v:)") polinom stabil poli-

nom.

2. Egy T : Clxq,...,x,] = Clxy,...,x,] linedris leképezés akkor és csak akkor

visz stabil polinomot stabil polinomba, ha
a) vagy létezik v : C[x] — C funkciondal és p € Clx| stabil polinom, hogy
minden f € Clx] esetén T(f) =p-v(f)

b) vagy Gr(zy1, ..., Tps Y1, Yn) = T (6*2?:1“%) eléall mint olyan sta-
bil polinomok limesze, amelyek egyenletesen konvergalnak a H™ kompakt

részhalmazain.
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2.1. Példak

A kovetkezokben bemutatunk néhany eddig jol ismert tobbvaltozds polinomot, me-
lyekrél megmutatjuk, hogy stabil polinomok is. Ezek koziil az elsé példa az elemi

szimmetrikus polinomok.

2.5. Allitds. Az elemi szimmetrikus polinomok stabilak.

Bizonyitds. Legyen si(x1,...,x,) a k-adik elemi szimmetrikus polinom n véltozdval.
Tovabba tekintsiik a

n

g(xy, ... xp,t) = H(l — x;t)

=1

polinomot. Mivel (1 — z;t) stabil, igy ¢ is stabil, viszont

n

g(x1, ... Ty, t) = Z(—l)ksk(xl, )R

k=0
Ekkor
(_1>k8tkg‘t:0 = (_1)%5% = Sk,

ami stabil, mert derivalds, specializalas és skalazas alkalmazéasaval kaptuk a g stabil

polinombdl, azaz s, stabil minden k € [n]-re. O

A masodik példara — mint latni fogjuk — tekinthetiink 1igy, mint a linedris algeb-
rabol mar jol ismert Hermite-matrixok karakterisztikus polinomjainak tébbvaltozos

valtozatara.

2.6. Lemma. Legyenek Ay, ..., A, € C™" pozitiv szemidefinit mdtrizok és Ay €

c C"™ Hermite-matriz. Ekkor a
f(X) = det(A(] -+ Alxl + -+ Anxn)

polinom stabil.

Bizonyitds. Hurwitz tétele alapjan feltehetd, hogy mindegyik A; pozitiv definit min-
den 1 < i < n esetén. Ezutédn tekintsiik a g(t) = f(a+bt) polinomot, ahol a,b € R”
és b; > 0. A lemma alapjan elegendé megmutatni, hogy ¢(t) stabil, azaz valds
gyokd. Legyen A = Ay + > i a;A;, és B = Y " bA;. A feltételek alapjén A

11



Hermite-métrix, és B pozitiv definit, igy det(B) # 0, és létezik B ~3. Ezt felhasznal-

va a kovetkezot kapjuk:
g(t) = det(A + tB) = det(B) det(B 2 AB™2 + tI),

ahol B~2 AB™z egy Hermite-matrix. Tehat g(—t) egy Hermite-matrix karakterisz-
tikus polinomjénak skaldrszorosa, vagyis g(—t) gyokei valds szamok, azaz g(t) valds

gyokil polinom. O

2.7. Megjegyzés. [Tobbvaltozés Laplace-polinom| Legyen G = (V, E) egy egyszerti
graf V = {vy, ..., v,} csticsokkal. Rogzitsiik G-nek egy E irdnyitsét, majd minden
€= (vi,v;) € E élre legyen a, € R™ az a vektor, amelynek minden koordinataja 0,
kivéve (a.); = —1, (a.); = 1. Legyen tovabba Z = Diag(z1, ..., z,) valtozékbdl all6

matrix, és minden e € E' élre legyen w, egy valtozo.

fa(w,z) = det (Z W, - acal + Z) .

eeE

Az fq fiiggetlen a megvdalasztott irdnyitdstél (mert a.al matrix fiiggetlen az irdnyi-
tastdl), és stabil polinom a lemma alapjan, illetve a linearis algebrabdl ismert

Cauchy-Binet-tétel segitségével bizonyithatd, hogy a kovetkezoképpen is kifejezhe-

t0:
fowz)= > J[ w. [] =

FeFrm(G) ecE(F) vi€roots(F)
ahol F"(G) a G graf osszes gyokereztetett feszit6 erdejét, a roots(F') az F gyokereinek
halmazat és E(F') az F éleinek halmazat jeloli. Egy feszit6 erdé a graf minden csticsat
tartalmazé kormentes részgraf, melynek minden Osszefiiggdségi komponensébol ki
van jelolve egy-egy cstiics. Ha minden w; helyére —1-et helyettesitenénk, és az 0sszes
z; valtozot x-re diagonalizédlnank, akkor éppen az ismert Laplace-polinomjat kapnank

G grafnak, amirdl tudjuk, hogy valés gyokli polinom.

Ha az fg polinombdl meghataroznank azon monomokat, melyek tartalmazzak
a z; valtozot, de mas 2 < k < n-re z,-t nem tartalmaznak, akkor pontosan azon
gyokeres erdékhoz tartozé monomokat kapnank meg, melyek gyokere pontosan a

vy csucs, azaz a v1-bol gyokereztetett feszitofakhoz tartozéo monomok. A kovetkezo

12



polinomot, amit f;-bol szarmaztatunk a G graf feszitéfa-polinomjanak nevezziik:

TG(W) = aZ1fG(W>Z>’Z=0 = Z H We,

FET(G) e B(F)

ami szintén stabil, és ahol T(G) jeloli a G feszitéfainak halmazat.

A feszitofa-polinom segitségével egy érdekes problémara tudunk adni egy egy-
szeri bizonyitast. Particionaljuk egy n csicsu G = (V(G), E(G)) graf élhalmazét
Ay, .. Ak, XY C E(G) halmazokra, és legyenek adottak aq, ..., ar € N természe-
tes szamok. Ekkor jelolje s; azon feszitéfak szamét, melyek pontosan a; élt hasznél-
nak A; halmazbdl minden 1 < i < k esetén, és X-bol j darab élt tartalmaznak. Ez

utébbi ekvivalens azzal, hogy Y-bdl pontosan (n—1) — Zle a; — j €lt tartalmaznak.

2.8. Kovetkezmény. Az eldbb definidlt s; sorozat logkonkdv, sot az sj-k egy valds

gyokii polinom egyiitthatoi.

Bizonyitas. Legyen M = Zle a;. A bizonyitas két részbdl all: el0szor bizonyitjuk,
hogy p(z) = Z?;éw s;7¢ stabil, majd a Newton-tételre hivatkozva kapjuk, hogy az

s;j sorozat logkonkav.

Tekintsiik a G graf feszité fdinak generdlé polinomjat, a Tg(w)-t. Legyenek
qi,- -, qx, x,y valtozok, és minden 1 < i < k és e € A; esetén diagonalizaljuk a w,
valtozot ¢;-re, minden e € X esetén w, valtozot x-re, és minden e € Y esetén w, val-

tozét y-ra. Legyen az igy nyert stabil polinom Q(q1, ..., gk, z,vy) € Rlq1, ..., qx, z,y].

Ekkor az s; pontosan a ¢ . .. ¢*27y"~*~J monom egyiitthatéja a @) polinomban.
Viszont azt az elemi szimmetrikus polinomokndl is lattuk, a%!@quLh:O éppen a gy
egyiitthatépolinomja (Q-ban, ami stabil a derivalas, specializacio és skalazas miatt.
Majd az igy kapott stabil polinomban a ¢5* egyiitthatopolinomja is stabil, és igy
tovabb. Tehat kapjuk, hogy P(z,y) = Y20 M s;a'y» =7 stabil polinom, gy p(z) =
= P(z,1) is stabil, amiben ' egyiitthatéja éppen s;. O

Harmadik példaként vizsgaljuk az Euler-polinomokat, melyekrdl ismeretes, hogy
valos gyokil polinomok. Most ennek a tobbvaltozos valtozatarol megmutatjuk, hogy
stabil. Legyen 5, a szimmetrikus csoport n elemen. Ekkor egy o € S,,-re definidljuk
az A(o) = {o(i) | o(i = 1) > o(i),i € [n|} és D(o) = {o(i) | 0(i) < o(i +1),i €

€ [n]} halmazokat, ahol o, 0,11 legyen definicié szerint oo. Igy ezek segitségével a
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kovetkezé méd definidlhatjuk a tobbvéltozés Fuler-polinomot :

An(zla---vxn7y17"'ayn Z H X H Yi.

o€Sn i€A(o)  i€D(o)

Az egyvialtozos Euler-polinomot tgy kapjuk, hogy minden y; helyére 1-et helyet-
tesitiink, és mindegyik x; valtozé helyére x-et helyettesitiink. Ekkor az igy kapott

+1

polinomban az z*t! egyiitthatéja azt szdmldlja, hogy hdny olyan permutécié van,

amiben k£ darab csokkenés van.

2.9. Allitas. A t6bbvdltozds Euler-polinomok stabilak.

Bizonyitds. Teljes indukciéval bizonyitunk. Ha n = 1, akkor Ai(x1,11) = z1y1,
ami nyilvan stabil. Tegyiik fel, hogy A, (z1,...,%n, y1,...,Ys) stabil. Rogzitsiik a
2,...,(n+ 1) elemek egy sorrendjét (azaz egy o € S,-et, amiben az indexeket
eltoljuk 1-gyel), majd vizsgdljuk, hogy hogyan véltoznak az ehhez tartozé A és D
halmazok, ha az 1-est beszirjuk az (i —1)-edik és az i-edik szam kozé (1 <i < n+1).
Ha 0,1 > 04, azaz o0; egy lejté vége, akkor A" = AU{1}, és D' = DU{1}\ {0;}. Ha
oi—1 < 0;, azaz 0;_; egy emelkedd eleje, akkor A’ = AU {1} \ {01}, és D' =D U
U{1}. Ez azt jelenti, hogy ha wy(z1,. .., Zn, Y1, .., Yn) = HieA(U) x; HieD(a) i, akkor
a lehetséges beszirasok utan keletkez6 S, . 1-beli permutédcidokhoz tartozé monomok

Osszege éppen

n+1 n+1
11 (Z 81‘1 + Za:lh) wo’(x% vy U1, Y2, - - 7yn+1)a
=2 =2

azaz
n+1 n+1
Ant1(x,y) = 211 <Z O, + Zﬁyi) An(X",y7),
1=2 1=2

ahol x* = (29, ..., n41) ésy* = (Y2, .-, Ynt1). Viszont a T = (Z?’;l O, + 30110, )
leképezés stabil polinomot stabil polinomba visz a lemma alapjan, ezért A, is

stabil polinom. O

A negyedik példdaban a [2.4] tétel egy alkalmazésat szeretném bemutatni egy graf-
elméleti problémara. Legyen G = (V| E) véges egyszeri graf a V = {vy,...,v,}
csticsokon, és legyen adott egy A\ : E — RT élstlyozis. Egy M C E élhalmazt paro-

sitdsnak neveziink, ha M semelyik két élének nincs kozos csicsa, és jelolje M(G) a
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G graf parositasainak halmazat. Definialjuk a kovetkezd tobbvaltozos polinomot

PG,)\(.CBl, Ce 7.17”) = Z (—1)|M| H /\(vi,vj)xi:vj,

MeM(G) (vi,v5)EM

amit a G graf \ élsilyozott parositasi polinomjanak neveziink. Errol a polinomrol
Heilmann és Lieb megmutatték 7], hogy stabil, melyet alabb mi is bizonyitunk a

tétel felhasznalasaval.

2.10. Tétel (Heilmann-Lieb). Az elébb definidlt P \(x) stabil polinom.

Bizonyitds. Legyen d a graf legnagyobb fokszama, és legyen P(x) = H(ui,vj) cp(l—
— /\(vi,vj):cixj). Mivel 1 — Ay, 0,)Tsx; stabil polinom, ezért a P is stabil, s6t x; foka
P-ben megegyezik a v; fokszdmaval. Legyen k = (d, ..., d) € Nrogzitve, és legyen T :
C.[x] — C[x] az a leképezés, mely egy monomhoz 0-t rendel, ha valamelyik valtozdja
legalabb masodfokon szerepel benne, kiilonben identikusan hat. Ekkor T'(P(x)) =
= Pg.a(x). Tehdt elég megmutatnunk, hogy a 7" stabil polinomot stabil polinomba
képez. A tétel alapjan elegend6 ellendrizni, hogy a G polinom stabil. Ekkor

Gr(1s - Tt syn) =T <ﬁ(x +yi)d> _ T (ﬁi (j)x{yf”) _

i=1 i=1 j=1
S (H dxiy;“) (Hy?) T (3 [T T ) =
SCn] \ies i¢s i1 SCn] i€5 i¢S
= [1w " [ 1z + ),
=1 =1

ami stabil polinom, mert stabil polinomok szorzata. Tehat a T leképezés a stabil

tulajdonsdgot 6rzé leképezés, ezért Pg \(x) stabil. O

Tegyiik fel, hogy A : E — RT az azonosan 1 élstlyozds, és legyen Mg(z) =
= Po(z,...,z) € R[z] a diagonalizaldssal nyert polinom, a G polinom mdédositott

parositasi polinomja. Ekkor

Mg(z) = > (=DM =" (=1)Fmy(G)a™

MeM(G) k=0

stabil polinom, ahol my(G) a k méretli parositasok szamat jeloli.
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2.11. Kovetkezmény. Tetszdleges G grdf esetén az my(G) sorozat logkonkdv, sét

eqy valos gyoki polinom egyiitthatosorozata.

Bizonyitds. Legyen p(z) = Y_,_,mi(G)z", és tegyiik fel indirekt, hogy létezik olyan
¢ € H, hogy p(¢) = 0. Ekkor létezik v € H, hogy v? = —¢&, ami ellentmondés,
ugyanis 0 # Mg(v) = Y, _o(—=1)"mi(G)v* = >, mi(G)EF = p(€) = 0. Tehdt
p(z) valds gyok, igy a Newton-tétel alapjan az egyiitthatésorozat logkonkav. [
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3. Valés gyoki polinomok lancolédasa és altalano-
sitasai

A kovetkezékben az egyvaltozds polinomok egymashoz képesti viszonyat fogjuk kez-
detben vizsgalni, majd ezen tulajdonsagok koziil megprobdlunk néhanyat atiiltetni

tobbvaltozds stabil polinomokra. A felépitésben a [12] cikket kovetjiik.

3.1. Definicié. Legyenek f,g € Rlzx] valds gyoki polinomok, és tegyiik fel, hogy f
gyokei vy < ... <y, és g gyokei 0y < ... <0,. Azt mondjuk, hogy az f és g gyikei
egybeldncolddnak (néha roviden f és g egybelancoléodnak), ha f és g gyokei novekvd
sorrendbe rendezhetok gy, hogy f és g gydker felvdltva kévessék eqgymdast, azaz vagy

1 <0< <O3< .. vagy by < vy <Oy <y <

. teljestil.

Ha f és g valos gyokii, n-edfoki polinomok, akkor van kézds ldncold polinomguk,
ha létezik olyan h valos gyoki, n-edfoki polinom, mely egybeldncolja f gyokeit is és
g gyokeit is, és h legkisebb gyoke kisebb f és g legkisebb gydkénél.

A kovetkez6 lemma nagyon hasznos eszkoz lesz a késébbiekben.

3.2. Lemma. Legyenek f,g € Rlx] polinomok gy, hogy g stabil, és fg-nek csak
eqyszeres gyokei vannak. Tegyiik fel, hogy deg f < degg, és legyenek 61 < --- < 0, a
- 9

g gyokei, és legyen g; = —25-. Ekkor a kovetkezd dllitdsok ekvivalensek:

1. f stabil, és [ és g gyokei egybeldncolodnak,
2. Az f(bh),..., f(6)) sorozat tagjainak eldjelei valtakoznak,

3. Az f =ag+ 22:1 big; egyértelmi felbontisban minden b; eldjele azonos.

Bizonyitds. ()=(2) Mivel f és g gyokei egybeldncolddnak, ezért tetszbleges 1 <
<1 <l —1-re létezik f-nek pontosan 1 gyoke a |0;, 0;,1[ intervallumban, igy viszont

az f(6;) sorozatban az elGjeleknek valtakozniuk kell.

2)=(1) Az f folytonossiga miatt kapjuk, hogy minden 1 < i < [ — 1 esetén
péaratlan sok gyoke van f-nek a ]6;,0;,1[ intervallumban. Ha van olyan intervallum,
melyben legalabb 3 gyoke is van f-nek, akkor sszesen legalabb [ 4+ 1 gyoke lenne
f-nek, ami ellentmond a feltételnek. Tehat f-nek minden |6;,60;,1[ intervallumban
pontosan egy gyoke van, és legfeljebb egy olyan v gytke van, ami nincs [0, 6;]-ben.

Viszont v € R, mert f valos egyiitthatos.
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)< @) Elsszor az f ilyen alaku felirdsa egyértelmi, ugyanis ha f = ag +
+ 3 b, s f = d'g+ S, Ui, akkor tetszdleges ;-re

=1 "1

1
0= (a—a)g(0;) + > (b = b))gi(6;) = (b; — V))g;(6;) = b; — b,
i=1
hiszen ¢;(0;) # 0. Masrészt 1étezik ez a felbontas, mert f foka legfeljebb g fokaval

egyenld, s6t a felirdsban szerepld egyiitthatok a kovetkezd modon adhatdéak meg:

[
b = 9i(0:)

Tovabba

3109)3541(0501) = [ 05 = 6:) T (0541 —6:) =
i i#j+1

= ( 1T 6 =601 - 92-)) (6 = 0;11)* <0

i1
miatt a g;(0;) sorozat is valtakozo el6jelli. Viszont ezeket egybevetve kapjuk, hogy az

f(0;) sorozat valtakozé eldjeliisége ekvivalens azzal, hogy a b; = ; ((09?)) sorozat azonos

eléjelt. O

A kovetkezd két lemmaban bizonyitani fogjuk, hogy véges sok valés stabil po-
linom &ltal generalt kup akkor és csak akkor részhalmaza a valés stabil polinomok

halmazanak, ha van koézos lancolé polinomjuk.

3.3. Kovetkezmény. Legyenek f,g € Rlx| pozitiv féegyiitthatds, n-edfoki, stabil
polinomok. Ekkor az f-nek és g-nek akkor és csak akkor van kozos ldncolo polinomja,
ha bdrmely \ € [0,1] esetén Af + (1 — \)g stabil.

Bizonyitds. Elegend6 abban az esetben bizonyitanunk, amikor fg minden gyokének
egyszeres a multiplicitasa. Tegyiik fel, hogy f-nek és g-nek van h kzos lancold poli-
nomja, amirdl felteheto, hogy pozitiv foegyiitthatds, n-edfoki, és aminek a legkisebb
gyoke kisebb, mint f és g legkisebb gyoke. Legyen 6, a h polinom legnagyobb gyoke,
amire az eddigi feltevéseink alapjdn 0 < f(6,,), g(0,) teljesiil. Hasznélva a[3.2)lemma
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Bhasbeli felirdst kapjuk, hogy
f = ah + Z blilz,
i=1
g=ah+ Zb;ﬁi,
i=1

ahol minden b; és b,-nek ugyanaz az eldjele, mert b,b], = % > 0. Viszont ekkor

Mo+ pg = (Aa+ pa )b+ Y (Ab; + bl

i=1
feliras és a[3.2] lemma alapjdn \f + ug stabil.

A megforditashoz legyenek fg gyokei rendre a; < --- < g, és ap = co. Va-
lasszunk minden 0 < i < n—1-re egy 0; €|ani, ag;i1[ valds szamot, és legyen h € R|x]
az a pozitiv féegyiitthatds, n-edfoku polinom, melynek gyokei éppen a 6;-k. Mivel az
fg valtakozé eléjelii az |ay, ;1] intervallumokon, és fg fegyiitthatéja pozitiv, igy
kapjuk, hogy 0 < fg(0;) = f(0:)g(6;), azaz f és g a 60; pontokban azonos el&jeliiek,
tehdt (\f 4 ug)(0;) # 0. Tegyiik fel, hogy ag;, anir1 €]0;,0;11[ az f gyokei. A feltevés
alapjan van egy homotopia, ami 6sszekoti ezt a két gyokot g két gyokével ugy, hogy
kézben nem érintheti az intervallum végpontjait, ami ellentmondasra vezet. Tehat
tetszéleges 1 < i < mn — 1-re |0;,0;+1[-ben pontosan 1 gycke van f-nek és g-nek, azaz

h kozos lancold polinom. O]

Az el6z6 lemma altalanositasaként kapjuk a kovetkezé lemmat, ami meglepo-
en hasznos eszkoznek bizonyult valés gyokii polinomok elballitasahoz. Példaul ezen
lemma segitségével bizonyitotta Chudnovsky és Seymour, hogy a karommentes gra-
fok fiiggetlenségi polinomja valés gyoki [4], illetve Marcus, Spielman és Srivastava

a Kadison-Singer-sejtést [10].

3.4. Lemma. Legyenek f1,..., fr € Rlx| egyvdltozds, n-edfoki, pozitiv féegyiitthatds
polinomok. Ekkor fi,..., fx-nak akkor és csak akkor van kozos ldncolo polinomja,
ha tetszdleges A1, ..., \x € [0,1], Zle A = 1 esetén Zle i fi stabil.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy az f;-k tetszoleges konvex kombindcidja stabil, de nincs

koz0s lancold polinomjuk. Ez azt jelenti, hogy az 0sszes polinom gyockét sorba téve
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lenne olyan k-adik legnagyobb gyok, ami kisebb mint egy masik polinom k 4+ 1-
edik gyoke, azaz ennek a kettdnek nincs kozos lancold polinomja. Ellenben erre a
két polinomra teljesiil az, hogy tetszoleges konvex kombinacié stabil, amirdl viszont
megmutattuk, hogy azt jelenti, hogy a két polinomnak van k6zos lancolé polinomja,

igy ez ellentmondasra vezet. Tehat van egyszerre kézos lancold polinom.

A megforditas hasonléan megy a k = 2 esethez. Feltehetd, hogy semelyik két
polinomnak nincs kozos gyoke, és tegyiik fel, hogy h egy kozos lancolé polinom,
ami n-edfoku pozitiv f6egyiitthatds, és legkisebb gyoke kisebb az Gsszes f; legkisebb
gyokénél. Ekkor tetszéleges f; = a’h + Y ;. bf h;, ahol minden bf > (. Ez viszont
azt jelenti, hogy tetszbleges A1, ..., \x € [0,1], Zle A = 1 esetén

k k n k
J=1 7=1 =1 j=1

felirdsban minden h; egyiitthatéja pozitiv, azaz Z§:1 A; f; stabil.

A kovetkezo két tételben arra keressiik a vélaszt, hogy két valds gyokli polinom
altal generalt altér mikor lesz részhalmaza a valds gyoki polinomok halmazanak, il-
letve ez hogy fiigg 6ssze a komplex egyiitthatds stabil polinomokkal. Ezen vizsgalatok

elott jellemezziik az egybelancolédd polinomokat a kovetkezd fogalom segitségével.

3.5. Definicié. Az f,g € Clz| esetén definidljuk a Wronski-zdrdjelet a kivetkezd-
képpen :

WIf.gl = f'g— fg € Clz].
Az f, g € Rzx] stabil polinomokat jé dlldsiaknak nevezzik, ha W|f, g](x) < 0 minden
x € R esetén, vagy ha f = 0 vagy g = 0. Ha f és g jo dlldsuak, akkor jeldlje ezt
f<y.

3.6. Lemma. Legyenek f,g € R[x] stabil polinomok. Ekkor f és g gyokei akkor és
csak akkor lancolodnak egybe, ha f < g vagy f > g.

Bizonyitds. Elegend6 abban az esetben bizonyitanunk, amikor fg minden gytkének
egyszeres a multiplicitasa, illetve az is feltehetd, hogy deg f < degg = [. Legyenek
g gyokei 6; < --- < 0, és a lemma alapjan irjuk fel f-et f = ag + Zizl b; g
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alakban. Tegyiik fel, hogy f és g gyokei egybelancolédnak. Ekkor mindegyik b;-nek

azonos az eldjele, igy a

l

Wif.gl="Ffg—1d=>_

i=1

—big®
(Q? — 61)2

felirasban minden tag el6jele azonos. Ez viszont pont azt jelenti, hogy W{f, g](z)

azonos elgjelli minden x € R esetén.

Tegyiik fel, hogy f < g, azaz W|[f,g](x) < 0 minden z € R esetén. Ekkor
minden i € [d] esetén WIf, g](6;) = —f(0;)3:(6;) = —b;3*(0;) < 0, azaz mindegyik
bi-nek azonos az eldjele, azaz f és g gyokei egybelancolodnak. Ha f > ¢, akkor

hasonléan kapjuk a kivant allitast. n

3.7. Tétel (Hermite-Kakeya—Obreschkoft). Legyenek f,g € R[z]| stabil polinomok.
FEkkor f < g vagy f > g (azaz [ és g egybeldncolodnak) akkor és csak akkor, ha
af + bg € Gglz| stabil minden a,b € R esetén.

Bizonyitds. Elegend6 a tételt abban az esetben bizonyitani, amikor fg minden gyo-
kének egyszeres a multiplicitdsa. A valtozok cseréjével feltehets, hogy deg(f) <
< deg(g). Legyenek 6,,...,0, a g gyokei.

Tegyiik fel, hogy f és g gyokei egybelancolédnak. Ekkor az f = ag + 22:1 b; g

alakban minden b; azonos el6jelti, igy

!
af +bg = (aa+a)g+ Z ab; g;.
i=1
Ekkor viszont a lemma alapjan af + bg és g gyokei ismételten egybelancolodnak, és

af + bg stabil.

Tegyiik fel, hogy af + bg stabil minden a,b € R esetén. Ha f és g egymas
skalarszorosai, akkor az allitdas nyilvan igaz. Tehat tegyiik fel azt is, hogy f és g¢
nem egymas skalarszorosai. A cél az, hogy megmutassuk, hogy az Gsszes b; azonos

el6jelli, viszont ehhez el6szor azt mutatjuk meg, hogy az & (g) fiiggvény eldjele

allando az egész H-n. Indirekt tegyiik fel. hogy van 2z € H és z € K, hogy & (g)

nek ezeken a helyeken eltéré eldjele van. Az H Osszefiigg6sége miatt 1étezik olyan

20 € H, hogy & <%> = 0, azaz f(z9) és g(z0) egy félegyenesre esnek. Masként

ezt gy is megfogalmazhatjuk, hogy van a € R, hogy f(z0) — ag(z0) = 0. Mivel
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z0 € H, igy ez csak tugy lehetséges, ha f — ag = 0, ami ellentmondasra vezet. Tehat

Ry (%) azonos elgjeli H-n. Tegyiik fel, hogy azonosan pozitiv az eldjel, és tekintsiik

a z, = 0; +i= € H sorozat mentén (g)—t:

\s(g(zn) Ry ;6’]-—«91-—1—% \f( ﬂn) j - 00
7]
azaz b; < 0 tetszdleges j esetén. Tehat mindegyik b; eldjele azonos a felbontdsban.

Ha & (5) azonosan negativ, akkor hasonléan fejezhetjiik be a bizonyitést. m

A kovetkezo tétel karakterizalja az egyvaltozés komplex egyiitthatds stabil poli-

nomokat a valos egyiitthatos stabil polinomok segitségével.

3.8. Tétel (Hermite-Biehler). Legyenek f,g € Rlx]. Az f és g stabil polinomok, és
f < g akkor és csak akkor, ha g +if € Clx] stabil.

Bizonyitas. Hasonloan az eddigi bizonyitasokhoz, itt is elegend6 abban az esetben
bizonyitani, amikor fg-nek minden gyoke egyszeres. Feltehetd, hogy deg f < deg g,

mert g+if konjugélasaval nem valtozik a stabilitds, és az éppena g = —fés (f) =g
helyettesitéssel nyerhetd, és W[f, gl = Wlg, —f] = W[/, g] nem véltozik.

Tegyiik fel, hogy f < g. Ekkor az el6z6 bizonyitas alapjan & <§> (z) < 0 minden

z € H esetén. Legyen z € H rogzitve, ekkor
é}%<1+if(z)> :1—%<@) > 140

9(z) ) (
= o) (1 ; i) — g(2) +if() £0.

A megforditashoz tegyiik fel, hogy g(x) +if(x) = chil(x — 6;), ahol minden
I(0;) < 0 a feltevés alapjan. Legyen z € H rogzitve. Mivel ; gyokok a valds egyenes
alatt vannak, és z a valds egyenes felett, ezért z tiikkorképe — a zZ — kozelebb van a 6;-

hez, mint z. Formélisan megfogalmazva ez azt jelenti, hogy |z —6;| > |z —6;| Vi € [d]
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esetén. Ebbdl viszont a kovetkezok kovetkeznek.

9() + ()] 2 |9(2) + i () = [9(F) + T )] = lg(=) — if (2)]
TR
) 9(2)

g
)+ (2(5)
9(2)
&S <Z) <0
(z
Tekintsiik a g + yf € R[z,y] polinomot. Ez a polinom stabil, mert ha z; € K,

és g(z1) + z2f(z1) = 0, akkor az el6bbi levezetés miatt J(zz) = <%) < 0.

Derivalas és specializalas segitségével kapjuk, hogy f és ¢ stabil polinomok. Ezek

o

(-0 (15)) () = (o ()

utan hasonléan fejezhetjiik be a bizonyitast, mint az el6z6 tételnél lathattuk. O

Ezek utan felmeriil a kérdés, hogy ezen fogalmakat &t lehet-e ,,6rokiteni” a stabil
polinomokra, illetve ha igen, hogyan. A megoldas kulcsa az Hermite-Biehler tétel,

amit definicioként emeliink 4t.

3.9. Definicié. Legyen f,g € R[x| polinomok. Ekkor az f és g jo dllasiak, jelolve
f<g, ha g+if € C[x] stabil.

Néhany egyszertibb tulajdonsagot latunk be az alabbi lemmaban, majd ezen té-
telek és lemmak felhasznalasaval bizonyitjuk az Hermite-Kakeya—Obreschkoff-tétel

tobbvaltozos valtozatat.

3.10. Lemma. Legyen f,g € Rlzy,...,x,]. Ekkor az aldbbi dllitdsok ekvivalensek:

1. f<y,

2. ac€R"b e (RT)" esetén f(a+ bt),g(a+ bt) € R[t] stabilak és f(a+ bt) <
< g(a+ bt),

3. g+yf € Rlx,y| stabil.

Bizonyitds. :> Legyen a € R™, b e (RT)" rogzitve, és legyen f(t) = f(a+
+bt) € R[t], és § = g(a+ bt) € R[t]. Tehat azt kell megmutatnunk, hogy f < g, és
f , g stabil polinomok. Definicié alapjan g + ¢f stabil, amibdl a lemma alapjan
kovetkezik, hogy g+i f is stabil, ami viszont Hermite—Biehler tétele szerint ekvivalens

azzal, hogy f < g, és f , g stabil polinomok.
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:> A lemma alapjan elegendé megmutatnunk, hogy tetszéleges a € R,
be Rt aecR", be (R") esetén f(a+ bt) + (a + bt)g(a + bt) € R[t] stabil.
Legyen f(t) = f(a+bt) € R[t], és § = g(a+ bt) € R[t]. Ekkor a feltevés alapjén
f < g és f , g stabilak. Az Hermite—Kakeya—Obreschkoff-tétel alapjan tetszoleges f
és § tetszbleges linedris kombindcidja stabil, ami megegyezik bf és § + af linedris
kombinéciéival. Tehat bf és § + af gydkei egybelancolédnak, és W[bf,§ + af] =
= bW|f,§] <0, azaz bf < §+af, ami az Hermite-Biehler tétel alapjan §+ af +ibg
stabil.

:> Trividlis, mert ¢ € H-t helyettesitve y helyére stabil polinomot kapunk.
m

3.11. Tétel (tobbvaltozés Hermite-Kakeya—Obreschkoff). Legyenek f,g € Rx].
Ekkor f < g vagy f > g akkor és csak akkor, ha af + bg € R[x]| stabil minden
a,b € R esetén.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy f < g, és legyen a,b € R. Ekkor az el6z6 lemma
alapjan g +yf € C[x, y] stabil polinom. Skélazassal és helyettesitéssel kapjuk, hogy
bg + (a+1)f € R[x] stabil polinom. Ez viszont ismét az el6z6 lemmét hasznédlva azt
jelenti, hogy f < af + bg. Ebbol kovetkezik, hogy af + bg + yf stabil, specidlisan
af + bg € R[x] stabil.

Tegyiik fel, hogy af + bg € R[z| stabil minden a,b € R esetén. Legyen a € R,
és b € (RM)", és legyen definidlva f(t) = f(a+ bt) € R[t] és §(t) = g(a + bt) €
€ R[t]. Mivel tetsz8leges af+bg linedris kombinécié stabil, ezért az Hermite—Kakeya—

Obreschkoff-tétel alapjan vagy f < g, vagy f > g.

Ha f és g egymas skalarszorosa, akkor nyilvan f < g és g < f is teljesiil. Tehat
feltehetjiik, hogy f és g nem egymas skalarszorosai. Ekkor azt fogjuk belatni, hogy
nem létezik aj;,a; € R™ és by, by € (RT)", hogy f(a; + bit) < g(a; + byt) és
f(az + bat) > g(as + bat). Tegyiik fel indirekt, hogy van ilyen. Mivel R" x (R)"
osszefiiggd, ezért a folytonossdg miatt 1étezik olyan ag € R™ és by € (RT)" | hogy
f(ap+ bot) < g(ag+ bgt) és f(ag+ bot) > g(ag + bot), azaz W|[f(ap + bot), g(ap +

+ bpt)] = 0 minden ¢ € R esetén. Ez viszont azt jelenti, hogy % hdnyadosa
konstans, mert
P (f(ao + b(ﬂ‘)) _ W{f(ag+ bot), g(ag + bot)] 0
t - 2 - .
g(ao + bot) g*(ap + bot)

24



Tehét létezik ¢, d € R, hogy cf(ag+bot) = dg(ag+bot). Masrészt h = cf —dg € C[x]
stabil, ugy, hogy h(ag+ibg) = 0. Mivel (ag+ibg) € H", ezért h = 0, tehét ¢f = dg,

ami ellentmondas.

Tehat tegyiik fel, hogy tetszéleges a € R™ és b € (RT)™ esetén f(a+bt) < gla+
+ bt), ami az el6z6 lemma miatt azt jelenti, hogy f < g. Ha tetsz6leges a € R™ és
b € (R)" esetén f(a+ bt) > g(a+ bt), akkor hasonléan kapnank az el6z6 lemma
alapjan, hogy f > g¢. H

Vegyiik észre, hogy a bizonyitds soran azt is bizonyitottuk, hogy ha f, g € R[x]
nem egymas skaldrszorosai, akkor f < g akkor és csak akkor, ha tetszoleges a,b €
€ R esetén af + bg € R[x] stabil polinom, és tetszbleges a € R", b € (RT)™ esetén
W(f(a+bt),g(a+bt)] <0. Ha W;[f,g] = (0;f) - g — f - (0;9) jelolést hasznaljuk,
akkor a

W(f(a+bt),g(a+bt)] =Y b;W;[f gl(a+bt)

=1

azonossag alapjan kapjuk a kovetkezo allitast.

3.12. Kovetkezmény. Legyen f, g € R[x] polinomok, és tetszdleges a,b € R esetén
af + bg € R[x] stabil polinomok. Ekkor a kovetkezd dllitdsok ekvivalensek:

1. tetszdlegesa € R™, b € (RT)" esetén W|f(a+bt),g(a+bt)] <0 (azaz f < g),

2. tetszileges a € R™ esetén W;[f, g](a) < 0.

Bizonyitds. Ha f és g egymas skalarszorosai, akkor nyilvan ekvivalens a két allitas.

Tehat tegyiik fel, hogy f, g nem egymas skalarszorosai.

Tegyiik fel, hogy tetszéleges a € R, b € (RT)" esetén W|[f(a+bt), g(a+bt)] <
< 0. Ekkor rogzitsiink egy a € R" elemet. Legyen e; € R" az a vektor, melynek a
j-edik koordindtaja 1, és a tobbi 0. Ekkor ha b tart az ej-hez (R*)"-ben, akkor az

el6z6 képlet alapjan

0> W]f(a+ bt),g(a+ bt)]

t=0

- ijwj[f,g](aJr bt)|  — W;lf,gl(a).

t=0

A megforditdshoz legyen tetszéleges a € R", b € (RT)™ és ¢t € R rogzitve. Ekkor
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a+ bt € R”, igy a kovetkezmény el6tti Osszefiiggés és a feltevés alapjan

0> b;W;lf,gl(a+bt) = W[f(a+bt),g(a+bt)].

i=1
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4. Kevert determinans

Az alabbi fejezetben [1] cikk alapjan a Johnson-sejtést igazoljuk. Egy A = (Ay, ..., Ag) €

€ R™k" matrixra definidljuk a kevert determindnst az aldbbi médon:

Det(A) = > J]det(Ai[S:),

(51 ..... Sk)EHn i=1

ahol 11, jeloli az [n] = {1,...,n} halmaz rendezett particiéinak halmazat, és A;[S;]
jeloli az S; altal indexelt sorok és oszlopok altal meghatarozott részmétrixot A;-
ben. Egy rendezett particioban megengedjiik, hogy a tagok akar {ires halmazok is
legyenek. Tovabba jeldlje A;(S;) az A;[[n]\S;]-t, illetve ha S; = {j} egyelem{i halmaz,
akkor A;({j}) = A(j).

Egy p valés gyokll polinom inercidja a o(p) = (¢D), to(p), t+(p)) hdrmas, ahol
t—(p) a p negativ gyokeinek szamat, ¢, (p) a p pozitiv gyokeinek szamat jeloli, és

to(p) a 0 multiplicitasat a p-ben.

Az alabbi sejtést az 1980-as években fogalmazta meg Johnson, melyet 2008-ban

Borcea és Brandén bizonyitottak stabil polinomok segitségével.

4.1. Tétel (Johnson-sejtés). Legyenek A, B € C"™™, és tegyiik fel, hogy A pozitiv
definit, és B hermaitikus, ekkor

1. Det(xA, —B) wvalds gyoki polinom,

2. minden j € [n]-re Det(xA,—B) és Det(xA(j), —B(j)) gyokei egybeldncolid-

nak,

3. a B karakterisztikus polinomjdanak, azaz Det(xI, —B)-nek, és Det(xA, —B)-nak

az inercidaja megeqyezik.

A bizonyitashoz Borcea és Brandén a kovetkezo tobbvaltozos esetet lattak be.

4.2. Tétel. Legyenek l,m,n > 1 egészek, és minden h € [l]-re és i € [m]-re legyen
By, Ay, € C™™ gy, hogy Ap, pozitiv szemidefinit, és By, hermitikus. Legyen

Lh = ZSL’@A}“ + Bh,
i=1

és L = (Ll, .. ~;Ll)- Ekkor
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1. Det(L) € Rxy,. .., xy] stabil polinom,
2. minden j € [n]-re Det(L)+yDet(L(7)) € Orlx1,. .., Tm,y] stabil, ahol L(j) =

Bizonyitds. Legyen Y = Diag(yi,...,y,) valtozékat tartalmazé diagonélis métrix.

Ekkor tetsz6leges h € [I] esetén a

det(Y + Ly) = Y y¥det(Ly(S)) € R[x,y]
SCln]
polinom a[2.6]lemma alapjén stabil. Invertélva az v, . . ., y, valtozokra kapjuk, hogy

det(] = YLy) = Y (=1)¥ly% det(Ly[5]) € R[x,y]
SCn]

is stabil. Igy [T, det(I =Y L) valés stabil polinom, melyben y; -. . .-y, egyiitthatéja
éppen Det(L), azaz

m
Det(L) = 0y, ... 0,, [ [ det(I — Y'Ly) y=o,
i=1
ami a specializacié és derivdlas miatt stabil.

A maésodik rész bizonyitasahoz legyen j rogzitve, és legyen Ly € R™ ™ olyan
matrix, melynek minden eleme nulla, kivéve (Ly);;, ami legyen y mint valtozo.

Ekkor

Det(Lo, Li,..., L) = > J]det(A;[S]) =

k k
= Y [Idetalsh+ > ] det(AilSi]) +
(SQseees Sp)EMR =0 (505 Sp)Eln 1=0
50=@ 50:{]}
k

+ Y ] det(AilS)) =

(S0y--»Sk)EMp =0
So#0,{5}

= Det(L) + yDet(L(j)),
ami az elsd rész értelmében stabil. O

Tétel bizonyitdsa: Az els6 részt kozvetleniil kapjuk az el6bb bizonyitott tétel elsd
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allitasabdl. A masodik rész az el6z6 tétel masodik része, és a lemma alapjan
Det(zA(j), —B(j)) < Det(xA, —B). A harmadik rész bizonyitasahoz jelolje 7 =
= (17_,70,7+) a det(Ix — B) inercidjat, és v = (v_,vo,vy) az f(x) = Det(zA, —B)

polinom inerciajat.

Eloszor azt bizonyitjuk, hogy 79 = 1. Definicié alapjan tudjuk, hogy 7, egyenld

a B matrix képtérének kodimenzidjaval, azaz
k=1 =k=min{|S| | S C [n],det(B(S)) # 0}.

Az egyik optimumbhelyet jelolje T' = {ti,...,tx}. Mivel tetszéleges S C [n]-re
deg(det(zA[S])) = 0 vagy |S], fgy

f(z) = Det(zA,—B) = Y _ det(zA[S])det(~B(S)) = Y det(xA[S])det(—B(S))
SCn]

SCn,|S|=k

biztosan oszthaté zF-nal, azaz 7y < 1.

Masrészt f(0) = det(—B), ezért ha k = 0, akkor vq is 0. Tegyiik fel, hogy k >
> 0, és legyen minden 0 < i < k-ra f;(z) = Det(zA(ty,...,t;), —B({t1,...,t:})).
Specidlisan fo(x) = f(z). A mdasodik rész alapjan minden 0 < i < k-ra f; és fii1

gyokei egybelancolédnak, és deg(f;) > deg(fiy1), ezért
V(]:L()(fo) Zbo(f1)+12 Zbo(fk)+k:0+k:k,

ahol ¢o(fx) = 0, mert f(0) = det(—B(T")) # 0. Tehat o = .

Tovéabba mivel A pozitiv definit, ezért deg(f) = n = deg(det(Iz — B)). Tehét
elég belatnunk, hogy 7, = v,. Tegyiik fel, hogy 7, # r,. Tekintsiik az I és A
méatrixok konvex kombinaciéit: minden t € [0,1]-re A; = (1 —¢)I + tA. Mivel [ és
A is pozitiv definit, ezért ezek pozitiv egyiitthatos linearis kombinacidja is, igy az
eddigiek alapjan minden ¢ € [0,1] esetén f;(x) = det(zA;, —B) valds gyoki, n-edfoki
polinom, és ¢o(f;) = k. Viszont 7, # v, és a folytonossag miatt kell lennie egy olyan

A € [0,1]-nek, hogy to(fr) # 70, ami ellentmondés. ]

Borcea és Brandén ugyanezen cikkiikben az el6z6 tétel segitségével pozitiv szemi-
definit matrixok minorjaira adtak becsléseket, melyek koziil néhanyat alabb ismerte-

tiink. Legyen A € C™*™ métrix, és definialjuk a j-edik szimmetrikus Fisher-szorzatot
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a kovetkezoképpen :

oi(A)= Y det(A[S])det(A(S)),

SC[nl,|S|=j

7)_10]-(14) a j-edik atlagolt Fisher-szorzat.

és legyen 6,(A) = (]

4.3. Kovetkezmény. Legyen A € C™ " pozitiv szemidefinit mdtrixz. Ekkor
1. 6;(A)?* > 6j-1(A)6,41(A) minden1 < j<n-—1,
2. 60(A) < 61(A) < .. 07y (A).

3. S6t, ha det(A) =d > 0, akkor

&1((;4) N (&2((;4))”2 . (@)”n ~1.

Bizonyitds. Hurwitz tétele alapjan elegendo pozitiv definit A matrixokra bizonyitani
a kovetkezményeket. Tekintsiik az f(x) = Det(xA, —A) polinomot. Ekkor definici6

alapjan

f(z) = Det(zA,—A) = > det(xA[S]) det(—A(S)) =
SCln)

n

=) (1) 151215 det(A[S]) det (A(S)) = > (—1)"Po;(A)a.
SCln)

J=0

Igy az f(x) polinomra alkalmazva az tételt kapjuk az |1| allitast.

Mivel o;(A) sorozat minden tagja pozitiv, igy ,(A) sorozat unimodalis, azaz
egy pontig monoton né, azutdn monoton csokken. Masrészt 0;(A) = 0,_;(A), azaz
G;(A) =6,—;(A). Igy az unimodalités miatt a maximalis elemnek a sorozat kézepén

kell elhelyezkednie, igy kapjuk a a [2] dllitasunkat.

A 3| részt az f(x) gyokeire felirt szimmetrikus kozepek kozti egyenl6tlenséghdl
kapjuk. ]
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5. Stabil polinomok kapacitasa

Gurvits vette észre, hogy nemnegativ matrixokhoz definialhaté stabil polinom, mely-
bol kiszamithato és becslés készitheto az adott matrix permanensére. Ennek specialis
eseteként majd megkapjuk a Van der Waerden-sejtést, és Schrijver azon tételére egy
1j bizonyitast, mely a paros grafok teljes parositdsainak szamara ad alsé becslést.
Ehhez elébb ebben a fejezetben bizonyitjuk a sziikséges technikai lemmékat és a
fotételt, melyet a kovetkezo alfejezetben az elébb emlitett sejtésekre adunk bizonyi-
tasokat. Ez a rész a [8] és a [12] cikkek idevonatkozé részei alapjén késziilt, melyek

a [6] cikket is feldolgozzék.

Az alabbi sorozat rendkiviil fontos lesz a tovabbiakban, ezért ezt elére definidlom.

d—1\d-1
=14 e d >0,
- T *
1, ha d = 0.

Vegyiik észre, hogy G(0) = G(1) = 1, és G(d) szigorian monoton csokken, ha d > 1.

Tovébba egy f € R[x] nemnegativ egyiitthatds m valtozés polinomra definidljuk

a kapacitast a kovetkezoképpen:

Cap(f) = inf f(c)

c>0C) ... Cpy

A f6tétel, amit be szeretnénk latni, egy specidlis nemnegativ egyiitthatos stabil
polinomban az egyik egyiitthatét fogja Gsszehasonlitani az elobb definiadlt Cap pa-
raméterrel. Ehhez el6szor a kovetkezo kulcsfontossagu egyvaltozds lemmat fogjuk

belatni.

5.1. Lemma. Legyen f € R [x] egyvdltozds, stabil polinom, és d = deg(f). Ekkor

f1(0) = Cap(f)G(d), (5.0.1)

és ha Cap(f) > 0, akkor egyenléség akkor és csak akkor dll fenn, ha d < 1 vagy
f=c(z+ &) valamely £ > 0 és c € R esetén.

Bizonyitdas. Mivel f'(0) az f egyik egyiitthatdja, igy kapjuk, hogy f/'(0) > 0. Azaz
ha Cap(f) = 0, az éllitast igazoltuk. Tegyiik fel, hogy Cap(f) # 0.

— Ha d =0, akkor f’(0) = 0 = Cap(f) = Cap(f)G(0).
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Ha d = 1, akkor feltehet6, hogy f(z) = ax+0b, ésigy f'(0) = a = inf.~ “C:“b =
= Cap(f) = Cap(f)G(1).

Ha d > 1, két aleset van.

* Ha f(0) = 0, akkor

7(0) = 1im 119 =0

c—0 C—O

> Cap(f) > Cap(f)G(d),

ahol az utolsé becslésben azt hasznaltuk, hogy 1 = G(1) > G(d), ha
d>1.

* Ha f(0) # 0. Ekkor felteheté f(0) = 1 egy megfelel6 konstanssal vald
szorzés utan, ugyanis (cf)(0) = cf’(0), és Cap(cf) = cCap(f). Ezek
utan irjuk fel f-et a kovetkezd alakban:

d
fla) =]+ ),
i=1

ahol Z?:1 a; = f'(0). Ha ¢ > 0 rogzitett valds szam, akkor

d

(14+a;c) | < (5.0.2)

Cap(f)e < f(e) =

d

< (—Zj:l(iﬁ aic)) = (1+705)",

amiben a mésodik becslésnél a szamtani-mértani kozép kozti egyenlot-
lenséget hasznaltuk. Legyen h(c) = (1 + f’(())fl)d, és erre is hasznaljuk a

szamtani-mértani kozepet a kovetkezoképpen:

h<c):dd<(d—1)ﬁ+f’(o)§)d>dd( J(0)e ): F(0)c
> 4

d d— 1))~ Gd)’

ahol egyenl6ség all fenn ¢ = ¢, = m esetén. fgy kapjuk, hogy

Me)  £00)
Cx G(d)

Cap(f) < Cap(h) =

Ebben az alesetben Cap(f)G(d) = f/(0) csak ugy lehetséges, ha az (5.0.2)
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egyenlotlenségben hasznalt szamtani-mértani egyenloségben minden tag
egyenld az ¢ = c, helyettesitéssel, azaz barmely i,j € [d]-re a; = a;. Ez

viszont azt jelenti, hogy f(z) = (1 + £x)? alakba frhaté.

]

A kovetkezében lemmaban az m valtozds, m-edfokid, nemnegativ egyiitthatds

polinomokra ,,emeljiik” tovabb az elobb beldtott lemmat.

5.2. Lemma. Legyen f € Ry [z1,...,xy] stabil, homogén, m-edfoki polinom. Le-

gyen g = On f|z,—0. Ekkor

Cap(g) > G(deg,, f)Cap(f).

Bizonyitds. A bizonyitas 6tlete az, hogy az els6 m—1 véltozot rogzitve visszavezetjiik
az el6z6 lemmara az allitast. Ha deg,,(f) = 0, akkor az allitds trivialisan igaz. Tegyiik
fel, hogy d = deg,,(f) > 1. Legyen ¢ € (RT)™~! rogzitett, és legyen p(z) = f(c, z).
Ekkor p valés stabil polinom a [2.2] lemma [] része miatt, illetve nem azonosan 0
polinom, hiszen f nemnegativ egyiitthatés polinom. fgy alkalmazhatjuk az el6zo

lemmat, és kapjuk, hogy

g9(c) = p'(0) > G(d)Cap(p) > G(d)Cap(f).

Tehét az el6z8 becslés igaz minden ¢ € (RT)™ esetén. Viszont f homogenitdsa miatt

g is homogén, s6t deg(g) = m — 1. [gy kapjuk ¢ € (RT)™~1 esetén

_ 99D e, bems) > Gd)Cap(f),

Cl: ... " Cp—1

ahol b = (T ¢;)~ /("D > 0. Tehét azt kaptuk, hogy Cap(g) > G(d)Cap(f). O

=1

Vegyiik észre, hogy az el6z6 lemmaban kapott g polinom nemnegativ egyiitthatods,
m — l-edfokd, m — 1 valtozds, igy erre induktivan ismét hasznédlhatjuk a lemmat,

egészen addig, mig egy konstans polinomot nem kapunk.

5.3. Tétel. Legyen [ € R [xy,...,xy] stabil, homogén, m-edfoki polinom, és legyen
d; = deg,(f). Jeldlje tovdbbd O* = 9y . ..0p,-et. Ekkor

O1f(0) = Cap(f) [ | G(min(d;, ).

=2
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Bizonyitds. Legyen g, = f, és legyen tovdbba g;1 = 0;¢i|+,—0 minden 1 < i < m
esetén. Ekkor lemma alapjan mindegyik g; valés stabil polinom, s6t nemnega-
tiv egyiitthatds, hiszen f is az volt, tehat kapjuk az el6z6 lemma alapjan, hogy
Cap(gi—1) > G(deg;(g:))Cap(g;). Nyilvan deg;(g;) < deg,(f), viszont azt is tud-
juk, hogy ¢; vagy azonosan 0 polinom, vagy pontosan i-edfoki homogén polinom,
ezért deg;(g;) < i. Haszndlva, hogy a G(d) sorozat monoton csokken, kapjuk, hogy
G(deg,;(g:)) > G(min(i, d;)), azaz

m

g0 = 0" f(0) = Cap(go) > Cap(g1)G/(min(dy,1)) > ... > Cap(f) | | G(min(d;, 7)).

=2

Ezen tétel specialis eseteként kapunk egy altalanos alsé korlatot az ilyen jellegii
polinomok d* f(0) értékére, ha kihaszndljuk azt, hogy min(i, d;) < i és G(d) monoton

csokken.

5.4. Kovetkezmény. Legyen f € R [xq,...,x,] stabil, homogén, m-edfoki poli-
nom. FEkkor

7 1(0) > ™ Cln ).

Eqgyenldség akkor és csak akkor dll fenn, ha léteznek a; € R,y szamok minden i € [m)]
esetén ugy, hogy
f(x) = (a1 + - + amm)™

Bizonyitds. Mivel min(d;, i) < i, és G(d) monoton csokken, kapjuk, hogy

ﬁG(min(di,i)) > ﬁ@(i) _ lr—l <z ; 1)i—1 _ %

Az egyenléséget a valtozok szama szerinti teljes indukciéval bizonyitjuk. Ha egyval-
tozos a polinom, akkor az lemma szerint kész vagyunk. Tegyiik fel, hogy m > 1.
Ekkor d,, = m, és teljes indukcié miatt g = df|,, —o = (adjz1 + -+ + al, 1 Tm_1)™ "
valamely a, € R, szdmokra, ahol 1 < i < m — 1. Masrészt az lemma alapjan,

ha C' € RT jeloli az 2™ egyiitthatdjat f-ben, akkor 1étezik h : R™™! — R fiiggvény,
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hogy f = C(h + x,,)™ alakba frhat6. Ezek alapjan

O flam—o = mCh™ ! = (diay + - + ap, 1 Tpn—1)™

a a4
= h= L xry+ -+ m= Tm—1
m—1 mc mfl/mc

A kovetkezo lemma a kapacitds meghatarozéasahoz ad segitséget.

5.5. Lemma. Legyen f € R [zy,...,xy] homogén, m-edfoki polinom. Tegyiik fel,
hogy létezik by, ..., b, € RT ésd € R, hogy minden i € [m] esetén

)

aif(bl, e ,bm) - b_

[

Ekkor Cap(f) = Hiefm] 5

Bizonyitds. Legyen C' = [];cp bis és by = ”?Fc Mivel 0;f egy (m — 1)-edfoku,

homogén polinom, ezért kapjuk, hogy

1 5 e
(VO BTN

azaz feltehetd, hogy C' = 1.

Oif (b, b)) =

Mivel m - f = 31", 2;0;f, {gy kapjuk, hogy f(b1,...,bn) = 2 = §. Tegyiik fel,
hogy f(x1,...,2m) = cnm ala)x®, tovabbd legyen ¢ € (R™)™ rogzitve, ekkor

a(a)b® c®
f@ = 3 ala)er =5 3 A
aeN™ aeNm
ca a(aé)bc“ m . ZaeNm o a,(a(s)ba m .
>0 [] (Fa) :5‘ (b—> :@H-j:é]‘[q
aeN™ =1 =1 =1
Tehat 6 > Cap(f) > 6, azaz Cap(f) = 9. O
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5.1. A Van der Waerden-sejtés

Ebben az alfejezetben az tételt fogjuk alkalmazni nemnegativ elemii méatrixok
permanensére. Bizonyitani fogjuk a Van der Waerden-sejtést, ami azt allitja, hogy
egy n X n-es duplan sztochasztikus matrix permanense legalabb akkora, mint annak
a matrixnak, aminek minden eleme egyenld, azaz :—,L A sejtést megelozte Erdos és
Rényi sejtése, melyet 1979-ben Bang, Friedland és Voorhoeve bizonyitottak, misze-
rint egy n X n-es duplan sztochasztikus matrix permanense legalabb e™". Végiil az

1980-as években Falikman és Egorychev bizonyitottak a Van der Waerden-sejtést.
A tovabbiakban folytatjuk Gurvits megkozelitését a |12] cikk nyomaén.

Minden A € R™"™ matrixra definidljuk a kovetkez6 n valtozos polinomot:

n n

pa(T1, ..., x,) = H(ai,x> = HZai,j:L'j,

i=1 i=1 j=1

ahol a;-k az A métrix sorai, illetve x = (1, ...,2,)? valtozékbdl all6 vektor. Tehat

pa homogén n-edfoki polinom. S6t
perA = 010z ...0,pal,_y -

5.6. Kovetkezmény (Gurvits-korlat). Legyen A € (R, )" ". Jeldlje \; az A i-edik

oszlopaban a nem 0 elemek szamat. Ekkor

n

perA > Cap(pa) HG(min(i, Ai(pa))).
i=1
Bizonyitds. Tekintsiik a p4 polinomot. Vegyiik észre, hogy \; = deg;(pa), igy ha pa
polinomrdl be tudndnk bizonyitani, hogy stabil, akkor az tétel értelmében kész

lennénk.

Legyen z € H", ekkor tetszéleges 1 < i < nesetén (a; ;2;) > 0, azaz 3((a;, z)) >
> 0, tehat [, (a;,z) # 0. Tehat pa stabil, nemnegativ egyiitthatds, homogén po-

linom n valtozoban, és foka n. O

A tovébbiakban jelolje 1 a csupa l-esekbdl allé vektort. Egy A € (R, )™ mat-
rixot duplén sztochasztikusnak neveziink, ha A1 = AT1 = 1, azaz A minden sor és

oszloposszege 1.
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5.7. Lemma. Legyen A € (R.)" " dupldn sztochasztikus matriz. Ekkor

Cap(pa) = 1.

Bizonyitds. Az lemmat fogjuk haszndlni a b = 1 szereposztdsban. Legyen 1 <
< j < n rogzitve, ekkor

n n
(9ij|le = Zai’j H(ai, 1) = Zai,j =1.
i=1 k#i i=1

Tehat az lemma feltételei p4 polinomra teljesiilnek a b = 1 és 6 = 1 valasztassal,
igy Cap(pa) = 1. ]

5.8. Megjegyzés. Felmeriilhet a kérdés, hogy egy A € (R')™ ™ pozitiv elemi
méatrix esetén hogyan tudjuk kiszdmolni a Cap(pa) értéket. Sinkhorn bizonyitotta és
egy kozelit6 algoritmust is adott arra a [11] cikkében, hogy tetszéleges A € (R™T)™*™
matrix esetén létezik egyértelmiien egy Ty € R™™ duplan sztochasztikus matrix és
D = Diag(dy,...,d,), E = Diag(ey, ..., e,) € (RT)™" métrixok gy, hogy

A = DT, E. Konnyen ellenérizheto, hogy azlemma feltételeit teljesitia d =[]} d;
és b; = ei valasztds. Kapjuk tehat, hogy Cap(pa) = [[\_, die; = det(DE).

5.9. Kovetkezmény (Van der Waerden-sejtés). Legyen A € (R, )™ ™ dupldn szto-

chasztikus matriz. Ekkor

n!
perd = 1

és eqyenloséq akkor és csak akkor dll fenn, ha A a csupa %—et tartalmazo matriz.

Bizonyitds. Haszndljuk az kovetkezményt az lemma felhasznéldséval, igy
kapjuk, hogy perA > 7%

Tegyiik fel, hogy A-ra egyenltség all fenn. Ez azt jelenti, hogy ekkor létezik
q € (Ry)", hogy
pa = [J(aix) = (Z qﬂj)
j=1

=1

=Vjen]: Opal,_, = Zai’j =1 = ng,
i=1

= q=-1
n
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Masrészt pa kétféle felirasa miatt A minden sora a q skalarszorosa kell hogy legyen,
tehat

1

=Vien]: a=-1.
n

O

5.10. K6évetkezmény (Schrijver-korlat). Legyen A egy nemnegativ egészekbdl dllo,

n X n-es matrix, melyben minden sordsszeq és oszlopdsszeq k. Ekkor

k—1)F\"
perAZ<<kk—_)2> )

Bizonyitds. Legyen B = %A. Mivel A minden eleme nemnegativ egész szam, ezért A
tetszoleges oszlopaban legfeljebb k darab nem nulla szam &ll, igy B-nek is tetszoleges
oszlopaban legfeljebb &k darab nem 0 szam &ll. Specidlisan X;(pa) < k. Tovdbba B
duplén sztochasztikus, {gy hasznélhatjuk az [5.6) kovetkezményt. Kapjuk, hogy

perA = k'perB > k" | [ G(min(i, d;)) >
=2

k

> k" [ [ G(min(i,d;)) [] G(min(i,k,d;)) >

1=2 i=k+1

Az el6z0 tétel paros multigrafokra a kovetkezot jelenti. Legyen adott egy k re-
gularis G = (A, B; F) paros multigraf. Ekkor a két szinosztdly mérete megegyezik,
és ezt a méretet jelolje n. Készitsiik el azt az n x n-es mérett M matrixot, melynek
sorai A, oszlopai B elemeivel vannak indexelve, és M, ; legyen egyenld az a és b kozti

élek szamaéaval.

Azt allitjuk, hogy M permanense épp a teljes parositasok szamat adja meg G-
ben. Ezt ugy lathatjuk, hogy a permanensre gy gondolunk, mint kifejtési tagok

Osszegére. Pozitiv kifejtési tagot gy kaphatunk, ha a szorzatban minden tényezo
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nem nulla, ami azt jelenti, hogy épp olyan indexparokat valasztottunk ki, melyek
kozt van él, azaz egy teljes parositast jeloltiink igy ki.
Mivel M nemnegativ egész szamokbdl allé matrix, és M tetszoleges oszloposszege

és sortsszege k, igy az el6z0 tételt alkalmazva kapjuk a kovetkezd allitast.

5.11. Allit4s. Legyen G = (A, B; E) egy k-reguldris pdros multigrdf 2n csiucson.
Jelolje P(G) a G grdf teljes pdrositisainak szamdt. Ekkor

pors (U207

5.12. Megjegyzés. Az elozo allitast Schrijver bizonyitotta eldszor, sot azt is be-
latta, hogy az el6zo allitas aszimptotikusan éles. Ezen kiviil Wanless még azt is
belatta, hogy 0,1 elemii matrixokra (azaz egyszer(i grafokra) megszoritva is igaz ez

a kovetkezo értelemben. Legyenek n > k pozitiv egészek, és legyen
p(k,n) = min{perM | M € {0,1}"*" M1 = M"1 = k1}.

Ekkor

S (k—1)**
Jim {/pk,n) =

5.13. Megjegyzés. [Kevert diszkriminans] Legyen A = (A;,..., A,) € R és

definialjuk A matrixra a kevert diszkrimindnst a kovetkezoképpen:

DISC(.A) = (91 . 8n det (Z xlAz)
i=1

x=0

Vegyiik észre, hogy tetszoleges A € R"*"™ matrix permanense megkaphatd annak a
matrixnak a kevert diszkriminansaként, melynek A; részmatrixa az A matrix i-edik

oszlopdbdl képzett diagonalis matrix, ugyanis ekkor det(d i) ;A;) = [, D -7, wiaq ;.

Bapat a kovetkezd médon dltaldnositotta a Van der Waerden-sejtést :
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5.14. Tétel (Bapat-sejtés). Legyen
Qn) = {(A1 Ay ... A,) €R™™ | Y A, =1Vi€ [n]: A; = 0,tr(A;) = 1},
i=1

Ekkor tetszdleges A € Q)(n) esetén

Bizonyitds. Legyen A € Q(n) rogzitve, és legyen g(xy,...,z,) = det(D | x;4;).
Ekkor a g egy n valtozés n-edfokii nemnegativ egyiitthatés polinom, ami stabil

a 2.6/ lemma alapjan.

Masrészt tetszoleges i-re

(Big)(L,....1) =) (Ay);y = tr(Ay) = 1,

azaz az lemma alapjdn Cap(g) = 1, és igy az tételbe behelyettesitve kapjuk,

hogy:
Disc(A) = 01 ... 0n9(X)|x=0 > —.
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6. Lancolt csaladok

Az aldbbi fejezetben [|9] cikket mutatjuk be, mely alapjat képezi a [10]-beli ered-
ményeknek. Az egyvaltozos stabil polinomok egy érdekes tulajdonsagat fogjuk meg-
vizsgalni, melynek segitségével a kvetkezd részben bizonyitani fogjuk, hogy végtelen

sok d-regularis paros Ramanujan-graf van.

Valoszintiségszamitasban gyakran hasznélt gondolat, hogy egy véges varhato ér-
tékit X valdszintiségi valtozd esetén van olyan érték, amit X felvesz, és legfeljebb
E(X). Ellenben ha X polinom értékii valészintiségi valtozd, akkor nem feltétlen igaz
az, hogy ha p az E(X) legnagyobb gytke, akkor van olyan polinom az X értékkész-
letében, melynek legnagyobb gyoke legfeljebb p. Viszont ha tobbet is feltesziink a
polinomokrél, akkor ez a tulajdonsag mar teljesiil. Ezt fogalmazza meg a kovetkezo

kulcsfontossagu lemma.

6.1. Lemma. Legyenck fi,..., fr € Rlx] egyvdltozds n-edfoki polinomok pozitiv
foegyiitthatoval. Legyen fg = Zle fe. Ha f1,..., fn-nek van kézés lancoloja, akkor
van olyan i index, hogy f; legnagyobb gyike legfeljebb fy legnagyobb gyike.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy g egy (n — 1)-edfoku polinom, ami egyszerre lancolja
egybe fi,..., f, polinomok gyokeit. Jelolje p,_1 a g legnagyobb gyokét. A feltételek
alapjan f;(p,_1) < 0, hiszen mindegyik f;(x) pozitiv kelléen nagy = esetén, és mind-
egyiknek van p, _1-nél nagyobb gyoke. Tehédt fy(p,—1) < 0. Hasonléan fy(x) pozitiv
kelléen nagy x esetén, ezért fy legnagyobb gyoke, amit jeloljon 5, legalabb p,_;.

Mivel 0 = Zle fi(Bn), ezért van olyan i index, hogy fi(5,) > 0. Ekkor ezen f;
megfelels, ugyanis fi(p,—1) < 0 < fi(5,), azaz f; legnagyobb gyoke legalabb p,_1,
és legfeljebb f,. n

6.2. Definicié. Legyenek Sy, ..., S, véges halmazok, és minden (si,...,sy) € S1 X
X ... X Spy-re legyen adott eqy fs, s, (x) pozitiv féegyiitthatds, n-edfoki, valds gyoki

polinom. Legyen tovabbd

fsl ..... sk(x) - Z fsl,...,sm(x)a

(Sk41,-15m)ESk41XSn

f@(.ﬁlﬁ) = Z fsl,...,sm'

(51,...,sm)631 X...XSn
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Az { fsy...sm} rendszert lancolt csalddnak nevezzik, ha tetszéleges 0 < k < m — 1-re

a2 { for,...snt tesus, Polinomoknak van kézds ldncold polinomja.

6.3. Tétel. Legyenek Sy, ..., Sy véges halmazok, és {fs, . s} ldncolt csaldd. Ekkor
van olyan (S1,...,8m) € S1 X ... X Sy, hogy fs 5. legnagyobb gyoke legfeljebb
akkora, mint fy legnagyobb gyoke.

Bizonyitds. Teljes indukciéval bizonyitjuk az elobb bizonyitott lemma felhasznala-
saval. Elészor is az { f; }ies,-nek a feltételek alapjan van koézos lancol6 polinomja, igy
kapjuk, hogy van olyan s, index, hogy f;, legnagyobb gyoke legfeljebb >, o fi = fo
legnagyobb gyoke.

Tegyiik fel, hogy 1 < k < n — 1-re van olyan (sy,...,8;) € S; X ... X Sy, hogy
fs1...s, legnagyobb gyoke kisebb vagy egyenld, mint fy legnagyobb gytke. Ellen-
ben {fs, . s t}tes,-re ismét teljesiilnek a lemma feltételei, igy van olyan sy, hogy
Jo1,. 514, legnagyobb gydke kisebb vagy egyenld, mint f,, ., legnagyobb gydke, ami
az indukci6é miatt kisebb vagy egyenld, mint fj legnagyobb gyoke. ]

6.1. Paros Ramanujan-grafok

A grafelmélet egyik fontos teriiletét alkotjak a grafok spektrumaval kapcsolatos vizs-
galatok. Egy egyszerli véges graf spektruma megegyezik a szomszédsagi matrix sa-
jatértékeinek Osszességével. Ezen invaridnsok segitségével konnyen meg tudjuk &l-
lapitani a graf néhany tulajdonsigat. Példaul egy Osszefiiggd d-regularis grafnak a
legnagyobb sajatértéke éppen d, ami a csupa 1 sajatvektorhoz tartozik. Tovabba
egy d-regularis G graf akkor és csak akkor paros, ha legkisebb sajatértéke —d. fgy
egy d-regularis graf trivialis sajatértékeinek nevezziik a d, illetve — ha van — a —d
sajatértékeket. A nemtrividlis sajatértékek koziil a legnagyobb abszolut értékiinek
a hossza nagyban befolyasolja egy véletlen bolyongas eloszlasanak konvergenciase-
bességét. Alon és Boppana megmutatta, hogy tetszoleges € > 0 esetén csak véges

sok olyan d-reguléris graf van, melynek minden nemtrividlis sajatértéke legfeljebb
2v/d — 1 — € abszolut értéki.

6.4. Definicido. Egy d-requldris grafot Ramanujannak neveziink, ha minden nemtri-
vialis sajdtérték abszolut értéke legfeljebb 2+/d — 1.

Felmeriil a kérdés, hogy van-e végtelen sok olyan d-regularis graf, melynek min-
den nemtrividlis sajatértéke legfeljebb 2v/d — 1. A kovetkezokben bizonyitani fogjuk,
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hogy létezik végtelen sok d-reguléris, paros Ramanujan-graf tetszoleges d > 3 fok-

szam esetén.

Legyen G = (V(G), E(G)) egy egyszerii graf, és s € {—1,1}F. Ekkor az s-hez
tartozo 2-rétti G* fedd grafot gy kapjuk G-bdl, hogy minden u € V(G) cstcsot
megdupldzunk (ezek legyenek wug és uy), majd minden e = (u,v) € E(G) esetén,
ha s, = 1, akkor (ug,vp), (u1,v1) € E(G®), és ha s, = —1, akkor (ug, v1),
€ E(G?®). Legyen A(G) a G graf szomszédsagi matrixa, és legyen A%(G)

(Uh Uo)
az s altal

élsulyozott G graf szomszédsagi matrixa.

A bizonyitas a kovetkezd 1épésekbdl tevidik ossze. Vegyiink egy grafot, és ennek
tekintsiik egy 2-fedését. Ekkor az igy létrejott graf spektruma megegyezik a G graf
spektrumanak és a G +1 stlyozott szomszédsagi matrix spektrumanak unidjaval.
Tehat a 2-fedés méasodik legnagyobb sajatértéke vagy G masodik legnagyobb sajat-
értéke, vagy a G* legnagyobb sajatértéke. Abban bizunk, hogy ha G Ramanujan-graf
volt, akkor taldlunk olyan s felemelését, hogy tovabbra is Ramanujan maradjon. Ez
a mar elébb vazolt technikdkon fog milni, ugyanis azt mutatjuk meg, hogy az Gsszes
lehetséges sulyozassal ellatott matrix karakterisztikus polinomja egy lancolt csaladot
alkot. fgy elegend6 a karakterisztikus polinomok atlaganak legnagyobb gyokét meg-
hatarozni. Errél megmutathato, hogy ez éppen a G graf parositasi polinomja, mely
sokat vizsgalt objektum az algebrai grafelméletben, és az itt ismeretes eredmények
felhasznalasaval adédik, hogy a legnagyobb gyoke az atlagpolinomnak 2v/d — 1, ami
azt jelenti, hogy van olyan 2-felemelés, hogy ha a graf Ramanujan volt és paros,

akkor az is marad.

6.5. Allitas. Tetsz6leges s € {—1,1}F esetén G* sajdtértékei éppen A(G) és A%(G)

sajatértékeinek dsszessége.

Bizonyitds. Legyen n = |V(G)| a G graf csucsszama. Azt fogjuk megmutatni, hogy
D

AG
A(G?®) € R¥™ 2 mitrix atkonjugdlhatd (@)
0 A%G)

)—be. El6szor is A(G*)
e f e o : Lo
matrixot képzeljiik tgy el, hogy az A*(G) matrixban minden 1-est A; = ( 01 >

01 0 0
matrixra, minden —1l-est A_; = ( Lo ) matrixra és minden 0-t ( 0 0 > matrix-

10
ra frjuk at. Legyen C' = < = ) métrix, és legyen B = Diag(C,...,C) € R?"*?",
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Ekkor Q = B~'AB-ben az ug, u; sorok és vy, v; oszlopok altal meghatérozott rész-

10 1 1
matrix vagy C_lAlc — < 01 )7 ha Sup = 1, vagy O—lA_lc = ( 0 1 )7 ha

0 0
Sup = —1, vagy , ha u és v kozt nincs él. Vegyiik észre, hogy tetszdleges

u,v € V(G) esetén Qu, ., = 0. Ez viszont azt jelenti, hogy az oszlopok és sorok

permutalasaval () a kivant alakra hozhaté. O]

Legyen pg(z) a G grathoz tartozé parositdsi polinom, melyet a kovetkez$ médon

definidlhatunk a modositott parositasi polinom segitségével:

o) = " Ma(e™) = 3 (=1)Fmy (G)am %,

k=0

Ez polinom a tétel és a lemma alapjan stabil polinom. Mdsrészt azt is
bizonyitotta Heilmann és Lieb [7], hogy egy legfeljebb d foku graf esetén pg(z)
legnagyobb gycke legfeljebb 2v/d — 1.

A kovetkezo tétellel azt mutatta meg Godsil és Gutman, hogy ha a GG graf minden
élét egymastol fiiggetleniil, % — % valdszintiséggel sulyozzuk +1-el, akkor a karakte-

risztikus polinom vérhaté értéke éppen pg(z).

6.6. Allitas ( [5]). Legyen G = (V(G), E(G)) egyszert véges grdaf m éllel. Ekkor

> det(a] — A%(G)) = 2" pg(x).

se{-1,1}E(@)

Ezen tételek alapjan tehat elég belatni azt, hogy {det(zxl — A°(G))}scf_11}5
lancolt csaldd, amihez a kovetkezd elégséges lemmén keresztiil fogunk eljutni. (Meg-
jegyezném, hogy éaltaldnosabban is igaz az aldbbi lemma, amikor az S halmazokrol

nincs kikétve, hogy 2 elemtiek, és a bizonyitas is hasonlé.)

6.7. Lemma. Legyen S = {—1,1}, és minden s € S esetén legyen adott egy fs(x) €
€ R[] pozitiv féegyiitthatds n-edfoki polinom. Ha tetszbleges p € [0,1] esetén

5 (Hpi) ( I« —m) @

sest \s;=1 s;=—1

stabil, akkor {fs}scst ldncolt csaldd.
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Bizonyitds. A feltétel alapjan nyilvan az 0sszes f, polinom stabil, tehat csak azt kell
megmutatni, hogy tetsz6leges 1 < i <1 —1¢és (s1,...,8;) € S" esetén {fs, st} tes
polinomoknak van kézos 1dncolé polinomjuk. Ez a[6.3] tétel alapjén ekvivalens azzal,
hogy tetszéleges A € [0,1] esetén Afs, 5.1+ (1 —A)fs, . s;,—1 stabil. Viszont ez igaz,
ugyanis ha p € [0,1)" a kévetkezd:

1 ,hal<j<iéss; =1,
0 ,hal<j<iéss;=—1;
pj =
’ A L haj=i+1;

% , kiilénben;

akkor
Moo 0= N =3 (H pz-) ( Il a —p») ).
seSt \s;=1 si=—1

ami a feltétel alapjan stabil. m

Miel6tt még bizonyitanank, hogy az el6z6 lemma feltétele teljesiil a

{det(zI — A*(G))}sef—1,13# rendszerre, egy technikai lemmat bizonyitunk.

6.8. Lemma. Ha A € R™ " invertalhato mdtriz, és a,b € R", akkor tetszdleges

p € [0,1] esetén
(14p9,+(1—p)3,) det(A+yaa’ +2bb")| =0 .—0 = pdet(A+aa”)+(1—p) det(A+bb").
Bizonyitas. Ismeretes, hogy tetszoleges u,v € R™ esetén
det(A + uv’) = det(A) det(1 + v A )
, igy Oy(det(A + taa®)) = det(A)(1 + a¥ A~1a). Tehdt

(1+pdy + (1 — p)d.) det(A + yaa” + 2bb")| =0 .—0 =
= det(A)(1 +pa" A a+ (1 — p)b" A1) =

= pdet(A)(1+a" A7 'a) + (1 — p) det(A)(b"A7'b) =
= pdet(A + aa’) + (1 — p) det(A + bb").
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6.9. Tétel. Legyen G = (V(G), E(Q)) egyszerii véges graf m = |E(G)| éllel, és fs(x)
az A*(G) matriz karakterisztikus polinomgja. Legyen p. € [0,1] tetszdleges minden e €
€ E(G) esetén. Ekkor a

> (H Pe) ( IT a —pe)> fo(x) € R[]

se{—1,1}F \se=1 Se=—1

polinom stabil.

Bizonyitds. A bizonyitas Otlete az, hogy definialjunk egy tobbvaltozds stabil polino-
mot, majd stabilitast orzo leképezésekkel allitsuk el6 a fentebb emlitett polinomot.
A megfelel6 tobbvaltozds polinomot a tobbvaltozds Laplace-polinomhoz hasonléan

allitjuk els.

Rogzitsitk G-nek egy irdnyitasat. Legyen V(G) = {v1, ..., 00}, E(G) = {e1, ..., em},
és minden e = (v;,v;) € E (G) esetén legyen a, € R™ az a vektor, melynek minden
koordinatéja 0, kivéve (a.); = —1 és (a.); = 1, tovabba legyen b, € R" az vektor,
melynek minden koordinatéja 0, kivéve (b.); = (b.); = 1. Jelolje tovabbd d; a v;
fokdt a G grafban, és legyen d a legnagyobb fokszém, ekkor tetszéleges s € {—1,1}F
esetén

dI - A*(G)= Y aal+ Y bbl+D,
e€E(G):se=1 e€E(G):s0#£1
ahol D = Diag(d—dy,...,d—d,) € R™" pozitiv szemidefinit matrix. Vegyiik észre,
hogy dI — A*(G) métrix figgetlen a G-n valasztott irdnyitastol.

Legyen minden e, € E(G)-re egy yx és egy zj valtozd, és legyen

i=1 =1

QT Y1y -y Yms 215+ - -, 2m) = det (w[—i— D+ Zyiaeiag + Z%@ﬁg) :

Mivel minden e € E(G)-re acal és bbl pozitiv szemidefinit, és D is pozitiv sze-
midefinit, igy az elobb definidlt ) valds egyiitthatos polinom a lemma alapjan
stabil.

Legyen p € [0,1]F rogzitve, és jeldlje T; = (1+ p;0,, + (1 — p;)0,,) leképezést, Z,,
az y; = 0 helyettesitést és Z,, a z; = 0 helyettesitést minden 1 <i < m-re. AT}, Z,,
és Z., leképezések stabil polinomot stabil polinomba képeznek a 2.2 lemma és a [2.3]
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allitas alapjan, igy

P(z) = (H(ZinziTi)> Q(T, Y1, -y Yms 215+ - - Zm) € R[z]

i=1

stabil, és az el0z6 lemma alapjan

P(z) = Z H D H (1 —p;) | det(xl + D + Z a;al + Z bibl) =

_ E 1€ [m]: i€ [m]: i€ [m]: L€ [m]:
s€{-1,1} 26;21 slﬁi:fl ’;eizl 2517;1

= 2. II » I] @ =p) | det(al +dI — A%(G)) =

SG{*I,l}E i€[m]: i€[m]:

Sei:1 Sei:_l

= Y | Iw || II a-p) | dett@@+ar—a@)

SG{—LI}E i€[m]: i€[m]:

se; =1 se; =—1
€ €4

stabil valés egyiitthatos polinom. Ez viszont azt jelenti, hogy

Pz —d) = Z H Pe H (1 =pe) | fs(2)

se{-L1}# \ c<f LEE

stabil. O

Tehat ezek alapjan {det(x] — A*(G))}ser—1,413# 1ancolt polinomesalad, igy pa ()
legnagyobb gyoke 2v/d — 1-nél kisebb vagy egyenld, azaz van olyan s € {—1,4+1}%,
hogy det(zI — A*(G)) legnagyobb gydke kisebb vagy egyenld, mint 2v/d — 1. Tehat
G* 1ij sajatértékei kisebbek vagy egyenlek, mint 2v/d — 1.

6.10. Tétel. Minden d > 3 esetén van végtelen sok pdros Ramanujan-grdf.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a G paros grafnak a A sajatértéke, és a A-hoz tartozé
v sajatvektor. Valasszunk ki egy szinosztalyt, és szorozzuk meg v azon koordinatait
(—1)-gyel, melyek ebbe az osztélyba esnek. Ekkor az igy kapott v vektor sajatvek-
tor, és —\ sajatértékhez fog tartozni. Tehat a paros grafok spektruma a O-ra nézve

szimmetrikus.

Tekintstik a Kgq a d-reguldris teljes paros grafot. Ennek a sajdtértékei a £d és

a 0. Tehdt a K, 4 egy Ramanujan-graf.
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Tegyiik fel, hogy G egy n csicson paros Ramanujan-graf, azaz a masodik legna-
gyobb abszolit értékii gyok legfeljebb 2¢/d — 1. A tétel eltti gondolatmenet alapjan
van egy olyan 2-rétii fedd grafja G-nek, hogy a G° 1ij sajatértékei legfeljebb 2v/d — 1-
ek. Viszont tetszoleges 2-rétii felemelése a paros grafnak tovabbra is paros, ezért az
1j sajatértékekre az is igaz, hogy a legnagyobb abszolut értékli sajatérték hossza
legfeljebb 2/d — 1, azaz G* paros Ramanujan-graf 2n csticson. O

6.11. Megjegyzés. A bizonyitasi technikat atiiltetve Marcus, Spielman és Srivasta-
va bizonyitottdk az alabbi tételt |10], aminek segitségével belattdk a Kadison—Singer-
sejtést. Ez azt mondja ki, hogy ha X, ..., X,, fiiggetlen, véges értékkészletii, azonos

dimenzids komplex vektorértékii valoszintiségi valtozok, melyekre teljesiil, hogy

zm: E(X;X;) =1

i=1

és valamely pozitiv € mellett minden 1 <17 < m-re
E(||X:]]%) <,

akkor
P (H S XX <1+ @2) > 0.
i=1
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Ko6sz6netnyilvanitas

Eziton szeretném megkoszonni témavezetémnek, Frenkel Péternek az altala felve-
tett témat, a szamos épito jellegii megjegyzését, hozzaszolasat, kérdésfelvetéseit és
munkam lelkiismeretes ellenérzését, amellyel jelentésen hozzdjarult a szakdolgoza-
tom elkészitésében. Szintén koszonom, hogy kérdéseimmel barmikor batran fordul-

hattam hozzA.

Kiilon koszonom Bokanyi Eszternek a dolgozat helyesirasanak ellendrzésében

nyujtott segitségét.
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