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Bevezetés

1949-ben az American Journal of Mathematics (az Ujvildg legrégebbi folyamatosan ki-
adott matematikai foly6irata) kézolt egy cikket George G. Lorentz ! tollabdl, A Problem
of Plane Measure cimmel (ldsd [5]). Bar a cikk nem lett kiilonosebben sikeres (mind a
mai napig csupan tucatnyi hivatkozds van rd), egy igen érdekes kérdést feszeget: vajon mi
kell ahhoz, hogy egy sikbeli halmaz rekonstrudlhaté legyen szekciémérték-fiiggvényeinek
ismeretében, és egyaltalan — mi kell ahhoz, hogy egy fliggvénypar tagjai eléalljanak egy
halmaz szekcidmérték-fiiggvényeiként? Kiilonosen érdekes ez annak fényében, hogy nem
olyan sokkal kés6bb, a ’70-es években, a szamitoégépek elterjedésével az ilyen és ehhez ha-
sonlé kérdések a szamitogépes tomografids médszerek alapvetd problémaéiva valtak. (Nem
véletlen, hogy a cikkre valé hivatkozdsok nagy része tomografiaval foglalkozé alkalmazott
matematikai {rdsokban taldlhaté.)

Lorentz a valds sikon a problémat voltaképpen megoldotta: adott egy sziikséges és
elégséges feltételt, hogy mikor lehet konstrudlni olyan halmazt, melynek szekciémérték-
fliggvényei az adott fiiggvények, s6t sziikséges és elégséges feltételt adott a halmaz egy-
értelmiiségére is — minek kapcsan kideriil, hogy az egyértelmiiség egyaltalan nem mindig
teljesiil, lényegesen kiilonb6z6 halmazok szekcidomértékei is lehetnek egyenléek. Egyéb-
irant Lorentz megoldasa kvazi konstruktiv is — bar a teljes konstrukcié végtelen sok lépést
feltételezne, igy vajélaban nem kivitelezhetd, de a bizonyitds moddszere alapjan minden
valosziniiség szerint adhaté volna egy a megoldést kozelité algoritmus is.

Mindemellett, korbeliil az '50-es évek végén, megjelent egy alapvetGen elméleti kutatési
teriilet a valdsziniiségszamitasban, amely valamilyen értelemben kapcsolodott a Lorentz
altal felvetett kérdéshez: a marginalisok problémaéja, vagyis hogy valdszinliségi mértékterek
szorzatan milyen koriilmények kozott tudunk egy valdszinliségi mértéket taldlni, melynek
margindlisai az eredeti terek adott valdsziniiségi mértékei, és ezen tul valamilyen plusz
feltételt is teljesitenek. (Nyilvan a kérdést plusz feltétel nélkiil feltéve a valasz egyszer(i —
a két mérték hagyomanyos szorzatmértéke megfelel lesz. Példakért lasd Volker Strassen

! Megelézend§ a kérdést, hogy ,ez a Lorentz az a Lorentz-e”, tisztdzzuk: George G. Lorentz (sziiletett
Georg Rudolfovics Lorentz, 1910, Szentpétervar) oroszorszagi német szarmazdsi amerikai matematikus
volt. (Egyébirdnt sajat 4llitdsa szerint anyai dgon Dzsingisz mongol nagykén leszdrmazottja.) Nem Ossze-
keverend6 Hendrik Antoon Lorentz Nobel-dijas holland fizikussal. A Lorentz-transzormacié és a fizikusok
altal Lorentz-eloszlasnak nevezett valdszintiségi eloszlas — ezt a matematikusok inkdbb Cauchy-eloszlasként
ismerik — ez utébbi, mig a kozgazdasagtanban ismert Lorentz-gérbe Max Otto Lornetz amerikai kdzgazdész
nevét viseli. George G. Lorentz-r6l nevezték el ellenben az LP'? Lorentz-tereket, melyek az LP fiiggvényterek
altalanositasai. F6 kutatasi teriilete egyébirant az approximéciéelmélet volt.

Tovabbi érdekesség, hogy hivatkozott cikkét — bar egy amerikai folyéiratban jelent meg — Németorszag-
ban, a francia megszallasi zéndhoz tartozé Tiibingenben irta. Ekkoriban a francia hatésdgok nemkivanatos
szovjet allampolgarként, az orosz hatdésdgok nemkivanatos németként, mig az amerikai hatésdgok egysze-
rien hontalanként tartottak nyilvan. Kés6bb ameriakai allampolgar lett. 2006 januédrjaban hunyt el.



[8] illetve Lovéasz Laszlé és Michael David Plummer irdsait [6] 2.5. szakasz.) Ennek cstics-
pontja talan Jorgen Hoffmann-Jgrgensen kozel 300 oldalas irdsa (lasd [1]), melynek cime
is ,,The General Marginal Problem”, és amely a valdszinliségi mértékekre vonatkozb prob-
léma egy igen &dltaldnos alakjit vizsgdlja. (Konkrétan: legyen adott egy mérheté teriink,
valamint innen mérheto fliggvények valdsziniiségi mértékterek egy tetszoleges szamossagu
csaladjaba. Milyen sziikséges illetve elégséges feltételek adhatdk egy valdszinliségi mérték
létezésére az eredeti mérhetd téren, hogy ennek képei pont a valdszinliségi mértékterek
mar adott mértékei legyenek?)

FEzzel parhuzamosan, a '60-as évek elso felében, Hans G. Kellerer is elkezdett foglalkozni
a marginalisproblémak bizonyos alakjaival. Kellerert eredetileg nem a marginalisprobléma
érdekelte, hanem a halmazfelezés lehetségességének kérdését akarta megvalaszolni, vagyis
hogy a kétdimenzids tér egy halmazdnak mikor 1étezik olyan részhalmaza, melynek szek-
ciémértékei mindenhol az eredeti szekciémértékek fele. Az Gsszefiiggés Lorentz kérdésé-
vel nyilvanvalé: 2 ismerjiik, mely fiiggvénypéarok lehetnek halmazok marginalisfiiggvényei,
kérdés melyek azok, amelyek fele is megfelel ezeknek a feltételeknek — és ki kell még ezt
egésziteni azzal, hogy az 1j halmaz része kell legyen az eredetinek, vagy altaldban: mely
fliggvényparok lehetnek egy adott halmaz részhalmazainak margindlisfiiggvényei? Ez a
megfogalmazas mar kisértetiesen hasonlit a fent emlegetett valészinliségi problémakor bi-
zonyos konkrét kérdéseire (példdul a Lovdsz—Plummer-kényvben targyalt probléméra) —
nem véletlen, hogy Strassen mar emlitett, a témaban megkeriilhetetlen, cikke is hivatkozik
Kellerer munkéjara.

Kellerer elkezdte tehat vizsgalni ezt az altaldnosabb kérdést, s6t ennek még altala-
nosabb eseteként azt is vizsgalta, hogy egy adott fiiggvénynél pontonként nem nagyobb
fiiggvények kozott, mikor taldlhaté adott margindlisparral rendelkez6. Ez utébbi prob-
lémat voltaképpen keriilé tton oldotta meg: el6szor valamiféle diszkrét esetét (ahogy &
mondja, a ,matrixok probléméjat”) vizsgalta (1asd [3] 3.2. tétel), majd erre visszavezetve
megoldotta bizonyos specialis esetét a probléma mértékekre vonatkozé atfogalmazasinak
(konkrétan, hogy bizonyos feltételek mellett mikor létezik olyan adott margindlisi mérték
mérheté terek szorzatdn, melyet majordl egy adott mérték a szorzattéren — lasd [3] 4.2.
tétel), és végil erre vezette vissza (a Radon—Nikodym-tétel segitségével) a fiiggvényekre
vonatkozo6 problémat ([3] 5.1. tétel), ahol is sziikséges és elégséges feltételt adott arra, hogy
két o-véges mértéktér szorzatan mikor létezik a két téren adott f illetve g nemnegativ és
majdnem mindenhol véges értékii mérhetd fliggvényekhez, valamint a szorzattéren adott,
majdnem mindenhol véges, nemnegativ és majdnem mindenhol véges marginalisu h figg-
vényhez olyan nemnegativ fliggvény, melynek margindlisai f és g, valamint amely nem
nagyobb h-nal.

Ezutan Kellerer nekiallt bizonyitani a halmazokra vonatkoz6 allitdst. Ennek eléréséhez
egyik cikkében (lasd [4]) mindenféle furcsa ,siiriségi” allitdasokat fogalmazott meg a tég-
lak halmazéara vonatkozodan, atommentes mértékterek szorzatterén, majd ezen eredmények
alapjan bizonyitotta, hogy atommentes mértékterek mellett a fenti fiiggvényes feladatnak

van olyan megoldasa is, amely egyszeriien a korlatozé fiiggvény megszoritasa egy mérhetd

2 Bar furcsaméd Kellerer nem hivatkozik Lorentz cikkére, minddssze cikksorozatdnak masodik tagja-
ban emliti meg egy labjegyzetben, hogy az irds befejezése utan hivtak fel a figyelmét Lorentz idevagd
eredményére.



halmazra (14sd [4] 4.4. tétel) — ennek pedig mar nyilvanvalé kovetkezményeként adodik, mi-
kor is léteznek olyan részhalmazai egy adott halmaznak, melyek szekciomérték-fiiggvényei
szintén bizonyos elére adott fiiggvények ([4] 5.1. tétel). Végiil ezen eredményekre épitve be
is latta az eredetileg feltett halmazfelezési kérdést, s6t annal altalanosabb eseteket is (lasd
[4] 5. és 6. szakasz). 3

Mint lathattuk, a margindlisprobléma rengeteg lazan kapcsolédd kérdést takar. Mi
elsdsorban Lorentz és Kellerer nyoman probaltunk ezekbdl megoldani néhanyat. Erede-
ti célunk a halmazok esetének egy minél altalanosabb megoldasa volt, &m a bizonyitas
kozben, mintegy mellékesen, sziilettek eredményeink a fiiggvényekre vonatkozé probléma
kapcsan is — s6t, Kellererhez hasonlban, végiil a halmazok esetét csak a fliggvények esetén
Latvezetve” sikeriilt megoldanunk.

Meg kell emlitentink, hogy a jelen irdasban k6zolt eredmények részben erdsebbek, rész-
ben gyengébbek Kellerer eredményenél: mig Kellerer tetszoleges majdnem mindig véges és
nemnegativ marginalisfiiggvényekkel dolgozik, mi integralhat6 és nemnegativ fliggvényekre
szoritkoztunk — masfelol viszont Kellerernél a korlatozé fiiggvény majdnem mindenhol vé-
ges margindalissal rendelkezik, mig mi azt tessziik fel, hogy minden véges mértékii halmazon
integralhaté, igy a halmazokra vald attérésnél nem addédnak feltételeink a korlatozd hal-
magzra, melynek részhalmazait keressiik. Mindemellett viszont azt bizonyitjuk, hogy Kel-
lerer eredeti feltételei (melyeket nem meglepé médon Kellerer-feltételeknek fogunk hivni)
sziikségesek és elégségesek az altalunk vizsgalt esetekben is.

A dolgozat elso két fejezetében felidéziink és 6sszefoglalunk par olyan eldismeretet, me-
lyet a késébbiekben tobbszor is hasznalni fogunk, majd formalizaljuk az altalunk megoldott
problémaéakat, valamint bebizonyitjuk a feltételek sziikségességét. A kovetkez6 két részben
megoldjuk a figgvényekre vonatkozd problémat — el0szor belatjuk, hogy a ,,nem til nagy”
fiiggvények (mint a neviik is mutatja, azok melyek bizonyos értelemben olyan picik, hogy a
néluk nagyobb fliiggvények kozott lehet megoldas) integralban megkozelitik a kivant fiigg-
vényt, majd belatjuk, hogy ha fiiggvényt megkozelitenek nem tiul nagy fliggvények, gy az
fliggvény létezik is, tehat a feladat valéban megoldhaté. Majd az 5. fejezetben belatjuk,
hogy amennyiben a feladat megoldhatd, és a mértéktereink atommentesek is, igy léteznek
bizonyos specidlis alaki megoldasok, ennek pedig egyszerili kovetkezménye lesz a halmazok
esetének megoldasa. Végiil pedig sorra vesziink néhdny ellenpéldat, melyek mutatjak az
eredmények altalanosithatésaganak korlatait.

Fontosnak tartom még megjegyezni hogy, bar mint a fentiek is mutatjik, a dolgozat
f6 ive mutat valamiféle feliiletes hasonlésagot Kellerer médszereivel (példaul a ,,diszkreti-
zalas” oOtlete — bar ezt ndlunk Lovasz és Plummer munkaja, nem pedig Kellerer moédszere
ihlette — vagy éppen a specidlis alaki megoldds 1étezésének bizonyitasa), a konkrét bizo-
nyitdsok nagy része alapvetéen mas médon torténik, mint az altalunk ismert mar létezo
eljarasoknal — sét, azt hiszen béatran kijelenthetjiik, hogy (talén Lorentz a valds esetre
vonatkoz6 megoldését kivéve) valameilyen értelemben természetesebb is azoknal.

3 Béar a mi téménk szempontjabdl fontos részek itt véget érnek, érdemes lehet még megemliteni, hogy
késébbi cikkeiben Kellerer a fenti eredményekre épitve foglalkozott mértékterek ketténél tobb tényezbs
szorzatain is fliggvények illetve mértékek marginalisaival.



1. fejezet

Definicidk, jelolések, eloismeretek

Miel6tt belekezdenénk a téma részletes targyaldsaba, nem art néhany fogalmi kérdést
tisztézni. A tovdbbiakban a marginalisprobléma kiilonb6z6 alakjai fognak elékeriilni, ezek
bizonyitasahoz kapcsoléddan sziikségiink lesz néhany definiciéra és jelolésre, illetve hasznos
lesz felidézniink par ismertebb allitast, és bebizonyitnunk néhany kevésbé ismertet.

1.1. Halmazelméleti jelolések

Halmazok metszetére illetve unidjara a szokasos N és () illetve U és | jeloléseket al-
lumokat hasznaljuk. Halmazok kiilonbsgét a \ jellel, szimmetrikus differencidjukat pedig
a A szimbdélummal jeloljiikk. A részhalmazokra haszndlt C alatt nem feltétlenill szigoru
tartalmazéasra gondolunk, az egyenléséget is megengedjiik. Amennyiben adott valamiféle
nalaphalmazunk”, és adott annak egy részhalmaza, Ggy a részhalmaz komplementerét fe-
lillvondssal jeldljiik. Példdul a (Z,C) mérhetd téren egy adott C' € C halmaz mellett a C
jelolés alatt a Z \ C halmazt értjiik.

Egy C C Z halmaz és a Z részhalmazain értelmezett C halmazrendszer esetén CNC-vel
a {DNC|D e C} halmazok csalddjat fogjuk jelolni. Specidlisan ha (Z,C) egy mérhetd tér
és C € C, tgy C N C azon mérhet6 halmazok osztilya, melyek részei C-nek.

Amennyiben a C halmaz egy ismert Z ,alaphalmaz” részhalmaza (példaul egy mér-
téktér mérhetd halmaza), ugy definidlhatjuk a C' halmaz x¢ karakterisztikus fliggvényét,
amely Z-bél képez a {0, 1} halmazba, értéke C-n konstans 1, azon kiviil pedig konstans 0.

1.2. Mértékterek és szorzatuk

Mivel a tovabbiakban legtobbszor két mérheto tér szorzataval fogunk foglalkozni, érde-
mes bevezetni ezekre egy fix jelolést: (X, A, p) és (Y, B, v) is jeloljon egy-egy mértékteret,
vagyis legyen A az X halmaz részhalmazainak, B pedig az Y halmaz részhalmazainak
egy o-algebraja (ezek elemeit fogjuk a szokdsos mdédon mérhetd halmazoknak nevezni),
a rajtuk értelmezett pu és v mértékekkel (nemnegativ és o-additiv fiiggvényekkel). A két
mértéktér szorzatat egyszertien (X x Y, A x B, i x v)-vel fogjuk jelolni, ahol A x B alatt a
két o-algebra szorzatat, vagyis az A x B alakd halmazok altal generalt o-algebrat értjiik,



ahol A € A és B € B. A tovdbbiakban az ilyen A x B alakt hamazokat téglaknak nevezziik.
Az A x B tégla (az X illetve Y téren vett) oldalain az A illetve B halmazokat értjiik.

Mint ismert, a téglak halmazrendszere egy félgytiriit alkot, vagyis téglak metszete tég-
la, két tégla kiilonbsége pedig el6all mas tégldk véges (diszjunkt) unidjaként. Ebbél a
tulajdonsagbdl kovetkezik, hogy a tégldkon értelmezett természetes mértéket (ahol A x B
mértéke p(A)-v(B)) sztenderd médon ki tudjuk terjeszteni az A x B o-algebrara: minden
C € A x B halmazra C mértéke legyen

(1% 1)(C) = inf { S w(Ay) - v(B)
n=1

Yn=1,2,... A, € A, B, € B; U(Aann)DC}.

n=1

Errél bizonyithatd, hogy valéban mérték A x B-n, vagyis (X x Y, A x B, u x v) tényleg
egy mértéktér lesz, melyben egy A x B tégla mértéke u(A) - v(B).

c sz

C € A x B halmazhoz létezik (A, x By,),~; téglasorozat, hogy s>, A, x B, D C, de

> 1(An) - v(By) = (ux v)(C) <
n=1

| ™

Ekkor a téglasorozat els6 kelléen sok tagjat véve adddik, hogy létezik egy S mérhet6d
halmaz, amely véges sok tégla unidja, és amelyre (u x v)(S A C) < e.

Ha adottak (A;)ier illetve (Bj)jes diszjunkt mérheté halmazaink az egyes tereken,
valamely [ illetve J indexhalmazzal, akkor az {A; x B;|i € I,j € J} halmazrendszerre
téglardcsként fogunk hivatkozni. (A téglardcs elemei nyilvan diszjunkt tégldk lesznek.) A
téglardcs X-re illetve Y-ra nézve vett vetiiletének az (A;);cs illetve a (B;)jes halmaz-
rendszert nevezziik. Mésfel6l (A4;);er X (Bj);e alatt az altaluk meghatarozott téglaracsot
értjik. (Bar ez a jelolés egybeesik a o-algebrak szorzatédnak jelolésével, ez a kés6bbiekben
nem fog félreértéseket okozni, hiszen a o-algebrak csak a trividlis esetben allnak diszjunkt
halmazokbdl.)

Amennyiben az (X, A, p) és (Y, B,v) mértéktereket o-végesnek feltételezziik, vagyis
elvarjuk tolik, hogy X illetve Y felbomoljon megszamlalhatdéan sok A-beli illetve B-beli
véges mértékii halmaz (diszjunkt) unidjara, ugy X és Y o-véges felbontésai altal elééllitott
téglaracs lefedi az egész X x Y teret, megszamlalhaté méretli és minden elemének mértéke

véges — vagyis o-véges mértékterek szorzata o-véges lesz.

1.3. Atomos és atommentes mértékterek

Egy (Z,C, &) mértéktérben atomnak fogunk nevezni egy olyan C' € C halmazt, mely-
nek minden D mérhetd részhalmazara {(D) = £(C) vagy £(D) = 0 teljesiil. Azokat a
mértéktereket, amelyek felbonthatok atomok diszjunkt unidjara atomosnak (vagy telje-
sen atomosnak), azokat pedig, melyekben nincsenek nem nullmértékii atomok (minden
nullmértéki halmaz nyilvanvaléan atom) atommentesnek nevezziik.

A tovabbiakban sokszor fogjuk haszndalni a kovetkezo6 allitast:

1.1. Allitas. A (Z,C, &) mértéktér pontosan akkor atommentes, ha minden C € C hal-
mazra és minden 0 < ¥ < &(C) szamra létezik eqgy D € C N C halmaz, amelyre {(D) = 9.



Bizonyitds. (A bizonyiats a Wikipedia vonatkozé szécikkében szerepld bizonyitasvazlat
alapjan késziilt — lasd [9].)

Amennyiben a részhalmazfeltétel teljesiil, gy a tér atommentessége nyilvanvald, ele-
gendd tehat a masik iranyt bizonyitanunk.

Ehhez a kovetkezot fogjuk belatni: 1étezik egy F : [0,£(C)] — CNC fuggvény, amely
monoton a tartalmazéasra nézve (vagyis ha 0 < s <t < £(C), akkor F(s) C F(t)), illetve
jobbinverze ¢-nek (vagyis minden 0 <t < £(C)-re £(F(t)) = t). Ha ezt belattuk, tgy az
F () halmaz létezése nyilvan bizonyitja az allitast.

A keresett fiiggvény létezését Zorn lemmaéjaval fogjuk bebizonyitani: tekintsiik azokat
a fliggvényeket, melyek a fenti feltételeknek eleget tesznek, am értelmezési tartomanyuk
nem feltétleniil [0, £(C)], hanem csak ennek egy részhalmaza. Az ilyen fiiggvények nyilvan
részben rendezett halmazt alkotnak a tartalmazasra nézve, és ebben minden lancnak felsé
korlatja lesz a lanc unidja. Vagyis a Zorn-lemmat alkalmazva azt kapjuk, hogy van kozot-
titk egy (tartalmazéasra névze) maximédlis fliggvény — nevezziik ezt F-nek. Be fogjuk latni,
hogy F valéban megfeleld, vagyis az 6 E értelmezési tartoménya [0,£(C)] lesz.

El6szor is vegyiik észre, hogy az értelmezési tartoméany zart, hiszen akar alulrél, akar
felillr6l tartunk egy c szamhoz egy E-beli (e,)s2; sorozattal, ugy Up—; F(e,) illetve

o2 1 F(en) mértéke pont c lesz, és a tartalmazasi feltételeket is teljesiti — vagyis ha c
nem volna E-beli, gy F nem lehetne maximalis.

Nyilvanval6an latszik az is, hogy 0 és £(C) is eleme E-nek: ha nem volndnak azok, ugy
F(0) = 0-zal illetve F(&(C)) = C-vel kiegészithetnénk F-et. Tovabba ha 0 < ¢ < &(C)
és ¢ ¢ E, Ggy (E zartsdga miatt) létezik egy b < ¢ szdm, hogy b € F és b maximélis,
valamint egy d > ¢ szam, hogy d € E és d minimélis (d lehet oo is). Ekkor F(d) \ F(b)
egy mérheté halmaz, melynek mértéke d — b, tehit a tér atommentességébol addéddan
van egy R mérhetd részhalmaza, melynek mértéke szigortian 0 és d — b kozé esik. Most
tehat (b maximalitdsa és d minimalitdsa miatt) az F fliggvény nem értelmezett a b+ &(R)
pontban, pedig itt F(b) U R-ként értelmezve tovabbra is megfelelé fiiggvényt kapnank —
ez pedig ellentmond F maximalitdsanak. Vagyis E valéban megegyezik [0,£(C)]-vel, az

allitast bebizonyitottuk.
q.e.0.

Amennyiben az (X, A, p) mértéktér atommentes, (Y, B, v) pedig o-véges, tigy konnyen
lathatd, hogy az (X x Y, A x B, u x v) mértéktér is atommentes lesz.

1.4. Mérheto fiiggvények

A (Z,C) mérheté tér feletti mérhetd figgvényeken a kiterjesztett valds értékili (valds
vagy +oo értékii), Borel-mérhetd fiiggvényeket értjiik, vagyis azon r kiterjesztett valds
értéki fiiggvényeket, melyekre {z € Z |r(z) € B} € C teljesiil tetsz6leges B Borel-halmaz
mellett. Az ilyen tipust halmazokat réviden {r € B}-vel fogjuk jelolni. Hasonléan egy
¢ konstansra az {r < ¢} halmazon {z € Z|r(z) < c}-t értjik, és ennek megfeleléen
értelmezziik az {r < c}, {r =c}, {r > ¢}, {r > ¢} jeloléseket is.

Azokat a mérhetd figgvényeket a (Z,C,§) mértéktér felett, melyeknek integralja 1é-
tezik és véges integrilhato fiiggvényeknek fogjuk nevezni. Ennek megfelelen, ha egy C
mérhet6 halmazon véges a fliggvényiink integralja, gy azt mondjuk, hogy a C' halmazon



integralhaté. Jegyezziik meg, hogy amennyiben egy fiiggvény integralhaté egy C halma-
zon, Ugy C-nek egy nullmértékd részhalmazan vehet csak fel 00 értéket. Fontos tovabba
megemliteniink, hogy amennyiben egy r mérheté fiiggvény integralhaté egy C' halmazon,
gy az a rész, ahol a fliggvény értékei nem nulldk egy o-véges része lesz C-nek, vagyis az
{r # 0} N C halmaz felbomlik megszamlalhatéan sok véges mértékii halmaz uni6jara —
nyilvan, hiszen az {n < |r| < n+1} halmazok mértéke minden n természetes szamra véges
(kiillonben 7 nem lenne integralhato), uniéjuk pedig pont az {r # 0} halmaz.

Mint tudjuk, egy (Z,C,§) o-véges mértéktéren egy r és egy s mérhetd fiiggvény pon-
tosan akkor egyezik meg majdnem mindenhol, ha minden C' € C-re, ahol valamelyikiik
integralja értelmes (de nem feltétlen véges), ott a masik integralja is értelmes, és a két
integrél megegyezik. Ezt a tulajdonsdgot (a o-végesség miatt) elegendé a véges mértékii
C halmazokon ellen6rizni. Specidlisan az r és s nemnegativ mérhetd fiiggvények pontosan
akkor egyeznek meg (majdnem mindenhol), ha minden C' € C véges mérték{i halmazra
Jordé = [ sdf. Hasonléan r < s pontosan akkor teljesiil (majdnem mindenhol), ha
minden C' € C véges mértékii halmazra [~7d{ < [ sd€ teljesiil.

Egy (Z,C) mértéktéren adott mérhetd s fiiggvényt egyszertinek neveziink, ha értékkész-
lete véges, vagyis léteznek olyan c1, . .., ¢, valés szamok, hogy | ' ;{s = ¢;} = Z. Kénnyen
lathaté, hogy minden r nemnegativ mérheté fiiggvény megkozelithet (pontonként) nem-
negativ egyszerii fliggvények monoton novekedd sorozataval. Ezt Osszevetve a monoton
konvergencia tételével (mely szerint ha nemnegativ mérheté fiiggvények egy sorozata mo-
noton novekedden tart egy masik mérhetd fiiggvényhez, gy ugyanez az integraljaikra is
teljesiil) azt kapjuk, hogy barmely r nemnegativ mérhet6 fiiggvény megkozelithet6 alulrdl
integralban is egyszerii fliggvényekkel (vagyis van nemnegativ egyszerti fiiggvények olyan
sorozata, melyek sehol nem nagyobbak r-nél, és integraljaik tartanak r integraljdhoz).

1.5. Az L? terek és az L*-beli gyenge konvergencia

Sziikségiink lesz még kiilonbo6zo integralhatésagi tulajdonsagokkal rendelkezé fiiggvé-
nyek tereire is. Egy p > 1 valés szamra, az adott (Z,C, ) mértéktér mellett az LP(Z,C,¢)
jelolés alatt azon Z-n értelmezett mérhet6 r fiiggvények halmazat értjik, melyekre |r|P
integralhaté (integréalja véges). (Ahol az egyértelmiiséget ez nem befolyédsolja, LP(Z,C, £)-t
rovidebben LP(Z)-vel vagy egyszeriien LP-vel is jelolhetjiik.) Ez nyilvinvaléan vektortér
lesz, s6t az is konnyen lathato, hogy az

P

Il = { [ g
Z

norméval egy Banach-teret (vagyis teljes normélt vektorteret) alkot.

(Jegyezziikk meg, hogy valéjdban ez a struktira nem egy vektortér. Csupdn akkkor
valik azzd, ha a nullmértéki halmazon kiilonbo6z6 fiiggvényeket azonositjuk egymassal.
Tehat valdéjaban LP elemei a csak nullmértékii halmazon kiilénb6z6 fiiggvények ekvivalen-
ciaosztalyai kell legyenek. Mivel azonban az egymastél csak nullmértékii hamazon eltérd
fliggvényeket jelen munkidnkban — a targyalt téma sajatossidgai miatt — nem nagyon tud-
juk, és nem is akarjuk megkiilonboztetni, ezért a tovabbiakban ennek az aprd eltérésnek



a hangsilyozasatol eltekintiink.)
Specidlisan p = 2-re (a ,négyzetesen integralhat6 fiiggvények” terére) teljesiil még az
is hogy Hilbert-teret alkot, vagyis a norméat egy skaldrszorzat definidlja:

(rys) :/r-sdﬁ.

Z

Ezzel a skaldrszorzattal definidlhatjuk a gyenge konvergencia fogalmat: egy (r,)e; L*-
beli sorozat gyengén konvergens, ha minden s € L? fiiggvényre (r,,s) konvergens. Ekkor
(a Banach—Steinhaus-tétel, valamint a Riesz-féle reprezentacios tétel szerint) létezik egy
r € L? fiiggvény, melyre minden s mellett lim,, o (rp, 8) = (r, 5). Az r fiiggvényt nevezziik
az (rp) sorozat gyenge limeszének, azt pedig, hogy az (r,) sorozat gyengén tart r-hez
rn — r-rel jeloljiik.

Mint minden Hilbert-téren, ugy L?(Z)-n is teljesiil, hogy minden (normaban) korlatos
sorozatnak van gyengén konvergens részsorozata.

Jegyezziik meg, hogy ha r, — r teljesiil, igy tetszbleges C' véges mértékii halmazra

/rndf:/rn-x(;dﬁ—>/7"-xgd§:/rdf,
Z Z C

C

hiszen x¢ négyzete bnmaga, integralja pedig £(C), vagyis négyzetesen integralhaté. Amennyi-
ben (Z,C,§) o-véges, és van egy R integralhaté fiiggvényiink, amely majorélja |r,|-et
minden n-re, Ugy ez az Osszefliggés barmekkora mértékii C' halmazra teljesiil, hiszen C'
felbonthaté a véges mértékl (C;)52, halmazok diszjunkt unidjdra, igy

lim [ de = nlggoz/rndg - angngo/rndg - Z/rdg - /rdg,
c i=1¢; J=1 lef i=1¢; c

ahol a szumma és a limesz felcserélhetdsége az (r,) sorozat integréalhat6 fiiggvénnyel vald
majoraltsagabol kovetkezik, a nagy Lebesgue-tétel felhasznaldsaval.



2. fejezet
A vizsgalt marginalisproblémakrol

Marginalisprobléma alatt rengeteg kiilonb6z6 kérdést értiink, melyek adott marginalisa
mértékek, fiiggvények illetve halmazok létezésével kapcsolatosak. Mi a fiiggvényekre és
a halmazokra vonatkoz6 bizonyos kérdésekkel fogunk foglalkozni. Mint latni fogjuk, a
halmazok esete bizonyos értelemben egy erésebb allitas a fiiggvényekre vonatkozo tételnél
— am szigoribb feltételek mellett tudjuk csak belatni. (Az utolsd, 6. fejezetben azt is latni
fogjuk, hogy ennek a kiilonbségnek jelentésége van.)

2.1. A nemnegativ integralhaté fiiggvények feliilr6l korlato-
zott problémaja

A fluggvényekre vonatkoz6 marginélisproblémak vizsgéalatdhoz eldszor is hasznos defi-
nidlnunk a fiiggvények margindlisainak fogalmat:

2.1. Definicié. Legyen adott egy h nemnegativ mérhetd figguény az (X, A, u) és az
(Y,B,v) mértékterek (X x Y, A x B,u x v) szorzatin. Ekkor h margindlisai alatt az
(X, A, ) téren értelmezett hx (x) = [y h(z,y) dv(y) valamint az (Y, B,v) téren értelmezett
hy (y) = [x h(z,y) du(x) figguényeket értjiik.

A hx figgvényt a h fiigguvény X -re (precizebben (X, A, u)-re) vonatkozd vagy egyszerien
elséd margindlisinak, a hy fiiggvényt pedig h Y -ra vonatkozé vagy mdsodik margindlisinak

nevezziik; h marginalisparja alatt o (hx,hy) figguénypart értjik.

Megjegyzés. A definicié nem csak nemnegativ fliggvényekre miikddik, hanem barmely
fiiggvényre, melynek (a definicioban megadott) marginélisai (majdnem mindenhol) értel-
mesek — példaul integralhato fliggvényekre is. Bar mi nagyrészt nemnegativ fiiggvényekkel
foglalkozunk, sziikségiink az integralhaté fliggvényekre vonatkozd margindlisfogalomra is.

Mivel h nemnegativ (illetve integralhaté) fiiggvény, igy — amennyiben a mértéktereink
o-végesek — a Fubini-tétel szerint h X x Y-on vett integralja megegyezik hx X-en vett
illetve hy Y-on vett integraljaval is — vagyis a marginalisok integralja is megegyezik egy-
massal. Hasonléan a h figgvény A x Y illetve X x B tipust halmazokon vett integralja
egyenld lesz hx A-n vett illetve hy B-n vett integraljaval.

Most megfogalmazhatjuk a margindlisprobléma altalunk viszgélt fiiggvényekre vonat-
kozé alakjat, a nemnegativ integralhaté fiiggvények feliilrol korlatozott problémaéajat:
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Legyen adott eqy (X, A, n) és eqy (Y, B,v) mértéktér, rajtuk egy-eqy f illetve g nemne-
gativ mérhetd figgvénnyel, melyek integrahatdak is (integrdljaik végesek). Legyen tovdbbd
a mértékterek (X x Y, A x B, u X v) szorzatdn adva egy h nemnegativ mérhetd fiigguény.
Milyen feltételeket kell teljesitenie f-nek és g-nek, hogy létezzen eqy k memnegativ mér-
heté figguény a szorzattéren, melynek margindlisparja (majdnem mindeniitt) megegyezik
(f,g)-vel, és amelyre k < h is teljesil?

Erre a problémdara roéviden a fiiggvényekre vonatkozé problémaként (vagy a fliggvé-
nyekre vonatkozé feladatként) fogunk hivatkozni. Be fogjuk latni, hogy (bizonyos feltételek
mellett) pontosan akkor 1étezik a fenti feladatot megoldé k fliggvény, ha az alabbi feltétel
— melyet eredeti megfogalmazdja utan Kellerer-feltételnek neveziink — teljesiil:

2.2. Kellerer-feltétel. Azt mondjuk, hogy az (X, A, p) mértéktéren adott f ésaz (Y, B,v)
mértéktéren adott g nemnegativ integralhato fiiggvények teljesitik az (X x Y, Ax B, u x v)
szorzattéren adott A nemnegativ mérhetd figgvényre vonatkozé Kellerer-feltételt, ha

/fduz/gdvzr%
X Y

tovabba minden A € A és B € B halmazra teljesiil, hogy:

v< [ hdxv)+ [ fdus [gav
B

AxB A

Es akkor a fiiggvényekre vonatkozo tételiink:

2.3. Tétel. Legyen adott eqy (X, A, ) illetve egy (Y, B,v) mértéktér, a rajtuk értelmezett
f illetve g nemnegativ integralhaté fiiggvényekkel. Legyen tovdbbd adott egy h nemnegativ
mérhetd figgvény a mértékterek (X x Y, A x B, X v) szorzatan, amely az X XY tér
minden véges mértéki részhalmazdn integralhato. Pontosan akkor létezik eqy k nemnegativ
mérhetd fligguény a szorzattéren, melynek margindlisai majdnem mindenhol megegyeznek
f-fel illetve g-vel, valamint amely legfeljebb nullmértékd halmazon nagyobb h-ndl, ha f és
g kielégitik a h-ra vonatkozé Kellerer-feltételt.

Jegyezziik meg, hogy X illetve Y azon részeirdl, melyeken f illetve g nulla értéket vesz
fel el is felejtkezhetiink — ezeket a halmazokat azokhoz hozzacsapva, melyeken f-et illetve
g-t integraljuk a feltétel ellenérzésekor, konnyedén lathatd, hogy a Kellerer-feltételt elég
az {f > O}-ra és {g > 0}-ra megszoritott mértékterek szorzatdn megkovetelniink. Ezt
Osszevetve az 1.4. szakaszban irtakkal lathato, hogy a mi esetiinkben mindkét mértéktér
o-végesnek feltételezhet. Az f és g fuggvények integralhatdsagabol az is kovetkezik, hogy
feltételezhetjiik, hogy f és g értékei mindenhol végesek, és hasonléan az el6bb feltett o-
végesség és a h véges hamazokon vald integralhatosiaganak feltétele egyiitt azt adja, hogy
h-rél is feltehetjiik, hogy mindenhol véges. (Lasd még a jelen szakaszt lezard megjegyzést.)

A Kellerer-feltétel sziikségessége egyébként konnyen lathatd, méghozza a tételiinknél
joval altalanosabb koriilmények kozott:

2.4. Allitas. Amennyiben a figguényekre vonatkozé feladat megoldhatd, valamint f illetve
g csak egy-eqy o-véges halmazon nem nulldk (ami integrdlhatd figguények esetén mindig
teljeseiil), ugy f és g mindenképpen kielégitik a Kellerer-feltételt.
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Bizonyitds. Legyen k a feladat egy megoldasa. Mivel f és g tarté6i (azon halmazok, ahol 6k
nemnulldk) o-végesek, k tartoja pedig lényegében része ezek szorzatanak (hiszen f és g az
6 marginalisai majdnem mindenhol), igy k tartéja is o-véges lesz. Ekkor alkalmazhatjuk
a Fubini-tételt, és igy tetszbleges A € A és B € B halmazokra:

/kd(uxu)ﬁ/kd(uxu)—i—/kd(uxu / d(p xv) <

XxY AxB AXY X<xB
/ hd(p x v) —l—/fd,u%—/gdl/
AxB

hiszen (Ax B)U(AxY)U(X x B) = X xY, a h fiiggvény (majdnem mindenhol) majoralja
k-t, és f valamint g (majndem mindenhol) k& marginélisai. q.ed
Megjegyzés. Mint a 2.3. tétel kimondasanal illetve a fenti allitds bizonyitdsanal is 1at-
tuk, allandéan kitételeket kell tenniink a majdnem mindenhol teljesiilé Osszefliggésekre.
Ez abbdl adédik, hogy a Kellerer-feltétel kizardlag fliggvények integraljairdl szol, ezaltal
nem kiilonbozteti meg a nullmértékii halmazon eltérd fiiggvényeket. Eppen ezért a tovab-
biakban mi is igy teszlink: akkor is, ha ezt kiilén nem jelezziik, azonosnak fogjuk tekinteni
a nullmértékii halmazon eltéré fiiggvényeket, illetve a nullmértéki halmazban eltéré (null-
mértékil szimmetrikus differenciaval rendelkezé) halmazokat.

Hasonl6é médon egy mérhetd fiiggvénytdl nem feltétlentil varjuk el, hogy mindenhol
értelmezve legyen, csak azt, hogy egy nullmértékli halmaztodl eltekintve legyen értelmes.

2.2. A véges mértéki részhalmazokra vonatkozé feladat

A fiiggvények esetére vonatkozo 2.3. tételt fogjuk felhasznalni a halmazok esetének
vizsgalathoz. Ezt nyilvan megtehetjiik, hiszen egy halmazt azonosithatjuk az 6 karakte-
risztikus fliggvényével, igy tekinthetiink ra fiiggvényként is. Egy szorzatmértéktér mérhetd
részhalmazanak karakterisztikus fliggvénye mérhetd fiiggvény, margindlisai pedig ponto-
san megegyeznek a halmaz dgynevezett szekcidmérték-fiiggvényeivel, melyeket az alabbi
modon definidlunk:

2.5. Definicidé. Legyen adott eqy C mérheté halmaz két mértéktér (X x Y, A x B, u X v)
szorzataban. Ekkor C szekciomérték-figguényei (vagy roviden szekciofiiggvényei, esetleg
margindlisai) alatt az x — v({y €Y |[(z,y) € C}) illetve y — p({z € X |(z,y) € C})
fligguényeket értjik.

A fligguénymargindlisokhoz hasonldan ezeket az X -re illetve Y -ra vett, vagy egyszeriien
elsé és masodik szekciomérték-fiigguényeknek nevezzik.

Halmazok marginalisai nyilvanvaléan nem lesznek mindig karakterisztikus figgvények
(ha ugy tetszik: halmazok), viszont adott (,egydimenzifs”) fiiggvények mellett kereshetiink
olyan halmazt, melynek ezek a fliggvények lesznek a marginalisai. A fliggvények problé-
majanak ebben a specidlis esetében a korlatozé fliggvény létezése nyilvan csak mérsékelten
értelmes — a megoldast egy 0-1 értéki fiiggvény alakjaban keressiik, igy azon halmazon,

melyen a korlatozé fiiggvény értéke kisebb 1-nél, a megoldasfiiggvény értéke csak 0 lehet.
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Vagyis a korlatozé fliggvényrol is feltehetd, hogy 0-1 értékii, azaz karakterisztikus fliggvény.
Igy az adott szekciémérték-fiiggvényekkel rendelkezd halmazt egy mdasik halmaz részhal-
mazaként keressiik. Ez adja a margindlisprobléma &altalunk vizsgalt halmazos alakjat (a
véges mértékil részhalmazokra vonatkozé marginalisproblémat):

Legyen adott eqy (X, A, p) és eqy (Y, B,v) mértéktér, rajtuk egy-eqy f illetve g nemne-
gativ mérhetd figgvénnyel, melyek integralhatoak is. Legyen tovabbd az (X XY, AX B, uxv)
szorzattéren adva egy M mérhetd (de nem feltétlenil véges mértéki;) halmaz. Milyen felté-
teleket kell teljesitenie f-nek és g-nek, hogy létezzen eqgy U mérhetd halmaz a szorzattéren,
melynek margindlisparja (majdnem mindig) megegyezik (f,g)-vel, és amelyre U C M ?

Ekkor a fenti 2.2. Kellerer-feltételt atfogalmazhatjuk a halmazok esetére:

2.6. Kellerer-feltétel. Azt mondjuk, hogy az (X, A, p) mértéktéren adott f ésaz (Y, B,v)
mértéktéren adott g nemnegativ integralhaté fuggvények teljesitik az (X x Y, Ax B, uxv)
szorzattéren adott M mérheté halmazra vonatkozé Kellerer-feltételt, ha

/fduzfngZ:%

X Y

tovabba minden A € A és B € B halmazra teljesiil, hogy:

fyg(,u><u)((AxB)ﬁM)+/fdu+/gdv.
A B

A Kellerer-feltétel sziikségessége a 2.4. allitas alapjan itt is nyilvanvalé. A fliggvények
esetére vonatkozo6 2.3. tételnek, illetve bizonyos specidlis alakii (fiiggvény)megoldasok 1é-
tezésére vonatkozd késébbi tételliink kdvetkezménye lesz a halmazokra vonatkozé Kellerer-
feltétel elégségessége megfelel6 koriillmények kozott:

2.7. Tétel. Legyen adott egy (X, A, ) illetve egy (Y, B, v) atommentes mértéktér, a rajtuk
értelmezett f illetve g nemnegativ integrdlhato fliggvényekkel. Legyen tovabbd adott eqy M
mérhetd halmaz a mértékterek (X x Y, Ax B, ux v) szorzatdn. Pontosan akkor létezik egy
U mérhetd részhalmaza M -nek, melynek margindlisai majdnem mindenhol megegyeznek
f-fel illetve g-vel, ha f és g kielégitik az M -re vonatkozé Kellerer-feltételt.

Az el6z6 szakaszban, a 2.3. tétel utdn tett megjegyzés itt is érvényes — feltételezhet-
jitk, hogy a tereink o-végesek. Erdemes kiemelniink tovabbé, hogy a fiiggvények esetéhez
képest megjelenik pluszfeltételként a mértékterek atommentessége. Erre a specialis alaki
megoldasok tételének bizonyitasahoz lesz sziikségiink (5.1. tétel).

Megjegyzends, hogy a tétel ebben a formaban nem is lehet igaz az atommentesség fel-
tétele nélkiill — mindenképpen sziikséges feltenniink, hogy az f illetve g fliggvények értékei
,megfeleléek”, vagyis (majdnem mindig) egy-egy B-beli illetve A-beli halmaz v illetve p
szerinti mértékei, hiszen maskiilonben nem lehetnének egy mérheté halmaz szekcidémér-
tékei, holott a Kellerer-feltételt kielégithetik. (A 2.4. allitds alapjan ez konnyen lathaté.)
Azonban a 6. fejezetben latni fogjuk, hogy még ez az extra feltétel sem feltétlen elegendd.
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3. fejezet

Atomos terek és a keresett
figgvény megkozelitése

Miutan tisztaztuk, mivel is akarunk foglalkozni, ideje elkezdeniink felépiteni a bizo-
nyitasunkat. Mivel a fiiggvényekre vonatkoz6 marginalisproblémat megoldé fiiggvényeket
valamilyen értelemben diszkrét médon tudjuk jol kozeliteni, els6 1épésként sziikségiink lesz
némi kombinatorikara.

3.1. Ford—Fulkerson és az atomos szorzattér

Ebben a szakaszban meg fogjuk oldani a fiiggvényekre vonatkozé margindlisproblé-
mat véges sok véges mértékii atombdl 4ll6 teljesen atomos mértékterek esetén. Bar ezt az
eredményt kozvetleniil nem hasznaljuk fel a késobbiekben, a hozzé vezeto bizonyitds gon-
dolatait hasznalni fogjuk az dltalanos eset bizonyitasahoz. Illendd tovabba megemlitentink,
hogy a bizonyitast Lovasz Léaszl6 és Michael D. Plummer munkéaja ihlette, akik konyviik-
ben rdmutatnak a margindlisprobléma és a folyamok elmélete kozotti osszefiiggésre (lasd
6] 2.5. szakasz).

Tegytik fel hat, hogy (X, A, u) és (Y, B, v) két teljesen atomos mértéktér (lasd 1.3. sza-
kasz), és tegyiik fel, hogy mindkett6ben csak véges sok (lényegesen kiilonb6z8) atom van,
és ezek is mind véges mértékiiek. Konnyen lathatd, hogy ekkor feltehetjiik: a mértékterek
pontjai megegyeznek a (nem nullmértékii) atomokkal. (Mint mér emlitettiik, nem kivanjuk
megkiilonboztetni a ,majdnem mindig azonos” dolgokat egymaéstol — tekintve, hogy hal-
mazok mértékeivel, fiiggvények integraljaival illetve marginalisfiiggvényekkel dolgozunk,
erre voltaképpen nem is lenne lehetéségiink.) Ekkor mindkét tér véges sok pontbdl all, az
A illetve B o-algebrék pedig az X illetve Y terek hatvanyhalmazai lesznek. (Eppen ezért
kényelmi okokbdl az egyetlen pontbdl allé {x} C X illetve {y} C Y halmazokra egyszerti-
en z-ként illetve y-ként fogunk hivatkozni.) Nyilvan a mértékterek (X x Y, A x B, u x v)
szorzata is atomos lesz. (Az itteni atomok az eredeti terek atomjainak szorzatai lesznek.)

Jegyezziik meg, hogy a mérhetd fiiggvények az atomokon (egy nullmértékii halmaz
kivételével) konstans értéket vesznek fel — ezért is tehetjiik meg, hogy pontoknak tekintjiik
8ket. Es igy, ha két fiiggvény integrilja egy atomon valamilyen reldciéban 4ll egymadssal
(egyenldk, az egyik kisebb a méasiknél, stb.), ugyanez teljesiil a fiiggvények értékeire is.
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Legyenek tehat adottak az f illetve g nemnegativ fliggvények az X illetve Y tereken,
valamint a szorzattéren legyen adott egy h nemnegativ és mérheto fliggvény, melyek értékei
végesek. (Mivel véges sok véges mértékii atombdl all a teriink, igy mértéke véges, és az
integralhatésag feltétele ekvivalens a fiiggvény végesértékiiségével.)

Konstrualjuk most meg a kovetkezd I' iranyitott grafot, az élein adott kapacitasokkal:

o A gréf csicsai legyenek egy a pont, X elemei, Y elemei és egy z pont. (Feltessziik,
hogy a,z ¢ X UY).

Az a pontbdl mutasson egy-egy irdnyitott é1 X minden x pontjiba. Ezek kapacitasa
legyen f(z) - u(x), vagyis az f fiiggvény integralja x-en.

e X minden z pontjabdl vezessen egy él Y minden y pontjaba. Ezek kapacitasa legyen
h(z,y) - u(x)v(y), vagyis h integralja = x y-on.

e Y minden pontjdbdl mutasson egy él z-be, rajtuk g(y) - v(y) (y € Y) kapacitassal
(ez a g fiiggvény y-on vett integrilja).

Vegyiik észre, hogy a szorzattér barmely mérheto fliggvénye kolcséndsen egyértelmiien
megfelel egy I'-n adott folyamnak — az r fiiggvény értékei legyenek az a@ (reX,yey)
éleken felvett folyamértékek 1/(u(x)v(y))-szorosai (igy a folyam értéke a fiiggvény = X y-on
vett integraljaval egyezik meg), ekkor at folyamértékei r X szerinti marginalisinak z-en
vett integraljai (u(z)-szeresei), % folyamértékei az Y szerint vett margindlisdnak y-on vett
integraljaival (v(y)-szorosaival) egyeznek meg. A folyam értéke pedig r integraljaval lesz
egyenld.

Ezzel a megfeleltetéssel a megengedett folyamokhoz pontosan azok a fiiggvények tar-
toznak, melyek h-nal sehol sem nagyobbak, és melyek marginalisai sem nagyobbak f-nél
illetve g-nél.

Tegyiik fel most, hogy f és g kielégitik a Kellerer-feltételt. Ha sikeriilne egy olyan
nemnegativ és megengedett folyamot taldlnunk, melynek értéke megegyezik f (és igy g)
integraljaval, az ahhoz tartozo6 fiiggvény megoldand a marginalisproblémat. (Mivel feltet-
tik, hogy f és g integralhatéak, igy ha egy fiiggvény margindlisai nemnegativok, sehol
nem nagyobbak f-nél illetve g-nél, viszont integraljuk megegyezik f illetve g integraljaval,
ugy a fiiggvény margindlisai majdnem mindig megegyeznek f-fel illetve g-vel.)

Mivel X és Y véges sok pontbdl allnak, valamint f és g integralja véges, igy elegendd
lenne latnunk, hogy minden vagas értéke legalabb 7 lesz. (Emlékeztet6iil: y-val f illetve g
integraljanak értékét jeloltiik.) Ekkor ugyanis a Ford—Fulkerson-tétel alapjan a maximalis
megengedett folyam értéke legalabb v lenne — vagyis a hozza tartozé fiiggvény kielégitené
a feltételeket.

Legyen tehat egy vagasuk, melynek egyik felébe a, A C X és B C Y tartozik. Ekkor a
graf kapacitasfiiggvényét c-vel jelolve, vagas értéke:

Se@)+ Y c@)+ i = [fdut [ hdgxv)+ [gdvza,
1 B

¢ A z€A,y¢B yeB AxB

ahol az egyenlétlenség a 2.2. Kellerer-feltétel az A és B halmazokra felirva.
Tehét bebizonyitottuk a kovetkezd tételt:
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3.1. Tétel. Legyenek (X, A, u) és (Y,B,v) teljesen atomos mértékterek, melyekben csak
véges sok (lényegileg kilonbozd) nem nullmértéki atom van, és ezek mértéke is mind véges.
Legyenek rajtuk adva az f illetve g nemnegativ mérhetd fliggvények, valamint legyen adva
az 6 (X x Y, A x B, x v) szorzatterikon egy h nemnegativ mérhetd figgvény, melyek
értékei (majdnem mindenhol) végesek. Ezen feltételek mellett pontosan akkor létezik egy k
nemnegativ mérhetd fiigguény a szorzattéren, melynek margindlisai (majdnem mindenhol)
f és g, valamint amely (nullmértéki halmaz kivételével) sehol sem nagyobb a h figguénynél,
ha [ és g kielégitik a h fliggvényre vonatkozé Kellerer-feltételt.

Megjegyzés. Mint mar emlitettiik, amennyiben a halmazokra vonatkoz6 marginalisprob-
lémat akarjuk megoldani, igy tovabbi megszoritasokat kell tegyiink az f és g fiiggvényekre:
fel kell tenniink, hogy f illetve g értékei ,, megfeleléek”, azaz értékeik egy-egy B-beli illetve
A-beli halmaz mértékével egyeznek meg.

Am (mint a 6. részben litni fogjuk) ez nmagéban még nem elegendd a teljesen ato-
mos halmazok esetének megoldasdhoz. Egy specidlis esetben viszont elegend6: méghozza
akkor, ha feltessziik, hogy az eredeti terek minden atomja azonos (véges) mértéki — fel-
tehetd, hogy ez az érték mindkét térre 1. (Amennyiben az atomok végtelen mértékiiek
lennének valamelyik térben, ugy f illetve g integralhatdsagabol kévetkezéen a reménybeli
szekciémérték-fiiggvényeink nulla integraliak lennének.) Ezen feltételezések mellett f és g
egészértékii lesz. S6t, észrevehetjiik, hogy itt X és Y végességének feltételezése sem sziik-
séges: erre I' végességének biztositdsdhoz volt sziikségiink, de mivel f és g integralhatd
és egészértékii, igy véges sok pont (egy véges mértékii halmaz) kivételével mindenhol 0
lesz. Ebb6l kovetkezéen I'-ben barmilyen megengedett folyam csak bizonyos ( f-tél és g-t6l
fiiggd) véges sok élen lehet nemnulla értékii. Tehat az ezek &ltal generélt részgrafot véve
egy véges problémat kell megoldanunk.

Most nyilvanvaléan I' minden élének kapacitasa egész szam lesz, igy a maximaélis folyam
is valaszthat6 egészértékiinek — tehdt a hozza tartozo fiiggvény is egészértékii, azaz (mivel
a xar 0-1 értéki fiiggvény korlatozza) egy halmaz karakterisztikus fiiggvénye lesz.

Tehdt a diszkrét esetben (teljesen atomos, csupa azonos és véges mértékid atombdl dllo
mértékterek esetében) a halmazokra vonatkozé margindlisprobléma pontosan akkor meg-
oldhato, ha f illetve g minden értéke a Y illetve X atommértékének egész tobbszorosose,
valamint f és g kielégiti a Kellerer-feltételt.

3.2. A ,,nem tul nagy” fiiggvények szuprémuma

Ebben a szakaszban megprébaljuk beldtni, hogy — a 2.3. tétel feltételei mellett — a
fiiggvényekre vonatkozd marginélisproblémat megoldé fiiggvény (akar létezik, akir nem)
valamilyen értelemben megkozelithet6 bizonyos fiiggvényekkel, melyeket ,nem tal nagy”
fliggvényeknek fogunk nevezni.

Legyen tehat adott egy (X, A, u) illetve egy (Y, B, v) mértéktér, és legyen rajtuk adva az
f illetve g nemnegativ és integralhaté fliggvény, valamint legyen adott a két tér szorzatan
a nemnegativ és mérheté h fiiggvény is. Tovabbi megszoritasként fel kell tételezniink,
hogy a h fliggvény minden véges mértékii halmazon integralhaté. Tegyiik fel azt is, hogy
f és g kielégiti a h-ra vonatkoz6 2.2. Kellerer-feltételt. Az f és g fliggvények integralja
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ekkor megegyezik, ezt a (véges) értéket ~y-val fogjuk jelolni, tovabbd (mint a 11. oldalon
megjegyeztik) feltehetjiik, hogy a mértéktereink o-végesek.

Adott f, g és h mellett olyan nemnegativ fiiggvényeket neveziink ,nem til nagynak”,
melyek sehol sem nagyobbak h-nal, és marginalisaik sem nagyobbak f-nél illetve g-nél.

Egy nem tul nagy fiiggvény integralja nyilvin soha nem nagyobb ~-nél, és ha az in-
tegralja egyenl$ ~-val, akkor ¢ megolddsa lesz a feladatnak. (Az, hogy az integral soha
nem nagyobb y-nal a Fubini-tétel egyenes kdvetkezménye. Ahhoz, hogy a « integralii nem
tul nagy fliggvény megfelel6 lesz, a Fubini-tételbol és a fiiggvények nemnegativitasabol
lathato.)

A célunk tehat az, hogy belassuk: nem tuil nagy fiiggvényekkel meg tudjuk kézeliteni
integrélban a (feltételezett) megoldést. Precizebben: a nem tul nagy fliggvények halmazdt
KC-val jelblve teljesiil a

sup /kd(uxy) Eekp)=vy
XxXY

Osszefliggés. Ennek eléréséhez meg fogjuk probalni valamilyen értelemben ,,diszkretizalni”
a problémat.

El6szor is rogzitsiink egy pozitiv € szamot. Mint az 1.4. szakaszban lattuk, f-hez ta-
lalhat6 egy olyan mérheté f. fiiggvény, amelyre:

e 05 fe < fs

o f. egyszerii, vagyis csak véges sok értéket vesz fel;

{fs > 0} (a tovdbbiakban: X’) véges mértékii;

e 0< [x (f—f)du<e.

Az els6 kett6 és az utolsé pontrél a mar hivatkozott 1.4. szakaszban leirtuk, miért
tehet6 fel. A harmadik pont pedig f. egyszerliségének és az utolsé pontnak nyilvanvald
kovetkezménye: mivel f integralja véges, f--é ennél nem nagyobb (de nemnegativ), tovibba
mivel f. nemnegativ és egyszeri, igy ahol f. nemnulla, ott van minimalis értéke, tehat egy
véges mértékli halmaz kivételével mindenhol 0 értéket vesz fel.

Nyilvan teljesen hasonléan valaszthatd egy g. mérhet6 fiiggvény is, melyre:
* 0<g:<y;

e g. egyszerii, vagyis csak véges sok értéket vesz fel;

{g- > 0} (a tovabbiakban: Y”) véges mértéki;

¢« 0< [y (9—9:) du<e.

Most szeretnénk egy hasonld tulajdonsagokkal rendelkezé h. fiiggvényt is talalni, &m
itt szlikségiink lesz egy plusz feltételre: fel kell tenniink, hogy az X x Y szorzattér eldall
egy véges téglardcs (ldsd 1.2. szakasz) alakjdban (pontosabban egy téglaracs unigjaként),
ahol a téglaracs elemein h. konstans, legalabbis azon a részen, ahol erre sziikségiink lesz:
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az X' x Y’ téglan. Viszont ezt csak gy tudjuk elérni, hogy elhagyjuk a h. < h feltételt,
és ennek megfeleléen [y |h — he|d(p X v) < e-t tételeziink fel.

A h. fiiggvényt X’ x Y'-n kiviil h-val egyenlének fogjuk definidlni, tehét elég a fen-
tieket az X’ x Y’ halmazok megcsindlnunk. (Nyilvdn ha ott van egy véges téglaracs, az
Hkiterjeszthet8” az egészre is.) Most h integrdlhaté X’ x Y’-n, hiszen ez véges mértékii
(lattuk, hogy mind X’ mind Y’ az, h-rdl pedig feltételeztiik, hogy minden véges mértékii
halmazon integralhatd). Vegyiink itt egy h' egyszeri fliggvényt, amelyre teljesiil, hogy 6
nemnegativ, és integralban e-nal kozeliti h-t, vagyis [y, v/ |h — P |d(p xv) <e.

Ezt a /-t fogjuk a nekiink megfelel6 médon atalakitani. Legyenek A’ nemnulla értékei
1 < cg < -+ < ¢p. Ekkor {h' = ¢1} (mint mar erre utaltunk az 1.2. szakaszban) megkoze-
lithet6 véges sok tégla (diszjunkt) unidjaval — nevezziik ezt az uniét Si-nek — tetszéleges
n > 0 pontossaggal. Mivel I/ korlatos, igy n-t elég picire vdlasztva elérhetd, hogy Si-en
B’ értékét cq-re valtoztatva {h' = ¢1} \ Si-en pedig nullavé téve még mindig ne sértsiink
meg semmilyen feltételt, melyet h'-re tettiink. Masképp fogalmazva: feltehetd, hogy h' a
c1 értéket véges sok tégla unidjan veszi fel.

Nyilvdn hasonlé mdédon feltehetd, A’ minden nemnulla értéket téglak véges unidjan
vesz fel. (Ehhez tobbszor ki kell haszndlnunk a téglak félgytirii tulajdonsagat. Amennyiben
példaul S; = {h' = ¢1} tégldk véges unidja, eléfordulhat, hogy a {h' = c3}-t kozelitd S,
téglarendszer ebbe belemetsz. Am a félgyfirti tulajdonsdg miatt S; \ So is téglik véges
unidja lesz.) Ekkor az X’ x Y'\ {h/ # 0} halmaz is felbomlik tégldk diszjunkt uni6jéra
(szintén a téglak halmazanak félgytirii tulajdonsiga miatt). Diszjunkt téglak véges unidja
pedig nyilvan ,,general” egy véges téglaracsot, hogy az eredeti téglak a téglaracs elemeinek
(diszjunkt) uniéi legyenek.

Vagyis a h. fliggvényt X’ x Y'-n h'-vel, azon kiviil pedig h-val egyenlének definidlva
sikeriilt el6allitanunk egy h. fiiggvényt, melyre teljesiil:

i hz—: > 05
o he|lxixyr egyszerti, vagyis he az X' x Y/ halmazon csak véges sok értéket vesz fel;

o X'xY’ felbomlik egy olyan véges R téglardccsd (UR = X' x Y teljesiil egy R véges
téglaracsra), melynek elemein h. konstans;

o 0< [xuylh—heldpxv)= [xi iy |h—held(pxv) <e.

Most szeretnénk elérni, hogy f:|x/ nivéhalmazai és R X'-re vett vetiilete megegyezze-
nek egymassal — pontosabban, hogy f. konstans legyen R vetiiletének elemein. Ez nyilvan
elérhet®, hiszen f.|x/ nivéhalmazainak rendszerét (az {f. = ¢} alaki halmazokat — ez vé-
ges sok diszjunkt nemiires halmaz, plusz az iireshalmaz lesz) P-vel, R X'-re vett vetiiletét
vetiiletét X-szel, Y'-re vett vetiiletét pedig Y-nal jelolve, a P U X rendszer diszjunkti-
zéltiat (vagyis a (N; As) \ (UfLy ;) halmazok rendszerét, ahol az A;-k és Cj-k mind
kiillonbozbek és lefedik P U X-et) pedig P’-nek nevezve R helyettesithetd P’ x V-nal — ez
mar teljesiti a kivant feltételt. Vagyis feltehetd, hogy f. konstans az R téglardcs X'-re vett
vetiiletének minden elemén, és nyilvan hasonléan feltehetd, hogy g. konstans az R Y'-re
vett vetiiletének minden elemén.
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Végsd soron tetszoleges € > 0 mellett el6 tudtunk allitani egy R véges téglaracsot,
valamint olyan f;, g illetve he X-en, Y-on illetve X X Y-on értelmezett nemnegativ
mérhet6 fliggvényeket, melyekre:

e 0<f:<f,0<g:<g, he 20;
e R elemein h., megfelel6 oldalaikon pedig f. illetve g. konstansok;

¢ R megfelel6 vetiiletein kiviil f. illetve g. csak a 0 értéket veszi fel;

0 < fX(f_fs) dp, fy(g_ga) dv, fXXy‘h_ha|d(,U«><l/) < e

Most a teljesen atomos esethez hasonléan elkészithetiink egy I' irdnyitott grafot, élein
adott kapacitasokkal. Nevezziik R X-re vett vetiiletét X-nek, Y-ra vett vetiiletét pedig
Y-nak. Ekkor:

o T csucsai legyenek egy a pont, X elemei, ) elemei valamint egy z pont (feltessziik,
hogy a,z ¢ X UY);

e mutassanak a-bdl élek X minden A elemébe, kapacitasuk pedig legyen f. itt felvett
értékének pi(A)-szorosa, vagyis [, fe dp;

o mutassanak I'-nak tovabbi élei X minden A elemébdl ) minden B elemébe, kapcita-
suk pedig legyen h, itt felvett értékének pu(A)v(B)-szerese, vagyis [4, ghe d(p X v);

o ezen felil legyenek I'-ban ) minden B elemébdl z-be mutato élek, ezek kapacitisa
pedig legyen g. B-n felvett értékének v(B)-szerese, vagyis [z g dv;

e ne legyenek tovabbi élei I'-nak.

Ekkor I' egy véges graf lesz.

Most (szintén az atomos esethez hasonléan) a I'-n értelmezett (nemnegativ) megenge-
dett folyamok megfelelnek olyan X x Y-on értelmezett fiiggvényeknek, melyek értéke R
elemein kiviil mindig 0, R elemein konstansok, marginalisaik nem nagyobbak f.-nél illetve
ge-nal, valamint értékei sehol nem nagyobbak h.-nal. Valéban, ha adott egy megengedett
folyamunk, akkor az X x Y-on értelmezett fliggvényt R elemein kiviil 0-nak, R egy A x B
elemén pedig a folyam AB-n felvett értékének 1 /(u(A)v(B))-szereseként definidlva ezek a
feltételek mind teljesiilni fognak, a fliggvény integrélja pedig a folyam értéke lesz. (Lasd a
teljesen atomos eset részletezését a 15. oldalon.)

Kovetkezonek meg kellene becsiilniink egy vagas értékét. Legyen a vagasunk olyan,
hogy az egyik felébe tartozzon az a pont, az oda tartozé X-beli elemek unidja legyen A,
az Y-belieké pedig B. Az |J X illetve az |JY halmazra pedig alkalmazzuk a mér haszndlt
X' illetve Y’ jelolést. Ekkor a vagas értéke:

/ fedu+ / hgd(uxu)—i—B/gng:ngdu—i— / hed(p x v) + / ge dv >

X\A Ax(Y'\B) Ax(Y'\B) Y'UB
z/fdu—e—F / hd(p x v) —e+ / gdv —e >y — 3¢,
a Ax(Y'\B) Y'UB
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ahol az egyenléség abbdl adddik, hogy f- illetve g. X'-n illetve Y’-n kiviil 0 értéket vesznek
fel, az els6 egyenlétlenség 0 < f. < f, 0 < g. < g valamint az f — fz, g — g= és |h — he|
fliggvények integraljaira tett feltételek kovetkezménye, a maésodik egyenlétlenség pedig
a 2.2. Kellerer-feltétel kozvetlen alkalmazésa.

Vegylink tehat egy maximalis megengedett folyamot, a hozza tartozd fiiggvény neve

legyen k', és min(k’, h)-t nevezziik kyq--nak. Ekkor ky.-ra teljesiil, hogy:
e k4 nemnegativ;

o k4. marginélisai nem nagyobbak f-nél illetve g-nél, hiszen k4. nem nagyobb k’-nél,
mindketté nemnegativ, k' marginalisai pedig nem nagyobbak f.-nal illetve g.-ndl,
ezek pedig nem nagyobbak f-nél illetve g-nél;

e k4 sehol nem nagyobb h-nél;

o Jxyuy kae d(ppxv) > v —4e, hiszem k' integralja a maximalis folyam értékével egyezik
meg, azaz legaldbb v — 3¢, tovabba k' nem nagyobb h.-nal, igy min(k’, h) integrélja
Kk'-énél legfeljebb e-nal lehet kisebb (mivel [y .y |h — he|d(p X v) < €).

Vagyis minden € > 0-ra eldallitottunk egy k. nem til nagy fliggvényt, melynek integ-
ralja legfeljebb e-nal kisebb «-nal. Masfeldl a nem tdl nagy fliggvények integraja sziikség-
szerfien nem nagyobb f integraljanal, v-nl. Igy valéban beldttuk a

sup /kd(uxy) ke Kpy=vy
XxY

Osszefiiggést.
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4. fejezet

A fuggvények esetének megoldasa

Ebben a fejezetben szeretnénk belatni a 2.3. tételt. Az el6z6 részben bizonyitottuk,
hogy a tétel feltételei mellett a nem til nagy fliggvények (lasd 17. oldal) integraljainak
szuprémuma az f és g fliggvények kozos v integralja. Tehat ha sikeriilne igazolnunk, hogy a
szuprémum el6all maximumként, azaz van egy nem til nagy fiiggvény v integrallal, akkor
a fliggvényes eset bizonyitasaval készen lennénk (mint azt mar a nem til nagy fliggvények
fogalmanak bevezetésekor megéllapitottuk).

Legyen tehét adott egy (X, A, 1) és egy (Y, B, v) mértéktér, rajtuk az f és g nemnegativ
integralhaté fliggvényekkel, valamint a szorzattéren értelmezett h nemnegativ mérhet6
fliggvény, amelyrol feltessziik, hogy majdnem mindenhol véges értékii, és melyre f és g
kielégiti a 2.2. Kellerer-feltételt - és igy a 11. oldalon irtak szerint feltehetjiik azt is, hogy
a mértéktereink o-végesek. (Ebben a fejezetben arra, hogy h véges mértékii halmazokon
integralhaté nem lesz sziikségiink, a véges értékiiség gyengébb feltétele elegendé lesz. Az
er0sebb feltételt voltaképpen csak az eléz6 fejezetben haszndltuk ki, megfelel§ atomos
kozelités megkonstrudlasdhoz — lasd a h. fliggvény konstrukciéjat a 18. oldalon.)

Vegyiik most nem til nagy fiiggvények (a szorzattér nemnegativ mérheté fliggvényei,
melyek marginalisai nem nagyobbak f-nél illetve g-nél, maguk pedig nem nagyobbak h-
nal) egy (k(”)x:il sorozatat, melyekre

/ K™ d(p x v) — v
X XY

teljesiil. (Bar a 2.3. tétel bizonyitasahoz azt az esetet kell haszndlnunk, ahol v az f és g
fuggvények kozos integralja, a bizonyitas barmely v érték mellett helyes lesz. A nem tul
nagy figgvények definicidja alapjan ez az érték nem lehet nagyobb f és g integraljanal,
igy mindig véges.)

4.1. Az integralhaté és négyzetesen integralhaté eset

Most vegytik észre, hogy ha h négyzetesen integralhaté és integrélhato is volna (vagyis
benne lenne L*(X x Y) N L' (X x Y)-ban), tgy (a 0 < k™ < h-bél adédéan) minden n-re
k(™ e L2 és |[k™|| < ||h|| is teljesiilne (az L*-norméval) — vagyis talalhatnank (/{:(”))Zo_l
nek egy gyengén konvergens részsorozatat (lasd az 1.5. szakaszt). Feltehetnénk tehat, hogy
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a (k("))oo ) sorozat gyengén konvergens, gyenge limesze pedig a k fliggvény. Ekkor, mivel
n—

a k(™ fiiggvényeket majoralja az integralhaté h fiiggvény, ezért

/kd(uxv nhm /k dlu xv) =7
XxY XxY

kovetkezne (lasd az 1.5. szakaszt). Vagyis ebben az esetben elég beldtnunk, hogy k£ nem tl
nagy fliggvény. Ehhez két dolgot kell ellendrizni: hogy nemnegativ, de sehol nem nagyobb
h-nél; illetve hogy marginélisai sehol nem nagyobbak f-nél illetve g-nél.

Mivel minden n pozitiv egészre k(™ < h, fgy minden véges mértékii C € A x B
halmazra:

/kd(uxu) :nli_{)(r)lo/k(”)d(uxu) §/hd(,u><u),
loj c c

amib6l k < h adédik (hiszen (X x Y, A x B, u x v)-rél feltehettiik, hogy o-véges, lasd 1.4.
szakasz). A k fiiggvény nemnegativitdsa ugyanilyen médon lathaté (a fentit h helyett az
azonosan 0 figgvényre és forditott irdnyd egyenlétlenségre alkalmazva).

Es ehhez hasonléan kaphatjuk a marginalok nem til nagységéat is. Vegyiink egy tet-
sz6leges A € A véges mértékli halmazt. A h fiiggvényrdl feltettiik, hogy integralhatd, és
minden n-re majoralja k(™-et, tehat:

n—oo
AXY AXY

= lim_ ( / K™ (2, y) dV(y)) dp(x) < / f (@) dp()
A Y

A

/ (/ k(z,y) dl/(?/)) dp(x / E(z,y)d(p x v)(z,y) = lim / kM (2, y) d(p x v)(z,y) =
A \y

teljesiil, vagyis k elsé margindlisa sehol nem nagyobb f-nél. A mésik marginalisra vonat-
kozo feltétel ugyanigy adodik.

Tehat sikertlt bebizonyitanunk, hogy amennyiben h integralhat6 és négyzetesen integ-
ralhaté is, valamint f és g kielégitik a h-ra vonatkoz6 Kellerer-feltételt (lasd 2.2.), tgy
valéban el6allithatd a marginélisproblémat megoldé fliggvény.

Az altalanos eset

Adott tehat k(™ nem tul nagy fiiggvények egy sorozata, melyek integralja v-hoz tart.
Nevezziik minden n pozitiv egészre f(™-nek illetve ¢(™-nek k(™ X-re illetve Y-ra vett
margindlisat. Ekkor

/f(”)duzf /k: d(p X v) — 7
X Y

XxY

teljesiil. Szeretnénk ezekbdl az £ illetve ¢(™ fiiggvényekbdl egy valamilyen értelemben
gyengén konvergens részsorozatot kivalasztani.

Ehhez elOszor is particionaljuk haromféle médon X x Y-t, majd vegyiik ezeknek a
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metszetét: vagyis allitsunk el6 egy D, egy H és egy R halmazrendszert, melyek elemei
diszjunkt mérhet6 halmazok, és mindharom unidja az egész X x Y. Ezek metszete alatt a

DNHNR:={DNHNR|DeD,HeH ReR}

halmazrendszert értjiik, mely nyilvinvaléan megint csak egy (mérhetd) particiondldsa lesz
X x Y-nak.

A D halmazrendszer legyen egyszerien X x Y felbontdsa megszamlalhatéan sok véges
mértéki halmazra.

A H particiondlast olyannak valasztjuk, hogy megszamlalhatéan sok elembdl alljon,
és minden elemén h integralhaté és négyzetesen integralhato is legyen. Példaul megtehetd
ez ugy, hogy D elemeit tovibbdaraboljuk az {{m <h <m+1}| m =0,1,2,...} halmaz-
rendszerrel.

Az R halmazrendszert H-hoz hasonléan allitjuk el6, csak ez egy megszamlalhaté tég-
laracs lesz, melynek minden elemének oldalain f illetve g négyzetesen integralhaté. (Fel-
bontjuk ilyen halmazok diszjunkt unidjara X-et illetve Y-t, és ezeket Osszeszorozzuk — a
felbontasok létezése H elballitdsdhoz hasonléan lathatok.)

Most tehat a D NH N 'R rendszer elemi megszamlalhatéan sokan vannak, nevezziik

oket C,Co, .. .-nek. Minden j pozitiv egészre legyen k:](-n) :

(n)

nevezzitk f;n)—nek illetve g;

= k(™) - X, marginalisait pedig
-nek. Legyen tovabba h; := h - x¢;

A fenti definiciék alapjén léthato, hogy a C; halmazok, valamint a k", £, gt

figgvények kielégitik a kovetkezo feltételeket:
o (' mértéke véges minden j-re;
e a (; halmazok vetiiletein f illetve g négyzetesen integralhato;

e minden j pozitiv egészre 0 < k: ,f n) Ry
. k:j(-n) < hj, tetszdleges j esetén;

o« > k§n) =k < h, P fj(»n) = fn < f, PR 1gj = ¢ < g, és természetesen
j=1hj =h;
(n)

illetve 9;

X-en illetve Y-on), minden j pozitiv egész mellett;

is integralhaté valamint négyzetesen integralhaté (X x Y-on,

(n)  ¢(n)

o [ és g\ Kielégitik a hj-re vonatkozo 2.2. Kellerer-feltételt, hiszen k") margindli-

sai, és kzj(»n) < hj, barmely j-re (lasd a 2.4. allitast).

Mivel minden j pozitiv egész szamra az ( f (n )) __ sorozat elemei mind négyzetesen in-
tegralhatdak, tovabbd sehol sem nagyobbak f-x, (c,)-nél (ahol mx (D) alatta D C X x Y
halmaz X-re vett vetiiletét értjiik), amely szintén négyzetesen integralhatd, igy a sorozat
az L?-norméban korlatos is, vagyis ki tudunk vélasztani belSle egy gyengén konvergens
részsorozatot.

Valasszunk ki tehat egy gyengén konvergens részt f1 —bol legyen a hatarértéke f1
Most ritkitsuk tovabb az igy kapott részsorozatot, hogy f is tartson egy fg fiiggvényhez,
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és folytassuk ezt minden j-re. Ekkor az ,atlés sorozat” mentén minden j-re konvergens

lesz f{").

(Precizen: Létezik egy ni1,m1,2,... sorozat, hogy fl(n1,1)’f1(n1,2)7 ... gyengén konver-
gens, hatarértéke fi. Létezik ehhez hasonléan minden | > 2-re az n;_1,1,1)—12,... soro-
zatnak egy n;1,n2,... részsorozata, hogy fl(m‘l),fl(m‘Z), ... is gyengén tart egy ﬁ fuge-

(n1,1) f(nz,z)
) ] AR

vényhez. Ekkor minden j pozitiv egészre fj . gyengén konvergal f}—hez.)

Tehat feltehetjiik, hogy minden j-re az fj(n) sorozat gyengén konvergens, gyenge limesze
pedig fj Nyilvan hasonléan feltehetd az is, hogy a gj(»n) sorozatok is tartanak valamely g;
figgvényekhez.

Most szeretnénk olyan nemnegativ Ej fliggvényeket eldallitani, melyeknek marginalisai
fj illetve g;, valamint nem nagyobbak h;-nél. Ehhez (az el6z6 szakaszban targyaltak sze-
rint) elég volna belatni, hogy fj és g; kielégitik a hj-re vonatkozé Kellerer-feltételt, hiszen
h; integralhat6 és négyzetesen integralhato is.

Vegyiink tehat egy tetszéleges A € A és B € B halmazt. Ezekre (mivel f;n)—et majorélja

az integrahaté f, gj(-n)—et pedig az integralhaté g fiiggvény):

[ =i, [ 1=t [ v = [ a0
X X Y Y

(n) (n)

hiszen f () g 9; integralja minden n-re megegyezik egyméssal (mindkett6 kj integral-

ja); valamint:

/h d(p x v) —i—/f]d,u—l-/gjdu— / hjd(p xv)+ lim/f](n)du+7lli_>rgo/g§n)du:

AxB AxB B

= lim /hduxz/ —|—/f(n du—l—/g dv| > lim f}n)du:

n—oo n—oo
AXB X

:/fjdu:/gjdy,
X Y
() 4

ahol az egyenl6tlenség abbdl kovetkezik, hogy (mint méar megallapitottuk) fj és 9;
minden j és n mellett kielégitik a hj-re vonatkoz6 Kellerer-feltételt.

Vagyis f; és g; valoban eleget tesznek a hj-re vonatkozé Kellerer-feltételnek, igy létezik
hozzajuk egy 0 < k < h; fuggveny, melynek pont f] és g; a margindlisai. Azt szeretnénk
most belatni, hogy a k= Z] 1 k: fliggvény kielégiti a feltételeinket: egy nem til nagy
figgvény lesz, v integrallal.

A %j < h; 6sszefiiggést mar belattuk (igazabdl igy allitottuk els %j—t), igy az Osszegiikre
vonatkozé k = Z] 1 k < Z] 1 hj = h is nyilvanvaléan adddik.

Mivel k = Z k:], igy k marginalisai nyilvan a Z 1 fJ illetve Z <, g; fuggvények
lesznek. (A fiiggvények nemnegativitdsa miatt az integralképzés és az Gsszegzés felcserél-
hetd.) Vagyis azt kéne latnunk, hogy >272, E < filetve 3752, g; < g. Nyilvan elegendd az
egyiket bizonyitanunk (a masik teljesen hasonléan miikodik). Vegytink tehat egy tetszole-
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ges véges mértékii A € A halmazt. Erre:

/ijd,u th/f()du—hmZ/f(ndu—hm/f du</fd,u,

A J=1

hiszen fj(")—et minden j és n mellett majoralja az integralhaté f fliggvény, igy a hatar-
értékképzés és az Osszegzés felcserélhetd. (Az integralas és az Osszegzés felcserélhet&sége
megint csak a fiiggvények nemnegativitdasabdl adodik. )

Tehat mar csak azt kellene belatnunk, hogy k integrédlja valoban v lesz. Ez is az eddi-
giekhez hasonlbéan bizonyithato:

/kd(,uxu /k:d,uxy /f]du th/f

XxY =y
= Jim [ = i [ = [ K =5,
x J=1 X XXY

c sz

c s 2

OJabol kovetkezﬂ{, a szumma, és a limesz illetve az integral felcserelhetosege megint csak a
nemnegativitasbol illetve az f; (n) fiiggvények majoraltsigabdl adédik (f majordlja Sket és
integralhaté), utana f (n) definiciojét haszndljuk ki (32724 k](n) = k(™) teh4t a nemnegati-
vitds miatt a margindlisaikra is hasonlé teljesiil), végiil pedig f () illetve k(™ definici6ja
adja az egyenlOségeket.

Vagyis k valéban egy nemnegativ mérhet6 fiiggény lesz, amely sehol sem nagyobb h-nél,
margindlisai pedig f-nél illetve g-nél. Ezzel a marginalisprobléma fliiggvényekre vonatkozd

esetét megoldottuk, bebizonyitottuk a 2.3. tételt.
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5. fejezet

A specialis alak(1 megoldas és a
halmazok esete

Ebben a fejezetben, a halmazokra a 2.2. szakaszban megfogalmazott kérdés megvala-
szolasanak érdekében, bizonyos specidlis alakti megoldasok 1étezését bizonyitjuk. Az ehhez
kapcsolédo tételiink a kovetkezd lesz:

5.1. Tétel. Legyen adott eqy (X, A, ) és eqy (Y,B,v) o-véges és atommentes mértékte-
rink, legyen tovabba adott a két tér (X XY, Ax B, uxv) szorzatdin egy nemnegativ mérhetd
h fiiggvény, amely egy nullmértéki halmaz kivételével véges értékeket vesz fel. Barmely k
mérhetd figguényhez a szorzattéren, amely kielégiti a 0 < k < h feltételt (majdnem min-
denhol), létezik egy U halmaz, hogy k és h - xy margindlisai (egy nullmértékd halmaz

kivételével) megegyeznek.

Az adott k fiiggvény X illetve Y szerinti margindlisait, az el6zd részek szokésainak
megfelelGen, f-fel illetve g-vel fogjuk jelolni.

A tételt a kovetkez6 mddon fogjuk bizonyitani: el6szor bizonyos specidlis feltételeket
kielégito h fiiggvény mellett latjuk be, hogy a megoldasok halmaza a négyzetesen integ-
ralhaté fiiggvények L2 terének egy gyenge* kompakt részhalmaza lesz. Ekkor a Krein—
Milman-tétel szerint (ldsd 5.5. tétel) van a megoldadshalmaznak egy extrém pontja. Ez-
utan bebizonyitjuk, hogy a megoldashalmaz extrém pontjai mindig h - xy alakaak, végiil
az altalanos esetet visszavezetjiik az ilyen specidlis h-k esetére.

5.1. A topologikus vektorterekrdl illetve az L? térrél

Topologikus vektortér alatt olyan halmazokat értiink, melyek el vannak latva egy vek-
tortér strukturaval és egy topoldgiaval is, rdadédsul ezek ,kompatibilisek”, abban az értel-
meben, hogy a vektortérmiiveletek (a vektorok osszeaddsa illetve skalarral val szorzédsa)
folytonosak az adott topologidra nézve. (Az Gsszeadas esetén természetesen a tér dGnmaga-
val vett direktszorzatan értelmezett szorzattopologidra nézve folytonos. Vagyis a vektor-
tertinket V-vel jelolve a V x V. — V| (u,v) — u + v leképezés folytonossagit koveteljitk
meg, ahol a V' x V téren a V-bél 6rokolt szorzattopoldgia adott.)

Ezeknek a feltételeknek nyilvan megfelel barmilyen normalt tér, igy L?(Z,C, &) is egy
tetszOleges (Z,C, &) mértéktér mellett. Mivel nekiink csak erre az esetre lesz sziikségiink,
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ezért a tovabbiakban feltessziik, hogy a vektortereink val6s vektorterek (bar az &llitdsok
mind bizonyithatok altaldnosabb esetben is).

Vegyiink egy V' topologikus vektorteret, és az 6 V* dudlis terét (a rajta értelmezett
folytonos linedris funkcionalok terét), és tegyiik fel, hogy V* elvilasztja V elemeit (vagyis
barmely V barmely két eleméhez létezik egy V*-beli elem, amely értékei kiilonbozoek a két
vektoron). Nyilvan a duélis téren is természetes médon tudjuk értelmezni az 6sszeadds és a
skalarral valé szorzas miiveletét, tehat a dudlis tér is egy vektortér lesz. Vegyiik észre, hogy
V tetszéleges v elemére a V*-on értelmezett, A — A(v) leképezés egy linearis funkciondl.
Konnyen lathaté, hogy ez egy vektortopoldgia lesz, vagyis V* a gyenge* topologiaval egy
topologikus vektorteret alkot.

Riesz reprezentidcos tétele szerint az L? tér dualisa onmaga — hiszen (mint az 1.5.
szakaszban mar megjegyeztitk) L? egy val6s Hilbert-teret alkot az (r,s) = [, r - sd¢ ska-
larszorzattal. Mivel pedig minden C' € C véges mértékli halmazra y¢ négyzetesen integral-
hat6 (négyzete onmaga, integralja £(C)), igy r — [~ d{ egy folytonos linedris leképezés
lesz — vagyis amennyiben (Z,C, &) o-véges (és mi csak ezzel az esettel foglalkozunk), tgy
(az 1.4. szakaszban irtak szerint) L? dudlisa elvalasztja L? pontjait.

Sziikségiink lesz még az operatornorma fogalmara is. Egy adott V normalt téren min-
den A folytonos linedris funkcionalra a sup {|A(v)|| v € V ||v|| = 1} érték véges. Ezt ne-
vezzilk A normédjanak. Kénnyen lathato, hogy ez valéban egy norma lesz V*-on, s6t Riesz
reprezentacios tétele kimondja azt is, hogy amennyiben V egy Hilbert-tér, gy V eleme-
inek operdtornormaja meg fog egyezni a ,hagyomdnyos” normdajukkal. (Mint fent mar
megjegyeztik, egy valés Hilbert-tér dudlisa mingig 6nmaga.)

A fentiek szerint tehat L?-re (a rajta értelmezett gyenge* topolégia mellett) alkalmaz-
hatjuk Banach és Alaoglu tételét:

5.2. Tétel (Banach—Alaoglu). Egy V normdlt téren, melynek elemeit szétvalasztja V*,
barmely M pozitiv szamra a legfeljebb M normdjd folytonos linedris funkciondlok K hal-
maza a gyenge* topologia szerinti kompakt része lesz V*-nak.

Bizonyitds. (A bizonyités lényegében megegyezik Walter Rudin bizonyitasaval — lasd [7]
3.15.)

AV tér minden v elemére, és minden K-beli A elemre A(v) a [—M - ||v||, M - |jv][]
intervallumba esik. Tekintsiik tehat a

M= [] Mol M- ol = {0V —R| Yo € V [o(o)] < M- o]}
veV

fiiggvényhalmazt. A legfeljebb M normaju V*-beli funkcionalok nyilvan mind benne van-
nak II-ben.

A 1T halmaz (Tyihonov tétele szerint) kompakt lesz a szorzattopoldgidban. Masfel6l
megszoritott gyenge* topologiat kapjuk — a két topoldgia definiciéja pontosan megegyezik
itt. Vagyis ha be tudnénk latni, hogy K (a szorzattopoldgia szerint) zart része Il-nek, tgy
belatnank azt is, hogy K gyenge* kompakt.

27



Vegyiik hat K lezartjat II-ben, és tekintsiik ennek egy ® elemét. Azt kéne beldtnunk,
hogy & folytonos és linedris.

A halmazok lezartjanak definici6ja alapjan ® minden kornyezete tartalmazza K egy
elemét. Vagyis tetszéleges € pozitiv szamra, u és v vektorokra, valamint a és 8 skalar-
ra létezik egy olyan A lineéris funkciondl V*-ban, hogy ® és A értéke u-ban, v-ben és

(- u+ - v)-ben is legfeljebb e-nal tér el egyméastol. Ekkor:

|P(a-u+p-v)—a-®u)—pF-d(v)

|=|[®(a-u+p-v)—Ala-u+p-v)]—
—[a- ®(u) — - Au)] -

(8- @(v) =B -AW)]| < (A +]al+18]) - &

minden pozitiv e-ra teljesiil — vagyis ® valéban lineéris.

A fiiggvény folytonossara innen pedig mar nyilvanval6, hiszen (mint IT minden eleme)
0 egy korlatos funkcional, a linearis funkcionalokon pedig a folytonossig és a korlatossag
feltétele megegyezik. (Emlékeztet6iil: a nemnulla linedris funkcionédlok értékkészlete soha
nem korlatos. Egy normalt tér korlatos funkcionalja alatt az egységgémbdn korlatos funk-
cionalokat értjiik. Igy nyilvan, ha minden u,v € V-re |®(u — v)| < [ju — v|| - M, tgy a

linearitas miatt ® folytonos lesz.)

q.e.0.

5.3. Kovetkezmény. A fentiek alapjan tehat tetsz6leges Hilbert-tér, igy egy o-véges
(Z,C, &) mértéktér esetén L%(Z,C,€) tetszbleges sugart 0 kézéppontii zart gémbjei kom-
paktak lesznek a gyenge® topoldgia szerint.

5.2. Az extrém pontok szerepe és a specialis alakii megoldas

A problémat el6szor abban a specidlis esetben fogjuk megoldani, amikor a korlatozd
h fiiggvény négyzetesen integralhaté (L2(X x Y, A x B,u x v)-beli), és egy pozitiv, de
véges mértékli C' € A x B halmazon kiviil azonosan 0. Az altaldnos esetet erre fogjuk
visszavezetni.

A plusz feltétel mellett barmely 0 < k < h fliggvény négyzetesen integralhato lesz, és k
L?-norméja nem lesz nagyobb h L?-normajénal — vagyis azon nemnegativ fiiggvények M
halmaza, melyek nem nagyobbak h-nal, marginalisaik pedig f-fel és g-vel egyeznek meg
(majdnem mindig), L? egy (normaban) korlitos részhalmaza lesz. Igy a Banach-Alaoglu-
tétel alapjan, ha be tudnank latni, hogy M egy zart halmaz L? gyenge* topoldgidja szerint,
akkor beldtnank azt is, hogy M gyenge* kompakt. Ehhez elegenddek a kdvetkezok:

« A nemnegativ fiiggvények gyenge* zart halmazt alkotnak L?-ben, hiszen ha egy fiigg-
vény (pozitiv mértékii halmazon) negativ, akkor ezt a pozitiv mértékii halmazt véges
meértékiinek vilasztva az ezen vett integrdl negativ, igy az ugyanezen halmazon nega-
tiv integrala figgvények egy gyenge® nyilt halmazt alkotnak, melynek elemei k6zott

nincsenek nemnegativ fliiggvények.

e Minden D € A x B véges mértékii halmazra a ¢ — [, ed(p x v) fliggvény egy
folytonos linedris funkcional L?-n. Tehdt azon L?-beli fiiggvények halmaza, melyek
integrélja itt nem nagyobb az [, hd(p x v) konstansnél egy gyenge* zart halmazt
alkotnak. Az 0sszes D-re ezen halmazok metszete igy szintén gyenge* zart lesz, vagyis
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a h-nél lényegében sehol (nullmértékii halmaz kivételével) nem nagyobb fiiggvények
halmaza egy gyenge* zart halmaz. (Lasd 1.4. szakasz.)

o Az el6z6hoz hasonléan a ¢ +— f(AxY)mC @ d(puxv) valamint ¢ — f(XxB)mC ed(p X v)
funkcionalok mentén az [, fdu valamint [5gdv konstansokkal valé megegyezést
vizsgalva nyilvanvaléan lathatd, hogy az adott véges mértékii C' halmazon kiviil
azonosan 0 értékl és adott margindlisi fliggvények gyenge* zart halmazt alkotnak
L? C-n kiviil azonosan 0 fiiggvényei kézott — melynek részhalmazét alkotjdk a h-nal

nem nagyobb nemnegativ fliggvények.

Vagyis a keresett M megoldashalmaz gyenge* zart része a h-nal nemnagyobb normaja
fliggvények gyenge* kompakt halmazanak, igy maga is gyenge* kompakt.

Most ideje felidézniink, mit értiink egy vektortér részhalmazinak extrém részhalmaza
alatt:

5.4. Definicié. A V vektortér K részhalmazdnak az () # E C K halmaz eqy extrém része,
ha E egyetlen e pontjihoz sem létezik olyan u és v pont K-ban, hogy nem mindkettd eleme
E-nek, de e az uv szakasz belsé pontja. Masképp: ha létezik olyan 0 < A < 1 skaldr, hogy
valamely u,v € K pontokra A-u+ (1 —\)-v =e, dgy u,v € E is teljestil.

K extrém pontjai alatt nyilvin az egyetlen pontbdl all6 extrém halmazokat értjiik
(pontosabban ezek egyetlen elemét). A definici6b6l konnyen lathatd, hogy e pontosan
akkor extrém pontja K-nak, ha nem létezik olyan v nemnulla vektor V-ben, melyre e + v
és e — v is eleme K-nak.

Jegyezziik meg, hogy a V' vektortér tetszéleges K részhalmaza dnmaganak extrém része
lesz. Konnyen lathaté tovabbd, hogy amennyiben extrém halmazok (tetszélegesen nagy
szamossagu rendszerének) metszete nem ires, gy 6 is egy extrém halmaz lesz. Igy zért
és kompakt extrém halmazok nemiires metszete szintén egy zart kompakt extrém halmazt
alkot. Specialisan egy Hausdorff-féle topologidval rendelkezd topologikus vektortérben egy

halmaz kompakt extrém részeinek nemiires metszete maga is kompakt extrém részhalmaz.

5.5. Tétel (Krein—Milman). Legyen V egy topologikus vektortér, melynek dudlis tere elvd-
lasztja V' pontjait. Legyen a K halmaz V' egy kompakt nemdires részhalmaza. Ekkor K-nak
van extrém pontja.

Bizonyitds. (A bizonyitashoz Rudin vonatkozé munkéja szolgdlt alapul — lasd [7] 3.21.)

El6szor is vegylik észre, hogy mivel V* pontjai elvalasztjak V elemeit, V' topolégidja
nyilvin Hausdorff.

Nevezziik K kompakt extrém részhalmazainak rendszerét £-nek. Ekkor £ nyilvin nem
iires, hiszen K € & teljestil. Legyen most £ € £, A € V*. Definidljuk az FE halmaz E\
részhalmazat azon pontok halmazaként, ahol A felveszi a maximumat FE-ben. (Mivel A
folytonos, FE pedig kompakt, igy A-nak van maximuma E-n.) Vegyik Ej egy e elemét,
tovabba vegyilik K-nak egy u és egy v pontjat, melyekhez 1étezik olyan 0 < A < 1 skalér,
hogy A-u+ (1 — ) -v = e. Mivel e € E)y C E, ami egy extrém halmaz, igy u,v € E.
Masfeldl A(e) = A - A(u) + (1 — A) - A(v), ahol A(e) a A fiiggény maximuma E-n — tehdt
az egyenléség csak ugy teljesiilhet, ha A(u) és A(v) is ugyanez a maximumérték lesz. Igy
E D Ey € € teljesiil, minden E € £ és A € V* esetén.
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Az & elemei altal alkotott (a tartalmazasra nézve vett) lancok részben rendezett hal-
mazt alkotnak a tartalmazdsra nézve. (Vagyis £ azon &’ részhalmazai, melyeknek tetszd-
leges E és Ey elemére Ey C FEo vagy Fo C Ej teljesiil, egy részben rendezett halmazt
alkotnak az & C £” relaciéval.) A lancok ldncainak uniéi nyilvan szintén ldncok lesznek,
tehdt alkalmazhatjuk a Zorn-lemmat — taldlhatunk egy £ maximalis lancot £-ben. Mivel
&’ kompakt nem iires extrém halmazok egy nem fires lanca, igy E’ := &' is egy nem-
tires kompakt extrém halmaz lesz. (A lanctulajdonsidg miatt £ elemei kielégitik a véges
metszetek feltételét, és kompaktak is, tehdt metszetiik nem iires). Vegyiik észre, hogy E’
minimdlis elem (a tartalmazasra nézve) E-ben, hiszen ha nem igy volna, igy E’ egy kom-
pakt extrém részhalmazaval bévithetnénk az £’ ldncot, vagyis az nem lenne maximaélis.
fgy minden A folytonos linedris funkciondlra E\ = E' is teljesiilni fog, azaz E’-n minden
folytonos linearis funkcionél konstans. Azonban a folytonos linedris funkcionalok elvilaszt-
jak V pontjait — kovetkezésképpen E’ egyetlen pontbdl all, tehat E’ egy extrém pontja

K-nak.
q.e.0.

A fentieket az M gyenge® kompakt megoldashalmazra alkalmazva lathatjuk, hogy M-
nek létezik extrém pontja. (Az elemek elvilasztasanak feltételét az eléz6 szakaszban mar
targyaltuk.)

Megjegyzés. A Krein—Milman-tételnek egy erésebb valtozata azt &llitja, hogy a fenti
feltételek mellett, ha a K halmaz nem csak kompakt, hanem konvex is, K a sajat extrém
pontjainak konvex burkéval egyezik meg.

Nagyon egyszeriien ellenorizhetd, hogy az M halmazunk egy konvex halmaz is lesz.
Tehat M a sajat extrém pontjainak konvex burka. Nemsokéara belatjuk, hogy M extrém
pontjai a h - xyy alaku fiiggvények — vagyis M az ilyen specialis alaku fliggvények konvex
kombinaci6ibdl, pontosabban ezek halmazanak lezartjabol all.

Tehat a feladatnak pontosan akkor létezik (lényegében) egyértelmii megoldasa, ha
h - xu alaki megoldasbdl csak egyetlen egy létezik. (Ez nem feltétlen jelenti azt, hogy
U lényegében egyértelmii, hiszen ha h egy pozitiv mértékii hamazon 0, gy ezt nyugodtan
hozzavehetjik vagy elhagyhatjuk U-bdl, h - xpy ettél nem valtozik.)

Vizsgéaljuk hat meg M extrém pontjait. Mint mar megallapitottuk, M extrém pontjai
pontosan azok a k € M fiiggvények lesznek, melyre nem létezik olyan p négyzetesen
integralhaté fiiggvény, hogy k 4+ p és k — p is M-beli, vagyis nemnegativak, egyikiik sem
nagyobb h-nal, margnidlisaik pedig f és g.

Vegyiik észre, hogy amennyiben létezik ilyen p fiiggvény, igy annak margindlisai (majd-
nem mindenhol) konstans 0 értéket vesznek fel. Tovabbd, amennyiben létezik ilyen fiigg-
vény, ugy a {k = 0} halmazon és a {k = h} halmazon is 0 értéket kell felvennie, hiszen
maskilonben k—p vagy k+p megsértené a 0 < k+p, k—p < h feltételt. Ebbdl kdvetkezoen
a h - yy alakd megoldasfiiggvények valoban M extrém pontjai lesznek.

Masfel6l ha k € M, és {0 < k < h} mértéke pozitiv, ugy létezik egy pozitiv e szdm,
melyre az {¢ < k < h — ¢} halmaz is pozitiv mértékii lesz. Vagyis ha van egy olyan p
mérhetd fiiggvény, amely {e¢ < k < h — €} egy véges, de pozitiv mértékii P részhalmazan
nem nulla, korldtos, margindlisai (majdnem mindenhol) konstans nulldk, és P-n kiviil
(majdnem mindenhol) azonosan 0, gy k — 1 -p és k+n - p is M-beli lesz egy megfelel
1 # 0 konstans mellett. Tehdt ekkor k£ nem extrém pontja M-nek.
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A kovetkez6 szakaszban teljes altalanossagban fogjuk latni a fenti feltételeknek meg-
felelo p fliggvény létezését, ezzel bebizonyitva a h - xy alakil megoldéas létezését, a h-ra
tett specidlis feltételek mellett. De miel6tt ezt az 6ndlld allitdst belatnank, bizonyitsuk be,
hogy ezek a specidlis feltételek elhagyhatoak.

Mint lattuk, fel tudjuk bontani a teriinket megszamlalhatéan sok olyan C1, Cs, ... hal-
mazra, melyek véges mértékiiek, és melyeken h négyzetesen integralhaté. (Lésd 23. oldal.
Ehhez altalaban egy r mérhetd fiiggvény mellett elég feltenni, hogy a mértékterink o-véges
és r értéke majdnem mindenhol véges.) Minden ilyen halmazra tekintve a k- x¢; fiiggvény
marginalisait, a h - x¢; korlatozd fliggvénnyel egy megoldhaté marginalisproblémat ka-
punk, ahol a korlatozé fiiggvény négyzetesen integralhato, és egy véges mértékii halmazon
kivill azonosan 0. Vagyis ezeknek a megszoritott problémanak létezik xu, - h - x¢; alakd
megoldésa. Nyilvan feltételezhetjiik, hogy U; része Cj-nek minden j mellett, és igy ezen
megolddsok > 222 xu, - h = xv - h &sszege (ahol U-val | |72, U;-t jeléljiik) nyilvian megoldja
az eredeti feladatot. Tehdat az 5.1. tételt bebizonyitottuk.

Ebbdl pedig mar adédik a halmazok esetére vonatkozo tétel is: mivel x s minden véges
mértékl halmazon nyilvanvaléan integralhatd, igy a halmazokra vonatkozé feladatnak a
mar bizonyitott 2.3. tétel szerint van fliggvény alaki megoldédsa (és feltehetjik, hogy a
mértéktereink o-végesek). Ekkor az imént bizonyitott 5.1. tétel szerint 1étezik egy xas - xv
alakt megoldas is — vagyis az U N M halmaz kielégiti a feltételeket, amivel a 2.7. tételt
bebizonyitottuk.

5.3. A p fiiggvény létezése

Adott tehat egy (X, A, p) illetve egy (Y, B,v) o-véges és atommentes mértékteriink.
Legyen adott ezek (X XY, A x B, ux v) szorzatan egy pozitiv, de véges mértékii P halmaz.
Azt szeretnénk bizonyitani, hogy ekkor 1étezik egy p mérhet6 fliiggvény X x Y-on, amelyre
a kovetkezok teljestilnek:

e pa P halmazon kiviil (majdnem) mindenhol azonosan 0;
e p egy pozitiv mértéki halmazon nemnulla;
e p korlatos;

o p margindlisai (majdnem mindenhol) azonosan 0 értéket vesznek fel (p korlitos és
egy véges mértékli halmazon kiviil nulla, igy integralhatd).

A megfeleld fiiggvény létezése a valds sikon kénnyen lathatd, igy megprébaljuk a prob-
léma megoldasat visszavezetni a valds esetre. Ehhez késziteni fogunk két fliggvényt, ®-t
illetve W-t, melyek X-bdl illetve Y-bol képeznek a valds szamegyenesbe, mérhetéek és bi-
zonyos értelemben mértéktartéak is. Ha ezeket a fliggvényeket megfeleléen konstrualjuk,
ugy a P halmaz ,atemelhet6” lesz a valés sik egy P Borel-halmazéava, itt tudunk csinalni
egy megfeleld p fiiggvényt, melyet majd ,visszaemeliink” X x Y-ba — és mar csak be kell
latni, hogy az eredmény megfeleld lesz.

A P halmazt az 1.2. szakaszban irtak alapjan el tudjuk allitani — egy nullmértékii
halmaz kivételével — (,2; U2, Ry alakban, ahol R, ; minden n-re és i-re egy tégla lesz.
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Tegyiik fel el6szor, hogy X mértéke véges, igy feltehetjiik, hogy ez a mérték 1.

Bontsuk most fel X-et minden n pozitiv egészre 1/n mértékii halmazok diszjunkt
uni6jara (az atommentesség miatt ezt megtehetjiik), és rendezziik sorrendbe az igy kapott
megszamlalhatéan sok halmazt, valamint az R, ; tégladk X-beli oldalait — legyenek ezek
az A1, As,... halmazok. Azt szeretnénk elérni, hogy ezeket a halmazokat ® valamilyen
értelemben megdrizze. (Az Ry, -k oldalainal erre nyilvan azért lesz sziikségiink, hogy ® x ¥
ugyanilyen értelemben megdrizze a P halmazt is; mig a , kicsi halmazok” az atommentesség
megtartasahoz kellenek.)

Definialjuk most a kovetkez6 ¢ leképezést: X minden x elemét képezziik bele [0, 1]-be
ugy, hogy ¢(x) n-edik szdmjegye a harmas szamrendszerben pontosan akkor legyen 2, ha
x € A, amugy legyen 0. Ezzel X-et voltaképpen a € Cantor-halmazba képezziik. (Em-
lékeztet6iil: a Cantor-halmaz azon [0, 1]-beli szamok halmaza, melyek hdrmas szdmrend-
szerben felirt alakja csak 0 és 2 szamjegyeket tartalmaz. Ez egy kontinuum szamossigu,
am a Lebesgue-mérték szerint nullmértékii Borel-halmaz.)

Ez a leképezés mérhetd, gy general egy o(C) := pu (¢~1(C)) Borel-mértéket a Cantor-
halmazon, vagy ha ugy tetszik egy €-re koncentralt Borel-mértéket a [0, 1]-en, amely
valészintiségi mérték lesz. Valoban, mivel a Borel-halmazok o-algebrijat generaljak a
(k/3™, (k4 1)/3™) alakt intervallumok, ezek 6sképei pedig pedig mérheté halmazok, igy
¢ tényleg mérhet6 lesz. (Konkrétan: ezek az 6sképek vagy tiresek, vagy az 1,...,n szdmok
halmaz.) Eppen igy lathato az is, hogy az A, halmazok pedig el6éallnak ¢ szerint konkrét
Borel-halmazok ésképeként — minden n-re létezik egy C,, Borel-halmaz, hogy ¢~ 1(C,,) = A,
és nyilvan ekkor o(Cy,) = u(Ay) is teljesiil.

Sziikségiink lesz még arra is, hogy g szerint minden pont mértéke 0. Valoéban, mivel
az Ay, As, ... halmazok kozé felvettiik minden n-re X egy 1/n mértékii halmazokra vald
diszjunkt felbontését, igy ha egy [0, 1]-beli ¢ pont &sképe nem iires, akkor minden n-re
benne van egy 1/n mértékli halmazban — vagyis maga nullmértéki.

Most mér csak annyit kellene belatnunk, hogy [0, 1] a rajta értelmezett o mértékkel és
a Borel-halmazokkal egy a [0, 1] sztenderd Borel-mértéktérrel izomorf mértékteret alkot,
vagyis létezik egy bijekcié [0,1]-b6l [0, 1]-be, amely Borel-mérhets, melynek inverze is
Borel-mérheté, és mértéktarté is (ezt nyilvan elég az egyik irdnyra ellendrizni). Ezt sokkal
altalanosabban latjuk be:

5.6. Allitas. Legyen adott [0,1] két kontinuum szdmossdgu Borel-halmaza. Ezek kézott
mindig létezik egqy Borel-izomorfizmus, vagyis eqy olyan bijekcio, amely Borel-mérhetd és

inverze is Borel-mérhetd.

A fenti allitas bizonyitasatol (hosszara, illetve {6 téménkkal valé nem til szoros kap-
csolatara valé tekintettel) eltekintiink. A bizonyitds (pontosabban egy sokkal altalano-
sabb tétel) megtaldlhaté Alexander Kechris leiré-halmazelméleti monogréafidjaban (lasd
[2] 15.B).

Erre épitve pedig mér belathat6 az éltaldnos tétel (melyet szintén Kechris munkdja
alapjan bizonyitunk, lasd [2] 17.41. tétel).

5.7. Tétel. Legyen adott o valésziniségi mérték a [0,1] Borel-halmazain, melyre nézve
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minden pont mértéke 0. Ekkor a [0,1] Borel-mértéktér a o mértékkel izomorf lesz a szten-
derd (Lebesgue-mértékkel ellatott) [0, 1] Borel-mértéktérrel.

Bizonyitds. Tekintsiik a kovetkezd fiiggvényt a [0, 1]-en: o(t) := p(]0,t]). A ¢ fiiggvény
nyilvin monoton névekeds, ¢(0) =0, ¢(1) = 1, és konnyen lathatd, hogy folytonos is, igy
¢ képtere a teljes [0,1] lesz. (Mivel a fiiggvény monoton, ezért egy I intervallum Osképe
egy J intervallum lesz, tehat a folytonossdghoz azt kéne latnunk, hogy ha I zart [0, 1]-ben,
ugy J is az lesz. Vegyiink egy (¢,)5°; monoton csokkend illetve névekvé és konvergens
sorozatot J-bdl, melynek hatarértéke t. Azt kelene bizonyitnunk, hogy ¢t € J teljesiil.
Felhaszndlva, hogy o szerint minden pont nullmértékii, a [0, t,,] intervallumok metszetétek
illetve unidjanak o szerinti mértéke megegyezik egyfelél [0,¢] mértékével, masfelsl ez ¢
definiciéja alapjan a ¢(t,) értékek hatarértéke lesz, amely — I zartsdgabdl addéddan —
benne van I-ben. Vagyis t eleme J-nek, ¢ valéban folytonos.)

Egy folytonos fiiggvény mindig Borel-mérhetd, igy értelmezni tudjuk a ¢ altal generalt
00 o ! mértéket [0,1]-en. A [0,1] minden s eleméhez létezik egy maximalis [0, 1]-beli ¢
szdm (a folytonossdg miatt), hogy s = ¢(t). Ekkor g o ¢~ 1([0,5s]) = 0([0,t]) = ¢(t) = s.
Mivel pedig a [0, s] alakti intervallumok generaljak a [0, 1] Borel-halmazait, igy 0o ¢!
meg fog egyezni a Lebesgue-mértékkel.

Bar els6 rdnézésre tgy tlinhet, sajnos még nem vagyunk készen a bizonyitassal, hiszen
¢ nem feltétleniil egy bijekci6 — eléfordulhat, hogy vannak [0, 1]-nek intervallumai, melyek
o szerinti mértéke 0, igy ¢ szerinti képiik mindéssze egyetlen pont. Ezt masképp megfo-
galmazva: a [0, 1] egységszakasznak lehetnek olyan pontjai, melyek ¢ szerinti ésképe nem
egyetlen pont, hanem egy valédi szakasz. (A ¢ fiiggvény monotonitasa garantélja, hogy
egy pont 6sképe valamiféle szakasz lesz. Tekintve, hogy ¢ képtere az egész [0, 1] interval-
lum, ez egy nemiires intervallum, vagyis vagy valédi intervallum vagy egyetlen pont.) Am
ilyen pontokbdl csak megszamlalhatéan sok lehet, hiszen 6sképeik diszjunkt intervallumok
[0, 1]-ben — tehét ezen pontok M halmaza nullmértékii.

Jeloljitk ¢! (M)-met N-nel. Vegyiik a [0, 1]-nek egy a Lebesgue-mérték szerint null-
mértékil, de kontinuum szamossagu ) Borel-halmazat (példdul a € Cantor-halmazt), és
@ szerinti Osképét nevezziik R-nek. Az R halmaz nyilvan nullmértékii lesz o szerint, és 6
is kontinuum szamossagi. Tehat M U Q egy kontinuum szdmossagi, nullmértékii Borel-
halmaz [0, 1]-ben, az & ¢ szerinti ésképe pedig N U R egy szintén kontinuum szdmossagi
Borel-halmaz, amely g szerint nullmértéki, vagyis az 5.6. allitas szerint létezik koztik egy
¢’ Borel-izomorfizmus, egy bijekcid, amely N U R-b6l képez M UQ-ba, és 6 maga, valamint
inverze is Borel-mérheto.

Amennyiben most be tudnank l4tni, hogy ¢ egy Borel-izomorfizmus [0, 1] \ (N U R)-
en is, ugy készen lennénk a bizonyitassal — ¢ inverze mértéktarto itt is (N U R és képe is
nullmértékil), igy a @ leképezést ¢'-ként értelmezve N U R-en, és p-ként értelmezve azon
kiviil valéban egy mértéktér-izomorfizmust kapnank a o mértékkel ellatott [0, 1] térbél a
sztenderd [0, 1] Borel-mértéktérre.

Az pedig, hogy ¢ a [0, 1]\ (/N U R)-re megszoritva Borel-izomorfizmus kénnyen lathaté.
Az N halmaz definicija alapjan nyilvan bijekcid lesz. Mint mar emlitettiik, egy folytonos
fliggvény mindig Borel-mérhetd, ¢ folytonossagat mar lattuk, tehat elég volna beladtnunk,
hogy ¢~
zart lesz [0,1] \ (M U @Q)-ban. Ez pedig a bijekcié folytonossagabdl és monotonitasabdl

is folytonos — vagyis hogy egy [0,1] \ (N U R)-beli zart halmaz ¢ szerinti képe
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nyilvanvalé. (Vegytik [0, 1]\ (NUR) egy Z zart halmazat, és vegytink ennek a képében egy
s1, S2, ... konvergens sorozatot, s hatarétékkel. Azt kéne latnunk, hogy s benne van ¢(Z)-
ben. Az s1, So,... sorozat és az s pont egyiitt egy zart halmazt alkot, igy ennek Osképe is
zart — hiszen ¢ folytonos — vagyis kompakt, hiszen [0, 1] is kompakt. Ezért az s, s2,. ..
pontok tq,ts,... Osképeibdl ki tudunk valasztani egy konvergens részsorozatot, melynek
hatarértéke — ¢ folytonossagab6 addéddan — csak s ¢ szerinti ésképe lehet. Masfeldl a ¢,
értékek Z-beliek, Z zért, igy hatarértékiik is Z-beli, vagyis s eleme Z képének.) q.ed

Tehét most van egy ¢ mérheté leképezésiink X-bél a [0, 1]-be, ez generdlja a [0, 1] Borel-
halmazain a ¢ mértéket, és az igy kapott mértéktér és a [0, 1]-en értelmezett sztenderd
Borel-mértéktér kozott van egy ¢ izomorfizmus. Nevezzitk most ®-nek a ¢ o ¢ fiiggvényt.
Ekkor ®-re nyilvan igazak a kovetkezdk:

o ® mérhetd, hiszen minden C' Borel-halmazra a [0, 1]-ben ¢~!(C) egy Borel-halmaz,
igy ennek ¢ szerinti 6sképe mérhetd;

« ® mentén minden C Borel halmaz 6sképének mértéke A\(C'), hiszen ¢~ 1(C) o szerinti
mértéke ennyi, és o definiciéja alapjan ekkor p (®71(C)) is A(C) lesz;

o minden n pozitiv egészre 1étezik egy D,, Borel-halmaz a [0, 1]-ben, melynek ® szerinti
ésképe Ay, hiszen minden n-re létezett egy C,, Borel-halmaz, melyre ¢! (C,,) = A,,
igy D, := ¢(C),) megfeleld lesz.

Abban az esetben, ha X mértéke nem 1, de véges, nyilvin ugyanezt elmondhatjuk
a [0,1] szakasz helyett a [0, u(X)] szakasszal, ha pedig X mértéke végtelen, akkor (a
o-végességet kihasznélva) feldarabolhatjuk &t az 1 mértéki Xy, X1, Xo,... halmazokra,
melyeken megkonstrudlhatjuk kiilon-kiilon a hozzajuk tartozé ®; fiiggvényeket (az A, NX;
halmazok mellett). Vegyiik észre, hogy mivel minden pont mértéke 0 a [0, 1]-ben, igy pél-
daul a [0, 1] raciondlis szdmai és az 1-nél kisebb raciondlis szdmai kozott egy bijekcidt
létesitve, ®-t pedig ezzel tovabb kompondlva (az irraciondlis szimokat a helytikon hagy-
va) feltehetjiik, hogy ® képtere nem a [0, 1], hanem a [0,1) intervallum — a ®-re tett
feltételek ettél nem valtoznak. Most a ®; + i fiiggvények unidéjat véve minden i természe-
tes szamra, kapunk egy ® fliiggvényt, amely [0, 0o)-re képez, és szintén rendelkezik a fenti
tulajdonsagokkal.

Most a [0, 00] := [0,00) jelolést alkalmazva azt kaptuk, hogy létezik egy ® fliggvény
X-bol [0, u(X)]-be képezd figgvény, melyre:

e & mérhetd;
¢ [0,(X)] minden C Borel-halmazara p (®~1(C)) = A(C);

 minden n pozitiv egészre létezik egy olyan D,, Borel-halmaz, amelyre A,, = ®~(D,,)
teljestil.

Nyilvén teljesen hasonléan eléallithatunk egy ¥ fiiggvényt Y-bél [0, v(Y)]-ba, melyre
a (tobbek kozott az Ry, ; téglak Y-ra vett oldalait is tartalmazd) By, By, ... halmazsorozat
mellett teljesiil hogy:

e U mérhetd;
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¢ [0,7(Y)] minden C Borel-halmazara v (¥~1(C)) = A\(C);

« minden n pozitiv egészre létezik egy F, Borel-halmaz, melyre B, = V~1(E,).
Ekkor a ® x U fiiggvény az X x Y-t képezi [0, u(X)] x [0, v(Y)]-ba, a kévetkez6 mddon:
e O x U mérheto;

e [0, (X)] x [0,2(Y)] minden C Borel-halmazara (® x ¥)~1(C) mértéke u x v szerint
megegyezik C Lebesgue-mértékével, hiszen a Borel-féle o-algebrik szorzata ezeken a
tereken a szorzattér Borel-halmazainak o-algebréja lesz;

e a P halmazhoz létezik egy P Borel-halmaz, melynek 6sképe csak nullmértékii hal-
mazban tér el P-tdl, hiszen az R, ; téglak oldalaihoz létezik egy-egy D, ; illetve E,, ;
Borel-halmaz, melyek 6sképei pont a tégla megfelel6 oldalai lesznek, igy az ezekbdl
eléallitott P := N, U, (Dyi X Ey, ;) halmaz ésképe valéban (majdnem) P lesz.

Most szeretnénk a P halmazon megoldani a feladatot. Mivel P egy Borel-halmaz, ezért
tudjuk, hogy létezik egy I és egy J pozitiv mértékii nyilt intervallum [0, 1]-ben, hogy az
I J téglinak legalibb 4/5-6d részét kitslti P, vagyis A ((I x J) N P) > 4/5 - \(DA(J).
(Nyilvén, hiszen a Lebesgue-mérték definici6ja alapjan létezik intervallum oldala téglak
egy megszamlalhaté unidja, melynek Lebesgue-mértéke legfeljebb P Lebesgue-mértékének
kevesebb, mint 5/4-ed része, és fedik P-ot, tehdt a téglak valamelyikébe legaldbb 4/5
részben belemetsz P. Az intervallum nyiltsdganak feltételezése pedig nem valtoztat sem a
tégla, sem a metszet mértékén.)

Felezziik most meg az I és a J intervallumot is (a valds felez8pontjénal), és bontsuk Sket
szét a nyilt I} és Iy illetve J; és J intervallumokra (az eredeti intervallumok felez6pontjait
kihagyva). Ekkor (11 x Jy), (11 X J2), (I2 x J1) és (I2 X J2) unidja egy nullmértékii halmaztél
eltekintve kiadja I x J-t. Nevezziik el ezeknek a tégldknak illetve P-nek a metszetét rendre
Pii-nek, Pig-nek, Poi-nek illetve Pyy-nek. Most toljuk el az I; x J; (4,7 = 1,2) tégldkat
I x Jy-re (mivel ezek a tégldk mind egybeviagdak, ez nyilvin megtehetd). Vegyiik itt
a P;; halmazok képeinek metszetét. Mivel P kitoltotte I x J legaldbb 4/5 részét, igy a
metszet pozitiv mértékii lesz (mértéke legaldbb (1/4 — 1/5) - A(I)A(J)). Most toljuk vissza
a metszetet mind a négy I; x J; téglara, és nevezziik a képeket Pi’j—nek, unidjukat P’-nek.

Definidljuk p-ot konstans 1-nek Pj;-en és Pjy-n illetve —1-nek Pjy-n és Pj-en. A P,
nulla pozitiv mértékii P’ halmazon, P-n kiviil 0, és minden marginélisa azonosan 0.

Most ,emeljiik vissza” p-ot a & x ¥ fliiggvény inverze segitségével X x Y-ba, vagyis
definidljuk a p fuggvényt p o (& x W)-ként. Azt szeretnénk bebizonyitani, hogy ez a p
fliggvény kielégiti a feltételeinket.

o Mivel p csak P-on nem nulla, igy p csak P (® x U szerinti) 6sképén nem nulla, de
ez (majdnem) egybeesik P-vel

o A {p # 0} halmaz egy pozitiv mértékii Borel-halmaz — igy &sképe egy pozitiv mértékii
mérheté halmaz lesz A x B-ben, és pont ez lesz az a rész, ahol p nem nulla.

e A p fiiggvény nyilvan korlatos, hiszen p is az.
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e Egy adott € X pontra a p fliggvény X szerinti margindlisinak értéke z-ben a
p(z,y) figgvény Y-on vett (y szerinti) integrélja lesz. Mivel p értékei csak 0 és +1
lehetnek, igy ez megegyeik [v(y € Y| p(z,y) =1) — v(y € Y| p(x,y) = —1)]-gyel.
Deaz{y € Y| p(x,y) = £1} halmazok pont az { s € [0,v(Y)]| p(®(x),s) = +1} hal-
mazok &sképei lesznek W szerint. Vagyis a két halmaz mértéke megegyezik (és véges),
igy a marginalisfiiggvény azonosan 0 — és nyilvan hasonld igaz p masik marginalisara

1S.

Tehat konstrualtunk egy p fliggvényt, mely kielégiti a kivant feltételeket — vagyis az 5.1.
és a 2.7. tételeket valoban bebizonyitottuk.
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6. fejezet

Specialis esetek, a Kellerer-feltétel
elégtelensége

Ebben a részben példdkat adunk a Kellerer-feltétel elégtelenségére, bizonyos (a tétele-
inknél gyengébb) feltételek mellett. Ezek részben a fiiggvényes feladatra adnak ellenpéldét
(6.1. szakasz), mig maskor csak a halmazok esetére vonatkoznak (hiszen példaul a 6.2.
szakaszban térgyalt feltételek mellett a fiiggvényes esetben a Kellerer-feltétel elégséges is).

A 2.3. (figgvényekre vonatkozo) és a 2.7. (halmazokra vonatkozd) tételben is feltételez-
tiik, hogy a marginalisfiiggvényeink integralhatéak, igy feltehettiik, hogy a mértéktereink
o-végesek. Az ezen feltételt nem teljesité fliggvényeknek és tereknek vizsgaljuk meg egy
specidlis esetét a 6.3. szakaszban. Ezen kiviil a 2.3. tételnél a korlatozé h fiiggvény véges
mértékil halmazokon vald integralhatosaganak feltételét hagyjuk el a 6.1. szakaszban, mig
a 2.7. tétel plusz feltételének (a mértékterek atommentességének) sziikségességét bizonyit-
juk a 6.2. részben.

Vegyiik észre, hogy (mint azt mér a 16. oldalon is megjegyeztiik) a halmazok eseténél
mindenképpen fel kell tenniink, hogy f és g értékei megfeleléek abban az értelemben, hogy
f értékei (majdnem) mind B-beli halmazok mértékeivel, g értékei pedig A-beli halmazok
mértékeivel egyeznek meg.

6.1. A ,,tal nagy” h fiiggvény esete

A legkézenfekvibb elOszor a h fiiggvényre tett furcsa feltételt gyengiteni, vagyis olyan h
fliggvénnyel foglalkozni, melynek nem véges az integralja minden véges mértékia halmazon.

Vegytiik példdul a [0, 1] mértékteret (a Borel-halmazokkal és a Lebesgue-mértékkel), és
tekintsiik ennek az énmagaval vett szorzatat. Definidljuk itt a h fiiggvényt a kévetkezd
modon:

1
,haz >y
0 yhax <y

tovabba definidljuk az f és a g fliggvényt azonosan 1-nek. Ezek kielégitik a 2.3. tétel
feltételeit, a h fiiggvény véges halmazon val6 integralhatésdganak kivételével — hiszen h
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integralja végtelen, az egységnégyzet mértéke pedig 1. (A h fliggvény integralja x = 0 kivé-
telével minden fix z mellett végtelen. Igy Fubini-tétele szerint a teljes integral is végtelen
lesz.)

Most lassuk be, hogy barmely A és B Borel-halmazra a [0, 1]-bél teljestil a 2.2. Kellerer-
feltétel. Vagyis azt kell ellenOrizniink, hogy

1< / hd/\+A(Z)+)\(§),
AxB

ami ekvivalens a kovetkezdvel:

MAUB) — 1+ AANB) = A(A) + A(B) — 1< / hd>.
AxB

(Mind az egy, mind a két dimenziés Lebesgue-mértéket A-val jeloljiik.)

Tekintve, hogy A és B is része a [0, 1] szakasznak, a bizonyitani kivint egyenl6tlen-
ség bal oldala feliilrsl becsiilheté A(A N B)-vel, mig jobb oldala alulrél becsiilhetd az
f( AnB)x(Ang) I dA kifejezéssel. Vagyis elegendd lenne belatnunk, hogy a [0, 1] szakasz tet-
szOleges C Borel-halmazara a

ANO) < / hd\
CxC

Osszefliiggés teljesiil.
Viszont nem nehéz latni, hogy (amennyiben C' nem nullmértékii), a jobb oldalon sze-
repld integral valéjaban végtelen lesz. Eloszor irjuk at az integralt mas alakra:

1

/hd)\:/l / h(:c,x—t)d:cdt:/1-A(Cﬁ(0+t)) dt.

CxC t=0 zeC t=0
z—teC

A C halmazhoz taldlhatunk olyan Iy, ..., I, diszjunkt intervallumokat, hogy ezek uni-
6ja A(C')/4-nél kevesebbel tér el C-t8l, vagyis A (C' A ™, I;) < M(C)/4. Igy minden t-re

i=1 i=1 i=1
n AC) AC)
=\ L) —-nt—"—_L>""_n-t
e

teljesiil, vagyis kell6en pici t > O-ra (1étezik egy n > 0, hogy minden 0 < ¢ < n-ra) C-nek
és (C + t)-nek a metszete legalabb A\(C)/5 mértékii. Tehat a fentiek szerint:

1 n
/hd/\—/i-/\(C’ﬂ(Cth))dtz/1~)\(C)dt—oo,
CxC t=0 t=0

ami nyilvan nagyobb A(C)-nél. Ha pedig A(C') = 0 akkor az integral is 0, igy megint csak
nem lehet kisebb A(C)-nél.
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Most mar latjuk, hogy h illetve a két konstans 1 fiiggvény kielégitik a Kellerer-feltételt.
A kovetkezdkben be fogjuk latni, hogy ennek ellénre nincs olyan k fiiggvény az egység-
négyzet felett, melynek marginélisai (majdnem mindenhol) azonosan 1-ek, de sehol nem
nagyobb h-nal.

Ha létezne ilyen k fliiggvény, Ggy az 6 integralja (Fubini tétele szerint) 1 kellene legyen.
Nevezziik el az {(z,y) € [0,1]? |z > y} haromszdget (vagyis azt a teriiletet, ahol h nem
nulla) H-nak. A k fiiggvény nyilvan csak H-n vehet fel nemnulla értéket.

Mivel az f fliggvény azonosan 1, igy k integrélja a [0,1/2] x [0, 1] teriileten 1/2, és
hasonléan 1/2 a [0,1] x [1/2,1]-en is. Am ennek a két savnak a metszete kiviil esik H-n
vagyis a két teriilet unidjan vett integralja k-nak 1 kell legyen — azaz az ezek unidjan
kiviili részen ((1/2,1] x [0,1/2)-en) k a 0 értéket veszi fel (majdnem mindenhol). Tehat k
nemnulla értéket csak azon a két H-hoz hasonlé haromszogon vehet fel, melyeket H-bél a
fenti négyzetet kivagva kapunk.

Ezekre viszont teljesen hasonlé elmondhatod, csupan feleekkora értékekkel. Vagyis ha-
sonlbéan lathatd, hogy a k figgvény az (1/4,1/2] x [0,1/4) illetve a (3/4,1] x [1/2,3/4)
négyzeten is azonosan 0. Ezt folytatva a ,,H-bdl kizart” négyzetek unidja lefedi az egész
H-t — vagyis k majdnem mindenhol 0 értéket vesz fel, ami ellentmond annak, hogy k
integralja 1 kellene legyen. Tehat nem létezhet megfelel6 k fuggvény.

Ebbdl kovetkezik, hogy a h fliggvény véges halmazokon vald integralhatdsaga nem
hagyhaté el a 2.3. tétel feltételei koziil.

6.2. Szorzatterek atomos tényezovel

Legyen adott egy (X, A, ) és egy (Y, B,v) mértéktér. Ebben a szakaszban azt fogjuk
feltételezni, hogy:

o A-nak van egy pozitiv, de véges mértékii C eleme;

e B-ben van egy pozitiv, de véges mértékii V' atom;

e B-ben van egy v(V)-nél kisebb, de pozitiv mértéki W halmaz;
o A-nak van egy (v(W)/v(V)) - u(C) mértékii részhamaza.

Jegyezziik meg, hogy bar az (X, A, pu)-re tett feltételek meglehetésen szokatlannak tiin-
hetnek, barmely atommentes (s6t barmely nem teljesen atomos) mértéktér kielégiti Sket.

A fenti feltételek mellett ellenpéldaval fogjuk igazolni, hogy a Kellerer-feltétel teljesti-
lése nem elégséges M megfelelé U részhalmazanak 1étezéséhez.

Ehhez valasszuk M-nek (tetszés szerint) az egész X x Y teret, vagy ennek C' x (W U V)
részhalmazat. (Ez utébbi példaul véges mértékii lesz, ami mutatja, hogy M véges mérté-
kiiségének feltételezése sem jelent megoldast a problémaéra.)

Az f fiiggvényt definidljuk a C' halmazon v(W)-nek, azon kiviil 0-nak, g-t pedig defini-
aljuk V-n azonosan (v(W)/v(V))-u(C)-nek, és mindenhol mashol 0-nak. Ezek nemnegativ
integralhaté fiiggvények lesznek, melyek értékei B illetve A elemeinek mértékeiként is eld-
alnak.

El6szor lassuk be, hogy nincs olyan eleme A x B-nek, melynek ezek marginalisfiiggvényei
lehetnének. Val6ban, mivel g csak a V' halmazon nemnulla, igy (nullmértékiitdl eltenintve)
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X XV része kellene legyen a feltételezett U halmazunk. Azonban V-nek (mivel 6 egy atom
és mértéke nagyobb W-énél) nincsen v(W) mértékii részhalmaza (holott f definicigja azt
kovetelné meg, hogy U majdnem minden Y szerinti szekci6ja 0 vagy v(W') mértékii legyen).
Tehat valéban nem létezik ilyen halmaz.

Masfeldl be fogjuk latni, hogy f és g kielégiti a Kellerer-feltételt. A 11. oldalon irtak
szerint ezt elegendé az M = X x Y esetre bizonyitani. Mindkét fiiggvény integralja v(W)-
w(C), tehat elegendd azt latnunk, hogy tetszéleges A € A és B € B halmazokra

v(W)
v(V)

v(W) - u(C) < u(A) - v(B) + u(C\ A) - v(W) +v(V\ B) - -u(C)
teljestl.

Mivel V' egy atom, igy v(V \ B) csak a v(V') és a 0 értéket veheti fel. Az els6 esetben
a jobboldali 6sszeg utolsé tagja pont v(W) - u(C) lesz, tehat az egyenlStlenség teljesiil.
A masodik esetben v(B) > v(V) > v(W) is teljesiil, vagyis a jobboldali 6sszeget alul-
rél tudjuk becsiilni a p(A) - v(W) + u(C\ A) - v(W) > u(C) - v(W) értékkel, igy a kivant
egyenl6tlenség megint csak teljesiilni fog.

Tehat ebben az esetben a Kellerer-feltétel valoban nem lesz elégséges, még a ,meg-
felelértékiiség” feltételével kiegészitve sem. Jegyezziik meg, hogy (a szakasz elején irtak
szerint) ez azt is jelenti, hogy egy teljesen atomos és egy atommentes mértéktér szorzatén a
halmazokra vonatkozé Kellerer-feltétel soha nem lesz elégséges feltétele a keresett halmaz
létezésének, még akkor sem, ha kiegészitjiik a megfeleloértékiiség feltételével.

6.3. A 0-co mértékterek esete

A mértéktereknek egy elég specidlis valtozata az, ahol minden halmaz mértéke csak
nulla és végtelen lehet. Szigorian véve ezek teljesen atomos mértékterek, melyek minden
atomja azonos mértékii (hiszen a végtelen mértékii halmazok részhalmazainak mértéke is
vagy nulla vagy végtelen), &m ez a mérték nem véges, ezért sok szempontbdl masképp
viselkednek, mint véges mértéki atomokbdl 4l6 tarsaik.

Legyen tehat (X, A,pu) és (Y,B,v) is egy-egy ilyen 0-oo mértéktér. Nyilvin az in-
tegralhato figgvények ebben az esetben majdnem mindenhol azonosan nullak, tehat az
integralhatésag feltételétdl érdemes eltekinteniink. Vegyiink a két térrdl egy f illetve g
nemnegativ mérheté fiiggvényt, melyek integralja végtelen. Vegyiik észre, hogy egy ilyen
specidlis szorzattéren barmely nemnegativ mérhetd fiiggvény margindlisai csak a 0 és oo
értékeket tudjak felvenni — valéban egy fliggvény ,,adott pont feletti” integralja csak 0 és oo
lehet. Hasonléképpen, ebben az esetben nem csak a nullmértékii halmazokon értelmezett
fliggvényeket nem tudjuk megkiilonboztetni egymastdl az integralok segitségével, hanem a
fliggvények pozitiv értékei k6zott sem tudunk kiillonbséget tenni — ha egy 0-oo mértéktéren
egy fiiggvény pozitiv értékét megvaltoztatjuk egy masik pozitiv értékre, semmilyen halma-
zon nem véltozik az integralja. Eppen ezért (a 2.2. szakaszban targyaltakhoz hasonl6an)
feltehetjiik, hogy h egy karakterisztikus fliggvény, és ekkor k-t is csak karakterisztikus
fliggvény forméajaban van értelme keresni. Tehat voltaképpen csak a halmazos feladattal
kell foglalkoznunk.

Ekkor viszont a 2.6. Kellerer-feltételt ellen6rizend annyit kell beldtnunk, hogy az
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egyenl jobb oldala, vagyis a

(Mxy)((AxB)ﬁM)—k/fd,u—i—/gdy
A B

kifejezés értéke mindig végtelen. Az [ f du érték csak akkor lehet 0, ha f az A-n kiviil
(majdnem mindenhol) azonosan nulla. Viszont mivel f integrilja végtelen, ez azt jelenti,
hogy A mértéke pozitiv, igy végtelen. Hasonlé igaz |5 g dv-re is. Tehdt amennyiben ezek
mindketten nulldk, (A x B) N M mértéke megegyezik {f > 0} x {g > 0} N M mértékével.
Viszont mint méar a 11. oldalon is megemlitettiik, az egész problémat elegendé ezen a téglan
vizsgalni. Ha pedig az integralok valamelyike nem nulla, gy (a terek 0-co értékiiségébél
adédéan) az csak végtelen lehet. Tehat a Kellerer-feltétel pontosan akkor teljesiil, ha M
és {f = 0o} x {g = 0o} metszete nem nullmértéki.

Most méar csak azt kéne megallapitanunk, hogy két ilyen 0-oco értéki és végtelen integ-
rala fiiggvényhez, melyek kielégitik a Kellerer-feltételt, vajon mindig van-e olyan halmaz,
melynek 6k a szekciomértékeik. Ez viszont megint konnyt feladat, hiszen a mértékterek
0-00 tulajdonsigdbdl addédéan {f = oo} és {g = oo} is végtelen mértékii lesz. Tehat pon-
tosan akkor van megfeleld halmaz, ha {f = oo} x {g = oo} N M megfelels. Ez pedig
pontosan akkor teljesiil, ha (majdnem) minden x € {f = oco}-re illetve y € {g = oo}-re
az M halmaz z illetve y szerinti szekciémértéke is végtelen. Ami nyilvan nem lesz mindig
igaz, példaul ha f és g azonosan végtelen, M egy X’ x Y’ tégla, ahol X', X', Y és Y’
mértéke is végtelen, akkor a fentiek szerint a fliggvényeink kielégitik a Kellerer-feltételt,
am nem létezik megfelel§ halmaz.

Tehat ebben az esetben ,megfelel6 értékii” fliiggvények mellett az integralok megegye-
zése és végtelenségiik esetén {f = oo} x {g = oo} N M végtelen mértékiisége ekvivalens
a Kellerer-feltétellel, de eléfordulhat, hogy a halmazokra vonatkozé Kellerer-feltétel nem
elégséges, és igy (mint feljebb méar megallapitottuk) a fliggvényekre vonatkozé Kellerer-
feltétel sem lehet az.
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