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Bevezeto

A kovetkez6 definiciokat 1948-ban H. H. Ostmann vezette be és vizsgdlta
Oket a nem negativ egész szdmok korében.

Definicié: Legyen G egy additiv félcsoport és A, By,..., By részhalmazai
G-nek , Ggy hogy |B;| > 2Vi = 1,2,..,.k. Ha A = By + By + ... + By
akkor azt mondjuk, hogy ez egy additiv k-felbontdsa A-nak, ha pedig
A = By * By * ... x By, akkor ezt A egy multiplikativ k-felbontdsanak ne-
vezziik.

Definicié: Egy nemnegativ egészekbdl allo véges, vagy végtelen C hal-
mazt reducibilisnek neveziink, ha létezik additiv 2-felbontdsa, azaz C =
A + B, ahol |A| > 2 |B| > 2. Ha nem létezik ilyen felbontds, akkor C-t
primitivnek nevezziik.

Szamos szép eredmény sziiletett végtelen halmazok esetében, majd Sar-
kozy Andrés elkezdte vizsgdlni a véges esetet is a modulo p (p prim) ma-
radékosztalyok additiv, illetve multiplikativ csoportjaban. Alon, Granville
és Ubis bizonyitottak, hogy F,-nek kevesebb, mint (1,9602)+°(P) darab re-
ducibilis részhalmaza van. A szakdolgozat ebbe a témakorbe ad betekin-
tést f6leg Gyarmati Katalin és Sarkozy Andras munkdssagan keresztiil.



1. Primitiv halmazok Fp-ben

1.1. Tétel (K. Gyarmati, A. Sarkozy): Legyen A = {ay,...,a;} C F,. Te-
gyiik fel, hogy léteznek olyan 1 < i < j < t indexek, hogy

ai+aj—ap & A Vkra,melyrel <k <tésk #ik#j (1.1)
és
aj—aj+a & A Vkra, melyrel <k <tésk #j. (1.2)

Ekkor A primitiv.

Bizonyitas: Tegyiik fel indirekt, hogy A teljesiti a feltételeket, de nem irre-
ducibilis, azaz léteznek B C F, és C C F, részhalmazok, hogy

A=B+C, |B|>2, |C|>2 (1.3)

Vagyis a; € A ésa; € A elemekre (1.3) szerint létezik b, € B, b, € B,
cx € C, ¢y € C, hogy

al' — bu + Cyx (14)
és
aj = by +cy. (1.5)

Két eset lehetséges.

1. eset: Tegyiik fel, hogy b, # by és cx # cy. Ekkor (1.3), (1.4) és (1.5)
miatt

a, € A, as € A. ¢x # ¢y és (1.4) miatt a; # a,, illetve by, # by és (1.5) miatt
aj # ar, vagyis (1.6)-bol kapjuk, hogy a; +a; —a, = a; € A, ami ellent-
mond a feltételnek.

2. eset: Tegyiik fel, hogy
b, = by. (1.7)

Ekkor (1.5) a kovetkez6 alakban frhat6 a; = by, + ¢,. Mivel |B| > 2, igy
létezik b € B hogy

b # by. (1.8)
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Tehat (1.3) miatt
ap=b+cx €A (1.9)
és
ag ="b+c, € A. (1.10)
(1.4), (1.5), (1.7), (1.9) és (1.10)-bol kovetkezik, hogy
a;i—aj = (by —by) + (cx —¢cy) = cx —cy = ap — a,
ezért
aj—aj+ag=a, €A (1.11)
ahol (1.5), (1.7), (1.8) és (1.10) miatt
ag=b+cy #by+cy="by+cy=a, (1.12)

Ekkor (1.11) ellentmond (1.2)-nek. A ¢y = ¢, eset hasonl6 gondolatmenet-
tel bizonyithato. [J

1.2. Kovetkezmény: Ha p = 4k + 1 alaka prim és A C F,, melyre A =
{0,1}u{acF,: (%) =1, (%) = —1,a # —1,a # 2}, akkor A primitiv.

Bizonyitds: Az A halmaz konstrukciéja miatt 0 € A és1 € A. Meg-
mutatjuk, hogy az (1.1) tétel feltételei teljesiilnek az a; = 0 és a; = 1 va-
lasztasokkal, vagyis

1—a ¢ A, Va, #0,1 (1.13)
és
a.—1¢ A, Va, # 1. (1.14)
Nézziik el6szor (1.13)-t. Ha ap € A és ay # 0 és a;, # 1, akkor (”—;) =16és
(%) = —1. Mivel p = 4k + 1 alakt prim, igy
(52 = (3 (58) = (31 = 1.

fgy az A definici6jdbol kovetkezik, hogy 1 —a; € A akkor 4ll fenn, ha
1—ax =0,vagy 1 —ax = 1, vagyis ay = 1, vagy a;, = 0. De feltettiik, hogy
a # 0,1, ezért (1.13) teljestil.

Nézziik (1.14)-t. Ha ar € A és a, # 1, akkor vagy (”"p_l) = —1, vagyis
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—1+a, & Avagy ay =0, ezért —1 + a; = —1, ami megint azt jelenti, hogy
teljestil a feltétel. [

1.3. Kovetkezmény: Ha A = {x1,xp, ..., x:} C Fy egy Sidon sorozat, akkor
A primitiv. (Egy A = {x1,x2, ..., x;} sorozat Sidon-sorozat, ha az a; + aj
Osszegek kiilonbozek minden 1 < i < j < t esetén)

Bizonyitas: Ha |A| = 1, vagy |A| = 2, akkor A primitiv. Ha |A| > 2, akkor
a;-t és aj-t az (1.1) tételben vélasszuk tgy, hogy a; = ay és a; = ap. Ekkor
az (1.1) tételben leirt (1.1) és (1.2) feltételek teljesiilnek a Sidon-sorozat de-
finici6ja miatt. [

1.4. Tétel (K. Gyarmati, A. Sarkozy): Ha A C F; és
A = {0} U Ag, ahol Ay C (§,%) (1.15)
és
Al > 4, (1.16)

akkor A primitiv.

Bizonyitads: Tegyiik fel, hogy A teljesiti az (1.15) feltételt, de reducibilis,
vagyis léteznek B C F, és C C F, részhalmazok, hogy

A=B+C, hogy |B| >2és|C| > 2. (1.17)
Mivel 0 € A, ezért (1.16) miatt létezik by € B és ¢y € C, hogy
0 = by + cp.

Legyen B = B+ {—bp} és C' = C+ {—cp} ésigy 0 € B’ és 0 € C’. Ezért
(1.17) miatt
B+C'=B+C=A,

B’ C’

— 1B =2,

=|C| > 2. (1.18)
Legyen B = {0,b'1,b,..b";} és C" = {0,¢1,c’2, ..., ¢’s }, ahol
O0<b1<bry<..<by<p és 0<c1<ch<..<cs<p, (119
ésr>1,s > 1,illetve (1.16) és (1.18) miatt
(r+1)(s+1) =
Ebbdl kovetkezik, hogy

Bl

C’l > |A| > 4.



r>2, (1.20)

vagy s > 2 teljestil. Feltehetjiik, hogy (1.20) teljesiil. Ekkor (1.18) és (1.19)-
bdl azt kapjuk, hogy

b'i=bi+0cB +C'=A, 0<bi<p (1.21)
i=1,2,..r esetén és
ch=c1+0eB +C'=A,0<c1<p. (1.22)
Az A konstrukcidja miatt (1.21) és (1.22)-b6l kovetkezik, hogy
2<bitcr < (1.23)
és (1.18) miatt pedig
b'i+c1€B +C = A (1.24)

De szintén A konstrukci¢jabodl adédik, hogy csak egy elem van a (%p, 4?;7)
intervallumban, nevezetesen p, de ekkor (1.23) és (1.24)-bél

b'i+c1=0i=12,.,r.
Vagyis (1.20)-b6l i = 1 és i = 2-re kapjuk, hogy
b’y +c¢1 =0bh+c’q,
tehat b’y = b’p, ami ellentmond (1.19)-nek. [J

1.5. Tétel (K. Gyarmati, A. Sarkozy): Legyen A C F, és d € F,-re az
a—a' =d, a,a’ € A megoldés szaméit jelolje f(A,d). Ha

max f(A,d) < |A|2, (1.25)
deF;

akkor A primitiv.

Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy léteznek olyan B C F, és C C F, halmazok,
hogy

A=B+Cés

Bl >2,|C|>2 (1.26)
fenndll. Feltehetjiik, hogy
|B| > |C|. (1.27)

8



(1.26) és (1.27)-bdl kapjuk, hogy
[A|=[B+C| < |((b,c) :b € B,ceC)|=|B|C| < B,
18y
|A|2 < |B|. (1.28)
(1.25) és (1.28)-bdl kovetkezik, hogy

max f(A,d) < |B]. (1.29)
deF;

Legyen c és ¢’ két C-beli kiilonb6z6 elem. Tgy (1.26) miatt minden b € B-re
a=b+ce Aésa"=b+c’ € A. Erre az (a,a’) parra, kapjuk, hogy

a—a' =b+c)—(b+c)=c—c (1.30)

és kiilonb6z6 b-re kiilonb6zé megolddsokat kapunk. Vagyis az (1.30) meg-
oldasok szama legalabb akkora, mint a B halmaz elemszdma:

f(Ac—c) > |B| (1.31)
c # c’-rec — ¢’ # 0,1gy (1.30) ellentmond (1.29)-nek. [

1.6. Tétel (K. Gyarmati, A. Sarkozy): Ha kg elég nagy és k olyan pozitiv
egész, hogy

ko < k < 1ps, (1.32)
akkor létezik egy A C Fp, hogy
|A| = K2, (1.33)

max f(A,d) = |A|?2 (1.34)
deF;

és A reducibilis.

Bizonyitds: Legyen m = 2k*. Az {1,2,..,N} halmazbdl kivalaszthatd
maximalis Sidon sorozat szamossaga (1 + o0(1))N 3. Ezért elég nagy k-ra
létezik egy Sidon-sorozat

B = {by,by, ..., b} C {1,2,..,m —1} és |B| = k(= (2)2). (1.35)

Legyen C = {cy,¢2, ...,k } = {2mby,2mb,,..2mby } és
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A=B+C. (1.36)
Ekkor A reducibilis és minden a € A a kovetkezd alakban irhat6
a=>bj+cj=0b+2mb;, ijE {1,2,...k} (1.37)
és (1.32) miatt
0< b <m, 0<b]~<m és
0 < b;+2mbj <m+2m(m—1) <2m? =8k* < 5. (1.38)
(1.37) és (1.38) egyértelmtien meghatdrozzak b;-t és cj-t , ezért
|A| = |B+C| = |B||C| = k? (1.39)

és ez bizonyitja (1.33)-t. Legyen d € F; olyan, hogy f(A,d) > 0, vagyis
létezik a,a’ € A,hogy a —a’ = d. Legyen a és a’ (1.37) alaki. Ekkor

d=a—a = (b, —b;y)+2m(b;, —bj,) =u+2mv, (140)
ahol
0< |b;, —by| = |u] <m (1.41)
és
0 < |bj, = bj,| = |v| <m (1.42)

és (1.32) miatt
d| < ul+ [2mo| < m+2m(m —1) <2m? =8k* < £, (1.43)

(1.41), (1.42) és (1.43) miatt d u-t és v-t (1.40)-ben egyértelmiien meghata-
rozza. Hau = b; —b;, # 0ésv = b;, —b;, # 0 akkor B Sidon tulajdon-
sdga miatt az (u,v) par a b;, b;,, bj,, bj, elemeket és igy az a és a’ elemeket
is egyértelmtien meghatdrozza, igy f(A,d) = 1. Hau = b;, — b;, = 0 és
v = bj, —bj, # 0, akkor i = i1-t k médon valaszthatjuk meg, mig v a j-t és
j1-t egyértelmtien meghatarozza, ezért (1.39) miatt

f(A,d) =k =|A|. (1.44)
Hasonl6an, ha u # 0 és v = 0, akkor j = ji-t is k médon vélaszthatjuk

meg, mig i1 és ip megint egyértelmiien meghatdrozott, vagyis (1.44) megint
teljestil és ez bizonyitja (1.36)-t is. [
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2. Az el6z6 3 kritérium Osszehasonlitasa
Jelolje F;, F, és F3 azon Fp-beli halmazokat, melyek kielégitik az 1.1, 1.4
és 1.5 tétel feltételeit és jelolje L1, L és L3 a legnagyobb részhalmazt, mely

az F;, F, és F5-hoz tartozik.

2.1. Tétel (K. Gyarmati, A. Sarkozy):

1,
|Fy| > 25-00) 2.1)

és
Li=58+0(1) (2.2)

2,
|| = 25+0() 2.3)

és
L, =£8+0(1) (2.4)

3,
B3| < exp((1+0(1))p3logp) (2.5)

és
Ly < (14 0(1))p3 (2.6)

Bizonyitas: 1, Legyen
-3 -3
B={b: 05> <b<E= 2/b b#0,2}.

Legyen Ayg C B és vegyiik az A = ApU {0,1} halmazt. Beldtjuk, hogy
az A halmaz az a; = 1 és az a; = 0 valasztdssal kielégiti az (1.1) és (1.2)
feltételeket, vagyis A € F;. Tehat azt kell belatni, hogy

l—a¢ A haacAésa#0,1, (2.7)
illetve

1+a¢ A,haaec A és a+#0. (2.8)
Haae A,a#0,1a € Ay C B akkor
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p-1 p—1
—Tél—a,l—FQST

és a paros, igy 1 — a és 1 4 a paratlan, ezért nem elemei Ag-nak, igy (2.7) és
(2.8) kovetkezik. Haa = 1, akkora +1 = 2, de ez se eleme Ap-nak igy (2.8)
ismét fenndll. Mivel |B| = § — O(1), ezért Ay C B halmaz 27-0(1) médon
vélaszthato ki, igy (2.1) teljestil, mert A = Ao U {0,1}. Legyen Ay = B.
fey A= BU{0,1} € F, ez pedig ad egy als6 becslést L-re, vagyis

Ly > 52+0(1). (2.9)

A felst becsléshez legyen a; és a; rogzitett és jeldljiik az 1.1 tétel feltételeit

kielégit6 halmazt A-val. Ekkor (1.2) miatt minden ¢, d € F, parra, melyre

a; +aj — ¢ = d fenndll, csak az egyik tartozhat A-ba. Legfeljebb - erl ilyen

pér van (beleszamitva a (¢, d) pért is) és F, minden eleme egy parhoz tar-
tozik. Ezért |A| legfeljebb pTH +2=540(1)¢ésigy L < 5+0(1) is
teljestil, ami (2.9)-cel egyiitt bizonyitja (2.2)-t.

2, Az (1.15) feltételt kielégité A-k szdma megegyezik azon Ay C F, hal-
mazok szdmaval, melyre Ay C (§, %p) fenndll, vagyis ezek szdma

2%-5+0(1) = 25-01)

és a maximadlis elemszamra:
2
Al < {0} 4+ |Aol <1+ [{a:E<a<F}=5+0(0)
Ebbél a kett6b6l kovetkezik (2.3)-t és (2.4)-t.

3,Ha A € F3 akkor (1.25) teljesiil, tehat
Y f(Ad) < Y |AlR = (p-1)|A% (2.10)
deF;; deF;;

De
E f(A,d) = Z |((a,a") :a,a" € A,a—a’=d)| =

deF;; deF;;

= |{(a,a"):a,a" € A,a #a'}| = |A|(|A] - 1). (2.11)
(2.10) és (2.11)- bél kapjuk, hogy
IA|Z(JA| —1) < p—1. (2.12)

Tegyiik fel (2.6)-tal ellentétben, hogy létezik € > 0, hogy végtelen sok
primre létezik A € F3, hogy
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A > (1+€)p3. (2.13)
(2.12) és (2.13)-bol kovetkezik, hogy

(1 +e)%p%((l + e)p% -1)<p—1,
amibdl
1
(1+e)2— L2 11 (2.14)
p3 P

kovetkezik. De p — oo esetén a baloldal hatérértéke (1 + e)% > 1, mig
a jobboldal hatarértéke 1, igy elég nagy p-re a (2.14) egyenlStlenség nem
teljestilhet és ez az ellentmonddés bizonyitja (2.6)-t. (2.6)-b6l kovetkezik,

hogy

Ly
Bl < [{A:ACF, A <L} =Y (P> <
i=1 \Ls

2
< P(Lps) = pth = exp((1+0(1))p3logp)

és ez bizonyitja (2.5)-t. [

2.2 Allitas: Elég nagy p-re az 1.1, 1.4 és 1.5 tételek fuggetlenek, vagyis
taldlhato olyan A C F, halmaz, ami a harom tétel koziil egynek a feltéte-
leit teljesiti, de egy maésik tétel feltételeit ezek koziil nem teljesiti.

Bizonyités: Létezik sok olyan A Sidon-sorozat, hogy A C (0,5 és|A| > 1.
Ezek a halmazok eleget tesznek az 1.5 tétel feltételeinek, de nem elégitik
ki az 1.4 tétel feltételeit.

Kimutathat6, hogy majdnem minden A C F, halmaz, melyre |A| = [%n%]
teljestil, eleget tesz a kdvetkezd egyenl6tlenségnek

2< f(Ad) <|Al? VdeF,

egy ilyen halmaz eleget tesz az 1.5 tétel feltételeinek, de nem tesz eleget az
1.1 tétel feltételeinek.

Vegyiik a kovetkez6 halmazt

A={0}u{a:L<a<?)
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Elég nagy p-re ez a halmaz eleget tesz az 1.4 tétel feltételeinek. Ugyanak-
kor, ha a;, aj € A, akkor —a; € A, mert A minden elemének az ellentettjét
is tartalmazza. Ha most az 1.1 tételbeli a; = —a; elemet vessziik a;-nak,
akkor

ﬂi—ﬂj—l—&lk:ﬂi—a]'—ai:—ﬂjGA

teljestil, vagyis erre a halmazra az 1.1 tétel (1.1) feltétele nem teljestil. [
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3. Adott részhalmazt tartalmazé primitiv halmaz 1étezése

3.1 Tétel (K. Gyarmati, A. Sarkozy): Legyen
p > 39 (3.2)

egy prim és legyen A C F,, hogy

[$; 18}

|A] < 3p5. (3.3)

Ekkor van olyan x € F, \ A elem, hogy az A U {x} halmaz primitiv.

Bizonyitas: Nevezziink egy x € F, elemet jonak, ha x ¢ A és AU {x} pri-
mitiv, egyébként nevezziik az x-et rossznak. Azt kell megmutatni, hogy
legaldbb egy jo elem van vagyis, hogy a rossz elemek szdma kevesebb,
mint p. Egy x € F, rossz, ha

x €A, (34)
vagy
x ¢ Aés AU {x} reducibilis. (3.5)
Jelolje B a (3.5)-t kielégit6 elemek halmazat. Azt kell megmutatni, hogy
|Al+|B| < p. (3.6)

A kovetkez6kben B méretét becsiiljiik. Ha x kielégiti (3.5)-t, akkor l1éteznek
olyan C,D C F, halmazok, hogy

AU{x}=C+D,|C|>2,|D| >2; (3.7)
teltehetjiik, hogy
IC| < |D]. (3.8)
Ekkor létezik ¢y € C ésdy € D, hogy
co +dg = x. (3.9)
(3.7)-bél kovetkezik, hogy 1étezik
c1€C, cg#. (3.10)
és
dy € D, dy #d;. (3.11)
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El6szor tegytiik fel, hogy
|A| < 3. (3.12)
(3.9), (3.10) és (3.11)-bdl kovetkezik, hogy

Xx#cyp+d =a €A, (3.13)
X#ci+dy=a,€ A (3.14)
és
c1+d € Au{x},
vagyis
c1+di=a3z €A, (3.15)
vagy
c1+d =x. (3.16)

Ha (3.15) teljesiil akkor (3.9), (3.13) és (3.14) miatt kapjuk, hogy
a1 +az = (co +di) + (c1 +4do) = (co +do) + (c1 +4d1) = x + a3,

igy

a1 +ax —az = x, (3.17)
mig ha (3.16) teljesiil, akkor (3.9), (3.13) és (3.14) miatt

a1 +ap = (co+dy) + (c1 +do) = (co+do) + (1 +d1) = 2x,
igy
ay+as
2

=X (3.18)

teljestil. (3.17)-ben az (a1, a3, a3) hdrmasok szdma legfeljebb | A|3, mig (3.18)-
ban az (a1, a,) parok szdma |A|?, igy (3.12) miatt az x lehetséges értékeinek
szama:

IB| < |AP + |A|? <27 +9 = 36, (3.19)
ugyanakkor (3.2), (3.12) és (3.19)-b&l kovetkezik, hogy
|A| +|B] <3+36=239
és (3.6) kovetkezik ebbdl és (3.2)-bol.
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Maradt az az eset, amikor
|A| > 4. (3.20)
Minden d € D-re kapjuk, hogy
(d+c1)— (d4+co) = c1 —co(# 0 (3.10) miatt).

A’ = AU {x}, (3.7)-bbl kapjuk, hogy d +co € A’ ésd +¢1 € A’,igy
a'o=d+co, a1 =d+c1 ése = c1 — cpjelolésekkel

a'v—a‘v=(d+c1) —(d+cyg) =c1—co=f, a’p,a'r € A (3.21)

Ennek a megoldds halmaznak az elemszdmat f(A’, f)-vel jeloltiik és min-
den d € D egy megoldast hataroz meg, igy

f(A f) = D

adodik. (3.21)-ben az a’y = x, vagy a’y = x értékektdl eltekintve (3.21)
megoldésai megoldésai az

a'yv—a'o=f, a'p,a’1 €A
egyenletnek is és igy ennek az egyenletnek legaldbb
f(Af) 2 f(AY f) =2 > [D| =2 (322)

megoldasa van. Legyen F azon f € F; elemek halmaza, amelyek eleget
tesznek (3.22)-nek. (2.11)-hez hasonléan kiszamolhato, hogy

Y. fAf) = AP~ Al (3.23)

feR;
Maésrészt F definicidja miatt

2 f(Af) =} f(Af) =} (ICI=2) = |F[(ID] -2).

fek; feF feF

Ebbél (3.7), (3.8) és (3.20) miatt

Y fAf) > |FI(JAU{x}]2 —2) = |F|(JA| +1)

feR

N|—

—2) 2

Nl—

(!A|1+1)

(3.23) és (3.24)-bdl kovetkezik, hogy

1 1
—|F||Al2.(3.24
S IVENEEN

Nl—=

> |F|((|A] +1)7 -2 )Z(l—é)lF!(!AHl)
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IF| < 10(]A|2 — |A|2). (3.25)

Ha ¢; és dj olyan elemek Fy-ben, melyek megjelennek (3.9)-ben és (3.10)-
ben, akkor (3.7), (3.9) és (3.10) miatt kapjuk, hogy ¢; + dy = a € A. Ekkor
(3.9) miatt

x=co+do=(do+c1)—(c1—co) =a—f€B,

ahola € A és f € F. Itt a-hoz legfeljebb |A| érték és f-hez legfeljebb |F|
érték tartozik, igy a B elemszdma

|B| < |A[|E]. (3.26)
(3.3), (3.25) és (3.26) miatt

Al + |B] < |A] + |A||F| < |A] +10]A]2 < 11]A]F < dp < p

32

Ez bizonyitja (3.6)-t |A| > 4-reis. O
A kovetkez6 tételhez el6bb egy lemmat bizonyitunk be.

3.2 Lemma: Legyen p > 3 egy prim és A C F,. Tegyiik fel, hogy létez-
nek u,v € F, elemek, hogy

ugA+A vg A—Aés g A (3.27)

teljestil. Ekkor A-hoz hozzdadva legfeljebb két elemet F, \ A-bdl egy olyan
B halmazt kapunk, amely primitiv.

Bizonyitds: Legyen A = {ay,ay,...as}. Legyen u, v olyan mint (3.27)-ben
és legyen

511 = ¥ ésagyp = 52
Ekkor (3.27) miatt

asy1tasi2=ug¢ A+ A,

Asy1 —As4p =0V ¢ A— A,

20511 —asp = ¢ A,
vagyis

As11+asyo —ar & A hal <k <s
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és

A1 — g0 +ar ¢ A hal <k <s+1
fgy az (1.1) tételbél i = s+ 1 ésj = s + 2 vélasztassal adédik, hogy az
AU{ag1,a542} halmaz primitiv.
3.3 Tétel (K. Gyarmati, A. Sarkozy): Legyen p > 3 egy prim és A C F.
Ekkor kitorolve legfeljebb {HT\@ Ale} elemet A-bdl és legfeljebb két ele-
met hozzdadva F, \ A-hoz keletkezik egy B halmaz, mely primitiv.

Bizonyitas: Ha |A| > 3_T\@p, akkor {34’7\@%2} > |A| és elvéve |A| —

1 elemet A-bdl olyan halmazt kapunk, ami csak egy elemet tartalmaz,
vagyis a kapott halmaz irreducibilis.
Tegyiik fel, hogy

A| < 355p. (3.28)
El6szor azt bizonyitjuk, hogy létezik A” C A és egy u € F, elem, hogy
ug A+ Aes|A| > 4] - 1AE (3.29)
Legyend € F,-re
h(A,d)=|{(a,a"):a+a"=d,aa € A}|.

Y h(Ad) =) Y. 1= ) 1=A”

deFy deF, aa'c€Aa+a’=d aa’'cA

Ekkor

Masrészrol pedig

pminh(A,d) < Y h(A,d) = |A|?,

deFy deF,
azaz
. |A]?
minh(A,d) < —- (3.30)
deF, p
Legyen u € F, olyan elem, hogy
h(A,u) =minh(A,d) =t. (3.31)

der
és (ay,a"1), (ap,a'2),..., (ar,a’y) az
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a+a' =u aa €A

egyenlet megoldasai. (3.30) és (3.31) miatt

_ 1A
=h(A,u) < o

Az A’ = A\ {my,ay,...,a;} halmazon az a + a’ = u egyenlet nem oldhat6
meg, igy

ug A+ A
Ez bizonyitja (3.29)-t. Vegyiink egy olyan halmazt és egy olyan u € F,

elemet, mely teljesiti (3.29)-t. Azt bizonyitjuk, hogy létezik egy A" C A’
halmaz és egy v € F, elem, hogy

vg A" — A", w3 g A (3.32)
és
" p Al2 Al?
A7) 2 |A = HBLEE > A - 2B (3.33)

Mivel A" C A’, ezért (3.29) miatt
ug A"+ A" (3.34)

teljesiil. Legyen f(A’,d), mint az 1.5 tételben és legyen G = {v € F, :

U3 ¢ A’} Mivel u rogzitett, igy

(3.35)
teljestil. Tovabba
L fland) =}, Y, 1=
deF,\G deF,\G aa'€A, a—a'=d
<y Y 1= Y 1=|APP<|APR (3.36)
deF, aa'€A, a—a'=d aa'€A
De (3.35) és (3.36) miatt
—|A|) min f(A’,d) < (p—|G|) min f(A’,d (A,d) < |A~
(p=14D min f(A°D) < (p=l01) min [(A. D)< B faD < |A
(3.37)
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(3.28) és (3.37)-bdl kovetkezik, hogy

AR _ AP _1+V5|AP

dénFir\lcf(Al’d) Sp—jal s p—35," 2 p (338)
Legyen v € F, \ G egy olyan elem, melyre
f(A",v) = dénFir\le(A’,d) =5 (3.39)
és (b1,b"1), (by, b'2),..., (bs, b's) a
b—b=v bbeA
egyenlet megolddsai. (3.38) és (3.39) miatt
5= f(A",0) < 1/51AF (3.40)
Az
A" = A\ {by,by, ..., by} (3.41)
halmazon a b — b’ = v egyenlet nem oldhat6 meg, igy
vg A"+ A" (3.42)

v € F,\ G és a G definici6ja miatt “5°2 ¢ A’. Mivel A" C A" azt kapjuk,
hogy

utdo ¢ A" (3.43)

Tehét (3.32) és (3.33) kovetkezik (3.40), (3.41), (3.42) és (3.43)-bol. Igy A"
A egy olyan halmaz és u,v € F, olyan elemek, melyekre

ug A"+ A", vg A" - A, 3 ¢ A" es |AT] > |A| - 3+2\@%'

A 3.2 lemmat hasznélva adodik, hogy legfeljebb két elemet hozza adva
A"-hoz F, \ A"-b6l egy primitiv halmazt kapunk.
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4. Osszeghalmazok elemszamadra vonatkozé alsé és fels6
becslés

4.1 Tétel (Cauchy-Davenport-Chowla tétel): Legyen p prim, A,B € F,
|A| =k >0,|B| =1> 0. Ekkor

|A+ B| > min(p,k+r—1) (4.1)

1. bizonyitas: Legyen p rogzitett és tegyiik fel, hogy van olyan A és B,
amelyre (4.1) nem igaz és nevezziik rossznak az ilyen halmazpéarokat. Te-
kintstink egy olyan A, B rossz halmazpart, melyre |B| = I a lehet legki-
sebb.

1. eset: Hak+/—1 > p, akkor B-b6l hagyjunk el k+1—1— p(< 7)
elemet és a maradék halmazt jeldljiik B’-vel. Ekkor

|A+B| <|A+B| <min(p,k+1—1) =p=min(p,|A| + |B| — 1),

vagyis az A, B’ is rossz halmazpér, de 0 < |B| < |B| miatt ez ellentmond
| B| minimalitdsanak.

2. eset: Tegyiik fel, hogy k+1 -1 < p. k > | > 2, mert k < [ ese-
tén A és B szerepcseréje ellentmondana |B| minimalitdsdnak, | = 1 esetén
pedig (4.1)-ben egyenltség all, azaz A és B nem lenne rossz halmazpar.
Mivel ] > 2ésk+1—1 < p,ezértk < p is teljestil.

Feltehetjiik, hogy 0 € B, mert B minden eleméhez ugyanazt az értéket
hozzaadva |A|, |B| és |A + B| nem véltozik.

Legyen b # 0 tetszleges rogzitett eleme B-nek. Ekkor A +b = {a+b|a €
A} ¢ A, ellenkez esetben ugyanis A +b = A teljesiilne, és igy a két
oldalon 4116 halmazok elemeinek 6sszege megegyezne:

Y a=) (a+b)=kb+ ) a, = kb=0,

acA acA acA

ami k < p és b # 0 miatt nem lehet.
Vagyis van olyan a; € A és by € B, hogy a1 + by & A. Legyen

A'=AU{a;+blbeB,ag+b¢ A} és B = {bla; +b € A}.

|A| = k"és |B’| =1"esetén k' + 1" = k+1és0 < I" < I, mert 0 € B, de
by ¢ B. Kell még, hogy A“+ B C A+ B. Legyena’ + b’ € A’ + B’. Ha
a’ € A,akkora’+ b’ € A+ B. Haa’ = a; + b, akkor

a+b'=(+b)+b =@ +b)+bec A+B,
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hiszen B’ definici6ja miatt a; + b’ € A. Ezek alapjan

|A’+B| < |A+B| <min(p,k+1—-1)=k+1-1=k'+1'-1=
min(p, k" +1"—1),

tehdt A’ és B’ is rossz pér és I’ < I, ami ellentmond |B| minimalitdsanak,
vagyis a tétel igaz.[]

A 2. bizonyitashoz az Alon-féle Nullstellensatz kovetkezményét hasznal-
juk. Az Alon-féle Nullstellensatz a gyfir(i elméleti Hilbert-féle nullhelyté-
tellel mutat rokonsagot és igy szol: F tetsz6leges test, g; = [Lses,(Xi — 5)
i = 1,.n és S; C F adottak. Ha az f polinom eltinik a g;-k kozos
gyokein, akkor f = Y h;g; és Vi-re degh; <degf-degg;. Ennek egy
kovetkezménye a kovetkezs: legyen az f(xq,..x,) polinom egy f&tagja
zxxilx? xin, Legyenek Sy, ...,S, C F,V|S;| > t;, akkor f nem tlinhet el az
egész 51 X Sy X ... X §; halmazon.

2. bizonyitas: A bizonyitasban az el6z6 kovetkezményt haszndljuk fel.

I eset: k+ 1 > p, ekkor minden g € F,-re |[AN (g — B)| # 0, vagyis
da=g—b,tehdta+b=g.

II. eset: tegyiik fel, hogy |A + B| < k+1—2. Ekkor A+ B C C, ahol
|C| = k+1—2. Nézziik a kovetkez6 polinomot: [[.cc(x +y —¢c) =
F(x,y). F eltﬁnik az A x B halmazon ésdeg F = (k— 1)+ (I —1). Kell

még, hogy xF~1y/~1 egyiitthatéja nem nulla. Ennek a tagnak az egyiitt-

hatdja (kH 2), ami nem nulla, mert k + 1 —2 < p, de ez ellentmond a
kovetkezmenynek.D

A 4.1 egyenl6tlenség éles, ugyanis,ha A = {0,1,..,k—1}ésB ={0,1,...,r
1}, akkork+r < p+1lesetétn A+ B ={0,1,...k+r—
k+r—1Az A = B specidlis estben a 4.1 egyenl6tlenség az |A + A| >
min(p,2k — 1) becslést adja és ez is éles az A = {0,1,..k — 1} halmazt
véve.

4.2 Tétel (Alon, Granville, Ubis): Legyen G egy n rendii Abel-csoport és
A CGés = k > 2. Ekkor

n=j olekrs]
#{A+B:BCG} <n 212112]{2 (H]>mm{2 2ty (4.2)
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Bizonyitds: Egy adott B halmazb6l mohén vélasszunk ki elemeket a ko-
vetkez6képpen: elsének valasztunk egy b € B elemet, majd b, € Blegyen
olyan, hogy maximalizélja az

(A+{b2}) \ (A+{b1})

halmazt, majd b3 € B legyen olyan, hogy maximalizdlja az

(A+{bs}) \ (A+{b1,b2})

halmazt és igy tovdbb. Jeloljiikk Bj-lel azon b;-k halmazat, amelyre A +
{b1, by, ..., b;} legalabb | elemmel tobbet tartalmaz, mint A + {by, by, ..., b;_1}
és tegytik fel, hogy |B; + A| = j. Definici6 szerint
[[B)| < [Bj + A| = j, vagyis |Bi| < [{]
fgy Bj-t maximum X, <[i] (") féleképpen vélaszthatjuk meg. % <7hal>2
I

= (5) ==(ih)

i<[]

és igy

Meghatarozzuk, hogy adott B; mellett A 4 B-re hany lehet6ségiink van.
Mivel Bj+ A C B+ A C G, ezért az ilyen A + B-k szdma az olyan H hal-
mazok szdma, melyekre B + A C H C G teljesiil, ami 2" /.

Legyen C = B; + A és D olyan halmaz, melyre ha d € D teljesiil, akkor
r(d) >k+1—1,aholr(d)ac—a=d,c € C,a e Aegyenlet megoldassza-
mét jeloli. Ha b € B\ By, akkor

r(b) =1b+A)N(B+A)| >k+1-1

és igy b € D teljesiil. Mivel (B \ B;) C D, igy legfeljebb 2/P! darab B\ B;
halmaz van és igy legfeljebb ennyi A + B alakti halmaz van. Kaptuk, hogy

[DI(k+1~1) < ) r(d) = |A[|C| = kj
deG

ésigy |D| < i, ebbol pedig (4.2) kovetkezik.[J

4.4 Tétel (I. Z. Ruzsa): Legyen G egy nem feltétleniil kommutativ csoport
és A, B, C véges részhalmazai G-nek. Ekkor

|Al|B—C| < [A—B||A-C|
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teljestil.

Bizonyitds: Legyenek a € A, b € B — C. Ezeket az (a,b) parokat fogjuk
injektiven beleképezni az (A — B) x (A — C) halmazba. B elemei legye-
nek by, by,...,b,. Egy adott (a,b) parhoz, nézziik azokatazy € B,c € C
elemeket, melyekre b = y — c teljesiil. Ekkor y = b; valamilyen i-re, legyen
ez az i minimdlis és feleltessiik meg az (a,b) parnak az (a — y,a — c) part.
Vegyiink egy masik pért (a’,b") éslegyen b’ =y’ —¢’. Ha

a—y=a—-y,a—c=a -/

teljestil, akkor kapjuk, hogy v — ¢ = ' — ¢/, de y minimalis volt, igy y = v/,
tehat c = ¢’ ésa = a’, vagyis a leképezés injektiv. [J

4.5 Kovetkezmény: Ha |A| = m, |3A| < am, akkor
| —2A +2A| < a®m

A kovetkezd tételhez el6bb egy lemmat mondunk ki.

4.6 Lemma: Legyen d < 2 egész és Xj,...X,; tetszbleges halmazok, B C
X1 X ... X X; egy véges részhalmaza és legyen

B C X1 X ..x Xj1 X Xjiq X o X Xy

projekci6. Ekkor |B|?*~1 < T4, | B;| teljesiil.

Bizonyitds: A lemmat d-re szerinti indukciéval bizonyitjuk. d = 2-re az
allitds nyilvanval6. Legyenek a {b1, by, ..., b} elemek olyanok, amik el&-
fordulnak, mint egy B-beli elem els6 koordinétaja és particiondljuk a B
halmazt az els6 koordinata szerint, tehat

B = B(b1) UB(by) U...UB(by),
ahol
B(b;) = {(b;, x2,x3,...,x3) =b:b € B}
Az indukci6s hipotézis miatt kapjuk, hogy
B(b:)|"> < |B(by)2]..[B(b:)al,
vagyis

=2 1

IB(b;)|4=1 < (|B(b;)a]..|B(b;)a]) 7
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Trivialis, hogy |B(b;)| < |By] is teljestil és ezért

N
[B(bi)| < (IB(bi)2].-.[B(bi)al) 7T |By [T
Ezt és a Holder-egyenl6tlenséget hasznédlva a kovetkezdt kapjuk:

B| = ZrB bi)| < [B1|7T Y (IB(bi)al...|B(bi)al) 7T <
i=1

t d
< T (L(1B(e; )+ =TT 181
j=1

j=2 i=1

és ez bizonyitja az allitast. [

4.7 Tétel (K. Gyarmati, M. Matolcsi, I. Z. Ruzsa): Legyenek A;, Aj,..., A
véges, nem {ires részhalmazai egy kommutativ félcsoportnak.

S=A1+A2+...+A, Si=A1+..+A 1+A1+ ...+ A
Ekkor [S| < (TTE, |Si) 7.

Bizonyitas: Soroljuk fel az A, Ay, ...,Ax halmazok elemeit valamilyen sor-
rendben:

Ay ={ci1,c12, 011 }

Ay ={ca,c2, ... Co1, }

Ax = {cx1, ks s Cet, }
Minden s € S-re nézziik azt az
§ = C1j; T C2ip + o + Cpiy (E A+ ...+ Ak)

felbontést, ahol az 6sszeadando6 tagok sorszdma a lexikografikus rendezés
szerint minimadlis. Nézziik a kovetkez6 fliggvényt: f : S — Ay X ... X Ay,

f(s) = (Clil,Cziz,.-.,Ckik) € Al X ... X Ag
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Ezjol definialt és az S halmazt egy B C A; x ... X A halmazba képezi ugy
hogy, |B| = |A1 + ... + A| teljesiil. A 4.6 lemmdt a B halmazra alkalmazva
kapjuk, hogy
B! < |By||Ba|...| By
teljestil. Ezért elég megmutatni, hogy
|B]| <A+ A+ ..+ A]'_1 + Aj+1 + . Ay

Ez az egyenl6tlenség pedig kovetkezik abbdl, hogy a Bj-ben 1évo elemek
koordinatdinak 6sszege kiilonbozik. Valoban, tegytik fel, hogy z # 2’ € B;
elemekre

z= (C1i11C2i2/---/ijlij,lrcj+1ij+1z ---/Ckik),

r_
7z = (clill,c%;,..., Cj—li;fl’cj—s—li;-ﬂ’""Ckillc)’

C1iy + C2ipy + oo + Cjp, = Cli; + CZZ./2 + ...+ Cki;c

Feltehetjiik, hogy

. . . . . J J J . J
(i1 82 e Bjm1, Bjg1, onelik) < (i, eers 1j71,1]+1,...1k)

a lexikografikus rendezés szerint. zl e B]-, ezért létezik egy d € A]- elem,
hogy

p

(cli;,czlz, . C]._h.;_l,d, Ci+1i}+1’ ""Cki;) € B.

Tehéat létezik u € S, hogy

u= Cli; +C2i/2 +..+cC.

]_11.;71 +d-+ C]. T Cki;(’

+11]’+1
f(u) = (Clill' C21.12, ceey Cj—li;_l’ d, C]'-i-li;-ﬂ' ey Cki]/() € B.
teljesiil. Mivel ¢q;; + ¢, + ... + iy = €10 + 050 + oo+ )0, €261t
1 2 k

U= c1jy +Copy + oo+ Cjm1iy Hd + i,

+ ...+ Ckiy

is teljesiil, azonban d = cj; -re

. . . . . . g J . J J
(iy, 12, ..., ii1,1j, z]-+1,...zk) < (g, 1 s Li_1,1j, 1j+1,...1k)

teljestil a lexikografikus rendezésben, de ekkor f definiciéja miatt f(u) #

(Cli;’ Czi;’ vy Cj—li;,l’ d, ¢; +1i;+1’ vy Cki,’()’ ami ellentmondas. Ezzel a tételt bi-

zonyitottuk. UJ

27



5. F, adott részhalmazanak legnagyobb reducibilis rész-
halmaza

Ha A Sidon-sorozat, akkor minden részsorozata is Sidon-sorozat és az
1.3 kdvetkezmény miatt primitiv, igy A-nak nincs reducibilis részhalmaza.

Van olyan Sidon-sorozat F,-ben, melynek a szimosséga (1+o(1))(§)% (ezt
Erd6s és Turan bizonyitotta) Ezért van olyan A C F, részhalmaz, hogy

|A| > clp% és A nem tartalmaz reducibilis részhalmazt. Ugyanakkor igaz
a kovetkezd tétel:

5.1 Tétel (K. Gyarmati, A. Sarkodzy): Ha A C F, olyan részhalmaz, hogy
Al = 1A] > p—1, (5.1)

akkor A tartalmaz egy M reducibilis részhalmazt, melyre a kovetkez6 tel-
jestil: ha M = B + C, akkor

2_
M| > |B| > 44, (5.2)
B >2 (5.3)
és
IC| = 2. (5.4)
Bizonyitds: Legyen f(A,d), mint az 1.5 tételben, ekkor fenndll a kovet-
kez6:
Y. f(Ad) =) {@d):ad cAa—d=d} =
der; dery;
= {(a,d') :a,d € A,a #a'}| =|A]* —|A| (5.5)

Legyen dy € F; olyan elem, melyre f(A,d) maximélis: f(A,dy) > f(A,d),
minden d € F,. Ekkor (5.5)-b6l kapjuk, hogy

AP = [Al =) f(Ad) < ) f(Ado) = (p—1)f(A,do)

deF; deF;
vagyis
2_
A=Al < £(A, do). (5.6)
Legyen B={a’:a',a’ +dy € A} és C = {0,dy}. Ekkor
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B+ C=B+{0,dy} =BU(B+ {dp}) C A,
igy (5.6)-bol

B+C| > Bl = |{a :d,a' +dy € A}| = f(A,do) > L34, (57)

(5.3) kovetkezik (5.1) és (5.7)-bdl, illetve (5.2) is fennall. []
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6. k-primitiv és k-reducibilis halmazok

Definici6: Egy A C F, halmazt k-primitivnek neveziink, ha minden B C
F, olyan halmaz primitiv, melyre D(A, B) < k. (D(A, B) jeloli a két hal-
maz szimmetrikus differencidjat)

6.1 Tétel (K. Gyarmati, A. Sarkozy): Legyen A C F, és legyen f(A,d),
mint az 1.5 tételben. Ha

A,d
%gf( ) <3

(6.1)
és k € N olyan, hogy

k< E, (6:2)

akkor A k-primitiv.

Bizonyitas: Azt kell megmutatni, hogy minden olyan B C F, halmaz pri-
mitiv, melyre

D(A,B) < k 6.3)

teljesiil. Az 1.5 tétel miatt elég megmutatni, hogy

max f(B,d) < |B|2. (6.4)
deF;

Hogy ezt megmutassuk, egy fels§ becslést adunk f(B,d)-re, vagyis az
olyan (b,b') parok szdmara, melyekre

b, € B (6.5)
és
b—0b = (6.6)

teljestil, ahol d € F; rogzitett. Mivel B = (AN B) U (B \ A), ezért barmely
b, V' parra, mely eleget tesz az (6.5) és (6.6) feltételeknek eleget kell tennie
a kovetkez? feltételek egyikének:

b e ANBCA, b-b=d, (6.7)

beB\A, b =b—d, 6.8)

30



b e B\ A, b="0 +d. (6.9)
(6.1) miatt a (6.7)-t kielégits b, b’ parok széma legfeljebb
f(Ad) < }|AJ.
S6t a (6.8)-t kielégits b-k szama legfeljebb
B\ A| < D(A,B) <k

és b egyértelmiien meghatdrozza a b’ = b — d értéket, igy (6.8)-nak legfel-
jebb k megolddsa van és ugyanigy az (6.9)-nek is legfeljebb k megoldédsa
van. Felhasznélva (6.2)-t azt kapjuk, hogy

F(B,d) < 1|A|2 +2k < 3| Alz. (6.10)
A C BU (A B)-b6l kapjuk, hogy
|A| < [B] +[A\ B| < [B] 4+ D(4, B),
amibdl (6.2) és (6.3) felhasznaldsaval
1
B] > |A| = D(A, B) > |A] -k > |A| - 3|A|2 > |A] - §|A| = §|A|.(6.11)
(6.10) és (6.11)-bd] kovetkezik, hogy
1 1 1l 1
f(B,d) < glA]> < 2(3|B])> = (5)2(B|> < |B|>.
Ebbdl pedig kovetkezik (6.4). [

Kovetkezmény: Ha A C F, Sidon-sorozat és |A| > 16 és k = [%|A|%]
teljestil, akkor A k-primitiv.

Definicié: Ha p egy prim, akkor legyen M(p) a legnagyobb olyan pozi-
tiv egész, melyre létezik k-primitiv halmaz Fy,-ben.

6.2 Tétel (K. Gyarmati, A. Sarkozy): p — oo esetén
0.0029p < M(p) < ip. (6.12)

Bizonyitds: El6szor a fels6 korlatot latjuk be. Legyen K(A) = max{k : k €
N, A k-primitiv}, igy

M(p) = AmCanp K(A).

K(A) definici6jabol kapjuk, hogy minden reducibilis A" C F, halmazra
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D(A,A") = K(A) +1,
vagyis
D(A,A")—1>K(A).

Vagyis a fels¢ korlat igazoldsahoz azt kell megmutatni, hogy minden A C
F, részhalmazhoz van egy A’ részhalmaz, hogy

D(A,A") -1 < 1p. (6.13)
Két esetet kiilonboztetiink meg.
1. eset:
A] > 2p?. (6.14)
Ebbdl kovetkezik, hogy
A2 = Al > 4p = |A] =2 3p > p—1,

vagyis az (5.1) feltétel teljesiil, ezért az 5.1 tétel alkalmazhat6. Legyen B +
C az 5.1 tételben megkapott reducibilis halmaz ott megadott felbontasa és
legyen A’ = B + C. Ekkor A’ reducibilis és (5.2) miatt kapjuk, hogy

Al*—|A A
DA, A) = |A\ (B+C)| = 4] = [B+C| < 4] - M54 =~y -
1
PR e < i = b Gl - D) <

és ez bizonyitja (6.13)-t.
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2. eset: tegyiik fel, hogy |A| < Zp%. Vegyiik a kovetkez6 halmazt:
A'=1{0,1,2} ={0,1} + {0,1}.
Ekkor A’ reducibilis és p > 100 esetén a kovetkez6t kapjuk:
D(A, A') = [A\A'| + | A\ A < A+ A <23 +3 < b+ f < |

és ez bizonyitja a fels6 korlatot ebben az esetben is. Ezzel a (6.12) fels
korlatjat bizonyitottuk.

Az als6 korlat bizonyitdsahoz a kovetkezd, Alon, Granville és Ubis 4ltal
bizonyitott tételt fogjuk felhaszndalni:

F, reducibilis részhalmazainak szama kevesebb, mint 1,96027, ha p elég
nagy.*
A (6.12) allitassal ellentétben tegyiik fel, hogy
M(p) < 0.0029p (6.15)
és legyen
k = [0.0029p] + 1. (6.16)

Ekkor M(p) definici6ja és (6.15) miatt nincsen k-primitiv A C F, részhal-
maz erre a k-ra. Jeloljiikk R,-vel F, reducibilis részhalmazainak halmazat.
Minden A C F, részhalmazra létezik egy R = R(A) C R,, hogy

D(A,R) <k. (6.17)

Rogzitett R C F, részhalmazra legyen A(R) azon A C F, részhalmazok
halmaza, melyre (6.17) teljesiil. Ha R rogzitett, akkor minden A C A(R)
megkaphaté R-b6l pontosan i darab elem megvéltoztatasaval, ahol i < k.
Ezt az i darab elemet (%) féleképpen tudjuk kivélasztani. Ezért azt kapjuk,

hogy
IA(R)| = é <’l’) < (k-|—1)(Z). (6.18)

Mivel minden A C F, részhalmazhoz van R € F,, hogy A € A(R), igy
(6.18) és (*) miatt kapjuk, hogy

2P =|{A: ACF}| =|Urer, {A: A€ AR)}| <

< Y JAR)< ¥ (k+1)(Z) :(k+1)(Z>|RP| < (k+1)(Z>1,96027",

RER, RER,

vagyis
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(k+1) (7) > (1oe3)"- (6.19)
A tovédbbiakhoz felhaszndljuk a kdvetkez lemmat, amit a Stirling formu-

laval lehet bizonyfitani.

Lemma: Legyen 0 < a < b és e > 0. Ekkor létezik egy pozitiv szdm
0 = 6(a,b,e) és egy pozitiv egész my(a,b,e), hogy ha m > my(a,b,€),
|u —bm| < dm és |v —am| < dm, akkor

(z) < 2(bd(§)+e)m

teljestil, ahol d(x) = —@(x log x + (1 — x)log(1 —x)),ha0 < x < 1és
d(0) =d(1) =0.

Ekkor (6.16) miatt a lemméabdl (im = u = p,v = k,a = 0,0029, b =1
véalasztasokkal) kovetkezik, hogy p — oo esetén

(k+1) () < 2(00029)+o(1))p (6.20)

teljestil. (6.19) és (6.20)-bol kovetkezik, hogy

2 d(0,0029
1,9062 <2 ( )’

vagyis
(log 2) d(0,0029) + log 0,9801 > 0

-0,0029 log 0,0029 - 0,9971 log 0,9971 + log 0,9801 > 0.  (6.21)

Ugyanakkor egy kis szamoldssal lathat, hogy (6.21) bal oldala kisebb nul-
lanal, ezért a (6.21) egyenl6tlenség nem 4llhat fenn. Ez az ellentmondas
bizonyitja, hogy (6.15) sem all fenn és ezzel kész az als6 korlat bizonyitdsa
is. [J

Emlékeztetiink, hogy egy A C F, halmazrél akkor mondjuk, hogy k-
reducibilis, ha létezik additiv, vagy multiplikativ k-felbontasa. Persze, ha
egy halmaz k-reducibilis, akkor I-reducibilis is, minden 1 < [ < k szdmra
is. Az aldbbi tételben ennek a forditottjat vizsgaljuk.
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6.3 Tétel (K. Gyarmati, A. Sarkozy): Legyen p > 22 prim és A olyan rész-
halmaza F,-nek, amely

A=1{0,11UA (6.22)
alaku, ahol
Ao L 5), (6.23)
Ay = U]r-zl{aj, aj+1, ...,a;}, (6.24)
ahol r > 1, tovabba
4>@, i=1,2,..,r (6.25)
és
aH124+Q, ji=1,2,..,r—1 (6.26)

Ekkor A 2-reducibilis, de nem 3-reducibilis. Jeloljiikk G-vel azon halmazok
halmazat, melyek a fent leirt alaktiak. Ekkor |G| > 252

Bizonyitds: Legyen B = {0} U (U]r.:l{aj, Aji1, ey a; —1}). Ekkor A =
{0,1} + B egy nem trividlis felbontdsa A-nak. Tegytiik fel, hogy A 3-reducibilis,
vagyis

A=B+C+D (6.27)

teljestil, ahol [B|, |C|,|D| > 2és B,C,D C F,. 0 € A és (6.27) miatt 1étezik
be Bésce Césd e D, hogy 0 = b+c+d. Ekkor B = B — {b},
C' = C—{c}, D' = D — {d} halmazokra teljesiil, hogy

A=B+C' +D’ (6.28)
A-nak egy nem trivialis 3-felbontasa és
0eB,C,D (6.29)

Mivel (6.28) A-nak egy nem trividlis 3-felbontdsa, ezért 1éteznek nem nulla
b e B, € C'ésd € D’ elemek. Ekkor (6.28) és a b/, ¢/, d nem nulla
elemekre azt kapjuk, hogy
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{v',c,d, v+, v+d,//+d,bV++d} c{0,b}+{0,c}+{0,d} C
B +C'+ D' = A. (6.30)

Harom esetet kiilonboztetiink meg.

1. eset: Tegyiik fel, hogy ¥/, ¢’ és d’ koziil egyik sem 1. Mivel egyik sem
nulla, ezért

v,d,d e A\{0,1}.
(6.22) és (6.23) miatt

RS

S b/lc/ldl < g/
vagyis
<+, bV +d,d+d <p. (6.31)

(6.30) és (6.31)-bS1 kapjuk, hogy b’ + ', b’ +d’,c’ +d" € An[5,p), de (6.22)
és (6.23) miatt A N[5, p) iires, tehat ellentmonddsra jutottunk.

2. eset: Tegyiik fel, hogy b’ = 1, de ¢’ és d’ nem 1. (a tobbire ugyanigy
megy) Ekkor a c’-re és d’-re tett feltétel miatt miatt

c,d ¢{0,1},
ezért (6.22), (6.23) és (6.30) miatt
d,d e A\{0,1} = Ap C [§,5),

vagyis

E<d+d <p. (6.32)

fgy (6.30) és (6.32) miatt Gjra kapjuk, hogy ¢’ +d" € AN[5, p), ami megint
ellentmondaés.

3. eset: Tegyiik fel, hogy V', ¢’ és d’ koziil legaldbb két darab egyes sze-
repel, feltehetjiik, hogy b’ = ¢’ = 1. Ekkor (6.30) miatt

b+ =2¢€ A.

Mivel p > 9, igy
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2€ An(L,1E),

de (6.22) és (6.23) miatt AN (1, g) tires, vagyis ellentmonddsra jutottunk.
Mindhéarom esetben ellentmondadsra jutottunk, igy (6.27) nem allhat fenn,
vagyis A nem 3-reducibilis.

|G| > 252 igazolasahoz nézziik az 6sszes nem {ires
3
EoC[f, ) CF (6.33)

halmazt és egy ilyen Eg halmazt irjunk fel a kovetkez6képpen:

Eo = Ul {ejej+1,..¢}, (6.34)
ahol
e; >ej, j=1,2,.r (6.35)
és
eiy12€+2, j=12,.r—1 (6.36)

Jelolje H ezen részhalmazok halmazat. Minden Ey € H halmazhoz konst-
rudlunk egy Ag = Ag(Eo) halmazt a kovetkez6 moédon. Elészor az a; és a;
elemeket definidljuk j = 1,2, ...r esetén:

aj=¢ej+(j—1) és a;:e;+j, i=12,..,r. (6.37)

Legyen Ay = Ao(Ep), mint (6.24)-ben és A = A(Ej), mint (6.22)-ben. Ek-
kor (6.33), (6.34), (6.35), (6.36) és (6.37) miatt (6.24), (6.25) és (6.26) teljestil.
a € Ap-ra kapjuk, hogy

a>e >k (6.38)
S6t (6.33)-(6.37)-bol kovetkezik, hogy
3]9 ’ r r—1 , 7 r—1 p p
/
§ 7 4= Lo+ Do) ta 2 10+ L2+ [ﬂ —2(r-1)+ [ﬂ
j= j= j= =

vagyis p > 22 miatt

1,3p p 13p p-3 p
(2 _ |2 < (22 _FPFP—° r
<203 M)H—z(s ) Tl<y

igy minden a € Ag-ra kapjuk, hogy
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aga;:e;+r<%p+ﬂzg. (6.39)
Ezért (6.23) kovetkezik (6.38) és (6.39)-b6l. Tehat minden A = A(Ey) hal-
maz eleget tesz (6.22)-(6.26)-nak, igy 6k elemei G-nek. Ha E és E{) kiilon-
b6z6 elemei H-nak akkor A(Eg) # A(E]), ezért |H| = |G].
H| = 2lmmeNf<n<¥l 1 > 06115 252

Vagyis |G| > 252 Ezzel kész a 6.3 tétel bizonyitasa. [J

A kovetkez6 tételben a legnagyobb olyan k szamot becsiiljiik, melyre Fj,
egy adott részhalmazénak létezik k-reducibilis részhalmaza.

Definicié: Ha G egy additiv csoport, d € N és y,x1, x2,...x; G-nek elemei,
akkor a

d
H={y+) ex;: e¢€{0,1}, i=1,2,.d} 6.40
i=1

halmazt d-dimenzids Hilbert kockdnak nevezziik.

6.4 Lemma: Ha N > Ny, E C {1,2,...,, N} olyan, hogy

IE| > N3 (6.41)
és
log(3N
d = [Jhlogoei3ys], (6.42)

akkor létezik d-dimenziés H Hilbert kocka, melyre x; # x,1<i<j< d
és H C E teljesiil.

6.5 Tétel (K. Gyarmati, A. Sarkozy): Ha p > po prim, A C F,, olyan,
hogy

|A] > p? (6.43)
és
log(3
k= [Jhlog sy, (6.44)
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akkor A-nak van k-reducibilis B részhalmaza.

Bizonyitds: Az allitds bizonyitdsdhoz A minden elemét reprezentéljuk a
legkisebb pozitiv egésszel modulo F,. Az igy keletkezett halmazt jeloljiik
A’-vel. (6.43) és (6.44) miatt alkalmazhatjuk a 6.4 lemmatap = N, A’ = E
és k = d szereposztassal. Kapjuk, hogy létezik egy d-dimenziés Hilbert
kocka H', melyre H' C A’ teljesiil. Ha a maradékosztélyokat y,xq, x2, ...x
jeloli akkor

k
H={y+Y exi: ¢<c{01}, i=12,.k} CA
i=1
Ha By = {y,y +x1} és B; = {0,x;},i = 2,...,.k, akkor H = By+Bo+...+B; C
A, tehat H egy k-reducibilis részhalmaza A-nak.l]

A tovébbiakban egy B+ C = R C A C F, felbontdsban a B és C mére-
tét becsiiljiik. Ehhez el6szor egy lemmat mondunk ki.

6.6 Lemma: Ha D, Dy, ...D; részhalmazai F,-nek és |Di| = |D;| = ... =
|D¢| = 2, akkor

D1+ Dy + ...+ Dt| > min{t+1,p}
Bizonyitds: A Cauchy-Davenport tételbdl (4.1 tétel) indukciéval kdvetke-
zik. [J

6.7 Kovetkezmény: Ha A C F,, p és k a (6.43) és (6.44) feltételeknek eleget
tesznek, akkor A-nak létezik egy R reducibilis részhalmaza, hogy

R=B+C (6.45)
esetén
min{|B,[C|} > [§] +1 (6.46)
Bizonyitas: (6.46) a B; halmazok definici6jabol kovetkezik. [

A kovetkez6kben a célunk, hogy a min{|B|,|C|} szamra adjunk ponto-
sabb als6 korlatot.

Definicié: Ha a H Hilbert kocka olyan, hogy a 2?21 eix; (¢, € {0,1},
i =1,2,..d) 0sszegek paronként kiilonboznek, vagyis

d
H = [{y+Y s e € {01} i=12..,d} =2,
i=1
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akkor H-t egy nem-degenerélt d-dimenzi6s Hilbert kockdnak nevezziik.

6.8 Lemma: Ha N > Ny, E C {1,2,..N} és (6.41) teljesiil és d-t (6.42) defi-
nialja, akkor létezik egy nem-degeneralt d-dimenzios Hilbert kocka E-ben.

Bizonyitds: Megtaldlhaté6 Gyarmati Katalin és Sarkozy Andrés: On re-
ducible and primitiv subsets of Fy, II cimfi cikkében.

6.9 Tétel (K. Gyarmati, A. Sarkozy): Ha A C F,, p és k a (6.43) és (6.44)
feltételeknek eleget tesznek, akkor A-nak létezik egy R reducibilis rész-
halmaza, hogy

R=B+C (6.47)
esetén
min{|B|, |C[} > 2[2! (6.48)

Bizonyitas: A 6.8 lemma szerint A tartalmaz egy nem-degenerélt d-dimenziés
Hilbert kockat

d
H={y+)Y ex;: ¢€{01}i=12.,d} CA (6.49)
i=1

Ekkor By = {y,y +x), B; = {0,x;} és R = H halmazokra véve a B =

By + By +... +B[k] ésC = B[] 1 -+ Bx_1 + By halmazokat kapjuk, hogy

(6.47) kovetkezik H def1mc10]ab01 illetve B és C nem-degenerélt Hilbert

kockdk [ | ésk — [ | > [ ] dimenzidkkal, ezért elemszamuk eleget tesz a
(6.48) feltételnek. [
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7. Kvadratikus maradékok additiv felbontasa

El6szor bevezetiink néhédny jelolést: ha G véges Abel-csoport és f, ¢ egy
G-bdl C-be képezd fliggvény, akkor (f *g)(x) = Ly f(y)g(x —y), jeldlje
X az F, Legendre-szimbolumat, (f, g) jeloli két komplex fliggvény skalaris
szorzatét, (f,1) = (f), || ¢ ||5 pedig az I norma négyzete.

7.1 Tétel (A. Sarkozy, Shkredov): Legyen p prim és R C F, kvadratikus
maradékok halmaza.

Ha A+ A =R, akkor p =3
Ha A+ A =R, akkor p =3,7,13,

aholA+A={a+d:ad €A atd}

Bizonyitas: Megtalalhat6 Shkredov: Sumsets in quadratic residues cimfi
cikkében, itt a terjedelemre val6 tekintettel nem bizonyitjuk.

A kovetkez6 tételhez kimondunk két lemmat, melyek a bizonyitdsa meg-
taldlhat6 Shkredov: Sumsets in quadratic residues cimfi cikkében.

7.2 Lemma: Legyenek g, i : F, — C komplex fliggvények. Ekkor

1
|Zg x4+ <l glla (@l hlz =W <lgll2 [I'h]2p

N|—

((gox)o(hox))(x)=p(hog)—(g) (h).

7.3 Lemma: Legyen c egy egész szam és « : G — Z egy fiiggvény. Ekkor

lalz > C|Zﬂé == )  a)

x:0<a(x)|<c
és

lal = c) alx +Z|{x a(x) = k}| (k* — ck)

7.4 Tétel (C. Bachoc, M. Matolcsi, I. Z. Ruzsa): Legyen p prim, R C F,
kvadratikus maradékok halmaza, A C F,. Ha |A — A| C RU {0} teljesiil
akkor:
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p > |A|>+|A| — 1, ha |A| péros
illetve
p > |A]?2 +2|A| — 2, ha |A| paratlan

Bizonyitds: Legyen |A| = a és legyen €(x) olyan fiiggvény, melyre

(A x)(x) = (a—1)Ax) +e(x), 71)
ahole(x) =0,hax € A. A 7.2 lemma szerint

| € 3= pa—a*—a(a—1)2 és () =—a(a—1).
S6t
e(x) =2|RN(x—A)|—a (7.2)

minden x ¢ A elemre. El6szor legyen a egy pédros szam. Ekkor (7.2) sze-

rint €(x) értéke minden x-re paros (e(x) = 0, ha x € A). A 7.3 lemmat
alkalmazva c = 2-vel kapjuk, hogy

€ I3= pa—a®—a(a— 1) > 20(a— 1)

vagyis
p=> a®+a—1

amint allitottuk.
Tegytik fel, hogy a paratlan 1-nél nagyobb szdm. e(x) = 0 az A halmazon,
de a (7.2) formula szerint minden més x-re e(x) pératlan. El6szor belatjuk,
hogy létezik olyan x ¢ A, melyre e(x) # 1 teljestil. Ha nem igy lenne,
akkor (7.1) miatt

(A x) = (e,x) = pA(0) —a—(a—1){Ax) (7.3)
Eltolassal elérhetjiik, hogy 0 € A teljesiiljon és igy (A,x) = a — 1. Be-
helyettesitve (7.3)-ba kapjuk, hogy p = a2, ami ellentmondés. Legyen
pr = [{x € F, : e(x) = k}|, k € Z. Ekkor pg = a és py; = 0 minden
I nem nulla egészre. A 7.3 lemma feltételét c = —2-re alkalmazva és fel-
hasznélva, hogy p_1 kisebb pT_l-nél a kovetkez6hoz jutunk:

—a(a—1)> = -2(e)+ Y (P +2k)py > 2a(a—1)—p_14+3 Y} p=
k k#-1,0

e ll3= pa—a’
=2a(a—1)4+3p—4p_1—3a>2a(a—1)+p+2—3a
maés széval
p>a?ta—4+ P2

Kis szamolds utdn kapjuk, hogy p > a? + 2a — 2 teljesiil, feltéve, hogy
a > 1. Ezzel kész a bizonyités. []
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